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Bu çalışmada yarıgrup yapıları için bazı sonluluk koşulları incelenmiştir. ρ  

S  üzerinde bir kongrüans olmak üzere, periyodiklik, yerel sonluluk, residual 

sonluluk, kelime probleminin çözülebilirliği ve yerel sonlu takdim edilebilirlik gibi 

sonluluk koşulları S , ρ  ve S
ρ  yarıgrupları için incelenmiştir. I  bir yarılatis, iS  

( )i I∈  ayrık yarıgrupların bir ailesi ve ,; ,i j iS I S φ =  S  de { }i i IS ∈  yarıgruplarının 

bir güçlü yarılatisi olsun. Benzer şekilde ,; ,i j iS I S φ =  S  için de periyodiklik, yerel 

sonluluk ve sonlu takdim edilebilirlik gibi sonluluk koşulları incelenmiştir.   

G  sonlu takdim edilebilir bir grup ve N  de G  nin herhangi bir sonlu 

indeksli normal alt grubu olsun. G  üzerinde tanımlı 

( ){ }1, :N s t st Nρ −= ∈ kongrüansının sonlu doğuraylı ve sonlu takdim edilebilir bir 

yarıgrup olduğu gösterilmiştir. 
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In this study some finiteness conditions for semigroup constructions are 

considered.  

Periodicity, local finiteness, residual finiteness and soluble word problem are 

considered for S , ρ  and S
ρ  where ρ  is a congruence on a semigroup S . Let I  

be a semilattice, let ( ) iS i I∈  be a family of disjoint semigroups, and let 

,; ,i j iI S φ  S  be the strong semilattice of semigroups { }i i IS ∈ . Similarly, periodicity, 

local finiteness and local finite presentability are considered for ,; ,i j iI S φ  S .   

Let G  be a finitely presented group and N  be a normal subgroup of G  with 

finite index. It is shown that the congruence ( ){ }1 : ,N st s t Nρ −= ∈  on G  is finitely 

generated and finitely presented semigroup. 
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1.GİRİŞ 

 

Yarıgruplar teorisi cebirin en temel dallarından biridir. Yarıgruplar ile ilgili 

ilk çalışmalar 1920’li yıllarda A.K. Sushkevich’in bir sonlu yarıgrubun minimal 

idealinin yapısını belirlemesi ve böylece öz ideali olmayan herhangi bir sonlu 

yarıgrubun yapısını belirlemesine kadar dayanır. Bu sonuç daha sonraları D. Rees 

tarafından herhangi tam basit yarıgruplar için genelleştirildi. Diğer bir araştırma ise 

A. Clifford tarafından yapılan tam düzgün yarıgruplar ya da kendi adıyla bilinen 

Clifford yarıgrubu ile ilgili çalışmalardır. 1950 lerin sonunda yarıgruplar teorisinin 

kendisi modern cebirin zengin depolu problemlere sahip, matematiğin diğer alanları 

özellikle de gruplar ve halkalar teorileri ile güçlü bağlantıları olan geniş bir alana 

sahip bir dalı olmaya başladı. 

Diğer cebirsel teorilerde olduğu gibi yarıgruplar teorisinin de temel 

problemlerden birisi tüm yarıgrupların sınıflandırılması ve onların yapısının 

tanımlanmasıdır. Bu iş yapılırken, yarıgrupların birçok çeşidi açıkça belirtilmesi ve 

dikkate alınmasıyla yarıgruplar üzerinde bazı kısıtlamalar oluşturulur. Bu 

kısıtlamalar çok çeşitlidir. 

Bu kısıtlamalardan biri düzgünlüktür. Düzgün yarıgruplar, yarıgruplar 

teorisinin üzerinde çok sıkça çalışılan bir alanıdır. Bu sınıf, simetrik yarıgrupları, ters 

dönüşüm yarıgrupları, Clifford yarıgrupları, (sıfır) basit yarıgrupları ve tam (sıfır) 

basit yarıgrupları içerir. 

Diğer bazı kısıtlamalar ise; tüm ya da bazı alt yarıgruplar, idealler ya da 

kongrüanslar gibi yarıgrup üzerinde bilinen bağıntılardır. Bu tip kısıtlamalar bize, 

çeşitli tipteki basit yarıgrupları ve çeşitli sonluluk koşullu yarıgrupları verir. Örneğin, 

periyodik yarıgrup, yerel sonlu yarıgrup, residual sonlu yarıgrup, minimal ideal v.b.  

 Literatürde yarıgrupların sonluluk koşulları ile ilgili bir çok çalışma vardır. 

Bunlardan bazıları şunlardır; Ruskuc N., (1998)’deki bir makalesinde bir S  

yarıgrubunda sonluluk koşullarından bazılarının sağlanması durumunda, S  nin sonlu 

indekse sahip olan bir T  alt yarıgrubunda hangi durumlarda sağlanıp 

sağlanmayacağına dair gerek ve yeter koşulları vermiştir. Bir başka çalışma Ayık H., 

(2005)’de Rees Matrisler Yarıgrubu için sonluluk koşullarını incelemiştir. Yine Ayık 
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G., Ayık H., ve Ünlü Y., (2005b)’de yayınlanan makalede yarıgrupların bir güçlü 

yarılatisi için kelime problemi incelenmiştir. Ayrıca Ayık G., Ayık H., ve Ünlü Y., 

(2005a)’daki çalışmalarında bir S  yarıgrubu üzerindeki ρ  kongrüansının yarıgrup 

olarak sonlu takdim edildiğinde S  ve S
ρ  yarıgruplarının da sonlu takdim 

edilebilirliğini araştırmışlardır. 

Bu tezin birinci ve ikinci bölümünde, giriş ve yarıgruplar teorisinin temel 

tanım ve teoremlerinden bazıları verilmiştir. Üçüncü bölümünde ise, S , ρ  ve S
ρ  

yarıgruplarının birinde sonluluk koşullarının sağlanması durumunda diğerlerinde 

sağlanıp sağlanmayacağı araştırılmıştır. Dördüncü bölümünde ise, G  bir grup ve N  

de G ’nin bir normal alt grubu olmak üzere G  üzerinde tanımlı 

( ){ }1, :N s t st Nρ −= ∈ kongrüansının hangi koşullarda sonlu doğuraylı ve sonlu 

takdim edilebilir olduğu incelenmiştir. Son ve beşinci bölümde ise, yarıgrupların bir 

güçlü yarılatisi ,; ,i j iS I S φ =  S  için sonluluk koşullarından bazıları incelenmiştir. 
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

 
 Bu bölümde, yarıgruplar, yarıgrup takdimleri, yarıgruplar için sonluluk 

koşulları ve bazı yarıgrup yapılarının basit tanımları ve temel teoremleri verilmiştir.  

 
2.1. Yarıgruplar 

 

S  boş olmayan bir küme ve ο  işlemi S  üzerinde tanımlı birleşmeli bir ikili 

işlem olmak üzere ( )ο,S  ikilisine bir yarıgrup denir. Yarıgrubu çarpımsal notasyon 

ile ifade ederken çarpmanın ne olduğu içerikten belli ise ( ),S ⋅  yerine sadece S  

yazacağız. Yani ,s t S∀ ∈  için s tο  ve s t⋅  yerine st  yazacağız. Eğer bir S  

yarıgrubunda  her ,s t S∈  için st ts=  oluyor ise S  ye değişmeli yarıgrup denir. Her  

s S∈  için 1 1s s s= =  olacak şekilde bir 1 S∈  elemanı varsa 1 elemanına S  nin  

birim elemanı S  ye de monoid denir. Bir S  yarıgrubunun en fazla bir tane birim 

elemanı vardır. Eğer S  birim elemana sahip değil ise ekstra bir birim eleman kolayca 

eklenebilir. Her s S∈  için 

 

1 1s s s= =  ve 11 1=  

 

olarak tanımlarsak { }1S ∪  bir monoid olur. 1S  kümesini 

 

{ }
1 ,  birim elemana sahip ise

1 , aksi halde
S S

S
S


=  ∪

 

 

olarak tanımlayalım. 1S  monoidine  gerekli ise birim eleman eklenerek S  den elde 

edilen monoid denir.  

S  en az iki elemanı olan bir yarıgrup olsun. Eğer her s S∈  için 0 0 0s s= =  

olacak şekilde  0 S∈  elemanı var ise 0 elemanına S  nin sıfır elemanı, S  ye de sıfırlı 

yarıgrup denir. Herhangi bir S yarıgrubunda sıfır eleman varsa tek olduğu açıktır. 

Eğer S  yarıgrubunun  sıfır elemanı yoksa ekstra bir sıfır eleman benzer şekilde 
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kolayca eklenebilir. Her s S∈  için 0 0s s s= =  ve 0.0=0 olarak tanımlayalım. Bu 

durumda  0S  kümesi 

 

{ }
0 ,  sıfır elemana sahip ise

0 , aksi halde
S S

S
S


=  ∪

 

 

olarak tanımlanır ve 0S  yarıgrubuna  gerekli ise sıfır eleman eklenerek S  den elde 

edilen sıfırlı  yarıgrup denir.  

 Ekstra birim ve/veya sıfır elemanı eklerken yarıgrubun bazı özellikleri 

değişebilir. Eğer grup olan bir yarıgruba  sıfır elemanı eklersek grup olmayan bir 

yarıgrup elde ederiz. Bu sıfırlı yarıgruba, yani bir gruba sıfır eklenerek elde edilen 

yarıgruba 0-grup denir. Eğer  S  yarıgrubunda birim eleman olduğu halde S  ye 1 

birimi eklenir ise S  nin birim elemanı  { }1S ∪  için artık birim değildir ve { }1S ∪ in 

birimi yeni eklenen 1 elemanıdır.  

 Boştan farklı herhangi bir S  yarıgrubunda çarpma her ,s t S∈  için st s=  

olarak tanımlanırsa S  yarıgrubuna sol sıfır yarıgrup denir. Sağ sıfır yarıgrup benzer 

şekilde tanımlanır. m elemanlı sol sıfır yarıgrup mL  ile sağ sıfır yarıgrup mR  ile 

gösterilir. 

  Eğer  a  birim elemansız bir S  yarıgrubunun elemanı ise Sa  kümesinin a  

elemanını içermesi gerekmez. O halde 

 

{ }
{ }

{ }

1

1

1 1

S a Sa a

aS aS a

S aS SaS Sa aS a

= ∪

= ∪

= ∪ ∪ ∪

 

 

dir. Dikkat edilirse 1 1 1 1, ,S a aS S aS  kümeleri  S  nin alt kümeleridir. S  yarıgrubunun 

bir grup olması için gerek ve yeter koşul her a S∈  için  

 

 ve  aS S Sa S= =  
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olmasıdır.  

S  bir yarıgrup ve T  de S  nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. Eğer T  

çarpma altında kapalı ise o zaman T  ye S  nin alt yarıgrubu denir. Bu  koşulu daha 

genel olarak 2T T⊆  şeklinde ifade edebiliriz. Eğer her a T∈  için Ta aT T= =  ise 

T  alt yarıgrubu bir alt gruptur. 

S  ve T  iki yarıgrup ve Φ , S  den T  ye bir dönüşüm olsun. Her ,x y S∈  için 

( ) ( ) ( )xy x yΦ = Φ Φ  ise Φ  ye homomorfizm denir. T  nin { }( ) ( ) :S s s SΦ = Φ ∈  alt 

kümesine Φ  nin görüntü kümesi denir. Ayrıca ( )SΦ , T  nin alt yarıgrubu olduğu 

açıktır. Eğer S  ve T  sırasıyla birimleri T1  ve 1S  olan iki monoid iseler yukarıdaki 

koşula ek olarak ( ) T1 = 1SΦ  oluyor ise Φ  ye bir monoid homomorfizmi denir. Bu 

homomorfizmlerin farkını belirtmek istenirse yarıgrup homomorfizmi ve monoid 

homomorfizmi ifadeleri kullanılır, aksi halde sadece homomorfizm diyeceğiz. 

S  ve T  iki yarıgrup ve Φ , S  den T  ye bir homomorfizm olsun. Eğer Φ  

bire-bir ise Φ  ye bir monomorfizm, Φ  örten ise Φ  ye bir epimorfizm ve Φ  hem 

bire-bir hem de örten ise Φ  ye bir izomorfizm denir. S  den S ye bir izomorfizmaya 

S  nin bir otomorfizmi denir. Φ , S  den T  ye bir izomorfizm ise S , T  ye 

izomorfiktir denir ve S T≅ şeklinde yazılır. 

  S  ve T  iki yarıgrup ise S T× kartezyen çarpımı üzerindeki çarpma her 

, '  ve , 's s S t t T∈ ∈  için 

 

( )( ) ( ), ', ' ', 's t s t ss tt=  

 

olarak tanımlarsak S T×  bir yarıgruptur ve bu yarıgruba S  ve T  nin direk çarpımı 

denir. 

  Grup teoride bir kümenin permütasyonları grubu gibi yarıgrup teoride de bir 

kümeden kendisine tanımlı dönüşümler kavramı vardır. Yani bir X  kümesindeki 

tüm permütasyonların simetrik grubu ( ),XS o  na benzer olarak  X  den X  e tanımlı 

tüm dönüşümlerin yarıgrubu ( ),XT o  tüm dönüşümler yarıgrubu vardır. Her ikisinde 
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de işlem bileşke işlemidir. ( ),XS o , X  den X  e tüm birebir örten  dönüşümleri 

içeriyor olup ( ),XT o  in bir alt yarıgrubudur. Bir S  yarıgrubu XT  in bir alt yarıgrubu 

ise S  ye dönüşümler yarıgrubu denir. S  bir yarıgrup olmak üzere bir : XS Tφ →  

homomorfizmine S nin temsili denir. 

Aşağıdaki teorem gruplardaki Cayley Teoremine benzer olup her yarıgrubun 

bir dönüşümler yarıgrubuna izomorfik olduğunu ifade etmektedir. 

 

Teorem 2.1.1: S  bir yarıgrup ve 1X S=  olmak üzere bir birebir : XS Tφ →  

homomorfizmi vardır. 

 

İspat: İspatı için Howie J.M. (1995)’e bakınız.                         < 

 

 Eğer bir Se ∈  için ee =2  oluyorsa e  ye idempotent eleman denir. Eğer S  

yarıgrubunun tüm elemanları idempotent ise S  yarıgrubuna band denir. Eğer bir S  

yarıgrubu hem band hem de değişmeli ise S  ye  yarılatis denir.  

 A  bir küme ve ASL , A  nın boş olmayan tüm alt kümelerinin kümesi olsun. 

Kümeler üzerindeki birleşme işlemi ∪  ile ASL  bir yarılatistir, buna A  üzerindeki 

serbest yarılatis denir. 

 Bir S  yarıgrubunda her ,a b S∈  için aba a=  ise S  yarıgrubuna dikdörtgen 

band denir. Bu durumda aşağıdaki teoreme sahibiz. 

 

Teorem 2.1.2: S  bir yarıgrup olsun. Bu durumda aşağıdakiler birbirine 

denktir. 

i) S  bir dikdörtgen banttır. 

ii) S  nin her elemanı idempotent ve her , ,a b c S∈  için abc ac=  dir. 

iii) S L R≅ ×  olacak şekilde bir sol sıfır yarıgrup L  ve bir sağ sıfır 

yarıgrup R  vardır. 

iv) A  ve B  boştan farklı kümeler ve A B×  deki çarpma  

 



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER                                              Basri ÇALIŞKAN 

 7

( )( ) ( ) ( ), ', ' , ' ,  , '  ve , 'a b a b a b a a A b b B= ∈ ∈  

 

olmak üzere S  yarıgrubu A B×  formunda bir yarıgruba izomorfiktir. 

 

İspat: İspatı için Howie J.M. (1995)’e bakınız.                         < 

 

Dikdörtgen ifadesi yukarıdaki teoremin (iv) ifadesinden gelmektedir. 

Kartezyen düzlemde ( ) ( ), , ,a b c d  noktaları ile bu noktaların çarpımı olan 

( )( ) ( )( ), ,  ve , ,  a b c d c d a b  noktalarını birlikte düşünecek olursak bir dikdörtgenin 

köşelerini oluşturur. Band ifadesi de elemanların idempotent oluşundan ileri 

gelmektedir.  

Biz sonlu bir dikdörtgen bandı, herhangi iki ( ) ( ) ,, , , m ni j k l R∈  elemanının 

çarpımı  

 

( )( ) ( ), , ,i j k l i l=  

 

olmak üzere 

 

( ){ }, , :1 ,  1m nR i j i m j n= ≤ ≤ ≤ ≤   

 

,m nR  kümesi ile ifade edebiliriz.. Dikkat edilirse, eğer 1m =  ise o zaman 1,nR  bir sağ 

sıfır yarıgrup, eğer  1n =  ise o zaman ,1mR  bir sol sıfır yarıgrup ve  

 

, ,1 1,m n m nR R R≅ ×  

 

dir. 
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2.2. İdealler  

 

S  bir yarıgrup ve ,L R S⊆ olsun. Eğer SL L⊆  ( RS R⊆ ) ise S  nin boştan 

farklı L  ( R ) alt kümesine S  nin bir sol ideali (sağ ideali) denir. Eğer S  nin boştan 

farklı bir A alt kümesi hem sağ hem de sol ideal ise A  ya S  nin ideali veya iki yanlı 

ideali denir. Dikkat edilecek olursa bir yarıgrubun iki yanlı her ideali bir alt 

yarıgruptur, fakat bunun tersi doğru değildir. Bir I  ideali { }0 I S⊂ ⊂  koşulunu 

sağlıyorsa I  idealine öz ideal denir. 

 

Tanım 2.2.1: S  bir yarıgrup olsun. S  nin bir sağ ideali R  eğer S  nin 

K ≠ ∅  bir sağ ideali için K R⊆  olduğunda K R=  oluyorsa R  ye S  nin minimal 

sağ ideali denir. Benzer şekilde minimal sol ideal tanımlanır. S  nin bir I  ideali  

eğer S  nin  bir K ≠ ∅  ideali için K I⊆  olduğunda K I=  oluyorsa I  idealine S  

nin minimal ideali denir. 

 

Teorem 2.2.2: S , bir minimal sol ideal L  ye sahip yarıgrup ve s S∈ olsun. 

i) Herhangi iki minimal sol ideal ayrıktır. 

ii) Ls , S  de minimal sol idealdir. 

iii) a L∈  ise Sa La L= =  dir. 

iv) S  deki tüm minimal sol ideallerin birleşimi bir minimal idealdir. 

Üstelik bu minimal ideal tekdir. 

 

İspat: i)  ve I J , S  nin farklı iki minimal sol ideali olsun. I J∩ ≠ ∅  

olduğunu kabul edelim. O zaman I J∩  bir sol idealdir ve I J I∩ ⊆  dir. I  minimal 

sol ideal olup I J I∩ =  dir. Benzer şekilde I J J∩ = dir. Böylece I J=  çelişkisi 

elde edilir. O halde I J∩ = ∅  dir. 

ii) Ls  nin S  nin bir sol ideali olduğu açıktır. ,K  S  nin bir sol ideali ve 

K Ls⊆  olsun. N  kümesini  

 

{ }:N x L xs K L= ∈ ∈ ⊆  
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olarak tanımlayalım. K ≠ ∅  olup bir a L∈  için k as=  olacak şekilde k K∈  vardır. 

O halde N ≠ ∅  dir. SN N⊆  olup N  bir sol idealdir. L  minimal sol ideal ve N L⊆  

olup L N=  dir. Böylece K Ls=  olup Ls  bir minimal sol idealdir. 

 iii) a L∈  ve L  minimal sol ideal olduğundan La Sa L⊆ ⊆  dir. L  minimal 

sol ideal olduğundan ve La  sol ideal olduğundan La Sa L= =  dir. 

iv) { }: ,  nin minimal sol idealiL L SΛ =  ve 
L

M L
∈Λ

= ∪  olsun. s S∈  ve a M∈  

olsun. O zaman bir L∈ Λ  için a L∈  dir. Böylece sa L M∈ ⊆  olup M bir sol 

idealdir. M  nin bir sağ ideal olduğunu gösterelim. s S∈  ve a M∈  olsun. O zaman 

bir L∈ Λ  için a L∈  dir. (ii) den dolayı Ls  minimal sol idealdir. as Ls M∈ ⊆  olup 

M  bir sağ idealdir. M  nin minimal olduğunu gösterelim. ,I I M⊆  olacak şekilde 

S  nin bir ideali olsun. Eğer L∈ Λ  ise IL L I⊆ ∩  olup L I∩ ≠ ∅  dir. Fakat L∈ Λ  

ve L I∩ ≠ ∅  olup L  nin minimalliğinden L I L∩ =  dir. Böylece  

 

{ } { }: :I I M L I L L L M= ∩ = ∪ ∩ ∈ Λ = ∪ ∈ Λ =  

 

olup M  minimaldir. W , S  nin başka bir minimal ideali olsun. WM de bir ideal olup 

hem M  hem de W  bir alt kümesi olduğundan  

 

M WM W= =  

 

dir.                                                                                                                               < 

 

Sıfırlı bir S  yarıgrubunda, S  nin bir I sol ideali S  nin { }0  sol idealinden 

başka bir idealini içermiyorsa I  ya 0 − minimal sol ideal denir. Benzer şekilde 

0 − minimal sağ ideal tanımlanır. Sıfırlı bir S  yarıgrubunda, S  nin bir I  ideali S  

nin { }0  idealinden başka bir idealini içermiyorsa I  ya 0 − minimal ideal denir. 
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2.3. Kongrüans ve Bölüm Yarıgrubu 

 

X  bir küme olsun. X X×  kartezyen  çarpımının herhangi bir alt kümesine 

X  üzerinde bir bağıntı denir. X  üzerindeki tüm bağıntıların kümesini XB  ile 

göstereceğiz. Ayrıca ρ , X  üzerinde herhangi bir bağıntı ise ( ) ρ∈yx,  yerine biz 

genellikle yxρ  yazarız. Ayrıca ρ  ve σ , X  üzerinde herhangi iki bağıntı olsun. Bu 

iki bağıntının bileşkesi, 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : , , ve ,x y z X x z z yροσ ρσ ρ σ= = ∃ ∈ ∈ ∈  

 

şeklinde tanımlanır ve bağıntıların bileşkesi işlemi ile XB  bir yarıgrup olup buna ( X  

üzerindeki) bağıntılar yarıgrubu denir. XB  in birim elemanı, 

 

( ){ }, :X x x x X∆ = ∆ = ∈  

 

özdeşlik bağıntısıdır ve boş bağıntı da XB  in sıfır elemanıdır. ϕ ∈ XB , x X∈  ve 

Y X⊆  olsun. O zaman  

 

{ : }

x Y

x y X x y
Y x
ϕ ϕ

ϕ ϕ
∈

= ∈ =

= U  

 

şeklinde tanımlanır. 

 Eğer ϕ ∈ XB  elemanı her x X∈  için 1xϕ ≤  ise ϕ  ye kısmi dönüşüm denir. 

X  üzerindeki tüm kısmi dönüşümlerin kümesini xP  ile gösterelim. xP  bileşke işlemi 

ile bir yarıgruptur ve bu yarıgruba kısmi dönüşümler yarıgubu denir. Ayrıca her  

XTϕ ∈  ve her x X∈  için 1xϕ =  dir. xT  ve xP , xB  in alt yarıgruplarıdır.  
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Ters bağıntı, 

 

( ) ( ){ }1 , : ,x y y xρ ρ− = ∈  

 

olarak tanımlanır. x∆=−1ρρ  olmak zorunda değildir. ϕ ∈ xP  ise 1ϕ − ∈ xP  olmak 

zorunda değildir. 1ϕ − ∈ xP  olması için ϕ ∈ xP  bire-bir olmalıdır. X  üzerindeki tüm 

bire-bir kısmi dönüşümlerin kümesini xI  ile gösterelim. xI  de bileşke işlemi ile bir 

yarıgruptur ve bu yarıgruba ters simetrik yarıgrup denir.  

 

Tanım 2.3.1: ρ , X  üzerinde bir bağıntı olsun. 

i) Her Xx ∈  için ( ) ρ∈xx,  ise, ρ  ya yansımalı bağıntı denir. 

ii) Her Xyx ∈,  için ( ) ρ∈yx,  iken ( ) ρ∈xy,  oluyorsa ρ  ya simetrik 

bağıntı denir. 

iii) Her Xyx ∈,  için ( ) ρ∈yx,  ve ( ) ρ∈xy,  iken yx =  oluyorsa ρ  ya 

antisimetrik bağıntı denir. 

iv) Her Xzyx ∈,,  için ( ) ρ∈yx,  ve ( ) ρ∈zy,  iken ( ) ρ∈zx,  oluyorsa 

ρ  ya geçişken bağıntı denir. 

Eğer ρ , yansımalı, simetrik ve geçişken bir bağıntı ise ρ  ya bir denklik 

bağıntısı denir. Eğer ρ , yansımalı, antisimetrik ve geçişken bir bağıntı ise ρ  ya bir 

(kısmi) sıralama bağıntısı denir.  

ρ bir denklik bağıntısı olsun. Her Xx ∈  için, x  in denklik sınıfı, 

 

( ){ }: ,x y X x yρ ρ= ∈ ∈  

 

ile tanımlanır. Farklı iki denklik sınıfının kesişimleri boştur ve tüm denklik 

sınıflarının birleşimleri X  kümesini oluşturur yani X  üzerindeki tüm denklik 

sınıfları X  in bir parçalanışıdır. X  in tüm denklik sınıflarının kümesi, 
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{ }:X x x Xρ ρ= ∈  

 

şeklinde tanımlanır. 

Bir S  yarıgrubu üzerinde bir kongrüans, S  üzerindeki denklik sınıflarının 

doğal çarpımı ile tanımlanan bir denklik bağıntısıdır. 

 

Tanım 2.3.2: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde herhangi bir bağıntı olsun. 

Her s S∈  ve her ( ) ρ∈yx,  için ( ) ρ∈sysx,  ( ( ) ρ∈ysxs, ) ise, ρ  ya bir sol (sağ)  

uyumlu denir. Her ( )( , ), ', 'x y x y ρ∈  için ( ', ')xx yy ρ∈   ise ρ  ya uyumlu denir.  

Sol uyumlu bir denklik bağıntısına sol kongrüans, sağ uyumlu bir denklik 

bağıntısına sağ kongrüans, uyumlu bir denklik bağıntısına da kongrüans denir. 

 

Teorem 2.3.3: Bir S  yarıgrubu üzerinde ρ  nun bir kongrüans olması için 

gerek ve yeter koşul ρ  nun hem sağ hem de sol kongrüans olmasıdır.  

 

İspat: İspatı için Howie J.M. (1995)’e bakınız.                         < 

 

S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Tüm denklik 

sınıflarının kümesi ρS  üzerindeki çarpma her ,x y Sρ ρ ρ∈  için  

 

( )( ) ( )ρρρ xyyx =  

 

şeklinde tanımlanır. ρS  bu çarpma işlemi ile bir yarıgruptur. ρS  ya, S  nin ρ  ile 

elde edilen bölüm yarıgrubu denir. Dikkat edilirse yarıgruplar da bölüm yapısı diğer 

cebirsel yapılardan farklılık gösterir. Bu farklılığın kaynağı da yarıgruplar arasındaki 

homomorfizmin çekirdeğinin bir kongrüans olmasıdır. 
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Teorem 2.3.4: S  ve T  yarıgrup olsunlar. 

i) ρ , S  üzerinde bir kongrüans olsun. :f S S ρ→  olmak üzere 

( )f x xρ=  şeklinde tanımlanan dönüşüm bir homomorfizmdir. 

ii) :f S T→  bir homomorfizm olsun. ( ){ }, :Kerf x y S S xf yf= ∈ × =  

kümesi bir kongrüanstır ve S Kerf imf≅  dir. 

 

İspat: İspatı için Howie J.M. (1995)’e bakınız.                         < 

 

Tanım 2.3.5: S  bir yarıgrup ve R  de S  üzerinde herhangi bir bağıntı olsun. 

Eğer ,x y S∈  için 

 
ve  x urv y usv= =  

 

olacak şekilde 1,u v S∈  ve ( ) ( ),  veya ,r s R s r R∈ ∈  mevcut ise x  ile y  temel R-

bağlantılıdır denir. Eğer her 1 1i n≤ ≤ −  için iz  ile 1iz +  temel R -bağlantılı olacak 

şekilde sonlu bir 

 

1 2 1n nx z z z z y−= → → → → =L  

 

dizisi mevcut ise x  ile y   R-bağlantılıdır veya y , x  in bir  R-sonucudur denir. 

 

Teorem 2.3.6: S  bir yarıgrup ve R  de S  üzerinde herhangi bir bağıntı 

olsun. S  üzerindeki yeni bir ρ  bağıntısını 

 

( ),  veya  ile  bağlantılıdırs t s t s t Rρ∈ ⇔ = −  

 

şeklinde tanımlayalım. O zaman ρ , S  üzerinde R  bağıntısını içeren en küçük 

kongrüanstır. 
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İspat: Her s S∈  ( ),s s ρ∈  olduğundan ρ  yansımalıdır. Her ( ),s t ρ∈  için  

 

1 2 1n ns z z z z t−= → → → → =L  ise 1 2 1n nt z z z z s−= → → → → =L  

 

olup ρ  simetriktir. Her ( ) ( ), , ,s t t u ρ∈  için  

 

1 2 ns z z z t= → → → =L  ve 1 2 mt v v v u= → → → =L  

 

olup 

 

1 2 1 2n ms z z z v v v u= → → → → → → → =L L  

 

olur. Yani ( ),s u ρ∈  olup ρ  geçişmelidir. Böylece ρ  bir denklik bağıntısıdır. 

( ),s t ρ∈  ve 1,u v S∈  için 

 

1 2 nusv uz v uz v uz v utv= → → → =L  

 

ve her 1 1i n≤ ≤ −  için iuz v  ile 1iuz v+  de temel R-bağlantılı olduğundan 

( ) ( ), , ,us ut sv tv ρ∈  olup ρ  bir kongrüanstır. R ρ⊆  olduğu açıktır.  

σ , S  üzerinde R σ⊆  olacak şekildeki başka bir kongrüans olsun. ( ),s t ρ∈  

alalım. Eğer s t=  ise ( ),s t R σ∈ ⊆  dır. Eğer s t≠  ise sonlu  

 

1 2 ns z z z t= → → → =L  

 

dizisi vardır; öyle ki  

 

1vei i i i i i i iz u rv z u s v+= =  
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( 1,i iu v S∈  ve ( , )i ir s R∈  veya ( , )i is r R∈ ) dir. R σ⊆  ve  σ  (sağ/sol) uyumlu 

olduğundan 1( , )i iz z σ+ ∈  ve geçişmeli olduğundan  ( ),  s t σ∈ olur.  Böylece 

istenildiği gibi ρ σ⊆  olur (Howie J.M., 1995).                                                        < 

 

Bundan sonra R  bağıntısını içeren en küçük kongrüansı ( )Rρ  ile gösterelim. 

 

2.4. Yarıgrup Takdimleri 

 
 Bu bölümde öncelikle yarıgrup için doğuray ve serbest yarıgrup kavramları 

verilecektir. Daha sonra kısaca grup, monoid ve yarıgrup takdimlerinin ne ifade ettiği 

ve aralarındaki ilişkilerden bahsedilecektir. 

S bir yarıgrup A da S nin bir alt kümesi olsun. A yı içeren S nin en küçük 

yarıgrubuna A nın doğurduğu yarıgrup denir. A ya da bu yarıgrubun doğuray kümesi 

denir. Bu alt yarıgrubu A  ile göstereceğiz. 

 

Önerme 2.4.1: S bir yarıgrup A da S nin boş olmayan alt kümesi olsun. O 

zaman 

 

A { : ,U U= I  A yı içeren S nin alt yarıgrubu} 

 

dır. 

 

İspat: W { : ,U U= I  A yı içeren S nin alt yarıgrubu}olsun. W , A yı içeren 

bir alt yarıgrup olup, tanımdan A ⊆ W  dur. Ayrıca A , A yı içeren bir alt 

yarıgrup olduğundan A ∈ { }: ,    yı içeren  nin alt yarıgrubuU U A S  dır. O halde  

 

W { }: ,    yı içeren  nin alt yarıgrubui iU U A S= I ⊆ A  
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olup A =W  dir (Ruskuc N., 1995).                                                                        < 

 

S bir yarıgrup ve A S∅ ≠ ⊆  olsun. Benzer şekilde gösterileceği üzere  

 

A { }1 2 : ,  n ia a a a A n= ∈ ∈K  

 

olur. Bir başka ifade ile A , A  üzerindeki tüm sonlu çarpımların kümesidir. 

Eğer S= A  olacak şekilde S nin sonlu bir A alt kümesi var ise S ye sonlu 

doğuraylı yarıgrup denir. 

 

{ }( ) min : ,r S A A S A S= ⊆ =  

 

olarak tanımlanan ( )r S  doğal sayısına S nin rankı denir. 

S bir yarıgrup olsun. S nin tek elemanlı bir { }A a=  doğurayı varsa S ye 

monojenik yarıgrup denir. S= a  yazılır. S= a  monojenik bir yarıgrup olsun. Eğer 

her i j≠ ∈  için i ja a≠  ise S sonsuz olup S ye serbest monojenik yarıgrup denir. 

Serbest monojenik yarıgrup ( ),+  yarıgrubuna izomorfiktir. 

A ≠ ∅  bir küme (alfabe) olsun. ε  boş kelimeyi göstermek üzere, A daki tüm 

sonlu kelimelerin kümesini *A , boş kelimeden farklı tüm sonlu 1 2 na a aL  

kelimelerinin kümesini A+  ile göstereceğiz. Dikkat edilecek olursa *A = A+ { }ε∪  

dir. A+  daki ikili işlemi  

 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2n m n ma a a b b b a a a b b b=L L L L  

 

olarak tanımlayalım. Böylece yukarıda tanımlanan bu ikili işlem ile A+  bir 

yarıgruptur. A+  ya A üzerinde bir serbest yarıgrup, A kümesine de A+  nın doğuray 

kümesi denir. 
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A A+= \ ( )2
A+  

 

olduğundan doğuray kümesi tek türlü bellidir. Eğer A={ }a  ise A+ { }2 3, , ,a a a= L  

bir sonsuz monojenik yarıgruptur. 2A ≥  ise o zaman A+  değişmeli değildir.  

 

Teorem 2.4.2: S bir yarıgrup, A bir alfabe ve :f A S→  herhangi bir 

dönüşüm olsun. O zaman A fΦ =  olacak şekilde bir tek : A S+Φ →  homomorfizmi 

vardır. 

 

İspat: : A S+Φ →  dönüşümünü 1 2 nw a a a A+= ∈K  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2n na a a f a f a f aΦ =K K  

 

olarak tanımlayalım. Açıkça Φ  bir homomorfizm ve A fΦ =  dir. Ayrıca 

: A S+Ψ → , A fΨ =  olacak şekilde başka bir homomorfizm olsun. O zaman her 

1 2 nw a a a A+= ∈K  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2n na a a a a aΨ = Ψ Ψ ΨK K  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2                                            n nf a f a f a a a a= = ΦK K  

 

olup Ψ = Φ  dir. O halde Φ  tekdir.                                                                            < 

  

 S  bir yarıgrup ve A  da S yarıgrubunun doğurayı olsun. Yukarda tanımlanan 

: A S+Φ →  örten homomorfizm olduğundan, aşağıdaki sonuca sahibiz. 

 

Sonuç 2.4.3: S  herhangi bir yarıgrup olsun. O zaman S  bir serbest 

yarıgrubun homomorfik görüntüsüdür.                                                                       < 
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 Yarıgrup takdiminde temel iki tip problem vardır. Birincisi verilen bir 

yarıgrubun bir takdimini bulmak, ikincisi verilen bir takdim tarafından temsil edilen 

yarıgrubu bulmaktır.  

A bir  alfabe ve R A A+ +⊆ ×  olmak üzere bir yarıgrup takdimi A R  

ikilisidir. A R  tarafından tanımlanan yarıgrup ise ρ , R yi içeren A+  üzerindeki en 

küçük kongrüans olmak üzere A ρ+  yarıgrubudur. 

S  bir yarıgrup ve ρ da S  üzerinde bir kongrüans olsun. O zaman, her s S∈  

için #s sρ ρ=  şeklinde tanımlanan # : S Sρ ρ→  dönüşüm bir homomorfizm olup, 

buna doğal homomorfizm denir. 

 

Teorem 2.4.4: S bir yarıgrup, A da S  nin bir doğuray kümesi ve R A A+ +⊆ ×  

olsun. Eğer her ( ),w z R∈  için w z=  ilişkisi S  de sağlanıyor (yani S  nin aynı 

elemanını temsil ediyor) ise σ  her a A∈  için ( )a aσ =  olacak şekildeki tek 

homomorfizm olmak üzere aşağıdaki diyagram değişmeli olacak şekilde bir tek 

: A R SΨ →  homomorfizmi vardır.  

 

 

            σ  

 

      S  

 

İspat: S , R  deki ilişkileri sağladığından her ( ),w z R∈  için ( ) ( )w zσ σ=  

dir. Böylece kerR σ⊆  olup kerσ  bir kongrüans olduğundan ( ) kerRρ σ⊆  olur. 

Böylece : ( )A R Sψ ρ+ →  dönüşümü her ( ) ( )w R A Rρ ρ+∈  için ( ( ))w R wρ ψ σ=  

şeklinde tanımlanarak istenilen homomorfizm elde edilir. (Ruskuc, 1995).             < 

 

A+ ( )A R A Rρ+=  
#( )Rρ  

ψ 
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A R  bir takdim ve 1 2,w w A+∈  olsun. ( )*, , ,A u v Rα β ∈ ∈  veya ( ),v u R∈  

için 1 ,w uα β≡  2w vα β≡  ise 2w , R deki bir ilişki bir kez uygulanarak 1w  den elde 

edilmiştir denir. 1 2w w≡  veya 1iα + , R deki bir ilişki bir kez uygulanarak iα  elde 

edilmiş olmak üzere kelimelerin sonlu bir  

 

1 1 2 2nw wα α α≡ → → → ≡L  

 

dizisi varsa 2w , 1w  den elde edilmiştir denir. Ayrıca 1 2w w= , A R  nin veya sadece 

R  nin bir sonucudur da denir. 

 

Teorem 2.4.5: A R  bir takdim, ρ  da R yi içeren en küçük kongrüans, 

S A ρ+=  ve 1 2,w w A+∈  olsun. O zaman 1 2w wρ ρ=  olması için gerek ve yeter 

koşul 1 2w w=  nin A R  nin bir sonucu olmasıdır. 

 

İspat: İspatı için  Ruskuc N. (1995)’e bakınız.                         < 

 

Aslında 1 2w w≡  nin anlamı 2w  ve 1w  kelime olarak özdeştir, 1 2w w=  nin 

anlamı 1 2w wρ ρ=  olmasıdır. 

 

Önerme 2.4.6: A R  bir takdim, S bu takdim tarafından tanımlanan yarıgrup 

ve 1 2,w w A+∈  olsun. O zaman S de 1 2w w= olması için gerek ve yeter koşul 2w  nin 

R deki ilişkiler kullanılarak 1w  den elde ediliyor olmasıdır. 

 

İspat: İspatı için  Ruskuc N. (1995)’e bakınız.                                               < 
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Önerme 2.4.7: S bir A kümesi tarafından doğrulan bir yarıgrup ve 

R A A+ +⊆ ×  olsun. A R  nin, S için bir takdim olabilmesi için gerek ve yeter koşul  

aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır. 

i) S, R deki tüm ilişkileri sağlar ve 

ii) u v=  ilişkisi S de sağlanıyor olacak şekilde ,u v A+∈  herhangi iki 

kelime ise o zaman u v= , R nin bir sonucudur. 

 

İspat: İspatı için  Ruskuc N., (1995)’e bakınız.                                              < 

 

Örnek 2.4.8: A+  üzerinde boş kümeyi içeren en küçük kongrüans 

( ){ }, :w w w A+∈  kümesidir. Böylece A takdimi ile tanımlanan yarıgrup A+  

serbest yarıgrubudur. 

 

Teorem 2.4.9: A R  bir takdim ve S de bu takdim tarafından tanımlanan 

yarıgrup olsun. Bir B kümesi tarafından doğrulan herhangi bir T yarıgrubu ve örten 

bir dönüşüm :f A B→  için f nin tek homomorfik genişlemesi olacak şekilde 

: A T+Φ →  tanımlansın. Her ( ),u v R∈  için ( ) ( )u vΦ = Φ  ise : S TΨ → , s S∈  için 

( ) ( )s sρΨ = Φ  olarak tanımlanan Ψ  dönüşümü bir epimorfizmdir. 

 

İspat: İspatı için  Ruskuc N., (1995)’e bakınız.                                              < 

 

Önerme 2.4.10: S bir yarıgrup, A kümesi S için bir doğuray kümesi, 

R A A+ +⊆ ×  ilişkilerin bir kümesi ve W A+⊆  olsun. Eğer 

i) R deki tüm ilişkiler S  de sağlanır; 

ii) w A+∀ ∈  kelimesi için w w= , R nin bir sonucu olacak şekilde bir 

w W∈  kelimesi vardır; 

iii) ,  ve u v W u v∀ ∈ ≠  olmak üzere o zaman S de u v≠  

ise A R , S için bir takdimdir. 
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İspat: İspatı için  Ruskuc N., (1995)’e bakınız.                                              < 

 

Önerme 2.4.11: S bir sonlu yarıgrup A, S için bir doğuray kümesi, 

R A A+ +⊆ ×  ilişkilerin bir kümesi ve W A+⊆  olsun. Eğer 

I) R deki tüm ilişkileri S  de sağlar; 

II) w A+∀ ∈  kelimesi için w w= , R nin bir sonucu olacak şekilde bir 

w W∈  kelimesi vardır; 

III) W S≤   

ise A R , S için bir takdimdir. 

 

İspat: İspatı için  Ruskuc N. (1995)’e bakınız.                                               < 

 

A R  bir takdim ve S de bu takdim tarafından tanımlanan yarıgrup olsun. Bu 

takdimde A ve R sonlu ise A R  ye sonlu takdim ve S ye de sonlu takdim edilebilir 

denir. 

 Sonlu bir yarıgrup takdimi ℘= A R  için noksanlığı R A−  olarak 

tanımlanır ve ( )def ℘  ile gösterilir. Sonlu takdimli bir S yarıgrubu için yarıgrup 

noksanlığı ( )Sdef S  ile gösterilir ve  

 

( ) ( ){ }min : ,  için bir sonlu yarıgrup takdimiSdef S def S= ℘ ℘  

 

olarak tanımlanır. Benzer şekilde grup ve monoid noksanlığı tanımlanır. 

 

 S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Her ( )1 2,x x ρ∈  

için :i Sϕ ρ →  dönüşümü ( )1 2,i ix x xϕ =  ( )1,2i =  olarak tanımlansın. O zaman, 

aşağıdaki önermeye sahip oluruz.  
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 Tanım 2.4.12: ρ , bir S  yarıgrubu üzerinde bir kongrüans ve X  de ρ  için 

bir doğuray kümesi olsun. Her ( ),x y X∈  için ( ) ( ), , ,x x y y X∈  ise X  e ρ  için 

yansımalı doğuray kümesi denir. 

 

 Önerme 2.4.13: X  ρ  nun bir doğuray kümesi ise ( )i Xϕ  ( 1, 2)i =  kümesi 

de S  nin bir doğuray kümesidir. 

 

İspat: İspat için Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. (2005a)’ya bakınız.               < 

 

Önerme 2.4.14: ρ  bir S  yarıgrubu üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer ρ  

sonlu doğuraylı ise o zaman ρ  nun bir sonlu yansımalı doğuray kümesi vardır. 

 

İspat: İspat için Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. (2005a)’ya bakınız.               < 

 

X R  ρ  nun bir yarıgrup takdimi olsun. Eğer biz iϕ  yi X +  dan ( )i Xϕ +  

genişleterek, bir örten homomorfizm olarak alırsak, ( ) ( )1 2, ,m mw x y x y X +≡ ∈L  için, 

( )1 1 mw x xϕ = L  ve ( )2 1 mw y yϕ = L  olur. O zaman,  

( )i iX Xϕ=  ve ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, : ,i i i iR R r s r s Rϕ ϕ ϕ= = ∈ ( 1, 2)i =  

aldığımızda aşağıdaki teoreme sahip oluruz.  

 

Önerme 2.4.15: X  ρ  nun bir yansımalı doğuray kümesi X R  de ρ  nun 

bir takdimi olsun. O zaman yukarıdaki gösterimlerle i iX R ( 1, 2)i = S  nin bir 

takdimidir. 

 

İspat: İspat için Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. (2005a)’ya bakınız.               < 
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Teorem 2.4.16: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. 

Eğer ρ  sonlu takdim edilebilir ise S  ve S
ρ  da sonlu takdim edilebilirdir. 

 

İspat: İspat için Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. (2005a)’ya bakınız.               < 

 

Teorem  2.4.17 :(Nielsen-Schreier Teorem) : F bir serbest grup ve H  de 

F  nin bir alt grubu olsun. O zaman H  serbesttir. Ayrıca H  nin F  deki indeksi 

[ ]:F H m=  ve F  nin rankı ( )r F n=  her ikisi de sonlu olmak üzere,  

( ) ( )1 1r H m n= − +  

dır.  

 

İspat: İspat için Johnson D.L. (1995)’e bakınız.                                            < 

 

 Sonuç 2.4.18: H  bir G  grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. Eğer G  

sonlu takdim edilebilir ise H  da sonlu takdim edilebilirdir. 

 

İspat: İspat için Johnson D.L. (1995)’e bakınız.                                            < 

 

2.5. Tietze Dönüşümleri 

 

Tietze dönüşümleri genellikle, tanımladığı yarıgrubu değiştirmeksizin bir 

takdimden bir başka takdim bulmak için kullanılır. Bir ℘= A R  takdimi ile 

başlayıp yeni bir ′℘ = A R′ ′  takdimini aşağıdaki yollardan biri ile inşa edeceğiz. 

 

(T1) Bir doğuray eklemek. b A∉  ve w A+∈  alalım. { }A A b′ = ∪  ve 

{ }R R b w′ = ∪ =  olarak tanımlayalım. 
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(T2) Bir doğuray çıkartmak. b A∈  ve { }( )w A b
+

∈ n  olmak üzere eğer 

b w=  eşitliği R  nin bir sonucu ise { }A A b′ = n  ve R′  de R  den R  de ki tüm 

ilişkilerde b  yerine w  yazılarak elde edilir. 

(T3) Bir ilişki eklemek. u v= , R nin bir sonucu olan herhangi bir ilişki 

olsun. O zaman A A′ =  ve { }R R u v′ = ∪ =  olarak tanımlanır. 

  (T4) Bir ilişki çıkarmak. ( , )u v R∈ , { }( , )R u vn  bir sonucu ise A A′ =  ve 

{ }( , )R R u v′ = n  olarak tanımlanır. 

 

Teorem 2.5.1: A, B, R ve Q sonlu olmak üzere iki A R  ve 

B Q takdimlerinin izomorfik yarıgrupları tanımlaması için gerek ve yeter koşul 

B Q  nun Tietze dönüşümlerinin sonlu bir dizisinin uygulanmasıyla A R  den 

elde ediliyor olmasıdır. 

 

İspat: İspatı için Ruskuc N. (1995)’e bakınız.                                                < 

 

A bir alfabe, R de *A × *A  nin bir alt kümesi olmak üzere bir monoid takdimi 

A R  ikilisidir. A R  tarafından tanımlanan monoid, R , R deki boş kelime yerine 

e yazılarak elde edilmek üzere  

 

( )2, , ,A e R e e ae ea a a A= = = ∈  

 

tarafından tanımlanan yarıgruptur. 

 Dikkat edilecek olursa her yarıgrup takdimi aynı zamanda bir monoid 

takdimidir. Eğer S, A R  tarafından tanımlanan yarıgrup ve M de aynı takdim 

tarafından tanımlanan monoid ise M basitçe yeni bir birim eklenmiş S dir. Eğer S 
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birim elemana sahip ise bu eleman yeni eklenen birim eleman üzerinde birim gibi 

davranamayacaktır. Böylece 1M S= +  dir. 

Bir grup takdimi A R  nin tanımlanan grup aslında { }1 1 :A a a A− −= ∈  

olmak üzere monoid takdimi 

 

( )1 1 1, ,A A R aa a a a Aε− − −= = ∈  

 

tarafından tanımlanan monoiddir. Eğer A üzerindeki serbest grup F ise F  nin 

monoid takdimi  

 
1 1 1, , ( )A A aa a a a Aε ε− − −= = ∈  

 

olup, serbest gruplar serbest monoid değildir. 

 

 

Önerme 2.5.2: Eğer A R  yarıgrup takdimi tarafından tanımlanan S 

yarıgrubu bir grup ise o zaman A R  tarafından tanımlanan G grubu S ye 

izomorfiktir. 

 

İspat: : S GΦ →  homomorfizmini her a S∈  için a aΦ =  olacak şekilde 

tanımlayalım. Eğer e S∈  birim eleman ve Φ  bir homomorfizm olduğundan e GΦ ∈  

bir idempotent olur. Gruplarda bir tek idempotent (birim eleman) olduğundan, eğer 

G  nin birim elemanı 1 ise 1eΦ =  olur. Ayrıca S  bir grup olduğundan her bir a S∈  

nin bir tersi vardır; bunu 'a S∈  ile gösterelim. O zaman 'a A+∈  olduğundan 

' 'a a GΦ = ∈   olur. Dolayısıyla ( ') ( ')aa aa GΦ = ∈  olup ' 1aa =  olur. Eğer 

1 1( , , )n nu a a S a a A≡ ∈ ∈L K  ise  
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1 1 1 1 1

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

' ' ( ' ) ' '
( ) ' '

' '

n n n n n

n n n

n n n

ua a a a a a a a
a a a e a a
a a a a a e

− −

− − −

− − −

≡

=

= = =

L L L

L L

L L L

 

 

olup 1' ' 'nu a a A+≡ ∈L , u  nun bir tersidir. Benzer şekilde gösterilir ki ' 'u u GΦ = ∈  

de u  nun G  deki  tersidir. O halde ,u v S∈  için 

 

( ) ( )' ' ' 1u v u v v v uv u vΦ = Φ ⇒ Φ = Φ ⇒ = ⇒ =  

 

olur, yani Φ  bire-birdir.  Ayrıca G  nin bir yarıgrup olarak doğuray kümesi 

{ ' : }A a a A S∪ ∈ ⊆  olduğundan Φ  örtendir.                                                             < 

 

2.6. Yarıgruplar İçin Sonluluk Koşulları 

 

P  yarıgrupların bir özelliği olsun. Her sonlu yarıgrup, P  özelliğine sahip ise 

P  ye bir sonluluk koşulu denir. Örneğin her sonlu yarıgrup sonlu doğrulduğundan, 

sonlu doğrulma bir sonluluk koşuludur.  

Sonlu bir S  yarıgrubu için doğuray kümesi olarak S  yarıgrubunun kendisini 

ve ilişkiler olarak da S  yarıgrubunun çarpım tablosunu (Cayley Tablosu) alırsak S  

nin sonlu takdim edilebildiği görülür. Bu yüzden sonlu takdim edilebilirlik de bir 

sonluluk koşuludur.  

 S  bir yarıgrup olsun. a S∈  nin doğurduğu { }2 3, , ,...a a a a=  alt yarıgrubu 

göz önünde bulunduralım. { }2 3, , ,...a a a  listesinde bir tekrar var ise m na a=  olacak 

şekilde ,m n  farklı pozitif tamsayıları vardır. Bu durumda { }2 3, , ,...a a a a=  

monojenik altyarıgrup sonludur. Eğer bir S  yarıgrubun her monojenik alt yarıgrubu 

sonlu ise S  ye periyodik yarıgrup denir. Sonlu yarıgruplar peryodik olduğundan 

peryodik olmak da bir sonluluk koşuludur. 
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 A  sonsuz bir küme olsun. A  üzerindeki serbest yarılatis ASL  yalnızca 

idempotentleri içerdiğinden ASL  peryodiktir. Sıfır yarıgruplar ve dikdörtgen bandlar 

periyodiktirler, fakat sonlu olmayabilir. 

 P  yarıgrupların bir sınıfı olsun. S  yarıgrubunun sonlu doğuraylı her alt 

yarıgrubu P  ye ait ise S  yarıgrubuna yerel P  denir. Her sonlu yarıgrup yerel sonlu 

olup yerel sonluluk ta bir sonluluk koşuludur. Her sonlu yarıgrup yerel sonlu takdimli 

olup yerel sonlu takdim edilebilirlikde bir sonluluk koşuludur. Dikkat edilecek olursa 

sonlu yarıgruplar sonlu takdimli olup yerel sonlu yarıgruplar yerel sonlu takdimlidir.  

 Her Sts ∈≠  için ( ) ( )ts φφ ≠  olacak şekilde S  yarıgrubundan 

herhangi bir sonlu T  yarıgrubuna tanımlı bir örten : S Tφ →  homomorfizmi var ise 

S  ye residual sonlu yarıgrup denir. Sonlu bir S  yarıgrubu için S  den kendisine 

tanımlanan birim homomorfizmini dikkate alırsak her sonlu yarıgrubun residual 

sonlu olduğu görülür. Bunun için residual sonluluk bir sonluluk koşuludur. 

 

Teorem 2.6.1: S  yarıgrubunun residual sonlu olabilmesi için gerek ve yeter 

koşul herhangi farklı iki , ( )s t S s t∈ ≠  için S  üzerinde ( ),s t ρ∉  olacak şekilde 

(yani  ve s t  aynı denklik sınıfında olmayacak şekilde) sonlu sayıda denklik sınıfı 

olan bir  ρ  kongrüansının olmasıdır. 

 

İspat: İspat için Ayık H. (1998)’e bakınız.                                                     < 

 

S  sonlu doğuraylı bir yarıgrup ve A  kümesi de S  nin sonlu bir doğuray 

kümesi olsun. Eğer her ,u v A+∈  için u v=  bağıntısının S  de sağlanıp 

sağlanmadığına sonlu adımda  karar verebilen bir algoritma var ise S  yarıgrubuna, 

A  doğuray kümesine göre çözülebilir kelime problemine sahiptir denir. Her sonlu 

yarıgrup çözülebilir kelime problemine sahip olduğundan Baumslag G., (1993) 

çözülebilir kelime problemine sahip olmak bir sonluluk koşuludur. Tietze 

Dönüşümleri kullanarak kolayca gösterilir ki eğer S  sonlu bir doğuray kümesine 

göre çözülebilir  kelime problemine sahip ise S  herhangi bir sonlu doğuray 
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kümesine göre de çözülebilir kelime problemine sahiptir. Böylece sonlu doğuraylı 

yarıgruplar da çözülebilir kelime problemi sonlu doğuray kümesine bağlı değildir. 

Bu yüzden, eğer bir sonlu doğuraylı S  yarıgrubu herhangi sonlu bir doğuray 

kümesine göre çözülebilir kelime problemine sahip ise biz S  ye sadece çözülebilir 

kelime problemine sahiptir diyeceğiz. 

 S  bir yarıgrup ve T  de S  nin bir alt yarıgrubu olsun. \S T  nin 

kardinalitesine T  nin S  deki indeksi denir ve [ ]:S T  ile gösterilir. Eğer T  nin S  

deki indeksi sonlu ise S  ye T  nin bir küçük genişlemesi denir. 

  

Teorem 2.6.2: S  bir yarıgrup ve T  de S  nin S  deki indeksi sonlu olan bir 

alt yarıgrubu olsun. O zaman, 

i) S  nin sonlu doğuraylı olması için gerek ve yeter koşul T  nin sonlu 

doğuraylı olmasıdır. 

ii) S  nin periyodik olması için gerek ve yeter koşul T  nin periyodik 

olmasıdır. 

iii) S  nin yerel sonlu olması için gerek ve yeter koşul T  nin yerel sonlu 

olmasıdır. 

iv) S  nin yerel sonlu takdim edilebilir olması için gerek ve yeter koşul T  nin 

yerel sonlu takdim edilebilir olmasıdır. 

v) S  nin residual sonlu olması için gerek ve yeter koşul T  nin residual 

sonlu olmasıdır. 

vi) Eğer S  sonlu doğuraylıysa, S  nin çözülebilir kelime problemine sahip 

olması için gerek ve yeter koşul T  nin çözülebilir kelime problemine 

sahip olmasıdır.  

 

İspat: Yukarda ki  teoremin i) durumu, ilk kez Jura tarafından gösterildi (Jura A., 

1978). Ayrıca Ruskuc N. (1998)’de ispatladı. iv) durumu Ruskuc N. ve Thomas R. 

M. (1998)’de ve diğerleri ise Ruskuc N., (1998) de ispatlandı.                                  < 
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2.7. Yarıgrupların Güçlü Yarılatisi 

 

Yarıgrup yapılarından birisi de tamamen düzgün yarıgruplar için önemli bir 

yapı olan yarıgrupların güçlü yarılatisidir. 

I  bir yarılatis, iS  ( )i I∈  ayrık yarıgrupların bir ailesi olsun. Herhangi iki 

,i j I∈ , i j≤  için ( )i j ij i≤ ⇔ =  bir , :j i j iS Sφ →  ( )j i≥  homomorfizmi olduğunu 

ve bu homomorfizmlerin aşağıdaki koşulları sağladığını kabul edelim; 

1. Her i I∈  için, ,i iφ  birim dönüşüm 1
iS , 

2. Her , ,i j k I∈  için i j k≤ ≤  olmak üzere , , ,k j j i k iφ φ φ= . 

iS  yarıgruplarının elemanları ve ,j iφ  homomorfizmleri yardımıyla, i
i I

S S
∈

= U  

üzerindeki çarpma işlemi her ix S∈  ve jy S∈  için, 

 

( )( ), ,i ij j ijxy x yφ φ=  

 

şeklinde tanımlansın. Bu çarpma işlemi ile S  bir yarıgruptur. Bu yarıgruba 

yarıgrupların güçlü yarılatisi denir ve ,; ,i j iI S φ  S  ile gösterilir. Daha detaylı bilgi 

için Howie J.M. (1995)’e bakınız. 

 

Teorem 2.7.1: ,, ,i j iI S φ  S  yarıgrupların bir güçlü yarılatisi ve i j≠  için 

i jA A∩ = ∅  olmak üzere i i iA R=P , iS  ( )i I∈  yarıgrupları için takdimler olsun. 

i I iA A∈= ∪  ve i I iR R∈= ∪  olmak üzere 

 

( )( ) ( ), ,,   ,  i j i i ij j j ij i i j jA R a a a a a A a A i jφ φ= = ∈ ∈ ≠P  

,, ,i j iI S φ  S  için bir takdimdir. 

 

İspat: İspat için Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. (2005a)’ya bakınız.               < 
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3. S , ρ  ve S
ρ   İÇİN SONLULUK KOŞULLARI 

 

 S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Bu bölümde, 

sonluluk koşullarından; periyodiklik, yerel sonluluk, residual sonluluk, kelime 

probleminin çözülebilirliği ve yerel sonlu takdim edilebilirlik gibi koşulların S , ρ  

ve S
ρ  yarıgruplarının birinde sağlanması durumunda diğerlerinde sağlanıp 

sağlanmadığı incelenecektir. 

 

3.1. Periyodiklik 

 

 Önerme 3.1.1: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer 

S  periyodik ise ρ
S  da periyodiktir.  

 

 İspat: S  periyodik bir yarıgrup ve ρρ Ss ∈  olsun. O zaman Ss ∈  ve S  

periyodik olduğundan  mrm ss =+  olacak şekilde rm,  pozitif tamsayıları vardır. 

Böylece  

 

( ) ( ) ( ) ( )m r mm r ms s s sρ ρ ρ ρ+ += = =  

 

olduğunda ρ
S  da periyodik olur.                                                                            < 

 

  Bu önermenin tersi her zaman doğru değildir. Örneğin, aS =  sonsuz 

monojenik yarıgrubunu (aslında bu yarıgrup ( , )+ +Z  yarıgrubuna izomorfiktir) ve ρ  

da S  üzerinde tanımlı { }2( , )a a  yi içeren en küçük kongrüans olsun. O zaman 

( , )m na a S S∈ ×  için m n<  ise 
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2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )a a a a a a a am m m m m n m na a a a a a a a+ −→ → → →L  

 

olduğundan ( , )m na a ρ∈  dir. Benzer şekilde m n>  için de ( , )m na a ρ∈  olur. Son 

olarak ρ  yansımalı elemanları da içereceğinden S Sρ = ×  olup, ρ
S  sadece bir tek 

elemandan oluşan yani sonlu bir yarıgrup olup, periyodiktir. Fakat açıkça görülür ki 

S  periyodik değildir. 

 

 S  bir yarıgrup ve herhangi bir s S∈  için  mrm ss =+  olacak şekilde rm,  

pozitif tamsayıları mevcut olsun. O zaman, her k +∈Z  için  

 
( 1) ( 1)

( 2)

m kr m r k r m k r

m r k r m r m

s s s s s
s s s s

+ + − −

+ − +

= =

= = = =L
 

 

olur. 

 

 Teorem 3.1.2: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde herhangi bir kongrüans 

olsun. S  yarıgrubunun periyodik olabilmesi için gerek ve yeter koşul ρ  nun 

periyodik olmasıdır.  

 

İspat: ( )⇒ S  periyodik ve ( ) ρ∈ts,  olsun. O zaman  Sts ∈,  ve S  de 

periyodik olduğundan   

 
111 mrm ss =+  ve 222 mrm tt =+  

 

olacak şekilde 2121 ,,, rrmm  pozitif tamsayıları vardır. Şimdi biz ( ) ( )mrm tsts ,, =+  

olacak şekilde rm,  tamsayılarının varlığını göstermeliyiz.   

Bunun için { }21 ,max mmm =  ve [ ]21 ,rrr =  yani r , 1r  ile 2r  nin en küçük ortak 

katı olarak alalım. Genelliği bozmaksızın 1 2m m≤  olduğunu kabul edelim. O zaman 
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nmm += 12  olacak şekilde bir n  negatif olmayan tamsayısı vardır. r , 1r  ile 2r  nin 

en küçük ortak katı olduğundan 11krr =  ve 22krr =  olacak şekilde 21 , kk  pozitif 

tamsayıları vardır. Bu durumda 2mm =  olup,  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

21 2 2 2

, , ,

, ,

, ,

, , ,

,

m r m r m rm r m r

m n r m r m r m rn

m r k m r k m mn n

mm n m m m

m

s t s t s t

s t s s t

s s t s s t

s t s t s t

s t

+ + ++ +

+ + + + +

+ +

+

= =

= =

= =

= = =

=

 

 

elde edilir. Böylece ρ  nun da periyodik olduğu gösterilmiş olur. 

 ( )⇐ ρ  periyodik olsun. Bir Ss ∈  alalım. ρ , S  üzerinde bir kongrüans 

(dolayısıyla yansımalı) olduğundan ( ) ρ∈ss,  dir. Ayrıca ρ  periyodik olduğundan 

( ) ( )mrm ssss ,, =+  olacak şekilde rm,  pozitif tamsayıları vardır. Buradan;  

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,m r m m r m r m m

m r m

s s s s s s s s

s s

+ + +

+

= ⇔ =

⇔ =
 

 

elde edilir. Böylece S  de periyodiktir.                                                                       < 

 

 Böylece yukarıdaki önerme ve teoremden dolayı aşağıdaki sonuca sahibiz: 

 

 Sonuç 3.1.3: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer ρ  

periyodik ise ρ
S  bölüm yarıgrubu da periyodiktir.        < 
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3.2. Yerel Sonluluk 

  

 Önerme 3.2.1: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun.  Eğer 

S  yerel sonlu ise ρ
S  bölüm yarıgrubu da yerel sonludur.  

 İspat: S  yerel sonlu ve { }1 , ,  nU v vρ ρ= K  kümesi de ρ
S  nun sonlu bir alt 

kümesi olsun. O zaman { }1 , ,  nV v v= K S⊆  sonlu ve  S  yerel sonlu olduğundan 

V  alt yarıgrubu sonludur.  

Uu ∈  alalım. O zaman ρρ
kii vvu .....

1
=  olacak şekilde 

1
,.....,

ki iv v V∈  

vardır. Ayrıca ρ
S  üzerinde tanımlı çarpmadan dolayı 

1
( )

ki iu v v ρ= L  yazabiliriz. 

Eğer biz 
1 ki iv v v= L  alırsak, böylece, her Uu ∈  için ρvu =  olacak şekilde bir 

Vv ∈  vardır. Böylece { }:  U v v Vρ⊆ ∈  olup,  

 

{ }:  v v V Vρ ∈ ≤  

 

olduğundan U  sonlu olur. O halde ρ
S  de yerel sonlu olur.                  <

  

 Bu önermenin tersi de her zaman doğru değildir. Yine aS =  sonsuz 

monojenik yarıgrup ve n +∈Z  olmak üzere ρ  yu da S  nin { }1( , )na a +  bağıntısını 

içeren en küçük kongrüans olarak alalım. O zaman ( , )n
S

ρ ≅ +Z  olup, ρ
S  sonlu 

dolayısıyla yerel sonludur. Fakat, açıkça görülüyor ki, S  yerel sonlu değildir.  

  

 Teorem 3.2.2: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. ρ  

nun yerel sonlu olabilmesi için gerek ve yeter koşul S  nin yerel sonlu olmasıdır. 
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 İspat: ( )⇐  S  yerel sonlu olsun. ( ) ( ){ }1 1, , , ,n na b a bσ = K  kümesi ρ  nun 

herhangi sonlu bir alt kümesi olsun. Bu durumda  { }1, , nA a a= K  ve { }1, , nB b b= K  

sonlu kümelerini ele alalım. SBA ⊆,  ve S  de yerel sonlu olduğundan A  ve B  

alt yarıgrupları sonlu olacağından A B×  direk çarpım yarıgrubu da sonludur. O 

halde A Bσ ⊆ ×   olduğunu göstermek yeterli olacaktır.  

 Şimdi 
1 1

( , ) ( , )
k ki i i iu a b a b σ≡ ∈L  olsun. O zaman 

1
, ,

ki ia a A∈K  ve 

1
,.....,

ki ib b B∈  olup, 
1 ki ix a a A≡ ∈L  ve 

1 ki iy b b B≡ ∈L  olur. Ayrıca ( , )u x y=  

bağıntısı σ  yarıgrubunda sağlandığından ( , )x y A B∈ ×  olduğundan istenilen 

gösterilmiş olur. Böylece ρ  yarıgrubu da yerel sonludur. 

 ( )⇒  ρ  yerel sonlu olsun. { }1, , nA a a= K kümesi S  yarıgrubunun sonlu bir 

alt kümesi olsun. ( ){ },   1  i iB a a i n= ≤ ≤ olarak alalım. O zaman ρ  yansımalı 

elemanların tümünü içerdiğinden  B ρ⊆  olur. Ayrıca ρ  yerel sonlu olduğundan 

B  sonlu bir yarıgrup olup, 

 

{ }
{ }

1 1 1

1 1 1

+( , ) ( , ) : k  ve , ,

( , ) : 

k k k

k k k

i i i i i i

i i i i i i

B a a a a a a A

a a a a a a A

A

= ∈ ∈

= ∈

=

L K

L L L

Z

 

 

olur. Yani A  sonludur, dolayısıyla S  yarıgrubu yerel sonlu olur.                   < 

 Ayrıca yukarıdaki önerme ve teoremden dolayı ispat gerektirmeyen aşağıdaki 

sonuca sahibiz: 

 

 Sonuç 3.2.3: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer ρ  

yerel sonlu ise ρ
S  bölüm yarıgrubu da yerel sonludur.        < 
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3.3. Residual Sonluluk 

 

Önerme 3.3.1:  ve S T  iki yarıgrup,  ρ  da S  üzerinde bir kongrüans ve 

: S Tφ →  örten bir homomorfizm olsun. O zaman 

 

' {( ( ), ( )) : ( , ) }s t s tρ φ φ ρ= ∈  

 

bağıntısı T  üzerinde bir kongrüansdır. Ayrıca her /s Sρ ρ∈  için 

 

'( ) ( ( )) 's sφ ρ φ ρ=  

 

şeklinde tanımlanan ' : / / 'S Tφ ρ ρ→  dönüşümü de bir örten homomorfizmdir. 

 

İspat: Açıkça görülür ki ρ  yansımalı ve φ  örten olduğundan  'ρ  de 

yansımalıdır.  Ayrıca, ρ  simetrik ve geçişmeli olduğundan 'ρ  nün de simetrik ve 

geçişmeli olduğu açıktır. Dolayısıyla 'ρ  bir denklik bağıntısıdır. Son olarak ρ  bir 

kongrüans olduğundan  her 1 1 2 2( ( ), ( )), ( ( ), ( )) 's t s tφ φ φ φ ρ∈  için 

 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) ( , ) ( ( ), ( )) 's t s t s s t t s s t tρ ρ φ φ ρ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈  

 

dir. Ayrıca φ  bir homomorfizm olduğundan   

 

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ( ), ( ))( ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ) ( ))
( ( ), ( )) '

s t s t s s t t
s s t t

φ φ φ φ φ φ φ φ
φ φ ρ

=
= ∈

 

 

olur. Böylece 'ρ  de T  üzerinde bir kongrüans olur. 

Şimdi 1 2, Ss sρ ρ ρ∈  olsun. Eğer  
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1 2 1 2 1 2

1 2

( , ) ( ( ), ( )) '
( ( )) ' ( ( )) '

s s s s s s
s s

ρ ρ ρ φ φ ρ
φ ρ φ ρ

= ⇒ ∈ ⇒ ∈
⇒ =

 

 

olup, 'φ  iyi tanımlıdır. Ayrıca, 'φ  nin tanımından açıkça görüleceği gibi 'φ  örten bir 

dönüşümdür. Son olarak, her 1 2, Ss sρ ρ ρ∈  için 

 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

'(( )( )) '(( ) ) ( ( )) '
( ( ) ( )) ' ( ( )) '( ( )) '

'( ) '( )

s s s s s s
s s s s
s s

φ ρ ρ φ ρ φ ρ
φ φ ρ φ ρ φ ρ

φ ρ φ ρ

= =
= =
=

 

 

olduğundan, 'φ  örten bir homomorfizmdir.          < 

 

Önerme 3.3.2: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. S  

residual sonlu ise ρ
S  da residual sonludur.  

 

İspat: S  residual sonlu, 1 2, Ss sρ ρ ρ∈  ve 1 2s sρ ρ≠  olsun. O zaman 

1 2s sρ ρ≠  olduğundan 1 2( , )s s ρ∉  olup, ve ayrıca ρ  yansımalı elemanları 

içereceğinden 1 2s s≠  olur. Böylece S  de  residual sonlu olduğundan ( ) ( )21 ss φφ ≠  

olacak şekilde S  den sonlu bir T  yarıgrubuna tanımlı bir örten : S Tφ →  

homomorfizmi vardır. Şimdi 'ρ  kongrüansını ve : / / 'S Tφ ρ ρ′ →  homomorfizmini 

yukarıdaki önermede olduğu gibi tanımlayalım. Yukardaki önermede gösterildiği 

üzere : S Tφ →  örten olduğundan : / / 'S Tφ ρ ρ′ →  de örtendir. Ayrıca  1 2( , )s s ρ∉  

olduğundan  1 2( ( ), ( )) 's sφ φ ρ∉  olup 

 

1 2( ) ' ( ) 's sφ ρ φ ρ≠  

 

olur, ve dolayısıyla 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ' 's s s sφ ρ φ ρ φ ρ φ ρ′ ′= ≠ =  

 

olur. Böylece ρ
S  de residual sonludur.          < 

 

 Yukarıdaki önermenin  tersi de her zaman doğru değildir. Örneğin; S  yi 

residual sonlu olmayan herhangi bir yarıgrup ve S Sρ = ×  alınırsa, ρ
S  (sadece bir 

elemandan oluşan) sonlu bir yarıgrup olup, residual sonludur. 

 

Teorem 3.3.3: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. S  

nin residual sonlu olabilmesi için gerek ve yeter koşul ρ  nun residual sonlu 

olmasıdır. 

 

İspat : ( )⇒  S  residual sonlu olsun. Eğer ( ) ( )1 1 2 2, ,s t s t ρ≠ ∈  ise o zaman 

1 2s s≠  veya 1 2t t≠  dir. ρ  simetrik olduğundan genelliği bozmaksızın  1 2s s≠  kabul 

edelim. S  residual sonlu olduğundan öyle bir sonlu T  yarıgrubu ve : S Tφ →  örten 

homomorfizmi vardır ki  ( ) ( )1 2s sφ φ≠  dir. Şimdi T  yarıgrubu üzerinde 'ρ  

kongrüansı Önerme 3.3.1’deki gibi tanımlanmak üzere ' : 'φ ρ ρ→  dönüşümünü her 

( ),s t ρ∈  için ( ) ( ) ( )( )' , ,s t s tφ φ φ=  olarak tanımlayalım. Önce, tanımlanan bu 'φ  

dönüşümünün iyi tanımlı olduğunu gösterelim. ( ) ( )1 1 2 2, , ,x y x y ρ∈  ve 

( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y=  olsun. O zaman  1 2 1 2 ve x x y y= =  olup, 1 2( ) ( )x xφ φ=  ve 

1 2( ) ( )y yφ φ=  olur. Dolayısıyla  

 

1 1 1 1 2 2 2 2'(( , )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))= '(( , ))x y x y x y x yφ φ φ φ φ φ= =  

 

olduğundan 'φ  dönüşümü iyi tanımlıdır.  

 



3. S, ρ ve S / ρ  İÇİN SONLULUK KOŞULLARI                            Basri ÇALIŞKAN 

 38

 Şimdi de 'φ  dönüşümünün bir homomorfizm olduğunu gösterelim. 

( ) ( )1 1 2 2, , ,x y x y ρ∈  olsun. O zaman, sırasıyla, ρ  bir kongrüans, 'φ  dönüşümünün 

tanımından, φ  de bir homomorfizm olduğundan ve Önerme 3.3.1’de tanımlan 'ρ  

nün bir kongrüans oluşundan 

 

( )( )( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

' , , ' ,

                           ,

                           ,

                           , ,

                           ' , ' ,

x y x y x x y y

x x y y

x x y y

x y x y

x y x y

φ φ

φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ

=

=

=

=

=

 

 

olur. Böylece 'φ  dönüşümü de bir homomorfizmdir. Ayrıca 'φ  nün tanımından 

kolayca görülür ki 'φ  örten bir homomorfizmdir,  ve ayrıca  ( ) ( )1 2s sφ φ≠  

olduğundan 

 

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2' , , , ' ,s t s t s t s tφ φ φ φ φ φ= ≠ =  

 

olup, ρ  da residual sonludur. 

( )⇐  ρ  residual sonlu ve Sss ∈≠ 21  olsun. O zaman, ρ  yansımalı 

olduğundan ( ) ( )1 1 2 2, , ,s s s s ρ∈  olup, ( ) ( )1 1 2 2, ,s s s s≠  olur. Ayrıca ρ  residual sonlu 

olduğundan ( ) ( )2211 ,, ssss ϕϕ ≠  olacak şekilde ρ  dan sonlu bir  T  yarıgrubuna 

tanımlı bir örten ϕ  homomorfizmi vardır. S  nin residual sonlu olduğunu göstermek 

için TS →′ :ϕ  dönüşümünü, her s S∈  için, ( ) ( )sss ,ϕϕ =′  olarak  tanımlayalım. 

Açıkça görülüyor ki  TS →′ :ϕ   iyi tanımlı olup, her ,s t S∈  için, ρ  bir kongrüans 

ve ϕ  de homomorfizm olduğundan 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )

st st st s s t t

s s t t

s t

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ = =

=

′ ′=

 

 

olur. O halde ϕ ′  de bir homomorfizmdir. Ayrıca, im( ) { ( ) : }s s Sϕ ϕ′ ′= ∈ , T  nin bir 

alt yarıgrubu olup, : im( )Sϕ ϕ′ ′→  bir örten homomorfizmdir. Son olarak 

Sss ∈≠ 21  ise,   

( ) ( ) ( ) ( )222111 ,, ssssss ϕϕϕϕ =≠=′  

 

olduğundan S  residual sonludur.          < 

 

 Yukarıdaki önerme ve teoremlerden dolayı ispat gerektirmeyen aşağıdaki 

sonuca sahibiz: 

 

 Sonuç 3.3.4: S  bir yarıgrup, ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer ρ  

residual sonlu ise ρ
S  bölüm yarıgrubu da residual sonludur.       < 

 

3.4. Kelime Problemi 

 

Teorem 3.4.1: S  bir yarıgrup ve ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. 

Ayrıca ρ  bir yarıgrup olarak sonlu doğuraylı olsun. O zaman ρ  nun çözülebilir 

kelime problemine sahip olabilmesi için gerek ve yeter koşul S nin çözülebilir kelime 

problemine sahip olmasıdır. 

 

İspat: ρ  bir yarıgrup olarak sonlu doğuraylı olsun. O zaman Önerme 2.4.13 

den S  de sonlu doğuraylıdır. 

( )⇐ S  çözülebilir kelime problemine sahip ve X  de ρ  nun bir sonlu 

doğuray kümesi olsun. 1 { : ( , ) }X x x y X= ∈  ve 2 { : ( , ) }X y x y X= ∈  alınırsa, Önerme 

2.4.13’den her bir 1, 2i =  için iX   kümesi S  nin sonlu bir doğuray kümesidir.  
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Şimdi 

 

( ) ( )11 11 1 1, , , ,m mx y x y X∈K  ve ( ) ( )21 21 2 2, , , ,n nx y x y X∈K  

 

olmak üzere  

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1 11 11 12 12 1 1

2 21 21 22 22 2 2

, , ,  ve

, , ,
m m

m m

w x y x y x y

w x y x y x y

≡

≡

L

L
 

 

olsun. Kabul edelim ki  

 

1 2w w=  

 

eşitliği ρ  da sağlansın. O zaman 

 

1 11 12 1 1 11 12 1

2 21 22 2 2 21 22 2

,
,

m m

n n

u x x x v y y y
u x x x v y y y

≡ ≡

≡ ≡

L L

L L
 

 

olmak üzere ρ , S üzerinde bir kongrüans olduğundan 1 2w w=  eşitliğinin ρ  da 

sağlanması için gerek ve yeter koşul 1 2u u=  ve  1 2v v=  eşitliklerinin S  de 

sağlanmasıdır. Ayrıca, S  çözülebilir kelime problemine sahip olduğundan S  her bir 

1, 2i =  için sonlu doğuray kümeleri iX ’ler üzerinde de çözülebilir kelime 

problemine sahiptir. O halde S , 1 2 ve X X  üzerinde çözülebilir kelime problemine 

sahip olduğundan, sırasıyla 1 2u u=  ve 1 2v v=  eşitliklerinin S  de sonlu adımda 

sağlanıp sağlanmadığına karar verebileceğimiz algoritmalar vardır. Dolayısıyla,  bu 

algoritmalardan yaralanarak 

 

( ) ( )1 1 1 2 2 2, ,w u v u v w= = =  
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eşitliğinin ρ  da sonlu adımda sağlanıp sağlanmadığına karar verebiliriz. O halde ρ  

da çözülebilir kelime problemine sahiptir.  

( )⇒  ρ  bir yarıgrup olarak sonlu doğuraylı ise S  de sonlu doğuraylıdır ve 

Önerme 2.4.14’den dolayı ρ  nun yansımalı bir sonlu doğuray kümesi vardır.  

ρ  çözülebilir kelime problemine sahip ve  X  de ρ  nun yansımalı sonlu bir 

doğuray kümesi olsun. Benzer şekilde Önerme 2.4.13’den  

   

1 { : ( , ) }X x x y X= ∈  

 

kümesi S  nin bir sonlu doğuray kümesidir. Herhangi 1 2 1 2 1, , , , , , ,m nx x x y y y X∈K K  

için 

 

1 2 1mu x x x X +≡ ∈L  ve 1 2 1nv y y y X +≡ ∈L  

 

olsun.  

 

u v=  

 

bağıntısının S  de sağlandığını kabul edelim. O zaman X yansımalı doğuray kümesi 

olduğundan,  

 

1 1 2 2 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , ), ( , ), ( , ), , ( , )m m n nx x x x x x y y y y y y X∈K K  

 

olup,  

 

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

( , )( , ) ( , )
( , )( , ) ( , )

m m

n n

w x x x x x x
w y y y y y y

≡

≡

L

L
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alınırsa, 1 2w w=  bağıntısı ρ da sağlanır. Ayrıca, ρ  da X   üzerinde çözülebilir 

kelime problemine sahip olduğundan  

 

1 2w w=  

 

eşitliğinin ρ  da sonlu adımda sağlanıp sağlanmadığına karar verebilen bir algoritma 

vardır. O halde 1 2w w=  eşitliğinin ρ  da sağlanması için gerek ve yeter koşul u v=  

eşitliğinin S  de sağlanması olduğundan bu algoritma sayesinde sonlu adımda u v=  

eşitliğinin S  de sağlanıp sağlanmadığına karar verebiliriz. O halde S  de çözülebilir 

kelime problemine sahiptir.              < 

 

3.5. Yerel Sonlu Takdim Edilebilirlik 

 

 Teorem 3.5.1: S  bir yarıgrup ρ  da S  üzerinde bir kongrüans olsun. Eğer ρ  

yerel sonlu takdim edilebilir ise S  de yerel sonlu takdim edilebilirdir.  

  

İspat: ρ  yerel sonlu takdim edilebilir ve A  da S  nin sonlu bir alt kümesi 

olsun. Biz A  nın doğurduğu S  nin alt yarıgrubu A T=  nin sonlu takdim edilebilir 

olduğunu göstermeliyiz.  

( ){ }, :B a a a A= ∈  kümesini tanımlayalım. Açıkça görülüyor ki, A  kümesi 

sonlu olduğundan B  kümesi de ρ  nun sonlu bir alt kümesidir. Ayrıca ρ  yerel sonlu 

takdim edilebilir olduğundan B  nin doğurduğu, ρ  nun B σ=  alt yarıgrubunun 

sonlu bir takdimi vardır. Şimdi T  ile σ  nın izomorfik olduğunu gösterelim. Böylece 

σ  nın sonlu takdimi T  nin de sonlu bir takdimi olacağından S  nin de yerel sonlu 

takdim edilebilir olduğunu göstermiş oluruz.  

:Tφ σ→  dönüşümünü her u A T∈ =  için 1 nu a a≡ L  ise  

 

( ) ( ) ( )1 1, , ( , )n nu u u a a a aφ = ≡ L  



3. S, ρ ve S / ρ  İÇİN SONLULUK KOŞULLARI                            Basri ÇALIŞKAN 

 43

olarak tanımlayalım. Önce φ  nin iyi tanımlı ve birebir dönüşüm olduğunu aynı anda 

gösterelim. Her 1 2,u u T∈  için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2  , ,u u u u u u u uφ φ= ⇔ = ⇔ =  

 

olduğundan φ  dönüşümü iyi tanımlı ve birebirdir. 

Şimdi tanımlanan bu φ  dönüşümünün bir homomorfizm olduğunu 

gösterelim. Her 1 1 2 1,m nu a a u b b T≡ ≡ ∈L L için 

 

( )
( )
( )( )

( ) ( )

1 2 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 2

( )

,

, ,
( ) ( )

m n

m n m n

m m n n

m n

u u a a b b

a a b b a a b b

a a a a b b b b
a a b b
u u

φ φ

φ φ

φ φ

≡

=

=

=

=

L L

L L L L

L L L L

L L

 

 

olduğundan φ  dönüşümü bir homomorfizmdir.  

Son olarak φ  nin örten olduğunu gösterelim. Her ( ) ( )1 1, ,m ma a a a σ∈L  için  

 

( ) ( ) ( )1 1 1, ,m m ma a a a a aφ =L L  

 

olduğundan φ  dönüşümü örtendir. O zaman φ  bir izomorfizm olup, S  nin yerel 

sonlu takdim edilebilir olduğu gösterilmiş olur.           < 
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4. Nρ  YARIGRUBU İÇİN BİR SONLU TAKDİM 

 

G  herhangi bir grup ve N  de G  nin herhangi bir normal alt grubu olsun. G  

yi bir yarıgrup olarak düşündüğümüzde G  üzerinde tanımlı 

 

( ){ }1, :N s t st Nρ −= ∈  

 

bağıntısı bir kongrüansdır. Tersine ρ , G  grubu üzerinde bir kongrüans ise  

 
1{ : ( , ) }N st s tρ ρ−= ∈  

 

şeklinde tanımlı Nρ , G  nin bir  normal alt grubudur (Howie J.M., 1995). 

  Bu bölümde gruplar üzerinde tanımlı  kongrüansların sonlu doğuraylı ve 

sonlu takdim edilebilir olup olmadığını araştıracağız.  

 

4.1. Nρ  İçin Doğuray Kümesi  

 

 G  bir grup  X R  de G  nin bir grup takdimi olsun. O zaman e X∉  ve  

1 1{ : }X x x X− −= ∈  olmak üzere  

 
1 { }Y X X e−= ∪ ∪  

  

olsun. Bu durumda Y  de G  yi bir yarıgrup olarak doğurur.  Böylece bir grup, grup 

olarak sonlu doğuraylı ise yarıgrup olarak da sonlu doğuraylıdır. Ayrıca 0R  

bağıntılar kümesi R den R deki bağıntılarda var ise 1 (grubun birim elemanı) yerine 

e  yazılarak elde edilmiş ve 
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1 1
1

2
1 1 1 1

3

{( , ) : } {( , ) : },
{( , ) : } {( , ) : },
{( , ) : } {( , ) : }

R xx e x X x x e x X
R xe x x X ex x x X
R x e x x X ex x x X

− −

− − − −

= ∈ ∪ ∈
= ∈ ∪ ∈

= ∈ ∪ ∈

 

 

olmak üzere 

 
2

0 1 2 3 {( , )}Q R R R R e e= ∪ ∪ ∪ ∪  

 

olsun. Bu durumda Y Q  da G  nin bir yarıgrup takdimi olur. Böylece bir grup grup 

olarak sonlu takdim edilebilir ise yarıgrup olarak da sonlu takdim edilebilir.   

 

 Yukarıdaki takdimde bazı ilişkileri Tietze dönüşümlerinden faydalanarak 

çıkartabiliriz. Örneğin 

 
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

x e x xx x x x ex
xe x x x xx x ex

− − − − − −

− −

= ≡ =

= ≡ =
 

olduğundan 

 

2
1 1

3

{( , ) : }

{( , ) : }

R ex x x X
R x e x x X− −

= ∈

= ∈
 

 

olarak alınabilir. Aslında R X≥  ise G  nin Q Y R X− = −  olacak şekilde bir 

yarıgrup takdimi Y Q  mevcuttur  (Campell C.M., Mitchell J.D., Ruskuc N., 2002). 

Biz bu bölümün geri kalanında grupları yarıgrup, doğuraylarını yarıgrup 

doğurayları ve takdimlerini de yarıp takdimleri olarak kabul edeceğiz. 

 

 Teorem 4.1.1:G  herhangi bir grup ve N  de G  nin sonlu indeksli bir normal 

alt grubu olsun. Eğer G  sonlu doğuraylı ise, ( ){ }1, :N s t st Nρ −= ∈  kongrüansı da 

sonlu doğuraylı bir yarıgruptur. 
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İspat : G  sonlu doğuraylı ve N  nin G  deki indeksi sonlu olduğundan 

Teorem 2.4.17’den dolayı N  de sonlu doğuraylıdır. O zaman X  kümesini N  için 

bir sonlu doğuray kümesi, e  yi de G  nin birim elemanı olarak alalım. Ayrıca 

[ : ]G N n=  ise  1 2, , , nu e u u G= ∈K  olmak üzere 

 

{ }1 2, , , n
G Nu Nu NuN = K  

 

olsun. Bu durumda 

 

{ }1 2, , , nU u u u= K  

 

ve 

 

( ) ( ) ( ){ }, , , , , : ,Y e x x e u u x X u U= ∈ ∈  

 

olarak alalım.  O zaman NY ρ⊆  olup, biz NY ρ=  olduğunu gösterelim.  

Herhangi bir ( ), Ns t ρ∈  alalım. O zaman 1st N− ∈  olduğundan, ,s t Nt∈  

olup, ,s t Nu∈  olacak şekilde bir u U∈  vardır. Ayrıca X  kümesi N  için bir 

doğuray kümesi olduğundan,  

 

1 2 ks x x x u= L  ve 1 2 lt y y y u= L  

 

olacak şekilde 1 2 1 2, , , , , , ,k lx x x y y y X∈K K  vardır. Böylece, 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , , , ,k ls t x e x e x e e y e y e y u u= L L  

 

olduğundan Y  kümesi Nρ  için bir doğuray kümesi olur.  
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Ayrıca N , G  nin sonlu indeksli bir normal alt grubu ve G  sonlu doğuraylı 

olduğunda N  de sonlu doğuraylı olup, yukardaki X  kümeleri de sonlu 

seçilebileceğinden Y  de Nρ  için bir sonlu doğuray kümesi olur.      < 

 

4.2. Nρ  İçin Takdim 

 

 Şimdi N  için bir takdim verildiğinde Nρ  için bir takdim bulalım. 

{ }1, , mX x x= K , N  için doğuray kümesi olmak üzere, her 1 i m≤ ≤  için, yukarda 

tanımlanan Y  nin ( ),ix e  ve ( ), ie x  elemanlarını kolaylık sağlaması amacıyla 

sırasıyla 1ix  ve 2ix  ile gösterelim. Ayrıca her 1 j n≤ ≤  için Y  nin ( ),j ju u  

elemanlarını jv  ile gösterelim. O zaman, 

 

{ }1 11 1, , mX x x= K , { }2 21 2, , mX x x= K  ve { }3 1, , nX v v= K  

 

olarak alınır ise 1 2 3Y X X X= ∪ ∪  kümesi Nρ  için bir sonlu doğuray kümesi olur.   

 

Herhangi bir 
1 1

( , , )
k ki i i iw x x X x x X+≡ ∈ ∈L K   için 

 

( ) ( )1 11 1 , ,
k ki i i ix x x e x e≡L L  ve ( ) ( )1 12 2 , ,

k ki i i ix x e x e x≡L L  

 

şeklindeki tanımlanan kelimeleri sırasıyla w  ve w  ile göstereceğiz. Ayrıca N  

normal olduğundan, herhangi ,i ju u U∈  için, ( ) ( )i j ijNu Nu Nu=  olacak şekilde bir 

iju U∈  elemanı ve i j ij iju u w u=  olacak şekilde de bir ijw N∈  vardır. Ayrıca ju U∈  

ve ix X∈ elemanları için, j i j ju x u N Nu∈ =  olduğundan 
,j ij i u xu x w u=  olacak şekilde 

bir ,j iu xw N∈  vardır.  
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Yukarıdaki notasyonlar ile N  için bir takdim verildiğinde Nρ  nin bir 

takdimini aşağıdaki teoremde verelim. 

 

Teorem 4.2.1: G  herhangi bir grup ve N  de G  nin sonlu indeksli bir 

normal alt grubu olsun. Eğer G  sonlu takdim edilebilir ise o zaman G  yarıgrubu 

üzerindeki 

 

( ){ }1, :N s t st Nρ −= ∈  

 

kongrüansı da sonlu takdim edilebilir bir yarıgruptur. 

 

 İspat : G  sonlu takdim edilebilir bir grup ve N de G  nin sonlu indeksli bir 

normal alt grubu olduğundan Sonuç 2.4.18’den dolayı N  de sonlu takdim edilebilir 

bir grup olur. Sonlu takdim edilebilir gruplar aynı zamanda yarıgrup olarak da sonlu 

takdim edilebilirdir. Böylece N  nin sonlu bir yarıgrup takdimi vardır. 

 X R=P , N  nin bir yarıgrup takdimi olsun. Yukarıdaki gösterimlerle  

Teorem 4.1.1’den dolayı 1 2 3Y X X X= ∪ ∪  kümesi Nρ  nin bir sonlu doğuray 

kümesidir.  

 Şimdi Nρ  için bazı bağıntılar kümesi oluşturalım; 

 

( ){ } ( ){ }1 : :R r s r s R r s r s R= = = ∈ ∪ = = ∈  

{ }2 2 1 1 2 :1 ,i j j iR x x x x i j m= = ≤ ≤  

{ } { }3 :1 , :1 ,i j ij ij i j ij ijR v v w v i j n v v w v i j n= = ≤ ≤ ∪ = ≤ ≤  

{ }
{ }

4 1 ,

2 ,

:1 ,1

:1 ,1 .

i j

i j

i j u x i

i j u x i

R v x w v i n j m

v x w v i n j m

= = ≤ ≤ ≤ ≤

∪ = ≤ ≤ ≤ ≤
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Burada 1R  kümesi, N  nin takdimindeki r s=  gibi bir bağıntıdaki ,r s X +∈  

kelimeleri yardımıyla oluşturulan, r s=  bağıntısı ( ) ( ), ,r e s e=  yi, r s=  bağıntısı 

ise ( ) ( ), ,e r e s=  gibi bağıntıları gösteriyor. 2R  kümesi, her 1 ,i j m≤ ≤  için 

( )1 ,j jx x e≡  ve ( )2 ,i ix e x≡  gibi elemanların çarpımlarının değişmeli olduğunu yani  

2 1 1 2i j j ix x x x=  olduğunu gösteriyor. 3R  kümesi, ( ),i i iv u u=  ve ( ),j j jv u u=  

olduğundan, her 1 ,i j n≤ ≤  için i jv v  çarpımlarından elde edilen i ju u  ler için 

( ),ij ijw w e=  ya da ( ),ij ijw e w=  şeklinde kelimelerin olduğunu ve böylece i jv v  

çarpımlarına karşılık ijv  elemanının var olduğunu gösteriyor. Son olarak 4R  kümesi 

ise, her 1 i n≤ ≤  ve 1 j m≤ ≤  için ( ) ( )1 , ,i j i i jv x u u x e=  veya ( )( )2 , ,i j i i jv x u u e x=  

çarpımları için, N  nin normal oluşundan dolayı sağ kosetleri düşünülerek, 

1 ,i ji j u x iv x w v=  ve 2 ,i ji j u x iv x w v=  olacak şekilde ( ), , ,
i j i ju x u xw w e=  ve 

( ), ,,
i j i ju x u xw e w Y += ∈  olduğunu gösteriyor.  

Şimdi 1 2 3 4Q R R R R= ∪ ∪ ∪  olmak üzere Y Q=Q  nin Nρ  için bir takdim 

olduğunu gösterelim. 

Yukarda açıklamalardan sonra Q  daki tüm bağıntıların Nρ  de sağlandığı 

açıkça görülür. Bu nedenle Teorem 2.4.4’den dolayı Nρ , Y Q=Q  takdimi 

tarafından tanımlanan yarıgrubun homomorfik görüntüsüdür.  

 Herhangi bir s Y +∈  için s  kelimesine sırasıyla 4R  deki bağıntıların, ondan 

sonra  3R  deki bağıntıların ve  daha sonra da 2R  deki bağıntıların olanaklı tüm 

uygulamaları sonucunda, 1 1s X ∗∈ , 2 2s X ∗∈  ve 3v X∈  olmak üzere s  den bir 1 2s s v  

kelimesi elde edilir. Diğer bir ifade ile 1 2s s s v=  bağıntısı 2 3 4R R R∪ ∪  kümesindeki 

ilişkilerin bir sonucu olacak şekilde 1 1s X ∗∈ , 2 2s X ∗∈  ve 3v X∈  mevcuttur. 

 Şimdi herhangi iki ,s t Y +∈  kelimeleri için s t=  bağıntısının Nρ  de 

sağlandığını kabul edelim. O zaman   
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1 2 1s s s v=  ve 1 2 2t t t v=  

 

bağıntıları 4 3 2R R R∪ ∪  kümesindeki ilişkilerin sonucu olacak şekilde 1 1 1,s t X ∗∈ , 

2 2 2,s t X ∗∈  ve 1 2 3,v v X∈  mevcuttur. Ayrıca s t=  bağıntısının sağlanması için gerek 

ve yeter koşul 1 1s t= , 2 2s t=  ve 1 2v v≡  bağıntıların sağlanmasıdır. Dolayısıyla 1 1s t=  

ve 2 2s t=  bağıntıları 1R  in bir sonucu olduğundan, s t=  bağıntısı Q  nun bir sonucu 

olur, dolayısıyla Q , Nρ  nin bir takdimidir.  

 Eğer P , N  nin sonlu bir yarıgrup takdimi ise Q  da Nρ  nin sonlu bir 

takdimi olacağından Nρ  de sonlu takdim edilebilir bir yarıgruptur.     < 
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5. YARIGRUPLARIN GÜÇLÜ YARILATİSİ İÇİN SONLULUK 

KOŞULLARI  

  

 Bu bölümde, yarıgrup teoride tam düzgün yarıgruplar için önemli bir yapı 

olan yarıgrupların bir güçlü yarılatisi için sonluluk koşullarından bazılarının hangi 

durumlarda sağlanıp sağlanmayacağı incelenecektir. Ayık G., Ayık H. ve Ünlü Y. 

(2005b)’de güçlü yarılatisin çözülebilir kelime problemine hangi koşullarda sahip 

olup olmadığını gösterdiler. Bu bölümde ise yarıgrupların güçlü yarılatisinin 

sonluluk koşullarından periyodiklik, yerel sonluluk ve yerel sonlu takdim 

edilebilirlik gibi koşulların hangi durumlarda sağlanıp sağlanmayacağı incelenmiştir. 

 

5.1. Periyodiklik  

 

Teorem 5.1.1: I  bir yarılatis, iS  ( )i I∈  ayrık yarıgrupların bir ailesi ve 

,; ,i j iS I S φ =  S  yarıgrupların bir güçlü yarılatisi olsun. S  nin periyodik olması için 

gerek ve yeter koşul her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubunun periyodik olmasıdır. 

 

İspat : ( )⇒ Her bir iS  ( )i I∈ , ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü yarılatisinin bir alt 

yarıgrubu ve periyodik yarıgrupların alt yarıgrupları da periyodik olduğundan,  her 

bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu da periyodiktir.  

( )⇐  Her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu periyodik olsun. i
i I

s S S
∈

∈ = U  ise yalnız 

bir i I∈  için is S∈  olup, iS   yarıgrubu da periyodik olduğundan, m r ms s+ =  olacak 

şekilde  ve m r  pozitif tamsayıları vardır. Dolayısıyla ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü 

yarılatisi de periyodiktir.            < 
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5.2. Yerel Sonluluk  

 

Teorem 5.2.1: ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü yarılatisinin yerel sonlu olabilmesi 

için gerek ve yeter koşul her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubunun yerel sonlu olmasıdır. 

 

 İspat : ( )⇒  Her bir iS  ( )i I∈ , ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü yarılatisinin bir alt 

yarıgrubu ve yerel sonlu yarıgrupların alt yarıgrupları da yerel sonlu olduğundan,  

her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu da yerel sonludur.  

( )⇐  Her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu yerel sonlu olsun. ,; ,i j iI S φ  S  güçlü 

yarılatisinin sonlu bir X  alt kümesini alalım. X  tarafından doğurulan alt yarıgrubun 

sonlu olduğunu gösterelim. Şimdi J I⊆  kümesini 

 

( )ii J X S i I∈ ⇔ ∩ ≠ ∅ ∈  

 

olarak tanımlayalım. X  sonlu olduğundan 1{ , , }nJ i i= K  kümesi de sonlu olur. Her 

i J∈  için 

 

i iX X S= ∩  

 

kümesini ele alalım. (Böylece { }i i JX
∈

’ler X ’in bir parçalanışıdır.) Ayrıca, J nin her 

bir 1{ , , }kj jK  alt kümesi için 1 kj j jλ≤L , ( )1 kλ≤ ≤ olduğundan 
1{ , , }kj jY K  kümesini 

 

{ }1 1{ , , } ,
1

:
k k

k

j j j j j jY x x X
λ λ

λ

φ
=

= ∈K LU  

 

olarak tanımlayalım. Her 1 kλ≤ ≤  için jX
λ

 sonlu ve sonlu sayıda sonlu kümenin 

birleşimi de sonlu olduğundan her bir 1{ , , }kj jK  alt kümesi için tanımlanan 
1{ , , }kj jY K  
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kümesi 
1 kj jS L  yarıgrubunun sonlu bir alt kümesidir. 

1 kj jS L  yerel sonlu olduğundan 

1{ , , }kj jY K  alt yarıgrubu da sonludur. J  nin sonlu sayıda alt kümesi olduğundan  

 

1

1

{ , , }
{ , , }

k

k

j j
j j J

T Y
∅≠ ⊆

= K
K

U  

 

kümesi sonludur.  

Şimdi X  nin sonlu olduğunu gösterelim. Herhangi bir s X∈  için  

 

1 2 ms x x x= L  

 

olacak şekilde 
11 , ,

mj m jx X x X∈ ∈K vardır. Şimdi  1 2, , , mj j jK  elemanlarının 

oluşturduğu kümeyi K  ile gösterelim ( K  nın eleman sayısı m olmak zorunda 

değildir). O halde K J∅ ≠ ⊆  olduğundan Ks Y T∈ ⊆  olur. Böylece X T⊆  olup 

X  de sonludur. O halde ,; ,i j iI S φ  S  güçlü yarılatisi de yerel sonludur.              < 

 

5.3. Yerel Sonlu Takdim Edilebilirlik  

 

Teorem 5.3.1: ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü yarılatisinin yerel sonlu takdim 

edilebilir olabilmesi için gerek ve yeter koşul her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubunun yerel 

sonlu takdim edilebilir olmasıdır. 

 

 İspat: ( )⇒  Her bir iS  ( )i I∈ , ,; ,i j iS I S φ =  S  güçlü yarılatisinin bir alt 

yarıgrubu ve yerel sonlu takdim edilebilir yarıgrupların alt yarıgrupları da yerel sonlu 

takdim edilebilir olduğundan her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu da yerel sonlu takdim 

edilebilirdir.  
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 ( )⇐  Her bir iS  ( )i I∈  yarıgrubu yerel sonlu takdim edilebilir olsun. 

,; ,i j iI S φ  S  güçlü yarılatisinin herhangi sonlu bir X alt kümesini alalım. J  

kümesini  

 

{ : }iJ i I X S= ∈ ∩ ≠ ∅  

 

olarak tanımlayalım. Ayrıca, her K J∅ ≠ ⊆  için ( )p K I∈  elemanını   

 

1 1{ , , } ( )m mK i i p K i i= ⇒ =K L  

 

olarak tanımlayalım. Bu durumda J  sonlu olduğundan 

 

( ) { ( ) : }P J p K K J= ∅ ≠ ⊆  

 

şeklinde tanımlanan ( )P J I⊆  kümesi de sonludur.  Ayrıca ( )P J nin tanımından 

açıkça görülür ki ( )P J ,  I  nın J  tarafından doğrulan alt yarıgrubu, dolayısıyla bir 

yarılatistir.  Her bir i J∈  için 

 

i iX X S= ∩  

 

olmak üzere J nin her bir K  alt kümesi için KY  kümesini 

 

{ }, ( ) :K i p K i
i K

Y x x Xφ
∈

= ∈U  

 

ve her ( )k P K∈  için kZ  kümesini 

 

ve ( )
k K

K J p K k

Z Y
∅≠ ⊆ =

= U  
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olarak tanımlayalım. O zaman, her bir ( )k P K∈  için k kZ S⊆  kümesi sonlu ve kS  

yerel sonlu takdim edilebilir olduğundan kS  nın kZ  tarafından doğrulan altyarıgrubu 

k kT Z=  sonlu takdim edilebilirdir.  

Şimdi X  yarıgrubunun sonlu takdim edilebilir olduğunu gösterelim. 

Herhangi bir s X∈  için  

 

1 2 ms x x x= L  

 

olacak şekilde 
11 , ,

mj m jx X x X∈ ∈K vardır. Şimdi  1 2, , , mj j jK  elemanlarının 

oluşturduğu kümeyi sK  ile gösterelim. Eğer ( )s sp K k=  ise 
sks T∈ olur. Ayrıca 

kT ’ların tanımından kT X⊆  olur. Ayrıca kS ’lar ayrık olduğundan, kT ’lar da 

X ’in ayrık alt yarıgrupları olup, ( )P J  de sonlu olduğundan X  sonlu sayıda 

sonlu takdim edilebilir ayrık kT  yarıgruplarının bir birleşimi 

 

( )
k

k P J

X T
∈

= U  

 

olur.  

Son olarak ,k iφ  ( , ( ) ve )i k P J k i∈ ≥  homomorfizmlerinin k kT Z=  

yarıgrubuna kısıtlamasını ,k iϕ  ile gösterelim. Böylece ,( ); ,k k iP J T ϕ  S  güçlü 

yarılatisinin X  olduğu aşikardır. Arzu edildiği gibi, Teorem 2.7.1’den dolayı X  

de sonlu takdim edilebilir bir yarıgrup olur.                                                        < 
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