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Bu calismada yarigrup yapilari icin bazi sonluluk kosullar: incelenmistir. r

S Uzerinde bir kongrians olmak Uzere, periyodiklik, yerel sonluluk, residual

sonluluk, kelime probleminin ¢ozulebilirligi ve yerel sonlu takdim edilebilirlik gibi

sonluluk kosullart S, r ve % yarigruplart igin incelenmistir. | bir yarilatis, S
(iT 1) ayrik yanigruplarn bir ailes ve S=Sgl;S.f, j de {S};, yangruplarimn

bir giclii yarlatisi olsun. Benzer sekilde S=S§l;S,f { icin de periyodiklik, yerel

sonluluk ve sonlu takdim edilebilirlik gibi sonluluk kosullar1 incelenmistir.
G sonlu takdim edilebilir bir grup ve N de G nin herhangi bir sonlu

indeksli normal alt grubu olsun. G Uzerinde tamml1

r,=1(st):st™*T N} kongriiansinin sonlu dogurayli ve sonlu takdim edilebilir bir
N

yarigrup oldugu gosterilmistir.
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In this study some finiteness conditions for semigroup constructions are
considered.
Periodicity, local finiteness, residual finiteness and soluble word problem are

considered for S, r and % where r is acongruence on a semigroup S. Let |
be a semilattice, let S (il 1) be a family of disjoint semigroups, and let
S S.f;, | be the strong semilattice of semigroups {S};, . Similarly, periodicity,
local finiteness and local finite presentability are considered for Sgl; S,f | H.

Let G beafinitely presented group and N be a normal subgroup of G with
finite index. It is shown that the congruence r |, :{st'l:(s,t)T N} on G is finitely

generated and finitely presented semigroup.
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1.GIRIS Basri CALISKAN

1.GIRIS

Yarigruplar teorisi cebirin en temel dallarindan biridir. Yarigruplar ile ilgili
ilk calismalar 1920'li yillarda A.K. Sushkevich’in bir sonlu yarigrubun minimal
idealinin yapisint belirlemesi ve bdylece 6z ideali olmayan herhangi bir sonlu
yarigrubun yapisint belirlemesine kadar dayanir. Bu sonu¢ daha sonralart D. Rees
tarafindan herhangi tam basit yarigruplar icin genellestirildi. Diger bir arastirma ise
A. Clifford tarafindan yapilan tam dizgin yarigruplar ya da kendi adiyla bilinen
Clifford yarigrubu ile ilgili calismalardir. 1950 lerin sonunda yarigruplar teorisinin
kendisi modern cebirin zengin depolu problemlere sahip, matematigin diger alanlar:
Ozellikle de gruplar ve halkalar teorileri ile gucli baglantilar1 olan genis bir alana
sahip bir dal1 olmaya baslad.

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigruplar teorisinin de temel
problemlerden birisi tim yarigruplarin siniflandiriimast ve onlarin - yapisinin
tanumlanmasidir. Bu is yapilirken, yarigruplarin birgok ¢esidi agikca belirtiimesi ve
dikkate alinmasiyla yarigruplar Gzerinde bazi kisitlamalar olusturulur. Bu
kisitlamalar cok cesitlidir.

Bu kisitlamalardan biri  dizgunlUktor. Dizgin yarigruplar, yarigruplar
teorisinin Uzerinde ¢ok sikca calisilan bir alamidir. Bu simif, simetrik yarigruplari, ters
donisum yarigruplari, Clifford yarigruplari, (sifir) basit yarigruplar: ve tam (sifir)
basit yarigruplar: icerir.

Diger bazi kisitlamalar ise; tim ya da bazi alt yarigruplar, idealler ya da
kongriianslar gibi yarigrup Uzerinde bilinen bagintilardir. Bu tip kisitlamalar bize,
cesitli tipteki basit yarigruplar: ve ¢esitli sonluluk kosullu yarigruplar: verir. Ornegin,
periyodik yarigrup, yerel sonlu yarigrup, residual sonlu yarigrup, minimal ideal v.b.

Literatirde yarigruplarin sonluluk kosullart ile ilgili bir gok ¢alisma vardir.
Bunlardan bazilar1 sunlardir; Ruskuc N., (1998)'deki bir makalesinde bir S
yarigrubunda sonluluk kosullarindan bazilarinin saglanmasi durumunda, S nin sonlu
indekse sahip olan bir T at yanigrubunda hangi durumlarda saglamp
saglanmayacagina dair gerek ve yeter kosullar1 vermistir. Bir bagska ¢alisma Ayik H.,
(2005)’ de Rees Matrisler Yarigrubu icin sonluluk kosullarint incelemistir. Yine Ayik
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G., Ayik H., ve Unlii Y., (2005b) de yayinlanan makalede yarigruplarin bir guclii
yarilatisi igin kelime problemi incelenmistir. Ayrica Ayik G., Ayik H., ve Unlu Y.,
(2005a)’ daki calismalarinda bir S yarigrubu Gzerindeki r kongriansinin yarigrup

olarak sonlu takdim edildiginde S ve % yarigruplarimin da sonlu takdim
edilebilirligini arastirmglardir.

Bu tezin birinci ve ikinci bolimunde, giris ve yarigruplar teorisinin temel
tarm ve teoremlerinden bazilar: verilmistir. Uglincli bolimiinde ise, S, r ve %
yarigruplarinin birinde sonluluk kosullarinin saglanmasi durumunda digerlerinde

saglanip saglanmayacag: arastirilmistir. Dordinct bolimiinde ise, G bir grup ve N

de G’nin bir normal at grubu olmak Gzere G Uzerinde tamimli
My :{(s,t):st'lT N} kongriiansinin  hangi  kosullarda sonlu dogurayli ve sonlu
takdim edilebilir oldugu incelenmistir. Son ve besinci boliimde ise, yarigruplarin bir

gliclu yarilatist S=S@l;S,f ;g igin sonluluk kosullarindan bazilar incelenmistir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bolimde, yarigruplar, yarigrup takdimleri, yarigruplar icin sonluluk
kosullar1 ve bazi yarigrup yapilarinin basit tammmlar: ve temel teoremleri verilmistir.

2.1. Yangruplar

S bos olmayan bir kiime ve o islemi S Uzerinde tamuml1 birlesmeli bir ikili
islem olmak (izere (S,0) ikilisine bir yar:grup denir. Y arigrubu garpimsal notasyon
ile ifade ederken carpmanin ne oldugu igerikten belli ise (S,¥ yerine sadece S
yazacagiz. Yani "stl S icin ot ve sx yerine st yazacagiz. Eger bir S
yarigrubunda her s,t7 S icin st =ts oluyor ise S ye degismeli yar:grup denir. Her
sl S icin sl=1s=s olacak sekilde bir 11 S elemam varsa 1 elemamina S nin
birim eleman: S ye de monoid denir. Bir S yarigrubunun en fazla bir tane birim

eleman: vardir. Eger S birim elemana sahip degil ise ekstra bir birim eleman kolayca
eklenebilir. Her s S icin

sl=1s=svell=1

olarak tammlarsak SE {1} bir monoid olur. S" kiimesini

i S S birim elemanasahip ise
SE{1, aks halde

olarak tammlayalim. S' monoidine gerekli ise birim eleman eklenerek S den elde
edilen monoid denir.

S en az iki eleman: olan bir yarigrup olsun. Eger her si S icin 0s=s0=0
olacak sekilde Ol S eleman var ise 0 elemanina S nin sfir dleman:, S ye de sifirl
yar:grup denir. Herhangi bir S yarigrubunda sifir eleman varsa tek oldugu agiktur.
Eger S yarnigrubunun sifir elemam yoksa ekstra bir sifir eleman benzer sekilde
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kolayca eklenebilir. Her sT S icin 0s=s0=s ve 0.0=0 olarak tammlayalim. Bu

durumda S° kiimesi

S S sifir elemanasahip ise
SE{0}, aksi halde

olarak tammlanir ve S° yarigrubuna gerekli ise sifir eleman eklenerek S den elde
edilen sfirl: yar:grup denir.

Ekstra birim velveya sifir elemant eklerken yarigrubun bazi Ozellikleri
degisebilir. Eger grup olan bir yarigruba sifir elemam eklersek grup olmayan bir
yarigrup elde ederiz. Bu sifirli yarigruba, yani bir gruba sifir eklenerek elde edilen
yarigruba O-grup denir. Eger S yarigrubunda birim eleman oldugu halde S ye 1
birimi eklenir ise S nin birim elemant SE {1} icin artik birim degildir ve SE{%} in
birimi yeni eklenen 1 elemamdur.

Bostan farkli herhangi bir S yarigrubunda carpma her st1 S igin st=s
olarak tammlanirsa S yarigrubuna sol sfir yar:grup denir. Sag sifir yarigrup benzer
sekilde tanimlanr. melemanli sol sifir yarigrup L, ile sag sifir yarigrup R, ile
goserilir.

Eger a birim elemansiz bir S yarigrubunun eleman ise Sa kimesinin a

elemanini icermesi gerekmez. O halde

S'a=SakE{a}
aS'=aSE{a}
S'aS' = SaSE SaE aSE{a}

dir. Dikkat edilirse S'a,aS', S'aS' kimeleri S nin alt kiimeleridir. S yarigrubunun

bir grup olmast icin gerek ve yeter kosul her al S igin

aS=Sve Sa=S
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olmasidir.

S bir yarigrup ve T de S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger T
carpma altinda kapal1 ise 0 zaman T ye S nin alt yar:grubu denir. Bu kosulu daha
genel olarak T?1 T seklinde ifade edebiliriz. Eger her al T igin Ta=aT =T ise
T alt yarigrubu bir alt gruptur.

SveT ikiyarngrupve F, S den T ye bir donusiim olsun. Her x,y1 S icin

F(xy) =F (X)F(y) ise F ye homomorfizm denir. T nin F(S)={F(s):sl § alt
kimesine F nin gorintd kimes denir. Ayrica F (S), T nin alt yarigrubu oldugu
aciktir. Eger S ve T sirasiyla birimleri 15 ve 1, olan iki monoid iseler yukaridaki
kosula ek olarak F (15)=1, oluyor ise F ye bir monoid homomorfizmi denir. Bu

homomorfizmlerin farkini belirtmek istenirse yarigrup homomorfizmi ve monoid
homomorfizmi ifadeleri kullamilir, aksi halde sadece homomorfizm diyecegiz.

S ve T iki yarigrup ve F, S den T ye bir homomorfizm olsun. Eger F
bire-bir ise F ye bir monomorfizm, F o&rten ise F ye bir epimorfizm ve F hem
bire-bir hem de Orten ise F ye bir izomorfizm denir. S den Sye bir izomorfizmaya
S nin bir otomorfizmi denir. F, S den T ye bir izomorfizm ise S, T ye
izomorfiktir denir ve S @r seklinde yazilir.

S ve T iki yanigrup ise S” T kartezyen carpimi Uzerindeki carpma her

s,s'l Svet,t'T T icin

(st)(s't")=(ss'tt")

olarak tamimlarsak S™ T bir yarigruptur ve bu yarigruba S ve T nin direk carpinm
denir.

Grup teoride bir kiimenin permitasyonlar1 grubu gibi yarigrup teoride de bir
kimeden kendisine tanumli dontistmler kavrami vardir. Yani bir X kimesindeki

tim permitasyonlarin simetrik grubu (S, ,0) na benzer olarak X den X etamml:

tim dontstimlerin yarigrubu (T, ,0) tim dontstimler yar:grubu vardur. Her ikisinde
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de islem bileske islemidir. (S,,0), X den X e tim birebir orten donustmleri
iceriyor olup (T,0) in bir alt yarigrubudur. Bir S yarigrubu T, in bir alt yarigrubu
ise S ye donustmler yarigrubu denir. S bir yarigrup olmak Uzere bir f :S® T,
homomorfizmine Snintemsili denir.

Asagidaki teorem gruplardaki Cayley Teoremine benzer olup her yarigrubun
bir dontstmler yarigrubunaizomorfik oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 2.1.1: S bir yangrup ve X =S' olmak tizere bir birebir f : S® T,

homomorfizmi vardur.

Ispat: ispatiicin Howie JM. (1995)’ e bakinz. <

Eger bir el S icin e =e oluyorsa e ye idempotent eleman denir. Eger S
yarigrubunun tim elemanlar1 idempotent ise S yarigrubuna band denir. Eger bir S
yarigrubu hem band hem de degismeli ise S ye yar:latis denir.

A bir kimeve SL,, A nmin bos olmayan tiim alt kiimelerinin kiimesi olsun.
Klmeler Gzerindeki birlesme islemi E ile SL, bir yarilatistir, buna A Uzerindeki
serbest yar:latis denir.

Bir S yarigrubunda her a,bT S icin aba=a ise S yarigrubuna dikdortgen
band denir. Bu durumda asagidaki teoreme sahibiz.

Teorem 2.1.2: S bir yarnigrup olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir.
i) S bir dikdortgen banttir.
i) S nin her eleman idempotent ve her a,b,cl S icin abc =ac dir.
iii) S@L " R olacak sekilde bir sol sifir yarigrup L ve bir sag sifir
yarigrup R vardir.
iv) A ve B bostan farkli kiimeler ve A" B deki carpma
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(a,b)(a'b)=(ab’), (a,amT Aveb,bT B)
olmak Uzere S yarigrubu A" B formunda bir yarigruba izomorfiktir.

Ispat: Ispatiicin Howie JM. (1995)’ e bakiniz. <

Dikdortgen ifadesi yukaridaki teoremin (iv) ifadesinden gelmektedir.

Kartezyen duzlemde(a,b),(c,d) noktalar: ile bu noktalarin carpim: olan
(a,b)(c,d) ve (c,d)(a,b) noktalarim birlikte diistinecek olursak bir dikdortgenin

koselerini olusturur. Band ifadesi de elemanlarin idempotent olusundan ileri
gelmektedir.

Biz sonlu bir dikdértgen bandi, herhangi iki (i, j).(k,I)T R,, elemannin

cep
(i, 1) (k1) =(i.1)
ok czere
R ={(i):1£ 1 £m 12 )

R.. kimesi ile ifade edebiliriz.. Dikkat edilirse, eger m=1 ise 0 zaman R, bir sa3

sifir yarigrup, eger n=1 iseo zaman R, bir sol sifir yarigrup ve

RT‘I,H @n,l, Ri,n

dir.
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2.2. idealler

S bir yarigrup ve L,Ri Solsun. Eger SLi L (RSI R)ise S nin bostan
farkli L (R) alt kimesine S nin bir sol ideali (sag ideali) denir. Eger S nin bostan
farkli bir A alt kiimesi hem sag hem de sol ideal ise A ya S ninideali veyaiki yanl:
ideali denir. Dikkat edilecek olursa bir yarigrubun iki yanli her ideali bir alt
yarngruptur, fakat bunun tersi dogru degildir. Bir | ideali {O}1 Il S kosulunu

sagliyorsa | idealine 6z ideal denir.

Tamm 2.2.1: S bir yarigrup olsun. S nin bir sag ideali R eger S nin
K 1 /E bir sag idedli icin K| R oldugunda K =R oluyorsa R yeS nin minimal
sag ideali denir. Benzer sekilde minimal sol ideal tammlamr. S nin bir | ideali
eger S nin bir K /E ideali icin K1 | oldugunda K =1 oluyorsa | idealine S
nin minimal ideali denir.

Teorem 2.2.2: S, bir minimal sol ideal L ye sahip yarigrup ve si Solsun.

i) Herhangi iki minimal sol ideal ayriktur.

i) Ls, S de minimal sol idealdir.

i) al LiseSa=La=L dir.

iv) S deki ttm minimal sol ideallerin birlesimi bir minimal idealdir.
Ustelik bu minimal ideal tekdir.

Ispat: i) 1 veJ, S nin farkli iki minimal sol ideali olsun. | CJt /&
oldugunu kabul edelim. O zaman | C J bir sol idealdir ve | CJ i | dir. | minimal
sol ideal olup 1 CJ =1 dir. Benzer sekilde | CJ =Jdir. Boylece | =J celiskisi
elde edilir. O halde | C J = /& dir.

i) Ls nin S nin bir sol ideali oldugu agiktir. K, S nin bir sol ideali ve

K i Ls olsun. N kiimesini

N={xI L:xsl K}i L
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olarak tammlayalim. K * Z olup bir al L icin k = as olacak sekilde k1 K vardr.
Ohade Nt & dir. SNi N olup N bir sol idealdir. L minimal sol ideal veN | L
olup L =N dir. Boylece K =Ls olup Ls bir minimal sol idealdir.

iii) al L ve L minimal sol ideal oldugundan Lal Sai L dir. L minimal
sol ideal oldugundan ve La sol ideal oldugundan La=Sa=L dir.

iv) L ={L:L,Sninminimal sol idedli} ve M :LIT‘EL L olsun. sl S ve al M
olsun. O zaman birLT L igin al L dir. Boylece sal LI M olup M bir sol
idealdir. M nin bir sag ideal oldugunu gosterelim. si S ve al M olsun. O zaman
bir LT L igin al L dir. (ii) den dolay1 Ls minimal sol idealdir. asl Lsi M olup
M bir sag idealdir. M nin minimal oldugunu gosterelim. 1,11 M olacak sekilde
S nin bir ideali olsun. Eger LT L ise ILT LCI olup LGt /& dir. Fakat LT L
ve LCIt A olup L ninminimalliginden LC | =L dir. BOylece

| =ICM =E{LCI:LT L} =E{L:LT L} =M

olup M minimaldir. W, S nin baska bir minimal ideali olsun. WM de bir ideal olup
hem M hemde W bir alt kiimesi oldugundan

M =WM =W
dir. <

Sifirl1 bir S yarigrubunda, S nin bir | sol ideali S nin {0} sol idealinden
baska bir idealini icermiyorsa | ya 0- minimal sol ideal denir. Benzer sekilde
0- minimal sag ideal tammlanir. Sifirlt bir S yarigrubunda, S nin bir | ideali S
nin {0} idealinden baska bir idealini igermiyorsa | ya 0- minimal ideal denir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER Basri CALISKAN

2.3. Kongruans ve Bolim Yarigrubu

X bir kime olsun. X~ X kartezyen carpiminin herhangi bir alt kiimesine

X Uzerinde bir bagint: denir. X Uzerindeki tum bagintilarin kimesini B, ile
gosterecegiz. Ayrica r , X (zerinde herhangi bir bagint1 ise (x,y)T r yerine biz
genellikle xry yazariz. Ayrica r ve s , X Uzerinde herhangi iki baginti olsun. Bu

iki bagintimin bileskesi,
ros =rs :{(x,y):($zT X),(x2)1 r ve (zy)l s}

seklinde tammlanir ve bagintilarin bilegkesi islemi ile B, bir yarigrup olup buna ( X

Uzerindeki) bagintilar yar:grubu denir. B, in birim eleman,
D=D, :{(x,x):xT X}

ozdeslik bagintisidir ve bos baginti da B, in sifir elemamidir. j 1 B,, xI X ve

Y1 X olsun. O zaman

X ={yl X:¥§ =y}
Yi =UX

XY

seklinde tarumlanr.

Eger | | B, eleman her xI X icin | |E£1ise| ye kismi donlstm denir.
X Uzerindeki tiim kismi dontstmlerin kiimesini P, ile gosterelim. P, bileske islemi
ile bir yarigruptur ve bu yarigruba kismi dontgtmler yar:gubu denir. Ayrica her

j 1T, veher xI X icin |§ |=1 dir. T, ve P,, B, inalt yargruplardir.
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Ters baginti,

r'lz{(x,y):(y,x)T r}

olarak tammlanir. rr "t =D, olmak zorunda degildir. j | P _ise j *1 P, olmak
zorunda degildir. j *T P, olmasi i¢in j | P, bire-bir olmalichr. X {zerindeki tim
bire-bir kismi dontstimlerin kiimesini 1, ile gosterdim. |, de bileske islemi ile bir

yarigruptur ve bu yarigrubaters simetrik yar:grup denir.

Tamm 2.3.1: r , X Uzerinde bir bagint: olsun.
i) Herx1 X icin (x,x)I r ise, r yayansmal: bagint: denir.
i)  Her x,yT X igin (x,y)I r iken (y,x)1 r oluyorsa r ya simetrik
bag:int: denir.
iy  Her x,yl X igin (x,y)I r ve (y,x)1 r iken x=y oluyorsa r ya
antismetrik bag:nt: denir.
iv)  Her x,y,z X igin (x,y)] r ve (y,z)T r iken (x,2)] r oluyorsa
r yagecisken bagint: denir.
Eger r , yansimali, simetrik ve gecisken bir baginti ise r ya bir denklik
bag:ntis: denir. Eger r , yansimali, antisimetrik ve gecisken bir baginti ise r ya bir
(kesmi) sralama bag:nt:s denir.

r bir denklik bagintist olsun. Her x1 X icin, x in denklik sinifi,

xr ={yl X:(xy)1 r}

ile taumlanir. Farkli iki denklik simfimin kesisimleri bostur ve tim denklik
siniflarinin birlesimleri X kidimesini olusturur yani X Uzerindeki tim denklik

siniflart X in bir pargalamsidir. X in tum denklik siniflarinin kimesi,

11
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X/r ={xr :xI X}

seklinde tarumlanr.
Bir S yarigrubu Uzerinde bir kongrians, S Uzerindeki denklik siniflarinin

dogal carpimu ile tamimlanan bir denklik bagintisidir.

Tamim 2.3.2: S bir yarigrup ve r da S Uzerinde herhangi bir bagint1 olsun.
Her sT S ve her (x,y)1 r icin (sx,sy)T r ((xs,ys) r ) ise, r yabir sol (sag)
uyumlu denir. Her (x,y),(x",y")T r igin (xx',yy)T r ise r yauyumlu denir.

Sol uyumlu bir denklik bagintisina sol kongrians, sag uyumlu bir denklik

bagintisina sag kongrians, uyumlu bir denklik bagintisina da kongrians denir.

Teorem 2.3.3: Bir S yarigrubu Uzerinde r nun bir kongrians olmasi igin

gerek ve yeter kosul r nun hem sag hem de sol kongriians olmasidhr.

Ispat: Ispatiicin Howie JM. (1995)’ e bakiniz. <

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Tum denklik

siniflarimin kiimesi S/r  Gizerindeki garpmaher xr,yr T S/r igin

seklinde tammlanir. S/r bu carpma islemi ile bir yarigruptur. S/r ya, S nin r ile

elde edilen bolim yar:grubu denir. Dikkat edilirse yarigruplar da bolim yapisi diger
cebirsel yapilardan farklilik gosterir. Bu farkliligin kaynag da yarigruplar arasindaki

homomorfizmin gekirdeginin bir kongrians olmasidir.

12
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Teorem 2.3.4: S ve T yarigrup olsunlar.
i) r, S uzerinde bir kongriians olsun. f:S® S/r olmak Uzere

f (X) =xr seklinde tammlanan donustm bir homomorfizmdir.
i) f:S® T bir homomorfizm olsun. Kerf ={(x,y)T S" S:xf = yf}

kumesi bir kongruanstir ve S/Kerf @mf dir.

Ispat: ispatiicin Howie JM. (1995)’ e bakiniz. <

Tamim 2.3.5: S bir yarigrup ve R de S Uzerinde herhangi bir bagint1 olsun.
Eger x,yl Sicin

X=Urv ve y=usv

olacak sekilde u,vi S' ve (r,s)I Rveya(sr)l R mevcut ise x ile y temel R-
baglant:l:dir denir. Eger her 1£i £n-1 icin z ile z,, temel R -baglantil1 olacak
sekilde sonlu bir

X=2® ,® L® z,,® z,=y
dizisi mevcut ise x ile y R-baglant:l:dir veya y, x in bir R-sonucudur denir.

Teorem 2.3.6;: S bir yarigrup ve R de S Uzerinde herhangi bir baginti

olsun. S Uzerindeki yeni bir r bagintisin
(st)T r U s=tveyasilet R- baglantilichr

seklinde tamimlayalim. O zaman r , S Uzerinde R bagintisim igeren en kiguk

kongriianstir.

13
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Ispat: Her s S (s,s)1 r oldugundan r yansimalidir. Her (s,t)T r igin

S=z® z®L® 2z ,® 2z =tiset=2® 2 ,®L® z,® z=5s

olup r simetriktir. Her (s,t),(t,u)l r igin

Ss=z® zz,®L® z=tvet=v®Vv,® L®Vv_=u

olup

s=z® z®L® zZz® v®V,® L® Vv =U

olur. Yani (su)l r olup r gecismelidir. Boylece r bir denklik bagintisidir.

(st)T r veu,vi S igin

usv=uzv® uzv® L ® uzv=utv

ve her 1£i£n-1 igin uzv ile uz,v de temel R-baglantili oldugundan
(us,ut),(sv,tv)T r olup r bir kongrianstr. RI r oldugu agiktur.
s, S uzerinde RI s olacak sekildeki baska bir kongriians olsun. (s,t)T r

alalim. Eger s=t ise (s,t)] Ri s dir. Eger s? t isesonlu

s=z® z,® L® z =t

dizisi vardir; dyle ki

Z =ULY, VeZ, =Usy,
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(u,vi S" ve (r,s)I R veya (s,r)T R) dir. Ri s ve s (sag/sol) uyumlu
oldugundan (z,z,)1 s ve gegismeli oldugundan (s,t)i s olur. Boylece

istenildigi gibi r | s olur (Howie JM., 1995). <
Bundan sonra R bagintisini igeren en kiigik kongruansi r (R) ile gosterelim.

2.4. Yangrup Takdimleri

Bu boliimde oncelikle yarigrup icin doguray ve serbest yarigrup kavramlar:
verilecektir. Daha sonra kisaca grup, monoid ve yarigrup takdimlerinin ne ifade ettigi
ve aralarindaki iliskilerden bahsedilecektir.

S bir yarigrup A da S nin bir alt kimesi olsun. A y1 igeren S nin en kiguk

yarigrubuna A n:n dogurdugu yar:grup denir. A ya da bu yarigrubun doguray kiimesi

denir. Bu alt yarigrubu (A} ile gosterecegiz.

Onerme 2.4.1: S bir yarigrup A da S nin bos olmayan alt kiimesi olsun. O

zaman
(A) =1{U :U, Ay iceren Snin alt yarigrubu}
chr.

Ispat: W = 1{U :U, Ay iceren Snin alt yarigrubu} olsun. W , A y1 igeren
bir alt yarigrup olup, tammdan (A) I W dur. Ayrica (A), A y1 iceren bir alt

yargrup oldugundan (A) 1 {U :U, Ayiiceren Sninaltyarigrubu} dir. O halde

W =1{U;:U;, Ayiigeren Sninaltyarigrubu} I (A)
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olup (A)=W dir (Ruskuc N., 1995). <
Shir yarnigrup ve * Al S olsun. Benzer sekilde gosterilecesi lizere
(A)={ag,Ka,:aT Anl }

olur. Bir baskaifadeile (A), A tzerindeki tim sonlu carpimlarin kiimesidir.

Eger S=(A) olacak sekilde S nin sonlu bir A alt kiimesi var ise S ye sonlu

dogurayl: yar:grup denir.
r(S)=min{|A: Al S(A)=s}

olarak tamumlanan r(S) dogal sayisina Snin rank: denir.

S bir yarigrup olsun. S nin tek elemanl: bir A={a} doguray: varsa S ye
monojenik yar:grup denir. S=(a) yazilr. S=(a) monojenik bir yarigrup olsun. Eger
her it jT icin @t a' ise Ssonsuz olup S ye serbest monojenik yar:grup denir.
Serbest monojenik yarigrup ( ,+) yarigrubuna izomorfiktir.

Al / bir kime (alfabe) olsun. e bos kelimeyi gostermek Uzere, A daki tim
sonlu kelimelerin kiimesini  A', bos kelimeden farkli tim sonlu aa,L a

kelimelerinin kimesini A™ ile gosterecegiz. Dikkat edilecek olursa A" = A" E{e}

dir. A" daki ikili islemi
(aa,La)(hb,Lb,)=aa,LahbLb,
olarak tammmlayalim. Boylece yukarida tammlanan bu ikili islem ile A" bir

yargruptur. A" ya A (izerinde bir serbest yar:grup, A kiimesine de A" n:n doguray

kiimes denir.
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A=A\(A)
oldugundan doguray kiimesi tek tirlii bellidir. Eger A={a} ise A" ={a,a’a’ L}

bir sonsuz monojenik yarigruptur. |A|3 2 iseo zaman A" degismeli degildir.

Teorem 2.4.2: S bir yarigrup, A bir alfabe ve f:A® S herhangi bir
donistim olsun. O zaman F |A = f olacak sekilde bir tek F : A" ® S homomorfizmi

vardir.
spat: F: A" ® S donisimini w=aa,Ka,l A" igin
FaaKa)=f(a)f(a)Kf(a)

olarak tammlayalim. Acikga F bir homomorfizm ve F | A= T dir. Ayrica
Y:AA®S,Y |A = f olacak sekilde bagka bir homomorfizm olsun. O zaman her

w=aa,Kal A" igin

Y (ag,Ka,)=Y (a)Y (a,)KY (a,)
=f(a)f(2)Kf(a)=F(aaKa,)

olup Y =F dir. O halde F tekdir. <

S bir yarigrup ve A da S yarigrubunun doguray: olsun. Y ukarda tanimlanan

F:A"® S 6rten homomorfizm oldugundan, asagidaki sonuca sahibiz.

Sonug 2.4.3: S herhangi bir yarigrup olsun. O zaman S bir serbest

yarigrubun homomorfik gérintisiddr. <

17
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Yarigrup takdiminde temel iki tip problem vardir. Birincisi verilen bir
yarigrubun bir takdimini bulmak, ikincisi verilen bir takdim tarafindan temsil edilen

yarigrubu bulmaktir.
A bir afabe ve RI A" A" olmak iizere bir yarigrup takdimi (AR)

ikilisidir. ( AIR) tarafindan tammlanan yangrup ise r , Ryi igeren A" Uzerindeki en
kiclk kongriians olmak Uizere A’ / r yarigrubudur.

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olsun. O zaman, her si S

icin sr* =sr geklinde tammlanan r *: S® S/r donistim bir homomorfizm olup,
buna dogal homomorfizm denir.

Teorem 2.4.4: Sbir yarigrup, A da S nin bir doguray kiimesi ve RI A*" A*
olsun. Eger her (w,z)1 R icin w=z iliskis S de saglamyor (yani S nin aym
=a olacak sekildeki tek

elemanin: temsil ediyor) ise s her al A icin s (a)
homomorfizm olmak Uzere asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir tek

Y :<A| R>® S homomorfizmi vardhr.

A TR (AR =A/r (R

S
y

Ispat: S, R deki iliskileri sagladigindan her (w,z)T R igin s (w)=s (2)

dir. Boylece R kers olup kers bir kongriians oldugundan r (R)i kers olur

Boylece y : A"/r (R)® S donusimi her wr (R)T A" /r (R) igin (wr (R)y =ws
<

seklinde tammlanarak istenilen homomorfizm elde edilir. (Ruskuc, 1995).
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(AIR) bir takdim ve w,w,T A" olsun. a,bT A, (u,v)T R veya (v,u)l R
icin w, °aub, w,°avb ise w,, Rdeki bir iliski bir kez uygulanarak w, den elde
edilmigtir denir. w, ° w, veya a,,,, R deki bir iliski bir kez uygulanarak a; elde

edilmis olmak Uzere kelimelerin sonlu bir

w%a,®a,®L®a, ’°w,

dizisi varsa w,, w; den elde edilmigtir denir. Ayrica w, =w,, (A[R) nin veya sadece

R nin bir sonucudur da denir.

Teorem 2.4.5: (AR) bir takdim, r da Ryi iceren en kiigiik kongriians,
S=A"/r ve w,w,T A" olsun. O zaman wr =w,r olmasi igin gerek ve yeter

kosul w, =w, nin { AIR) nin bir sonucu olmasidir.
1 2

Ispat: Ispatiicin Ruskuc N. (1995)’ e bakiniz. <

Adlinda w © w, nin anlam: w, ve w, kelime olarak 6zdestir, w, =w, nin
1 2 2 1 1 2

anlamt w,r =w,r olmasidir.

Onerme 2.4.6: ( A|R) bir takdim, Sbu takdim tarafindan tamimlanan yarigrup

ve w,w,T A" olsun. O zaman Sde w, = w,olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w, nin

R deki iliskiler kullamlarak w; den elde ediliyor olmasidir.

Ispat: Ispatiicin Ruskuc N. (1995)’ e bakiniz. <
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Onerme 2.4.7: S bir A kimes tarafindan dogrulan bir yarigrup ve
R A" A" olsun. {A|R) nin, Sigin bir takdim olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
asagidaki kosullarin saglanmasidir.

i) S Rdeki timiligkileri saglar ve

i) u=v iliskisi S de saglayor olacak sekilde u,vi A* herhangi iki

kelime ise 0 zaman u = v, R nin bir sonucudur.
Ispat: Ispatiicin Ruskuc N., (1995)’ e bakinz. <

Ornek 2.4.8. A" Ulzerinde bos kiumeyi iceren en kiigik kongriians
{(w.w):wil A"} kiimesidir. Boylece (A| )takdimi ile tammlanan yarigrup A’

serbest yarigrubudur.

Teorem 2.4.9: <A| R> bir takdim ve S de bu takdim tarafindan tanimlanan

yarigrup olsun. Bir B kiimesi tarafindan dogrulan herhangi bir T yarigrubu ve 6rten
bir donisim f:A® B icin f nin tek homomorfik genislemesi olacak sekilde

F:A"® T tammlansin. Her (u,v)l Ri¢in F (u)=F (v) ise Y :S® T, sl S i¢in

Y (sr) =F (s) olarak tanmmlanan Y dontsimu bir epimorfizmdir.
Ispat: Ispatiicin Ruskuc N., (1995)’ e bakiniz. <

Onerme 2.4.10: S bir yarigrup, A kiimesi S icin bir doguray kiimesi,
Ri A" A" iliskilerin bir kimesi ve Wi A" olsun. Eger
) Rdekitimiliskiler S de saglanr;
ii) "wl A" kelimesi icin w=w, R nin bir sonucu olacak sekilde bir
Wi W kelimesi vardrr;

i)  "u,vli Wveu?! v olmak lizereo zaman Sde u? v

ise (A|R), Sigin bir takdimdir.
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Ispat: Ispatiicin Ruskuc N., (1995)’ e bakinz. <

Onerme 2.4.11: S bir sonlu yarigrup A, S icin bir doguray kiimesi,
Ri A" A" iliskilerin bir kimesi ve Wi A" olsun. Eger

) R deki timiiliskileri S de saglar;

1) "wl A" kelimesi icin w=w, R nin bir sonucu olacak sekilde bir

Wi W kelimesi vardir;

1y |W|£[s

ise (A|R), Sigin bir takdimdir.
Ispat: ispati icin Ruskuc N. (1995)’ e bakiniz. <

(AR} bir takdim ve S de bu takdim tarafindan tammlanan yarigrup olsun. Bu

takdimde A ve R sonlu ise { A|R) ye sonlu takdim ve S ye de sonlu takdim edilebilir
denir.

Sonlu bir yangrup takdimi A =(AR) icin noksanlig: |R-|A olarak
tammlanir ve def (A ) ile gosterilir. Sonlu takdimli bir S yarigrubu igin yar:grup

noksanl:g: def (S) ile gosterilir ve
defs (S) =min{def (& ):A , Sicin bir sonlu yangrup takdimi}
olarak tammlanir. Benzer sekilde grup ve monoid noksanligi tammlanr.

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olsun. Her (x,x,)1 r
icin j,:r ® S donisimi j; (x,%)=% (i=12) olarak taumlansin. O zaman,

asagidaki 6nermeye sahip oluruz.
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Tamm 2.4.12: r , bir S yarigrubu Uzerinde bir kongriansve X de r igin
bir doguray kimesi olsun. Her (x,y)T X igin (x,x),(y,y)I X ise X e r igin

yansimali1 doguray kiimes denir.

Onerme 2.4.13: X r nun bir doguray kiimesi ise j; (X) (i=1,2) kimesi

de S nin bir doguray kimesidir.
Ispat: ispat icin Ayik G., Ayik H. ve Unlii Y. (2005a)’ ya bakiniz. <

Onerme 2.4.14: r bir S yargrubu (zerinde bir kongriians olsun. Eger r

sonlu dogurayli ise 0 zaman r nun bir sonlu yansimal: doguray kiimesi vardr.
Ispat: ispat icin Ayik G., Ayik H. ve Unlii Y. (2005a)’ ya bakinz. <

(X|R) r nun bir yarigrup takdimi olsun. Eger biz j, yi X* dan j,(X)"
genisleterek, bir drten homomorfizm olarak alirsak, w° (x,, Y, )L (X, ¥,)T X" icin,
i1 (w)=xLx,vej,(w)=yLy, olur. Ozaman,

X, =j(X) ve R=j (R)={(i (r).j(s)):(r.8)1 R} (=12
aldigimizda asagidaki teoreme sahip oluruz.

Onerme 2.4.15: X r nun bir yansimal1 doguray kiimesi (X|R) de r nun
bir takdimi olsun. O zaman yukaridaki gosterimlerle (X;|R) (i=1,2)S nin bir
takdimidir.

Ispat: ispat icin Ayik G., Ayik H. ve Unlii Y. (2005a)’ ya bakiniz. <
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Teorem 2.4.16: S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun.

Eger r sonlu takdim edilebilir ise S ve % da sonlu takdim edilebilirdir.

Ispat: ispat icin Ayik G., Ayik H. ve Unlii Y. (2005a)’ ya bakiniz. <

Teorem 2.4.17 :(Nielsen-Schreier Teorem) : F bir serbest grup ve H de
F nin bir alt grubu olsun. O zaman H serbesttir. Ayrica H nin F deki indeksi

[F:H]=mve F ninranki r (F)=n her ikisi de sonlu olmak tizere,
r(H)=m(n-1)+1
dir.

Ispat: Ispat icin Johnson D.L. (1995)’ e bakiniz. <

Sonug 2.4.18: H bir G grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. Eger G
sonlu takdim edilebilir ise H da sonlu takdim edilebilirdir.

Ispat: Ispat icin Johnson D.L. (1995)’ e bakiniz. <
2.5. Tietze DOnustumleri

Tietze donusumleri genellikle, tammladig1 yarigrubu degistirmeksizin bir
takdimden bir baska takdim bulmak icin kullanilir. Bir A :<A|R> takdimi ile

baslayip yeni bir A ¢= ( A§RY takdimini asagidaki yollardan biri ile inga edecegiz.

(T1) Bir doguray eklemek. bi A ve wi A" aaim. A¢=AE{b} ve

R¢=RE{b=w} olarak tammlayalim.
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(T2) Bir doguray akartmak. bl A ve wi (An{b})" olmak iizere eger
b=w esitligi R nin bir sonucu ise A¢=An{b} ve R¢ de R den R de ki tim

iliskilerde b yerine w yazilarak elde edilir.
(T3) Bir iliski eklemek. u=v, R nin bir sonucu olan herhangi bir iliski

olsun. O zaman A¢= A ve R¢=RE{u=V} olarak tammlanir.
(T4) Bir iliski gkarmak. (u,v)T R, Rn{(u,v)} bir sonucu ise A¢=A ve

R¢= R{(u,v)} olarak tammlanr.

Teorem 251: A, B, R ve Q sonlu olmak uzere iki (AR) ve
(B|Q) takdimlerinin izomorfik yangruplar tammlamas: igin gerek ve yeter kosul
(B|Q) nun Tietze doniistimlerinin sonlu bir dizisinin uygulanmasiyla (AR) den

elde ediliyor olmasidir.

Ispat: Ispatiicin Ruskuc N. (1995)’ e bakiniz. <

A bir alfabe, Rde A"~ A" nin bir alt kiimesi olmak {izere bir monoid takdimi
(AR) ikilisidir. { AIR) tarafindan tammlanan monoid, R, R deki bos kelime yerine

e yazilarak elde edilmek Gizere
<A, e|ﬁ,e2 =g ae=ea=a(al A)>
tarafindan tammmlanan yarigruptur.

Dikkat edilecek olursa her yarigrup takdimi aym zamanda bir monoid

takdimidir. Eger S (AR) tarafindan tammlanan yarigrup ve M de aymi takdim

tarafindan tanimlanan monoid ise M basitce yeni bir birim eklenmis S dir. Eger S
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birim elemana sahip ise bu eleman yeni eklenen birim eleman Uzerinde birim gibi

davranamayacaktir. Boylece M| =|9 +1 dir.
Bir grup takdimi (AR) nin tammlanan grup ashinda A‘lz{a'l:aT A}

olmak Uzere monoid takdimi
<A, A'1|R, aa'=a'a=e(al A)>

tarafindan tammlanan monoiddir. Eger A Uzerindeki serbest grup F ise F nin
monoid takdimi

AA'aat=ea'a=e(al A
|

olup, serbest gruplar serbest monoid degildir.

Onerme 25.2: Eger (AR) yangrup takdimi tarafindan tammlanan S

yangrubu bir grup ise o zaman (AR) tarafindan tammlanan G grubu S ye

izomorfiktir.

Ispat: F:S® G homomorfizmini her al S igin aF =a olacak sekilde
tammlayalim. Eger el S birim eleman ve F bir homomorfizm oldugundan eF T G
bir idempotent olur. Gruplarda bir tek idempotent (birim eleman) oldugundan, eger
G nin birim eleman 1 ise eF =1 olur. AyricaS bir grup oldugundan her bir al S
nin bir tersi vardir; bunu a'l S ile gosterelim. O zaman a'l A" oldugundan
a'F=a'l G olur. Dolayisiyla (aa’)F =(aa)] G olup aa'=1 olur. Eger

u°alal S(aK,al A ise
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ua’,La’°ala,(aa’)a), La)
=al a, ,(a,6a La)
=gl a, ., La, =L=e

olup u'® a’' La’,T A", u nun bir tersidir. Benzer sekilde gogterilir ki u'F =u'l G

de u nun G deki tersidir. O halde u,vi S icin
uF =vF b (uF)v':(vF)v'b w'=1b u=v

olur, yani F bire-birdir. Ayrica G nin bir yarigrup olarak doguray kimesi
AE{a':al AAi S oldugundan F ortendir. <

2.6. Yanigruplar icin Sonluluk Kosullar

P yarigruplarin bir 6zelligi olsun. Her sonlu yarigrup, P 6zelligine sahip ise
P ye bir sonluluk kosulu denir. Ornegin her sonlu yarigrup sonlu dogruldugundan,
sonlu dogrulma bir sonluluk kosuludur.

Sonlu bir S yarigrubu icin doguray kiimesi olarak S yarigrubunun kendisini
ve iliskiler olarak da S yarigrubunun carpim tablosunu (Cayley Tablosu) alirsak S
nin sonlu takdim edilebildigi gorulur. Bu yizden sonlu takdim edilebilirlik de bir
sonluluk kosuludur.

S bir yarigrup olsun. al S nin dogurdugu <a>:{a, az,as,...} alt yarigrubu
g6z oniinde bulunduralim. {a, az,as,...} listesinde bir tekrar var ise a™ =a" olacak
sekilde mn farkli pozitif tamsayilari vardir. Bu durumda <a>:{a,a2,a3,...}

monojenik altyarigrup sonludur. Eger bir S yarigrubun her monojenik alt yarigrubu
sonlu ise S ye periyodik yar:grup denir. Sonlu yarigruplar peryodik oldugundan
peryodik olmak da bir sonluluk kosuludur.

26



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER Basri CALISKAN

A sonsuz bir kiime olsun. A Uzerindeki serbest yarilatis SL, yalmzca
idempotentleri icerdiginden SL, peryodiktir. Sifir yarigruplar ve dikdortgen bandlar
periyodiktirler, fakat sonlu olmayabilir.

P yarigruplarin bir simifi olsun. S yarigrubunun sonlu dogurayli her alt
yarigrubu P yeait ise S yarigrubunayerel P denir. Her sonlu yarigrup yerel sonlu
olup yerel sonluluk ta bir sonluluk kosuludur. Her sonlu yarigrup yerel sonlu takdimli
olup yerel sonlu takdim edilebilirlikde bir sonluluk kosuludur. Dikkat edilecek olursa
sonlu yarigruplar sonlu takdimli olup yerel sonlu yarigruplar yerel sonlu takdimlidir.

Her s1tl S igin f(s): f(t) olacak sekilde S yarigrubundan
herhangi bir sonlu T yarigrubuna tamml: bir 6rten f : S® T homomorfizmi var ise
S ye residual sonlu yarigrup denir. Sonlu bir S yarigrubu icin S den kendisine
tammlanan birim homomorfizmini dikkate alirsak her sonlu yarigrubun residual

sonlu oldugu gorltr. Bunun igin residual sonluluk bir sonluluk kosuludur.

Teorem 2.6.1: S yarigrubunun residual sonlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul herhangi farkli iki s,tT S (s®t) icin S tzerinde (s,t)i r olacak sekilde
(yani svet aym denklik sinifinda olmayacak sekilde) sonlu sayida denklik sinifi

olan bir r kongriansinin olmasidir.
Ispat: Ispat icin Ayik H. (1998)’ e bakiniz. <

S sonlu dogurayli bir yarigrup ve A kimesi de S nin sonlu bir doguray
kimesi olsun. Eger her u,vl A" icin u=v baginismn S de saglanp
saglanmadigina sonlu adimda karar verebilen bir algoritma var ise S yarigrubuna,
A doguray kimesine gore ¢ozilebilir kelime problemine sahiptir denir. Her sonlu
yarigrup cozulebilir kelime problemine sahip oldugundan Baumslag G., (1993)
¢Ozllebilir kelime problemine sahip olmak bir sonluluk kosuludur. Tietze
Donusumleri kullanarak kolayca gosterilir ki eger S sonlu bir doguray kiimesine

gbre cozulebilir kelime problemine sahip ise S herhangi bir sonlu doguray
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kimesine goére de ¢ozllebilir kelime problemine sahiptir. Boylece sonlu doguraylt
yarigruplar da ¢ozilebilir kelime problemi sonlu doguray kimesine bagli degildir.
Bu yilzden, eger bir sonlu dogurayli S yarigrubu herhangi sonlu bir doguray
kimesine gore ¢ozulebilir kelime problemine sahip ise biz S ye sadece ¢oziilebilir
kelime problemine sahiptir diyecegiz.

S bir yangrup ve T de S nin bir at yarigrubu olsun. S\T nin
kardinalitesine T nin S deki indeksi denir ve [S:T] ile gosterilir. Eger T nin S

deki indeksi sonluise S ye T nin bir kiigik genislemesi denir.

Teorem 2.6.2: S bir yarigrupve T de S nin S deki indeksi sonlu olan bir
alt yarigrubu olsun. O zaman,

i) S nin sonlu dogurayli olmas: igin gerek ve yeter kosul T nin sonlu
dogurayl1 olmasidhr.

i) S nin periyodik olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin periyodik
olmasidir.

iii) S nin yerel sonlu olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin yerel sonlu
olmasidir.

iv) S nin yerel sonlu takdim edilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin
yerel sonlu takdim edilebilir olmasidir.

V) S nin residual sonlu olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin residual
sonlu olmasidir.

Vi) Eger S sonlu dogurayliysa, S nin ¢ozilebilir kelime problemine sahip
olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin ¢Ozllebilir kelime problemine
sahip olmasidir.

Ispat: Yukardaki teoremin i) durumu, ilk kez Juratarafindan gosterildi (JuraA.,

1978). Ayrica Ruskuc N. (1998) de ispatladi. iv) durumu Ruskuc N. ve Thomas R.
M. (1998)’ de ve digerleri ise Ruskuc N., (1998) de ispatlandh. <
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2.7. Yangruplarin Gugla Yarilatis

Yarigrup yapilarindan birisi de tamamen diizgin yarigruplar igin dnemli bir
yapi olan yarigruplarin guclt yarilatisidir.

| bir yarilatis, § (il 1) ayrik yangruplarin bir ailesi olsun. Herhangi iki
L jl 1, i£jicin (i£j0 ij=i) birf,,:S ®§ (j3i) homomorfizmi oldugunu
ve bu homomorfizmlerin asagidaki kosullar1 sagladigin kabul edelim;

1. Heril I icin, f,; birim dontstim 1.,

2. Heri,j,kl I icini£ j£k olmak tizeref, f . =f

K,jo g ki

S yangruplarinin elemanlari ve f |, homomorfizmleri yardimiyla, S= Us

tizerindeki carpmaislemi her xI § ve yI S, icin,

xy:(xfi]ij)(yfj,ij)

seklinde tammlansin. Bu carpma islemi ile S bir yarigruptur. Bu yarigruba
yar:gruplar:n gucli yar:latis denir ve Sgl ;S f “E] ile gosterilir. Daha detayl bilgi
icin Howie J.M. (1995)’ e bakiniz.

Teorem 2.7.1: S@,S,f, | yangruplarin bir giclu yarilatisi ve it j igin
A CA =/ olmak tzere P =(A|R), S (il 1) yangruplar: igin takdimler olsun.

A=E; A ve R=E; R olmak lizere

P:<A|R, aa, =(af,;)(af ;) (al AaT A)ir j>

S, S.f;, f icin bir takdimdir.

Ispat: ispat icin Ayik G., Ayik H. ve Unlii Y. (2005a)’ ya bakiniz. <
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3.S,r ve% ICIN SONLULUK KOSULLARI

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Bu bdlumde,

sonluluk kosullarindan; periyodiklik, yerel sonluluk, residual sonluluk, kelime
probleminin ¢ozllebilirligi ve yerel sonlu takdim edilebilirlik gibi kosullarin S, r

ve % yarigruplarimin  birinde saglanmasi durumunda digerlerinde saglanip

saglanmadigi incelenecektir.
3.1. Periyodiklik

Onerme 3.1.1: S bir yangrup, r da S Uzerinde bir kongriians olsun. Eger

S periyodik ise % da periyodiktir.

Ispat: S periyodik bir yarigrup ve sr 1 % olsun. O zaman sT S ve S

m+r

periyodik oldugundan s™" =s™ olacak sekilde m,r pozitif tamsayilar1 vardir.

Boylece
(sr)™ =(s™")r =(s")r =(sr)"
oldugunda % da periyodik olur. <

Bu 6nermenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, S=(a) sonsuz
monojenik yarigrubunu (aslinda bu yarigrup (Z*,+) yarigrubunaizomorfiktir) ve r
da S Uzerinde taniml {(a, az)} yi iceren en kigik kongrians olsun. O zaman

(@",am1 S” Sigin m<n ise
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(@™, a™) %% (a",a™") %LHEIB L %.979® (a™,a™ ) %% I (a™,a")

oldugundan (a™,a")1 r dir. Benzer sekilde m>n icin de (a™,a")T r olur. Son
olarak r yansimali elemanlar1 daicereceginden r =S” S olup, % sadece bir tek

elemandan olusan yani sonlu bir yarigrup olup, periyodiktir. Fakat agikca gorultr ki
S periyodik degildir.

m+r

S bir yarigrup ve herhangi bir sl S icin s™" =s™ olacak sekilde m,r

pozitif tamsayilar: meveut olsun. O zaman, her kT Z* icin

Sm+kr = Sm+rS(k-1)r — SmS(k- Dr

— Sm+r S(k- 2)r — I_ - Sm+r - Sm
olur.

Teorem 3.1.2: S bir yarigrup, r da S Uzerinde herhangi bir kongrians
olsun. S yarigrubunun periyodik olabilmesi icin gerek ve yeter kosul r nun

periyodik olmasidir.

ispat: (P ) S periyodik ve (st)i r olsun. O zaman sti S ve S de

periyodik oldugundan

Sml*'rl = Sml Ve tn12+r2 = tmz

olacak sekilde m,m,,r,,r, pozitif tamsayilar vardr. Simdi biz (s,t)™" =(s,t)"
olacak sekilde m,r tamsayilarimin varligint gostermeliyiz.
Bunun igin m=max{m,,m,} ve r =[r,,r,] yani r, r, ile r, nin en kiigik ortak

kat1 olarak alalim. Genelligi bozmaksizin m £ m, oldugunu kabul edelim. O zaman
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m, =m, +n olacak sekilde bir n negatif olmayan tamsayisi vardrr. r, r, ile r, nin
en kiguk ortak kat1 oldugundan r =rk, ve r =r,k, olacak sekilde k ,k, pozitif

tamsayilar1 vardir. Bu durumda m=m, olup,

(s0)™ =(sm 47 ) = (s 1)
_ (Smﬁn+r ’tmﬁr) _ (Snw Sn’tnw)

= (s”‘i”l"ls”,t”‘”'zkz ) = (s”‘is” ,t”‘Z)
(s”“”,t”‘z ) = (s”‘z ,t”‘Z) =(st)™

(

s,t)”

elde edilir. Boylece r nun da periyodik oldugu gosterilmis olur.
(U) r periyodik olsun. Bir si S alam. r, S zerinde bir kongriians
(dolayistyla yansimal1) oldugundan (s,s)7 r dir. Ayrica r periyodik oldugundan

(s,5)™" =(s,5)" olacak sekilde m,r pozitif tamsayilar: vardir. Buradan;

(ss)" =(ss)" O (sm”,sm”):(sm,sm)
0

m+r m

s =s
elde edilir. Boylece S de periyodiktir. <

Bdylece yukaridaki 6nerme ve teoremden dolay: asagidaki sonuca sahibiz:

Sonug 3.1.3: S bir yarigrup, r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Eger r

periyodik ise % bdlum yarigrubu da periyodiktir. <
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3.2. Yerel Sonluluk

Onerme 3.2.1: S bir yangrup, r da S Uzerinde bir kongriians olsun. Eger
S yerel sonluise % bolum yarigrubu da yerel sonludur.
Ispat: S yerel sonluve U ={ v,r ,K,v,r } kiimesi de % nun sonlu bir alt

ktimesi olsun. O zaman V ={ v;,K,v, } I S sonlu ve S yerel sonlu oldugundan
(V) alt yarigrubu sonludur.

ul (U) alaim. O zaman u=v,r..v r olacak sekilde v, ,....,v TV
vardir. Ayrica % Uzerinde tamml1 carpmadan dolayr u=(v, L.v, )r yazabiliriz.
Eger biz v=v, Lv, alirssk, boylece, her ul (U) icin u=vr olacak sekilde bir

vi (V) vardir. Boylece (U)T {vr :vi (v) } olup,

for vt (v) Hefv)
oldugundan (U ) sonlu olur. O halde % de yerel sonlu olur. <

Bu onermenin tersi de her zaman dogru degildir. Yine S=(a) sonsuz
monojenik yarigrup ve ni Z* olmak iizere r yu da S nin {(a, a“*l)} bagintisin
iceren en kicuk kongriians olarak alalim. O zaman % @Z,,+) olup, % sonlu

dolayisiyla yerel sonludur. Fakat, agikca gorliyor ki, S yerel sonlu degildir.

Teorem 3.2.2: S bir yarigrup ver da S Uzerinde bir kongriians olsun. r

nun yerel sonlu olabilmesi icin gerek ve yeter kosul S nin yerel sonlu olmasidir.
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ispat: (U) S yerel sonlu olsun. s ={(a,h).K,(a,.b,)} kimesi r nun
herhangi sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu durumda A={a,K,a} ve B={b,K,b}
sonlu kiimelerini ele alaim. A Bi S ve S de yerel sonlu oldugundan (A) ve (B)
alt yarigruplar: sonlu olacagindan (A)” (B) direk carpim yarigrubu da sonludur. O
halde (s ) I (A)" (B) oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Simdi u°(a.,h)L(a.b)l (s) olsun. O zaman a ,K,a 1 A ve
b, ,...h T B olup, x°a La 1 (A) vey°hLhT(B) olur. Ayrica u=(x,y)
bagintisi (s ) yarigrubunda saglandigindan (x,y)T (A)" (B) oldugundan istenilen
gosterilmis olur. Boylece r yarigrubu da yerel sonludur.

(P) r vyerel sonlu olsun. A={a,K,a,} kimes S yarigrubunun sonlu bir
at kimesi olsun. B={(a,a) |1£i£n}olarsk alaim. O zaman r yansmal
elemanlarin timiinii icerdiginden BI r olur. Ayrica r yerel sonlu oldugundan

(B) sonlu bir yarigrup olup,

|<B>| ‘{(ajl,ajl)L(ajk,ajk) kT 2" vea K,a 1 A}‘
[aLa.ala):gLal (A}

()

olur. Yani (A> sonludur, dolayisiyla S yarigrubu yerel sonlu olur. <

Ayrica yukaridaki 6nerme ve teoremden dolayi ispat gerektirmeyen asagidaki
sonuca sahibiz:

Sonug 3.2.3: S bir yarigrup, r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Eger r

yerel sonlu ise % boltm yarigrubu da yerel sonludur. <
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3.3. Residual Sonluluk

Onerme 3.3.1: SveT iki yangrup, r da S lzerinde bir kongrilans ve

f :S® T Orten bir homomorfizm olsun. O zaman
r'={f©).f®): (sl r}
bagintist T Uzerinde bir kongriiansoir. Ayricaher sr 1 S/r igin
fi(sr) = (S)r
seklinde tammlanan f ': S/r ® T/r ' dontsiml de bir 6rten homomorfizmdir.

Ispat: Acikca gorilir ki r yansimali ve f orten oldugundan r' de
yansimalidir. Ayrica, r simetrik ve gecismeli oldugundan r ' niin de simetrik ve
gecismeli oldugu agiktir. Dolayisiyla r ' bir denklik bagintisidir. Son olarak r  bir
kongruans oldugundan her (f (s).f (1)), (f (s,).f (t,)T r " igin

(S WS )T 1 P (ss,t)1 1P (f(ss)f L) r
dir. Ayricaf bir homomorfizm oldugundan

(F (8).F W) (S).F (1) = (S (8,).F W) (1)
=(f (58)f )T

olur. Boylece r ' de T Uzerinde bir kongrians olur.

Simdi sr,sr 1 % olsun. Eger
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sr=sr b (s,s)I rp f(s)f(s)r
P F)r'=F@)r’

olup, f " iyi tamimlidir. Ayrica, f ' nin tammindan agikga gorulecegi gibi f ' Orten bir

donustimdir. Son olarak, her sr,sr 1 % icin

F((sr)(sr) =f((ss)r)=( (ss,)r’
=E S &Nr ' =F (s)r ¢ (s)r”
=f(sr)f '(sr)

oldugundan, f ' 6rten bir homomorfizmdir. <

Onerme 3.3.2: S bir yarigrup ve I da S uzerinde bir kongriians olsun. S

residual sonlu ise % daresidual sonludur.

ispat: S residual sonlu, sr,sr i % ve srlsr olsun. O zaman

sr ' sr oldugundan (s,s,)i r olup, ve ayrica I yansimali elemanlar:
icereceginden s * s, olur. Béylece S de residual sonlu oldugundan f (s,)? f (s,)
olacak sekilde S den sonlu bir T yangrubuna tanimli bir orten f:S® T
homomorfizmi vardir. Simdi r ' kongriansim ve f ¢ S/r ® T/r ' homomorfizmini

yukaridaki 6nermede oldugu gibi tamimlayalim. Yukardaki dnermede gosterildigi
uzeref :S® T orten oldugundan f ¢ S/r ® T/r ' de ortendir. Ayrica (s,s,)1 r

oldugundan (f (s).f (s,))1 r ' olup

F()r tf(s)r

olur, ve dolayisiyla
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Fesr )=f (s)r "+ f(s)r =t qsr)
olur. Boylece % de residual sonludur. <

Yukaridaki 6nermenin tersi de her zaman dogru degildir. Ornegin; S i

residual sonlu olmayan herhangi bir yarigrup ve r =S” S alinirsa, % (sadece bir

elemandan olusan) sonlu bir yarigrup olup, residual sonludur.

Teorem 3.3.3: S hir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun. S
nin residual sonlu olabilmes igin gerek ve yeter kosul r nun residual sonlu

olmasidir.

Ispat : (P ) S residual sonlu olsun. Eger (s,t;)* (s,t,) r ise o zaman
sts veyat tt, dir. r simetrik oldugundan genelligi bozmaksizin st s, kabul
edelim. S residual sonlu oldugundan éyle bir sonlu T yarigrubuve f :S® T Orten
homomorfizmi vardir ki f (s)® f(s,) dir. Simdi T yangrubu Uzerinde r '
kongriianst Onerme 3.3.1' deki gibi tammlanmak tizere f ':r ® r ' donlsUmiini her
(st)T r icin f '(s,t):(f (s).f (t)) olarak tammlayalim. Once, tanimlanan bu f '
donusiminin  iyi  tammli  oldugunu  gosterelim. (X, v,).(%.¥,)I r  ve
(%, ¥.)=(%.Y,) olsun. O zaman x =x,vey,=y, olup, f(x)=f(x,) ve
f (y,) =f (y,) olur. Dolayisiyla

(06 y0)) = (F 00T (V) = F 00T (¥))=F (%1 Y2))

oldugundan f * donUstma iyi tanimlidir.
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Simdi de f' donisimunin bir homomorfizm oldugunu gosterelim.
(%, Y1), (%, ¥,)T 1 olsun. O zaman, sirasiyla, r bir kongriians, f ' déntstimintin
tammindan, f de bir homomorfizm oldugundan ve Onerme 3.3.1'de tammlan r '

ndn bir kongrians olusundan

(0 ¥) (%0 ¥2)) =1 xlxzylyz
=(F (xx, ylyz )

(f (>9 (w)f ()

(F (x).f )( %)t (32))

£

% Y1)f (%) ¥2)

olur. Boylece f ' donusimu de bir homomorfizmdir. Ayrica f ' nin tammindan
kolayca gorultr ki f' orten bir homomorfizmdir, ve ayrica f(s)f (s,)

oldugundan

fr(st)=(F (3).f (1) (F () (L) =F (suts)

olup, r daresidual sonludur.

(U) r residua sonlu ve s ts,1 S olsun. O zaman, r yansimali
oldugundan (s,,s,).(s,.s,)T r olup, (s.,s)? (s,.s,) olur. Ayrica r residual sonlu
oldugundan j (s,,s,)*j (s,,s,) olacak sekilde r dan sonlu bir T yarigrubuna
tamml1 bir 6rten ]  homomorfizmi vardir. S nin residual sonlu oldugunu gostermek
icin j ¢:S® T doénustimini, her sT S igin, j (s)=j (s,s) olarak tarmlayalim.
Acikcagoriliyor ki j ¢ S® T iyi tammli olup, her s,tT S icin, r bir kongriians

ve ] de homomorfizm oldugundan
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=i ((s:9)i (D)
=1 qs)i q1t)

olur. O halde j ¢ de bir homomorfizmdir. Ayrica, im( 9 ={j €s):sl S}, T nin bir
alt yarigrubu olup, j ¢S® im( 9 bir 6rten homomorfizmdir. Son olarak
s ts,l Sise

i (s)=i(s,8)%0 (s08,) =i (s,)
oldugundan S residual sonludur. <

Y ukaridaki onerme ve teoremlerden dolay: ispat gerektirmeyen asagidaki
sonuca sahibiz:

Sonug 3.3.4: S bir yarigrup, r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Eger r

residual sonlu ise % bolum yarigrubu daresidual sonludur. <

3.4. Kelime Problemi

Teorem 3.4.1: S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrtians olsun.
Ayrica r bir yarigrup olarak sonlu dogurayli olsun. O zaman r nun ¢ozulebilir
kelime problemine sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul Snin ¢ozilebilir kelime
problemine sahip olmasidr.

Ispat: r bir yarigrup olarak sonlu dogurayli olsun. O zaman Onerme 2.4.13
den S de sonlu doguraylidir.

(U) S c¢oziilebilir kelime problemine sahip ve X de r nun bir sonlu
doguray kiimesi olsun. X, ={x:(x,y)T X} ve X, ={y:(x,y)T X} alimrsa, Onerme

2.4.13'den her bir i =1,2 igin X. kiumesi S nin sonlu bir doguray kiimesidir.
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Simdi

(Xll’yll)’K’(le’ylm)T X ve (X21’y21)’K’(X2n!y2n)T X

olmak Uzere

W © (X, Yar ) (%20 Yao ) e (Xems Yam) VE
W, ° (X21a y21)(X221 yZZ)L(XZm’ yZm)

olsun. Kabul edelim ki

esitligi r dasaglansin. O zaman

ul ° X11X12 L le’ Vl ° y11y12 L ylm
UZ ° X21X22 L X2n’ V2 ° y21y22 L y2n

olmak uzere r , S Uzerinde bir kongruans oldugundan w, =w, esitliginin r da
saglanmast icin gerek ve yeter kosul u,=u, ve Vv, =V, sesitliklerinin S de
saglanmasidir. Ayrica, S ¢ozillebilir kelime problemine sahip oldugundan S her bir
=12 icin sonlu doguray kumeleri X 'ler Uzerinde de ¢Ozllebilir kelime
problemine sahiptir. O halde S, X, veX, Uzerinde ¢Ozulebilir kelime problemine
sahip oldugundan, sirrasiyla u, =u, ve v, =V, ssitliklerinin S de sonlu adimda

saglanip saglanmadigina karar verebilecegimiz algoritmalar vardir. Dolayisiyla, bu
algoritmalardan yaralanarak

W= (U, v) = (U, %) =W,
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esitliginin r da sonlu adimda saglamp saglanmadigina karar verebiliriz. O halde r
da ¢ozilebilir kelime problemine sahiptir.

(b ) r bir yarigrup olarak sonlu dogurayli ise S de sonlu doguraylidir ve
Onerme 2.4.14’'den dolay: r nun yansimal1 bir sonlu doguray kiimesi vardir.

r ¢ozulebilir kelime problemine sahip ve X de r nun yansimali sonlu bir

doguray kiimesi olsun. Benzer sekilde Onerme 2.4.13' den
X, ={x:(x, )T X}

kiimesi S nin bir sonlu doguray kiimesidir. Herhangi x, %, K, X, v, v,,K,y. T X,

icin
u® x5 Lx, 1 X" veve yy Lyl X'

olsun.

bagintisimin S de saglandigint kabul edelim. O zaman X yansimali doguray kiimesi

oldugundan,

(% %), (% %), K, (X X0 ) (Vs V) (Y2 ¥2) K (s YT X

olup,

W@ (%, %) (%, %) L (X0 X0)
W, © (Y Y (Yar Y2 e (Yis Vi)

41



3.SpveS/p IiCIN SONLULUK KOSULLARI Basri CALISKAN

alinrsa, w, =w, bagintist r da saglamir. Ayrica, r da X Uzerinde c¢ozilebilir
kelime problemine sahip oldugundan

W =W,

esitliginin r da sonlu adimda saglanip saglanmadigina karar verebilen bir algoritma
vardir. O halde w, =w, ssitliginin r da saglanmasi igin gerek ve yeter kosul u=v
esitliginin S de saglanmasi oldugundan bu algoritma sayesinde sonlu adimda u=v

esitliginin S de saglamp saglanmadigina karar verebiliriz. O halde S de ¢ozllebilir
kelime problemine sahiptir. <

3.5. Yerel Sonlu Takdim Edilebilirlik

Teorem 3.5.1: S bir yarigrup r da S Uzerinde bir kongriians olsun. Eger r

yerel sonlu takdim edilebilir ise S de yerel sonlu takdim edilebilirdir.

Ispat: r yerel sonlu takdim edilebilir ve A da S nin sonlu bir alt kiimesi
olsun. Biz A min dogurdugu S nin alt yarigrubu (A) =T nin sonlu takdim edilebilir
oldugunu gostermeliyiz.

B={(aa):al A} kiimesini taumlayahim. Agikca goriiliiyor ki, A kiimesi
sonlu oldugundan B kimesi de r nun sonlu bir alt kimesidir. Ayrica r yerel sonlu
takdim edilebilir oldugundan B nin dogurdugu, r nun (B)=s alt yarigrubunun

sonlu bir takdimi vardir. Simdi T ile s nin izomorfik oldugunu gosterelim. Boylece
s nin sonlu takdimi T nin de sonlu bir takdimi olacagindan S nin de yerel sonlu

takdim edilebilir oldugunu géstermis oluruz.
f:T®s donistimini her ul (A)=T icinu® a L a, ise

f(u)=(uu)° (a.a)L(a,a,)
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olarak tammlayalim. Once f nin iyi tamml1 ve birebir doniistim oldugunu aym anda

gosterelim. Her u,,u, 1 T igin

()

fw)=f ()0 (wu)=(uu)0 u=y

oldugundan f donisum iyi tanimli ve birebirdir.
Simdi tamimlanan bu f  donUsUminin  bir  homomorfizm oldugunu

gosterelim. Her u,©® a L.a_,u,° b L.b 1 Ticin

f (uy,)°f(aLlablb,)
=(aLapblb,alahblb,)
=(aLa,aLla,)(bLb,bLb)
=f(a,L-a,)f (h Lb,)

=f (w)f (u,)

oldugundan f dontsimi bir homomorfizmdir.

Sonolarak f nin orten oldugunu gosterelim. Her (a,,a,)L(a,,a,)T s icin

f(aLla,)=(a.a)L(a,a,)

oldugundan f donustimu ortendir. O zaman f bir izomorfizm olup, S nin yerel

sonlu takdim edilebilir oldugu gosterilmis olur. <
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4. r,, YARIGRUBU ICIiN BIR SONLU TAK DIiM

G herhangi bir grup ve N de G nin herhangi bir normal alt grubu olsun. G

yi bir yarigrup olarak disindigimizde G Uzerinde tammli
ry ={(st):st*T N}
bagintisi bir kongriiansdir. Tersine r , G grubu tzerinde bir kongruans ise
N, ={st*:(st)] r}

seklinde tamml1 N, , G nin bir normal alt grubudur (Howie JM., 1995).

Bu bolimde gruplar Uzerinde tammli  kongriianslarin sonlu dogurayli ve

sonlu takdim edilebilir olup olmadigim arastiracagiz.

4.1. r , icin Doguray K iimesi

G hirgrup (X|R) de G nin bir grup takdimi olsun. O zaman el X ve

X t={x"t:x] X} olmak iizere
Y =XEX'E{g

olsun. Bu durumda Y de G vyi bir yarigrup olarak dogurur. Boylece bir grup, grup
olarak sonlu dogurayl1 ise yarigrup olarak da sonlu doguraylidir. Ayrica R,

bagintilar kimesi Rden Rdeki bagintilarda var ise 1 (grubun birim elemani) yerine

e yazilarak elde edilmis ve
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R ={(xx%e):xI X}E{(x'x,€):xI X},
R, ={(xe,X): xI X}E{(ex,x):xI X},
R ={(x'e,x"):xI X}E{(ex',x1):xI X}

olmak Uizere
Q =RERERERE{(¢ €}

olsun. Bu durumda (Y |Q) da G nin bir yarigrup takdimi olur. Boylece bir grup grup

olarak sonlu takdim edilebilir ise yarigrup olarak da sonlu takdim edilehbilir.

Yukaridaki takdimde bazi iliskileri Tietze donusumlerinden faydalanarak
cikartabiliriz. Ornegin

xle=x*t(xx)° (xX)x'=ex"
xe=x(X'X)° (xx')x=ex

oldugundan

R, ={(ex,x): xT X}
R ={(x'ex"):xI X}

olarak alinabilir. Aslinda |R|3 |X| ise G nin |Q|- |Y|=|R- |X| olacak sekilde bir
yargrup takdimi (Y|Q) mevcuttur (Campell C.M., Mitchell J.D., Ruskuc N., 2002).

Biz bu bolumin geri kalaninda gruplar: yarigrup, doguraylarim yarigrup
doguraylar: ve takdimlerini de yarip takdimleri olarak kabul edecegiz.

Teorem 4.1.1: G herhangi bir grup ve N de G nin sonlu indeksli bir normal
alt grubu olsun. Eger G sonlu dogurayh ise, r :{(s,t):st'lT N} kongriianst da

sonlu dogurayli bir yarigruptur.
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Ispat : G sonlu dogurayli ve N nin G deki indeksi sonlu oldugundan
Teorem 2.4.17'den dolayr N de sonlu doguraylidir. O zaman X kiumesini N igin
bir sonlu doguray kimesi, e yi de G nin birim elemam olarak alalim. Ayrica

[G:N]=nise u =¢u, K,u 1 G olmak iizere

% ={Nu,, Nu,,K, Nu,}
olsun. Bu durumda
U ={u,u, K,u}
ve
Y:{(e,x),(x,e),(u,u):xT X,ul U}

olarak alalim. O zaman Y I r olup, biz (Y)=r  oldugunu gosterelim.
Herhangi bir (s,t)T r aaim. O zaman st*1 N oldugundan, st Nt

olup, s,tT Nu olacak sekilde bir ul U vardir. Ayrica X kiimesi N igin bir

doguray kiimesi oldugundan,
s=x%Lxu vet=yy,Lyu
olacak sekilde x,%,,K, X, ¥,,Y,,K,y, T X vardir. Boylece,

(s:t)=(x.€) (3 )L (%) (e v) (& v:) L (& v ) (u.u)

oldugundan Y kimesi r  icin bir doguray kiimesi olur.
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Ayrica N, G nin sonlu indeksli bir normal alt grubu ve G sonlu dogurayli
oldugunda N de sonlu dogurayli olup, yukardaki X kimeleri de sonlu

secilebileceginden Y de r  igin bir sonlu doguray kiimesi olur. <
4.2. r, igin Takdim

Simdi N igin bir takdim verildiginde r icin bir takdim bulalim.
={x.K,x,}, N icin doguray kimesi olmak Uzere, her 1£i £m icin, yukarda
taumlanan Y nin (x.e) ve (ex) elemanlarim kolaylik saglamasi amaciyla
srasiyla x;, ve X, ile gosterelim. Ayrica her 1£ J£n icin Y nin (uj,uj)

elemanlarim v; ile gosterelim. O zaman,
={x, K, X}, X, ={%1, K, %0} Ve X, ={v;,K, v}
olarak alinirise Y = X, E X, E X, kiimesi r , icin bir sonlu doguray kiimesi olur.
Herhangi bir w° x Lx T X" (x ,K,x T X) igin

X, L%y ° (xil,e)L(xk,e) ve X, L%, °© (e, xil)L(e, xk)

seklindeki tammlanan kelimeleri sirasiyla W ve W ile gosterecegiz. Ayrica N
normal oldugundan, herhangi u,u;T U igin, (Nu)(Nu,)=Nu, olacak sekilde bir
u, 1 U eleman ve uu, =wu, olacak sekilde de bir w1 N vardir. Ayrica u; T U
ve x1 X elemanlarticin, u;x T u;N = Nu; oldugundan u;x =w, ,u olacak sekilde

bir w, , T N vardir.
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Yukaridaki notasyonlar ile N icin bir takdim verildiginde r nin bir
takdimini asagidaki teoremde verelim.

Teorem 4.2.1: G herhangi bir grup ve N de G nin sonlu indeksli bir
normal alt grubu olsun. Eger G sonlu takdim edilebilir ise 0 zaman G yarigrubu

Uzerindeki
ry={(st):st*T N}
kongruans: da sonlu takdim edilebilir bir yarigruptur.

Ispat : G sonlu takdim edilebilir bir grup ve N de G nin sonlu indeksli bir
normal alt grubu oldugundan Sonug¢ 2.4.18 den dolayr N de sonlu takdim edilebilir
bir grup olur. Sonlu takdim edilebilir gruplar ayn: zamanda yarigrup olarak da sonlu
takdim edilebilirdir. Boylece N nin sonlu bir yarigrup takdimi vardir.

P =(X|R), N nin bir yarngrup takdimi olsun. Yukaridaki gosterimlerle
Teorem 4.1.1'den dolay1 Y =X,E X,E X, kimesi r, nin bir sonlu doguray
ktimesidir.

Simdi r  icin baz1 bagintilar kiimesi olusturalim;

R={r=s:(r=91 RE[F=5:(r=91 7

R, ={x:%,; =%, % 1 1€, ] £ m}

R ={vv, =Wy, :1£i, j £n} E{vv, =&y, :1£i,j £n}
R ={vx, =, , v :1€i En1E jEm)

[T

ViXp; =W, Vi i1ETENLE | Em}.
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Burada R kiimesi, N nin takdimindeki r =s gibi bir bagintidaki r,sl X"
kelimeleri yardimiyla olusturulan, 7 =3 bagintisi (r,e)=(s,e) yi, T =5 bagintisi
ise (er)=(es) gibi bagintilari gosteriyor. R, kimesi, her 1£i,j£m igin
X, © (xj,e) ve X, ° (e %) gibi elemanlarin garpimlarinin degismeli oldugunu yani
X, X = %X, oldugunu gosteriyor. R, kimesi, v =(u,u) ve v, :(uj,uj)
oldugundan, her 1£i,j£n icin vv, capimlarindan elde edilen uu; ler igin
e) yada W =(ew,) seklinde kelimelerin oldugunu ve bbylece vy,

W :(\Nij’

carpimlarina karsihik v; elemamimin var oldugunu gosteriyor. Son olarak R, kimesi
ise, her 1£i£n ve 1£ j£m icin VX, :(ui,ui)(xj,e) veya VX, :(ui,ui)(e,xj)
carpimlart icin, N nin normal olusundan dolay1 sag kosetleri dustintlerek,
VX =W, Vo Ve VX, =W,V olack sekilde W, , :(wui’xi,e) ve

W, « :(e, W, )T Y* oldugunu gosteriyor.

Simdi Q=R E R,E R E R, olmak tizere Q =(Y|Q) nin r  icin bir takdim
oldugunu gosterelim.

Yukarda agiklamalardan sonra Q daki tim bagintilarin r  de saglandig:
agikca gortlir. Bu nedenle Teorem 2.4.4'den dolayr r,, Q =(Y|Q) takdimi
tarafindan tammlanan yarigrubun homomorfik gorintisudur.

Herhangi bir sl Y* igin s kelimesine sirasiyla R, deki bagintilarin, ondan
sonra R, deki bagintilarin ve daha sonra da R, deki bagintilarin olanakl: tim
uygulamalar1 sonucunda, s1 X;, s,1 X; ve vi X, olmak Uizere s den bir ssv
kelimesi elde edilir. Diger bir ifade ile s=ssVv bagintist R, E R, E R, kiimesindeki
iliskilerin bir sonucu olacak sekilde s T X;, s,T X; ve vi X, mevcuttur.

Simdi herhangi iki stl Y* kelimeleri icin s=t bagintismin r, de
saglandigint kabul edelim. O zaman
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s=ssV vet=tty,

bagintilan R, E R,E R, kiimesindeki iliskilerin sonucu olacak sekilde s,t1 X,
s,t,1 X, ve v,v,T X, mevcuttur. Ayrica s=t bagintisimin saglanmas icin gerek
ve yeter kosul s, =t,, s, =t, ve v, ° v, bagintilarin saglanmasidir. Dolayisiyla s, =t,
ve s, =t, bagintilart R in bir sonucu oldugundan, s=t bagintist Q nun bir sonucu
olur, dolayisiylaQ , r, nin bir takdimidir.

Eger P, N nin sonlu bir yarigrup takdimi ise Q da r nin sonlu bir

takdimi olacagindan r , de sonlu takdim edilebilir bir yarigruptur. <
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5. YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISI 1ICIN SONLULUK
KOSULLARI

Bu bdliimde, yarigrup teoride tam diizgiin yarigruplar icin dnemli bir yapi
olan yarigruplarin bir gucli yarilatisi icin sonluluk kosullarindan bazilarinin hangi
durumlarda saglamp saglanmayacag: incelenecektir. Ayik G., Ayik H. ve Unlu Y.
(2005b)’de guclt yarilatisin ¢ozilebilir kelime problemine hangi kosullarda sahip
olup olmadigim gosterdiler. Bu bolimde ise yarigruplarin guclt yarilatisinin
sonluluk  kosullarindan periyodiklik, yerel sonluluk ve yerel sonlu takdim

edilebilirlik gibi kosullarin hangi durumlarda saglamp saglanmayacag: incelenmistir.
5.1. Periyodiklik

Teorem 5.1.1: | bir yarilatis, § (il 1) ayrik yanigruplarin bir ailesi ve
S=Sgl;S,f;{ yangruplarin bir giglii yarilatisi olsun. S nin periyodik olmasi igin

gerek ve yeter kosul her bir § (iT 1) yarigrubunun periyodik olmasidr.

Ispat : (P )Her bir § (il I), S=Sg;S.f, { gucli yanlatisinin bir alt
yarigrubu ve periyodik yarigruplarin alt yarigruplar: da periyodik oldugundan, her
bir § (il 1) yarigrubu da periyodiktir.

(U) Her bir § (if 1) yangrubu periyodik olsun. sl S=U§ ise yaniz

bir il I icin sT S olup, S yarigrubu da periyodik oldugundan, s™" =s™ olacak
sekilde mver poztif tamsayilari vardir. Dolayisiyla S=S§l;S,f; § glclu

yarilatisi de periyodiktir. <

51



5.YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISI ICIN
SONLULUK KOSULLARI Basri CALISKAN

5.2. Yerel Sonluluk

Teorem 52.1: S=S@;S,f, f gucli yanlatisinin yerel sonlu olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul her bir § (iT 1) yarigrubunun yerel sonlu olmasidr.

Ispat : (P ) Herbir § (i1 1), S=Sg;S.f,;j§ glcli yanlatisinin bir alt
yarigrubu ve yerel sonlu yarigruplarin alt yarigruplar: da yerel sonlu oldugundan,

her bir § (il 1) yarigrubu da yerel sonludur.
(U) Her bir § (il 1) yangrubu yerel sonlu olsun. Sgl;S.f, § giclu

yarilatisinin sonlu bir X alt kiimesini alalim. X tarafindan dogurulan alt yarigrubun

sonlu oldugunu gosterelim. Simdi J 1 | kumesini
it JU XCSt A (11)

olarak tammlayalim. X sonlu oldugundan J ={i,,K,i.} kiimesi de sonlu olur. Her

il Jicin
X =XCS

kiimesini ele alalim. (Boylece { X;}. ,’ler X 'in bir pargalamsichr.) Ayrica, J nin her

bir {j,,K, j,} alt kimesi igin j,Lj £ j , (LEl £k)oldugundan Y, kumesini

K Ji}

k

Yikig = U{Xf i X1 le}

olarak tammlayalim. Her 1£1 £k i¢in X, sonlu ve sonlu sayida sonlu kiimenin

birlesimi de sonlu oldugundan her bir { j;,K, j,} alt kimesi icin tammlanan Y, . ;,
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kimesi S, ; yarigrubunun sonlu bir alt kimesidir. S, ; yerel sonlu oldugundan

<Y{ K, jk}> alt yarigrubu da sonludur. J nin sonlu sayida alt kiimesi oldugundan

T= U <Y{j1,K,jk}>

ALK

kiimesi sonludur.

Simdi (X) nin sonlu oldugunu gosterelim. Herhangi bir sT (X) icin

S=x%LX,

olacak sekilde x 1 X, K,x,T X, vardir. Simdi j,,j,,K,j, elemanlarinin
olusturdugu kimeyi K ile gosterelim (K nin eleman sayist molmak zorunda

degildir). O halde £ K I J oldugundan si (Y, )i T olur. Boylece (X)I T olup

(X) desonludur. O halde Sgl;S.f § gliclii yarilatisi de yerel sonludur. <
5.3. Yerel Sonlu Takdim Edilebilirlik

Teorem 53.1: S=Sg;S.f g glclu yanlatisinin yerel sonlu takdim
edilebilir olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her bir § (i 1) yarigrubunun yerel

sonlu takdim edilebilir olmasidir.

Ispat: (P ) Her bir § (il I), S=Sg;S.f, { gucli yanlatisinin bir alt
yarigrubu ve yerel sonlu takdim edilebilir yarigruplarin alt yarigruplar: da yerel sonlu
takdim edilebilir oldugundan her bir § (il 1) yarigrubu da yerel sonlu takdim

edilebilirdir.
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(U) Herbir § (il 1) yarigrubu yerel sonlu takdim edilebilir olsun.
S@;S.f; f gucli yanlatisinin herhangi sonlu bir X alt kimesini alalm. J

kimesini
J={il1:XCSt A&
olarak tammlayalim. Ayrica, her /£ K i J igin p(K)T | elemanmnm
K={i,K,i} P p(K)=iLi_
olarak tammlayalim. Bu durumda J sonlu oldugundan
PJ)={p(K): £ Ki J}

seklinde tamimlanan P(J)1 | kiimesi de sonludur. Ayrica P(J)nin tammindan
acikca gorulur ki P(J), 1 mn J tarafindan dogrulan alt yarigrubu, dolayisiyla bir
yarilatistir. Her bir il J icin

X, =XC§

olmak tizere J nin her bir K alt kimesi igin Y, kiimesini

Y, = U{xfi’p(K) 4 Xi}

il K

ve her k1 P(K) igin Z, kimesini

Z, = U Y

/LK Jvep(K)=k



5.YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISI ICIN
SONLULUK KOSULLARI Basri CALISKAN

olarak tammlayalim. O zaman, her bir kT P(K) igin Z, I S kiimes sonlu ve S
yerel sonlu takdim edilebilir oldugundan S, nin Z, tarafindan dogrulan altyarigrubu
T, :<Zk> sonlu takdim edilebilirdir.

Simdi  (X) yarigrubunun sonlu takdim edilebilir oldugunu gosterelim.

Herhangi bir s (X) icin

S=x%LX,

olacak sekilde x 1 X, K,x,T X,  vardir. Simdi j,,j,,K,j, elemanlarinn

olusturdugu kimeyi K_ ile gosterelim. Eger p(K.) =k, ise sl T, olur. Ayrica

T, 'larin tammindan T, I (X) olur. Ayrica S'lar ayrik oldugundan, T,’lar da
(X)'in ayrik alt yarigruplar1 olup, P(J) de sonlu oldugundan (X) sonlu sayida
sonlu takdim edilebilir ayrik T, yarigruplarinin bir birlesimi

(X)=U T

K P(J)

olur.

Son olarak f;

(i,kl P(J)vek3i) homomorfizmlerinin T, =(Z,)
yangrubuna kisitlamasini j ., ile gosterelim. Boylece SgP(J);T,.j g 9tclu
yarilatisinin (X) oldugu asikardir. Arzu edildigi gibi, Teorem 2.7.1'den dolayr (X)

de sonlu takdim edilebilir bir yarigrup olur. <
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