CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERIi ENSTIiTUSU

YUK SEK LiSANSTEZi

Kemal TOKER

BAZI YARIGRUP YAPILARININ SONLU TAK DiM EDILEBILIRLIiGI

MATEMATIK ANABILiM DALI

ADANA, 2008



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERIi ENSTIiTUSU

BAZI YARIGRUP YAPILARININ SONLU TAK DiM EDILEBILIRLIiGI

Kemal TOKER
YUK SEK LiSANSTEZi
MATEMATIK ANABILiM DALI

Bu Tez 16/09/2008 Tarihinde Asagidaki Juri Uyeleri Tarafindan Oybirligi Ile Kabul
Edilmistir.

Imza..........cooooee, Imza.................. Imza................
Do¢.Dr. Hayrullah AYIK ~ Dog.Dr. Gonca AY 1K Yrd. Dog. Dr. Ersin KIRAL
DANISMAN UYE UYE

Bu Tez Engtitiimiiz Matematik Anabilim Dalinda Hazirlanmustir.
Kod No:

Prof. Dr. AzizERTUNC
.Enstitu Muadart
Imzave M Uhar

Not: Bu tezde kullanmlan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, cizelge, sekil ve fotograflarin
kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hikiimlere tabidir.




0z

YUK SEK LiSANSTEZI

BAZI YARIGRUP YAPILARININ SONLU TAK DiM EDILEBILIRLIiGI

Kemal TOKER

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

Damigman: Dog.Dr.Hayrullah AY 1K

Yil : 2008, Sayfa: 59

Jari : Dog.Dr.Hayrullah AY 1K
Doc.Dr.Gonca AY 1K
Yrd.Dog.Dr.Ersin KIRAL

Bu calismada, S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olmak
uzere, S/r nun sonlu takdim edilebilir olup olmadig: incelenmistir. r kongriiansin:
S’ S direk carpim yarigrubunun bir altyarigrubu olarak ele aldik. r sonlu takdimli
bir yarigrup ise S ve S/r nun sonlu takdimli oldugu gésterilmistir. Ayrica r icin
verilen bir takdimden S ve S/r igin takdimler inga edilmistir.

| bir yarilatis, § (iT 1) ayrik yangruplarin bir ailesi ve S=Sgl;S.f,,j bu
yarigruplarin bir gucli yarilatisi olsun. S yarigrubunun takdimi verildiginde
S(@l1) vyangruplarimin takdimini ve S (il 1) yangruplarimn  takdimleri

verildiginde S yarigrubunun takdimi insa edilmistir. Ayrica bulunan bu takdimler
icin sonlu takdimli olma kosulu incelenmistir. Son olarak, yarigruplarin
birlesimlerinin, yarigrup bandlariin, monoid bandlarimin veya  yarigrup
yarilatislerinin sonlu takdim edilebilirligi arastirilmistur.

Anahtar Kelimeler: Yarigrup yapilari, sonlu takdim edilebilirlik, gugli yarilatis,
bandlar.
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In this study, we investigated whether S/r is finite presentable or not where
S isasemigroup and r isacongruence on S. We consider r as a subsemigroup
of the semigroup of direct product S” S. We showed that S and S/r is finite
presentable ifr finite presentable as a semigroup. In addition, we construct a
presentations for Sand S/r from agiven presentation of r .

Let | beasemilattice, let S (iT I) be afamily of digoint semigroups, and
let S=S§@I;S.f, j beastrong semilatticeof § (i 1). We construct presentations
for S (il 1) if a presentation for Sis given, and a presentation forS if

presentations for S (i1 1) are given. Moreover, we investigated the conditions for

finite presentability for these presentations. Finally, finite presentability of unions of
semigroups, bands of semigroups, bands of monoids and semilattices of semigroups
areinvestigated.
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TESEKKUR

Bu calismamn hazirlanmasinda bilgi, birikim, deneyim ve emegini
esirgemeyen sayin damsmamm Dog. Dr. Hayrullah AYIK’a saygilarimi sunar,
tesekkir ederim. Ayrica bana ¢alismalarim sirasinda yardimer olan degerli hocam
Dog. Dr. Gonca AY IK’atesekkir ederim.

TUm dniversite 6grenimim boyunca emeklerinden dolay: tim matematik
bolimii hocalaring, yardimlarindan dolay: arastirma gorevlileri N. Sahin Oglisli ve
Orhan S6nmez’ e tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica desteklerinden dolayr TUBITAK’a
tesekkir ederim. Yardimlar: ve oneriler icin annem Ilhan Toker’'e ve babam ilker
Toker’ e tesekkir ederim.



ICINDEKILER SAYFA

@ AT I
AB ST RA CT et e et e e e s st e e e e e nra e e e e e nnnaeeaeaas [
TESEKKUR ...ttt sttt ettt n ettt es st ean s sastess s stesennanstnse e e 1
ICINDEKILER. ..o ettt ettt ettt aeaestete st sestesesaeseseesesaeseneenas v
L GERIS et en e, 1
2. YARIGRUP TEORISI......cecetieieeeetecee ettt se e 4
2.1 Temel Tanm Ve TEOrEMIEr .........oi s 4
2.2 Bagintilar VE DENKITK .......c.ooiiiiiiieii s 8
2.3 KONGIUANSIAN ...ttt st st nb e nne e 13
24 TAKAIMIEY ...t nbe e snne e 14
3. KONGRUANS TAKDIMINDEN YARIGRUBUN TAKDIMINI ELDE ETME 23
4. YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISLERI iCIN TAKDIMLER................ 30
5. YARIGRUPLARIN BIRLESIMLERI iICIN DOGURAYLAR VE ILiSKILER..36
5.1 Yarigruplarin Genel Birl€§imi.........ccoouiiiiiiiiiiiieeeeseeee e 38
5.2 Yangruplarin Bandlart ..........c.eoveeiiiiiiieieeeeee e 40
5.3 MonOidlerin BanGIar .........ccoueeieiiiieiiiesee e 44
KAYNAKLAR . ettt a e e e e e e s e e e e e as 57
(@741 =011Y 1 1O 59



1.GIRIS Kemal TOKER

1. GIRIS

Yarigrup yapilarinda sonlu takdim edilebilirlik yarigruplar teorisinin son
yillarda sik¢a calisilan bir konusudur. Bu tezin ikinci boliminde, sonlu takdim
edilebilirlik Gzerine arastirma yapabilmek icin kullandigimiz yarigruplar teorisinin
temel tamim ve teoremleri verilmistir. Yarigrup yapilarimin iginde, S bir yarigrup ve
r da S Uzerinde bir kongriians olmak tizere, S/r nun sonlu takdim edilebilir olup
olmadigini U¢linct bélimde arastirdik. Bunu arastirirken r kongriiansim S™ S direk
carpim yarigrubunun bir altyarigrubu olarak ele aldik. Uciincii bolimde r  sonlu
takdimli bir yarigrup ise S ve S/r nun sonlu takdimli oldugu gosterilmistir. Ayrica
r icin verilen bir takdimden S ve S/r icin takdim elde edecegiz. X, r igin
yansimal: bir doguray kimesi ve (X |R) de r icin bir yarigrup takdimi olsun. Eger
biz j, izdusum fonksiyonunu X™ dan j,(X)" e bir homomorfizm olacak sekilde

genisletirsek 0 zaman w° (x,y,)L(x_,y. )T X" icin

JawW) =xLx, vej,w)=yLy,

olur. Bu durumda X, =j . (X) ve R=j ,(R)={( ,(nN,j .(9):(r,91 R} (i =1,2) olmak
tizere (X/|R) (i=12) nin S igin bir yangrup takdimi oldugu tglinct boltimde
gogerilmistir. Ayrica S bir yarigrup ve r da S yarigrubu Uzerinde bir kongriians
olmak Uzere r sonlu takdimli ise S ve S/r nunda sonlu takdimli oldugu yine
UgUnct bolimde gosterilmistir.

Bir yarigrup calisilirken en genel yaklasimlardan biri yarigrup hakkinda daha
kolay bilgi edinilebilecek parcalamsim bulmaktr. Ornegin tamamen reguler
yarigruplar gruplarin birlesimi oldugu gibi tamamen basit yarigruplarin yarilatisidir.
Diger bir klasik parcalanis ta Clifford yarigruplar: gruplarin yarilatisi oldugu gibi
gruplarin gucli yarilatisidir. Bu sonuglart [Howie, 1995] te bulabilirsiniz.
Yarigruplarin bandlari1 hakkinda da 6nemli calismalar mevcuttur. Bakiniz [Schein,
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1974] ve [Schein, 1996]. Dordunct bolimde, S=91,S;f; ] yangruplarin gugll
yarlatiss olmak (zere; S  yargrubunun takdimi verildiginde S (il I)
yangruplarinin takdimi ve S (i1 1) yangruplarimin takdimleri verildiginde S

yarigrubunun takdimi insa edilmistir. Ayrica bulunan bu takdimler icin sonlu
takdimli olma kosulu incelenmistir.

Genel olarak bahsedecek olursak dordincu ve besinci bolimde bir yarigrubun
baz1 alt yarigruplarimin birlesimi olarak yazilmasi ve bu durumda bu yarigrubun
takdimini ve bu yarigrubu olusturan alt yarigruplarin takdimini bulmaya calisacagiz.
Bunu, arastirmalar: temel dort soruya yanit arayarak yapacagiz. Bu sorular asagida
yer almaktadir.

S yarigrubunu ayrik altyangruplart S (i1 1) larin birlesimi olarak goz 6niinde

bulunduralim.
Sl Egertim S (i1 1) ler sonlu dogurayli ise, S de sonlu dogurayli michr?
. Eger S sonlu dogurayliise, tim S (i1 1) ler sonlu dogurayli michr?

S3. Egertim S (i1 1) ler sonlu takdimli ise, S de sonlu takdimli midir?

S4. Eger S sonlu takdimliise, tim S (il 1) ler sonlu takdimli midir?

Bu konuda bulunan tim sonuglar asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Eger tim
S (T 1) ler grup ise bu sorulanin yantlariin ispatlarimi [Ruskuc, 1999)
calismasinda bulabilirsiniz. Tablo 1 de sd, st kisaltmalar: sirasiyla sonlu dogurayl ve

sonlu takdimli anlamindadhr.
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Tablol

Dorduncti ve besinci bolimde bu sorular sirasiyla, yarigruplarin genel
birlesimleri, yarigruplarin bandinda, monoidlerin bandinda ve yarigruplarin gugli
yarilatislerinde incelenmistir.
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2. YARIGRUP TEORISi

Bu bdliimde daha sonraki bolimlerde kullanacagimiz yarigrup teorisinde yer
alan bagintilar, denklikler, kongruanslar, serbest yarigrup, yarigrup takdimleri ve
yarigruplarin birlesimi v.b. 6nemli kavramlar1 ve bunlarla birlikte temel teoremleri
verecegiz.

2.1 Temel Tamm ve Teoremler

Tanim 2.1 S bostan farkl: bir kiime olsun. S” S den S ye tanimli bir fonksiyona
ikili islem denir. Bu ikili islem x,y1 S icin xxy seklinde gosterilir. Genelde xxy
yerine kisaca Xy yazilir. Eger "X', S Uzerinde bir ikili islem ise (S,¥ ikilisine bir

grupoid denir.

Tamim 2.2 (S,¥ bir grupoid olsun. Eger "X ikili islemi S Uzerinde birlesme

ozelligine sahip, yani her x,y,zl S icin

xXy>2) = (xxy) 2

ise (S,¥ grupoidine bir yar:grup denir.

(S,% yerine kisaca S yazacagiz ve “ikili islem” yerine “carpma islemi”

diyecegiz.

Tamm 2.3 S yarigrubu degisme 6zelligine sahip, yani her x,y1 S icin

Xy =YX

ise S ye degismeli yar:grup denir.
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Tanim 2.4 S bir yarigrup olsun. Eger her si S igin
Is=s=4dl

olacak sekilde bir 11 S varsa, bu 1 elemanina S nin birim eleman: ve S ye de bir
monoid denir.
Bir S yarigrubunun en fazla bir tane birim eleman: vardir. Eger S birim

elemana sahip degil ise ekstra bir birim eleman kolayca eklenebilir. Her sT S igin
sl=1s=svell=1

olarak tammlarsak SE {1} bir monoid olur. S" kiimesini

i S S birim elemana sahip ise
1SE{1, aksi halde

olarak tammlayalim. S' kiimesine (eger gerekli ise) birim eleman eklenerek S den
elde edilen monoid denir.

S en az iki eleman olan bir yarigrup olsun. Eger her sT S icin 0s=s0=0
olacak sekilde 01 S eleman varsa 0 elemanina S nin sfir eleman:, S ye de sifirl:
yar:grup denir. Bir Smonoidin de sadece bir tek sifir eleman oldugu aciktir. Eger S
yarigrubunun sifir elemani yoksa ekstra bir sifir eleman benzer sekilde kolayca

eklenebilir. Her sl S icin 0s=s0=s ve 0.0=0 olarak tanimlayalim. Bu durumda

S° kiimesi

i S S sifir elemana sahip ise
1SE{0}, aksi helde

olarak tammlamir ve S° kiimesine (eger gerekli ise) sfir eleman eklenerek S den

elde edilen yar:grup denir.
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Bu ekstra birim ve sifir eleman: eklerken yarigrubun hayati Ozelliklerini
kurban etmemeliyiz. Eger grup olan bir yarigruba sifir eleman: eklersek grup
olmayan bir yarigrup elde ederiz. Eger S de birim eleman oldugu halde S ye 1
birimi eklenirse S deki birim SE{1} icin artik birim degildir ve SE{1}in birimi
yeni eklenen 1 elemanidhr.

Sifirlt yarnigruplar icerisinde herhangi iki elemaminin carpim sifir olan
yarigruplarla karsilasiriz. Bostan farkli herhangi bir S yarigrubunda carpma her

s,it1 S icin st=s olarak tammlanirsa S yarigrubuna sol sifir yar:grup denir. Sag
sifir yarigrup benzer sekilde tanimlanir. m elemanl: sol sifir yarigrup L, ile sag sifir

yarigrup R, ile gosterilir.

Tamim 2.5 S bir yarigrup ve el S olsun. Eger

—ex=e

ise e ye S nin bir idempotent eleman: denir. S yarigrubunun tim idempotent
elemanlarinin kimesi E(S) ile gosterilir. Eger E(S) =S ise S yarigrubuna bir band
denir. Eger S yarigrubu degismeli bir band ise S ye bir yar:latis denir. Ornegin
X,={123,...,n} kimesi uUzerinde tarumli tUm sabit fonksiyonlarin kiimesi

fonksiyonlarin bileskesi islemiyle bir yarigrup olusturur. Bu yarigrup ayn: zamanda
bir banddir.

Tamim 2.6 S bir yarigrup ve T de S nin bogstan farkli bir altkimesi olsun. Eger T
carpma islemine gore kapali, yani her s,t1 T icin st T ise T ye S nin bir

altyar:grubu denir ve T £ S seklinde yazilr.

S birim elemam 14 olan bir monoid ve T de S nin bir altyarigrubu olsun.

Eger 1.1 T ise T de bir monoid olup, bu monoide S nin bir altmonoidi denir.
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Tanim 2.7 S ve T iki yarigrup ve f de S den T ye bir dontgsim (fonksiyon)

olsun. Eger her x,yl S icin

f(xy) =f (X)f (y)
ise f yebir homomorfizm denir.

Tanim 2.8 Sve T ikiyanigrupvef de S den T ye bir homomorfizm olsun.
() Eger f birebirise f ye bir monomorfizm denir.
(i) Eger f Ortenise f ye bir epimorfizm denir.
(i) Eger f hem monomorfizm hem de epimorfizm ise f ye bir

izomorfizm denir.

Baska bir ifadeile; 1,: S® Svel, :T® T birim donusumler olmak Gzere,
eger f of 1 =1, vef ‘of =1 olacak sekilde bir f **:T ® S homomorfizmi varsa
f yebir izomorfizmdenir. Eger S den T ye bir izomorfizm mevcut ise S ile T ye

izomorfik yar:gruplar denir ve S @rI' seklinde yazilir.

Tanim 2.9f : S® S bir dontsim olsun.
() Eger f , S den S ye bir homomorfizm ise f ye bir endomorfizm

denir.

(i) Eger f , S den S ye bir izomorfizmise f ye bir otomorfizm denir.

SveT ikimonoidvef de S den T ye bir (yarigrup) homomorfizm olsun.

Eger f (1) =1; isef ye bir monoid homomorfizm denir.

Benzer sekilde yukaridaki diger tammlarda monoidler icin genellestirilebilir.
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Tanim 2.10 S ve T iki yangrup olsun. s,sd S ve t,td T olmak lizere, S T

kartezyen carpimu Gzerinde carpma islemini
(s,t)(s§t9 = (ssttt9

olarak tammlayalim. Bu carpmaislemi ile S™ T de bir yarigruptur. Bu yarigruba S

ile T nindirekt carp:m denir.

2.2 Bagintilar ve Denklik

Tanim 2.11 X bostan farkli bir kime olmak Gzere X~ X in bir r altkiimesine X

Uzerinde bir bag:nt: denir. Tim bagintilarin kimesi B(X) ile gosterilir.

Ornegin, 1, ={(x,x):xT X} ve X X kiumeleri X (izerinde birer
bagintidir. r , X Uzerinde bir bagint: olmak tizere (x,y)T r yi xr y seklinde veya
x° y(modr) seklinde de yazabiliriz. Ayrica, her r1 B(X) igin r nun ters
bagintis (ters)

rt={(x,y)T X" X:(y,)71 r}

olarak tammlanir. B(X) tizerindeki garpma islemi herhangi iki r,s T B(X) eleman

icin

ros ={(x,y)I X" X:$z1 X,(x, 21 r,(z,y)1 s}
olarak tammlanr.
Onerme 2.12 (B(X),0) ikilisi bir yarigruptur.

Ispat: Herhangi r,s .t T B(X) alahm. pos I B(X) oldugu agiktir. Simdi
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(ros)ot =r o(sot)

oldugunu gosterelim.
(x,Y)T (r os)ot

([an)

(x,2)T (ros)ve(zy)l t ($z1 X)

x,wi r,u,27 s ve(zy)lt ($uzl X)
(x,u)T r ve(u,y)T (s ot) ($ul X)

(x, )T r o(s ot)

oo

Boylece (r os)ot =r o(s ot ) olup, (B(X),0) ikilisi bir yarigruptur. m

Ayrica (B(X),0), birim eleman: 1, olan bir monoiddir.

Tamm 2.13 r, X Uzerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger
(i) 1L 0 r iser yayansmali;
(i) rt=r iser yasimetrik;
@iy ror |l r iser yagegismeli;

bagint1 denir.

Tamm 2.14 Eger r bagintisi yansimali, simetrik ve gegismeli bagintiise r ya X
uizerinde bir denklik bagintis: denir. xr ={yl X:(x,y)I r} olarak tammlanan bu

kimeye x in denklik snif: denir. Ayrica

X/r ={xr :xI X}

kimesine X in r vasitasiyla olusturulan bolim kiimesi denir.



2.YARIGRUP TEORISI Kemal TOKER

Tamim 2.15 r, X Uzerinde bir denklik bagintisi olmak Uzere, her xI X icin

r’(x)=xr olarak tammlanan r " : X ® X/r donusimine X Uzerindeki dogal

donlsUm denir.

Tanim 216 f : X ® Y ye bir donustim olmak Uzere,

ftof ={(x,y)T X~ X:f(x)=f(y)}
kimesine f nin gekirdegi denir ve Kerf seklinde yazilir.

r, X uzerinde bir denklik bagintisi olsun. O zaman agik¢a gorulir ki,
Kerr” =r dur.
Eger {r, il 1}, X kiimesi tizerindeki denklik bagintilarinin bostan farkl1 bir

ailesiise | r. de X Uzerinde bir denklik bagintisidir.

i

R, X kiimesi (izerinde herhangi bir bagintiise Ri X~ X oldugundan R i
iceren denklik bagintilarinin ailesi bostan farklidir. O halde R yi igeren tim denklik
bagintilarinin kesisimi yine R yi iceren bir denklik bagintisi olup, bu denklik
bagintisi R yi iceren en kigiik denklik bagintisidir. Bu en kiigtik denklik bagintisina
R tarafindan dogrulan denklik bagintis: denir ve R°® ile gosterilir .

R, X Uzerinde yansimal1 bir baginti, yani 1, | R olsun. O zaman

R=1,0Ri RoR b RI R}
R°=1, 0R°l RoR® b FR’I R}

dir. Bu sekilde devam edilir ise

Ri Rl Rl LI R'I L

10
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olur. Budurumda X (izerinde R* bagintisin

R =U{R",n* 3

olarak tammlayalim.

Onerme 2.17 X uizerindeki herhangi bir R yansimal1 bagintisi iin tammlanan R,

X Uzerinde R yi igeren en kiguk gegismeli bagintidir.

Ispat: Eger (x,y),(y,2)1 R* ise (x,y)T R™ ve (y,2)1 R" olacak sekilde $m,nl ¢

vardir. O zaman,

(x,2T R"oR"=R™ | R¥
olup (x,2)T R* dur. Ayrica RI R* olup R*, R vyi iceren bir gecismeli bagintidr.
Simdi R* un en kiigiik bagint1 oldugunu gosterelim.

T, R yiiceren herhangi bir gegismeli baginti olsun. T gegismeli oldugundan
ToTI T olup

RIT P R=RoRI ToTI T P RIT

olur. Benzer sekilde devam edilir ise her n3 1 icin R"I T oldugu ve dolaysiyla

R* | T oldugu gosterilir. Boylece R*, R yi igeren en kiiciik gegismeli bagintidir. m

Tamim 2.18 X bos olmayan bir kiime ve R de X 0zerinde bir yansimali baginti

olsun. O zaman R* =J{R",n3 1 olarak tammlanan R* bagintisna R nin

gecismeli kapans: denir.

11
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Onerme 2.19 X bos olmayan bir kiime ve R de X Uizerinde herhangi bir baginti

olsun. O zaman,
*=[RER'EL,]"
olur.

Ispat: S=[RER'EL1] ve E=S* olsun. 1, I Si E oldugundan E yansimali
bir bagintichr. E, Onerme 2.17 den dolay: da R i iceren gegismeli bir bagintichr.
Ayrica S simetrik oldugundan S* =S olup, her nl Z* igin

(S")*=(SoSoLo0S)*=(S*0oStoLoS")*
=(SY)to(Sh) *olo(S) =S0S0L0S=S"

olur. Boylece,

¥

E-1:(S¥)-1:§f;smg :U(Sn)-lzljsn =E

n=1 n=1
olup E simetriktir. O halde E, R yi iceren bir denklik bagintisidir.

Simdi, E nin bu sekildeki en kiiclk bagint1 oldugunu gosterelim. s , X
Uzerinde R yi iceren bir denklik bagintist olsun. O zaman, s nun yansimali ve
simetrik olusundan

1, Is ve Ris b R'is'=s

olup SE[RER'EL ]I s olur. Ayricas mn gegismeli olusundan

SoSi sos=s b Sl s

12
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olur. Benzer sekilde devam edilir ise, her nl Z* icin, S"I s olacagindan

E=S*I1 s olur. Ohalde E, R yiigerenen kiiciik denklik bagintisicir. m

2.3 Kongruandar

Tanim 2.20 S bir yarigrup ve R de S (izerinde bir baginti olsun. Eger her al S ve
(s,t),(s't)1 Ricin

(i) (as,at)] R ise R bagintisinasol uyumiu;

(i)  (sata)l Rise R bagintisinasag uyumlu;

(iii)  (ssttt9T R ise R bagintisina uyumlu
bagint1 denir.

Ayrica, sol uyumlu denklik bagintisina bir sol kongrians, sag uyumlu denklik
bagintisina bir sag kongrtians ve uyumlu denklik bagintisina kongrians denir.

Tamm 2.21 R, bir S yarigrubu Uzerinde herhangi bir baginti olmak lUzere R°

kiimesi
R° :{(xay, xby): x,yl S, (a,b)1 R}
olarak tammlanr.

Bu durumda kolayca gordlir ki; R°, S yarigrubu Uzerinde R yi iceren en

kicuk sol ve sag uyumlu bagintidir.

Tamim 2.22 R, bir S yarigrubu Gzerinde herhangi bir baginti olsun. S tzerinde R
yi iceren en kigik kongriiansa R nin dogurdugu kongriians denir ve R’ ile

gosterilir. Bu durumda R bagintisina, R* kongriiansinin doguray kiimesi denir.

13
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Onerme 2.23 R, S yarigrubu (izerinde bir bagint: olsun. R* = (R°)® dir.
Ispat: ispat icin [Proposition 1.5.8, Howie] bakinz. m

Tamm 2.24 S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olsun. S nin r
vasitasiyla olusturulan bdlum kimesi S/r  Uzerinde carpma islemi, her

xr,yr 1 S/r igin

seklinde tammlansin. S/r , bu ¢arpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S

nin r vasitasiyla olusturulan boltim yar:grubu denir.

Tamim 2.25 S ve T iki yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olsun. Eger

S/r @r ise Sye T nin r ilebir genislemes denir.

2.4 Takdimler

Tamm 2.26 S bir yarigrup ve ! X1 S olsun. S nin, X altkiimesini iceren S
nin en kucuk altyarigrubuna S nin X taraf:ndan dogurulan altyar:grubu denir ve
< X > ile gosterilir. Ozel olarak X alt kiimesi icin S=< X > oluyorsa X alt

kimesine, S nin doguray kiimes denir.

Tamm 2.27 S bir yangrup ve /£ X 1 S olsun. Eger S=< X > olacak sekilde S

nin sonlu bir X altkiimesi mevcut ise S ye sonlu dogurayl: yar:grup denir.

Tamm 2.28 S bir yarigrup ve S=< X > olsun. Eger X ={x} seklinde tek elemanl:

bir kimeise S ye monojenik (tek dogurayl:) yar:grup denir.

14
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Onerme 2.29 S bir yarigrup ve X de S igin bir doguray kiimesi olsun. O zaman

(s\s?)i x olur.
ispat: Bir tT S\S? icinbiz ti X oldugunu kabul edelim. S=< X > oldugundan

t=x%L X,

olacak sekilde x,X,,...,x, T X (n2® 2) vardir. Bu durumda t = x,(x,...x )T S* olur
kibutl S/S? olmasiile gelisir. O halde tT X dir. m

Tamm 2.30 A bos olmayan bir kiime (alfabe) olsun. Her a,,...,a T A igin
weal a,

ifadesine uzunlugu(boyu) n olan bir kelime denir ve kelimenin uzunlugu (boyu)

[(w) ile gosterilir. Eger 1(w) sonlu bir tamsayr ise w kelimesine bir sonlu kelime

denir. Eger I(w) =0 ise w kelimesine bos kelime denir ve bos kelime e veya 1l ile

goserilir.

A bos olmayan bir kiime olmak lzere, A Uzerindeki tim bos olmayan sonlu

kelimelerin kiimesi A" ile gosterilir. Diger bir ifadeiile;
A :{alLa\q:nT ¢ vea,K,a,l A}
olur. Ayrica

A :{alLan:nT ¢*E{0} vea,K,a 1 A} =A"E{e} = A"E{D

15
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olarak taimlanr.

A" Uzerindeki carpmay1 her a L.a 1 A" ve b Lb T A" igin

(g La)bLb)=alablb,

olarak tammlayalim. Bu durumda A" kiimesi (izerinde tammlanan carpma islemi ile

bir yarigrup olur. A" yarigrubuna, A Uzerindeki serbest yar:grup denir.

Tamim 2.31 F bir yarigrup, Al F vea : A® F herhangi bir dniisiim olsun. Eger
her S yarigrubu veher f : A® S fonksiyonu igin

diyagrami degismeli, yani y oa =ya =f olacak sekilde bir tek y :F® S

homomorfizmi var ise F ye A Uzerinde serbest yar:grup denir.

Teorem 2.32 Bir A kimesi Uzerinde (izomorfizme gore) bir tek serbest yarigrup

vardir.

Ispat: A" min A Uzerinde bir serbest yarigrup oldugunu gosterelim. a : A® A’

donusimini her al A icin a(a) = a olarak tammlayalim. Herhangi bir S yarigrubu
ve bir f:A® S fonksiyonu verilmis olsun. Biz y :A"® S dodnisuimind,

"alal A igin

y (aLla)=f(a)Lf(a)

16
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olarak tamimlayalim. O zaman, y (a (a)) =f (a) oldugundany a =f olup

diyagrami degismelidir. Ayrica, A" nin tammindan dolay:1 y nin bir homomorfizm

oldugu aciktir. Simdi, y nin tek oldugunu gosterelim. y ¢ A" ® S bir homomorfizm

vey @ =f olsun. O zaman, " al A icin

y (@) =y (@(a) =f(a) =y ¢a(a)) =y ¢a)

olupy vey ¢homomorfizm olduklarindan " a L_a 1 A" igin

y(aLa)=y(a)Ly(a)=y €a)Ly '(a,)=y €¢a L a))

olur. Boylece y =Yy ' olup y tektir. Kabul edelim ki F, A (zerinde baska bir

serbest yarigrup olsun. O zaman,

A® A A® F
R I ve * L
F A

degismeli diyagramlarin: elde ederiz. Buradan kolayca gorulur ki, yy ":F ® F ve

y'y :A"® A" birim homomorfizmler olupy vey ¢izomorfizmolurlar. O halde,

A" QF dir.m
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Tamim 2.33 S ve T iki yarigrup olsun. Eger f : S® T 6rten homomorfizmi varsa

T ye S nin bir homomorfik goruntust denir.
Onerme 2.34 Her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik goriintiistiduir.

Ispat: S bir yangrup olsun. Al S de S nin bir dogurayi olsun. f :A® S

donusimini her al A icin f () =a olarak tammmlayalim. A", A (zerinde serbest

oldugundan

diyagram degismeli, yani ya =f olacak sekilde bir tek y : A" ® S homomorfizmi
vardir. S=(A) oldugundan her si S icin s=a L a, olacak sekilde a,,...,a,T A

vardir. Aym zamanda a, L.a 1 A" olup,

y(aLla)=y(a)Ly(a)=f(a)Lf(a)=ala =s
oldugundany ortendir. Boylece S, A" nin bir homomorfik gorinttstdir. m

Tanim 2.35 A bir afabe ve R A" A" olmak Uizere, (A|R) ikilisine bir yar:grup

takdimi denir ve s , A" lUzerinde R tarafindan dogrulmus kongriians olmak Uzere,

(AIR) tarafindan takdim edilen yargrup A"/s bolim yarigrubudur. Eger S
yarigrubu A’ /s yaizomorfik ise (A[R) ye S nin bir yar:grup takdimi denir.
Eger A ve R sonlu kiimeler ise (A|R) ye bir sonlu takdim ve eger bir S

yarigrubunun bir sonlu takdimi var ise S ye sonlu takdimli yar:grup denir.

18
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Tamm 2.36 (AR) bir yangrup takdimi ve w;,w,1 A* olsun. Eger w, ° aub ve
W, ° avb olacak sekilde a,bT A" ve (u,v)T R (veya (v,u)l R)varsa w,, R deki
bir iliski bir kez kullanzlarak w, den elde edilmistir denir. Eger w, © w, ise veya
i=12,L,n-1icin a,,,, Rdeki bir iliski bir kez kullanillarak a. den elde edilmis

olmak Uzere, kelimelerin sonlu bir
w%a,®a,®L®a, ’°w,

dizisi varsa w,, R deki iliskiler kullanilarak w, den elde edilmistir denir. Ayrica,

w, =w, iliskisi (A[R) nin bir sonucudur veya sadece R nin bir sonucudur da

denilebilir.

Teorem 2.37 S bir yanigrup, Al S ve S=< A> olsun. O zaman, (A|R) takdiminin
S nin bir takdimi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul

i) R deki timiiligkilerin S de saglanmyor olmasi ve

i) her u,vi A" icin u=v S de saglamyor iken u=v bagintisimn R nin bir

sonucu olmasidir.

Ispat: (P) S=(A| R>:AXQ# olsun.y : A" ® S serbest yarigrup tammindaki tek
homomorfizm olmak (izere, Onerme 2.34 den dolayr y ortendir ve birinci

izomorfizm teoreminden S@A%<ery olur. O halde Kery =R* olup, R deki tiim

iliskiler S de saglanir. Ayrica, her u,vi A" igin u=v iliskisi S de saglaniyor, yani

y (U) =y (v) ise (u,v)T R* =Kery olup u=v iliskisi R nin bir sonucudur.
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(U) i) veii) saglansin ve T @A|R) yani T @A%Q# olsun. S yarigrubu R

deki iliskileri sagladigindan, y :A"® S serbest yarigrup tammundaki tek
homomorfizm ve R*=s olmak Uzere, her ws1 T icin y *(ws)=wy olarak
tammlanany *:T ® S donlsimii bir érten homomorfizmdir. Ayrica, her us ,vs T T
iciny *(us) =y *(vws) ikeny (u)=y (v) olup u=v S de saglanir. O halde, ii) den
dolayr u=v bagintiss R nin bir sonucudur. Boylece, (u,v)I s olup us =vs

oldugundan'y * bire-birdir. Dolayisiylay * bir izomorfizm olup, S @A|R) dir. m

Teorem 2.38 S bir yarigrup, X I S olmak Uzere S=(X), A da herhangi bir kiime

ve a:A® X bir orten fonksiyon ve RI A" A" olsun. O zaman, (AIR)
ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, y serbest
yarigrup tammindaki tek homomorfizm olmak tzere,

)" (r,s)1 Riginy (r)=y (s) olmasi ve
i) "u,vl A" icin y (u)=y (V) ise u=v bagintismin R nin bir sonucu

olmasidir.
Ispat: Ispatiicin [Ruskuc, 1995] bakinmz. m
Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.39 S bir yarigrup, A herhangi bir kiime ve a : A® S bir fonksiyon
olsun. O zaman, (A|R) ikilisinin S nin bir yarigrup takdimi olmas: icin gerek ve
yeter kosul, Y  serbest yarigrup tammindaki tek homomorfizm olmak tzere,

i) a(A) nin S icgin bir doguray kiimesi olmast,

i) " (r,s)1 Riginy (r) =y (s) olmasi ve

iii) "u,vl A" icin y (u)=y (v) ise u=v bagintismn R nin bir sonucu

olmasidir. m
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Teorem 2.40: T bir yarigrup, S de T\S sonlu olacak sekilde T nin alt yarigrubu
olsun. T nin sonlu dogurayli olmasi icin gerek ve yeter kosul S nin sonlu dogurayli

olmasidir. Ozel olarak bir S yarigrubu icin S' in sonlu takdimli olmast icin gerek ve

yater kosul S nin sonlu takdimli olmasidir.

Ispat: Ispat icin [Ruskuc,1998] calismasindaki Teorem 1.1 ve Teorem 1.3 lerine
bakiniz. m

Tamm 241 r , S yangrubu tizerinde bir kongriians ve (x,x,)T r olsun. Her bir

=12 icinj . (X,X) =X olarak tammlanan donisime r dan S yei. izdisim denir.

Tamm 2.42 r , S yarnigrubu Uzerinde bir kongriians ve X de r icin bir doguray
kiimesi olsun. Eger her (x,y)T X icin (x,x),(y,y)T X ise X kiimesine r igin bir

yansimal: doguray kiimes denir.

Tanim 243 R=(A|R) S nin bir yangrup takdimi ve Wi A" olsun. Eger W

kimesi, S nin her bir elemanint sadece bir elemanla temsil eden kelimelerden

olusuyor ise W ya S nin kanonik formu veya normal formu denir.

Tamim 2.44 S bir yarigrup olsun. Eger S, ayrik altyarigruplarinin bir birlesimi ise S

ye yar:gruplar:n birlesimi denir.

Tamm 245 S bir yangrup, Y bir band ve al Y icin S, lar S nin ayrik

dtyarigruplar: olsun. Eger S=JS, ve her a,bl Y icin SS 1 S, ise S ye

aly

yar:gruplarzn band: denir ve B[Y,S, ] ile gosterilir.

Tamm 2.46 S bir monoid olsun. Eger S, ayrik altmonoidlerinin bir birlesimi ise S

ye monoidlerin birlesimi denir.
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Tamm 2.47 S bir monoid, Y bir band ve al Y igin S, lar S ayrik altmonoidleri

olsun. Eger S=US, vehera,bl Yicin S S 1 S, ise S yemonoidlierin band:

aly

denir ve B[Y,S,] ile gosterilir.

Tamm 2.48 B[Y,S,] yarigruplarin bir band: olsun. Eger Y ayrica bir yarilatisise S

yeyar:gruplar:n yar:latis denir ve S=gY,S ] ile gosterilir.

Tamim 2.49 | bir yarlatis, ("i1 1) S ayrik yangruplarnin bir ailesi ve S=J S

i |
olsun. Eger her i£j (i,jT1) igin f,;:S, ® § homomorfizmi var ve bu
homomorfizmler

(i) herbir il I iginf,,, § Uzerindeki birim donustim

(i) herbir i £ j £k (i,j,kT 1) iginf, f  =f,,
Ozelliklerini saghyor ise S ye yar:gruplar:n gucli yar:latis denir ve S=gI,S;f ;]

ile gosterilir.

Benzer sekilde, monoidlerin vyar:latideri ve gucli vyariatideri de

tanimlanabilir.
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3. KONGRUANS TAKDIMINDEN YARIGRUBUN TAKDIiMIiNi ELDE
ETME

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongriians olsun. r kongriansi
S” S direk ¢carpim yarigrubunun bir altyarigrubudur. Boylece biz bu boltimde r yu
bir yarigrup olarak ele alacagiz. Eger r sonlu takdimli bir yarigrup ise S ve S/r
nun sonlu takdimli oldugunu gosterecegiz. Ayrica r igin verilen bir takdimden S ve

S/r icin takdim elde edecegiz.

Tamim 3.1 G ve H iki grup ve N de G nin bir normal altgrubu olsun. Eger G/ N
bolim grubu H ye izomorfik, yani G/N@H ise G ye H nin N ile olan

genislemes denir.

Eger H ve N sonlu takdimli gruplar ise G de sonlu takdimli bir gruptur
(bakiniz [Johnson, 1990]). Bu sonugtan hareketle S bir yarigrup ve r da S Uzerinde
bir kongriians olmak tzere, r yu S” S nin bir altyarigrubu olarak ele alacagiz.
Yarigruplar da normal altyarigruplarin gordigu islemi kongrianslar yaptigindan, biz
r nun sonlu takdimli olmasi durumda S ve S/r nun sonlu takdimli olup olmadigin
inceledik.

S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Biz r yu bir
yarigrup olarak inceledigimizden, aksi sdylemedikge doguray kimesi ile yarigrup
doguray kimesini anlayacagiz.

Lemma 3.2 S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrians olsun. Eger X
kiimesi, r icin bir doguray kiimesi ise j . dei. izdustim olmak tzere j .(X) (i =1,2)

S icin bir doguray kimesidir.
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Ispat: si S olsun. r S iizerinde kongriians oldugundan r yansimalidir. O halde
(s,91 r dur. X, r icin bir doguray kiimesi oldugundan (X, V,),....(X,y. ) X

olmak Uzere

(5,8) = (%, Y1)--(Xy, ¥y) dir,

Bu esitlige j , donusumi uygulanirsa

Ji(s9) =] {04 Y- (X Y} (1=1,2)
S=X. Xy = VoY

elde edilir. O halde si § . (X)fi(i =1,2) dir. Bdylece j .(X) (i=12) de S icin bir

doguray kiimesidir. m

Sonug olarak, S bir yarigrup ve r da S Uzerinde bir kongrtians olmak Uzere
r bir monojenik yarigruba izomorfik ise 0 zaman S de monojeniktir. Cunkd r
monojenik bir yarigruba izomorfik ise r @ (a,b) > seklindedir. O halde Lemma 3.2
den dolayr j.(a,b) (1=142) S icin bir doguray kimesi olup S@a> ve
S @b >dir. Bdylece S de monojeniktir.

Onerme 3.3 r , S yanigrubu lzerinde bir kongriians olsun. Eger r sonlu dogurayl

ise r icin sonlu yansimali bir doguray kimesi vardir.

Ispat: X sonlu bir kiime olmak tizere X={(x,,y,) [il I} r icin bir doguray kiimesi
olsun. X, ={x:iT I} ve X,={y,:il I} alahm. r S (izerinde yansimal1 oldugundan
{(xx): xT X EX}I r dur. Simdi Y=XE{(x,x):xT X,EX,} alam. Y, r icin

yansimali doguray kiimesidir ve X sonlu oldugundan Y de sonludur. m
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Onerme 3.4 X, r icin yansimal bir doguray kiimesi ve (X|R) de r icin bir
yarigrup takdimi olsun. Eger biz j , izdisim fonksiyonunu X™ dan j,(X)" e bir

homomorfizm olacak sekilde genisletirsek o zaman w° (x,V,)...(x,y,)T X" igin

J (W) =X %, vej ,(w) =Y.y,

olur. X, =j (X) ve R=j . (R={( (., 9):r,9T R} (i=12) alahm. O zaman

(X;|R) (i=1,2) S icin bir yarigrup takdimidir.

Ispat: Lemma 3.2 den X, kimesinin S igin bir doguray kiimesi oldugunu biliyoruz.

(r,9)1 Rigin

Fo (%, Y,)-(6 . ¥,) ve s® (X, ;)X .y, )

olacak sekilde (>g1,yil),...,(xim,Mm),(xh,yh),...,(xjn,yjn)T X elemanlar1 vardir. r =s

r dasaglandigindan

Xil"'Xim = Xh"'Xin

YooY, =YY,

iligkileri de S de saglanir. Boylece j ,(r) =j ,(s) vej ,(r) =] ,(s) dir. Bundan dolay1
R deki tim bagintilar S de saglanir. u,vi X.*, S de aym elemam temsil eden iki

kelime olsun. O zaman

u® x..X,, V° y..y,
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olacak sekilde X,...,X ,V,,...,y,1 X, elemanlar1 vardir. X, r icin yansimali bir

doguray kimesi ve X. =j .(X) oldugundan

(%0 %) ees (% Xy (Vs Yoo (Vs Y T X

dir. T° (x,%)---(X,,%,) ve V° (y,¥,).-.(Y,,Y,) olarak alahhm. u ve Vv r daaynm
eleman: temsil eder ve bdylece U =V iliskisi r dasaglanir. Bundan dolay1 U den v

ye sonlu bir zincir vardir. Yani i =1,2,L_,n-1 icin a.,,, R deki bir iliski bir kez

i+l
kullanlarak a, den elde edilmis olmak (izere, a,,a,,...,a,1 X*kelimelerinin sonlu
bir

u°a,®a,® ..®a,°v

dizisi vardir. Burada 1<j£n icin, (r;,s)I R veya (s,r)l R olmak lzere

a,,°uryv; vea,°usy, olacak sekilde uj,va X" vardrr. Simdi a,,vea,;ye

X" danj ,(X)" egenislemesi olan j , homomorfizmini uygularsak

a;-loj i(uj)j i(rj)j i(Vi)

a; g ui(s)i(v,)
eldeedilir. j ,(r;) =] ;(s;) bagintisi R de saglanchgindan,
i°a,®a,®..®a,°v

zincirindeki tim elemanlara bu homomorfizmi uygularsak u dan v ye sonlu bir

zincirin oldugu gorulir. Yani a,,a},...a, 1 X kelimelerinin sonlu bir dizisi
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u°a,®a,® ..®a,°v

vardir dyle ki aij(1< ] £n) kelimesi R bagintilarindan bir tanesi kullanilarak a}_l

den elde edilir. Boylece u=v R nin bir sonucudur. O halde (X;|R), S

yarigrubunun bir takdimdir. m

r, S yangrubu Uzerinde bir kongriians olsun. Eger r , S S nin bir
altyarigrubu olarak X | S” S tarafindan sonlu dogrulmus ise r nun S lizerinde bir
kongriians olarak da X kumesi tarafindan sonlu dogruldugu agiktir. Yani r yarigrup

olarak sonlu dogrulmus ise kongriians olarak da sonlu dogrulur. Fakat bunun tersi
dogru degildir. Simdi bunabir 6rnek verelim.

Ornek 35 S=(¢*,+) vyangrubunu ve r ={(1,2)}* kongriansim alalim.

(¢*” ¢*,A) nin yarigrup olarak sonlu dogrulmacdigini fakat kongriians olarak sonlu
dogruldugunu gosterelim.

Kongriiansin sol uyumluluk 6zelliginden " tT ¢* igin

DAL =(t+Lt+2)7 r

dur. Yani " tT ¢* icin (t,t+1)T r dur. Herhangi bir t <s kosulunu saglayan sl ¢*

icin
(t,s)=(t,t+Do(t+Lt+2)0...0(s- 2,s- Do(s- L)1 r

olur. Simetri 6zelliginden (s,t)T r dur. r bir kongriians oldugundan (L)1 r ve

t3 2icin (t- Lt- )T S S olup kongrilansin sag uyumluluk 6zelliginden

CLHA(E-Lt-D=(t, 0T r
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dir. Ohalde S” S, r tarafindan kongriians olarak sonlu doguraylidir. (mn)1 S? ise
m,n3 2 olmak zorundadir. O halde

{(Ln),(m1): mnl ¢} S\S°
dir. Cunki (m,2) =(x, y)A (u,v) m,x,y,u,vl ¢* olsayd
m=x+u vel=y+v

olup 1=y+v celiskisi elde edilir. (m1)T S* dir ve benzer sekilde (Ln)T S* dir.
Onerme 2.29 dan dolayr {(1n),(m,1): mnil ¢*} kimesini (¢*° ¢*,A) nin her
doguray kumesi icermek zorundadwr. {(1n),(m,21): mnil ¢*} kimesi sonlu

olmadigindan (¢*~ ¢*,A) yarigrup olarak sonlu doguray kiimesine sahip degildir.

Lemma 3.6 Eger S sonlu takdimli bir yarigrup ve r da S Uzerinde kongriians

olarak sonlu dogurayli ise S/r da sonlu takdimlidir.

Ispat: (X|R), S yanigrubu icin bir sonlu takdim ve r da Y ={(a,,b,),....(a,, b, )}
sonlu kiimesini igeren en kiigiik kongriians olsun. S/r ={ar :al S} dir. al S olup
a=x..x olacak sekilde x,...,x, 1 X eemanlart vardir. x r ={x:(x,,x)T r} olup
bu x elemani S nin bir elemam oldugundan X kimesi S/r icin bir doguray

kimesidir.

o
gre %Q/:X%REY)#

oldugundan (X|RE{a, =b,,...a, =b,}) ikilisi S/r icin bir takdimdir. m
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Teorem 3.7 S bir yarigrup ve r da S yarigrubu tzerinde bir kongriians olsun. Eger

r sonlu takdimli ise S ve S/r dasonlu takdimlidir.

Ispat: Eger r sonlu takdimli ise 0 zaman r igin bir sonlu doguray kiimesi
bulunabilir. Onerme 3.3 den r icin X gibi bir sonlu yansimali doguray kiimesi
vardir. (X |R) takdimi, r icin bir takdim olsun. Onerme 3.4 den (j ,(X)|j ,(R)) S
icin bir takdimdir ve bu takdim sonludur. Boylece S sonlu takdimlidir. r yarigrup

olarak sonlu dogurayli oldugundan, kongriians olarak ta sonlu doguraylidir. Lemma
3.6dan S/r dasonlutakdimlidir. m
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4. YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISLERI ICIN TAKDIMLER

Bu bélumde S=JI,S;f ;] yangruplann glclu yarilatisi olmak Uzere; S
yarigrubunun takdimi verildiginde S(iT 1) yarigruplarimin takdimini ve S(iT 1)

yarigruplarinin  takdimleri verildiginde S yarigrubunun takdimini bulacagiz.

Bulunan bu takdimler icin sonlu takdimli olma kosulunu inceledik.

Onerme4.1 S=9I,S;f, ] yangruplarin gglil yarilatisi olsun. Her bir iT | igin A
ile S nin doguray kiimesini ve A ilede S nin doguray kiimesini gosterelim. al A
ve ul A" (i'j) olsun. O zaman ua=v baginis aa=(af,;)f,;)

(al A,a 1 A) bagintisimin bir sonucu olacak sekilde v A" vardhr.

Ispat: u nun boyu Gizerinden tlimevarim yapalim. Eger |u| =1 ise v° (uf ;)(af ;)
alinir. Onerme, boyu n- 1 olan kelimeler icin dogru olsun. Tiimevarim hipotezinden
bl A, ve vi A icin by, kelimes vardir ve (a,.a,)a=by, bagintis
)(af

aa=(af ) (al A,a;T A) min bir sonucudur. [u[=n olsun. u, A deki n

i i.ij

tane elemanin ¢arpimi olarak
u°a..a, (a,...a,1 A)

seklinde yazilir. | bir yarilatis oldugundan  jij = jji = j% = ji =ij dir. f,;, S

tizerinde birim dontisims gostermektedir. O halde |a,...a,| = n- 1 oldugundan

dir. (af j,”.)T A/ oldugundan v° (af ; ;)bv, alinarak ispat tamamlanir. m
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Onerme 4.2 Eger u°a..a (8,..8 | A) ve k=i..i

Tmy

ise 0 zaman u=U
bagintisi aa, =(af ;)(@f,;;) (&l A.,a1 A) bagintismn bir sonucu olacak

sekilde T A’ kelimesi vardhr.

Ispat: m (izerinden timevarim yapalim. Eger m=1 ise 0 zaman u® U° a dr.
m?3 2 ve Onerme boyu m- 1 olan kelimeler igin dogru olsun. k =i,...i,, aalm.
Tumevarim  hipotezinden  u,° g ..a =u, bagintisi aa, =(af,;)(af ;)
(&l A,aT A) bagintisinin bir sonucu olacak sekilde T,1 A’ kelimesi vardr.
Onerme 4.1 den ua_=u olacek sekilde Tl A; vardir. ki, =k oldugundan

al A igin
u° (a.a )a =0a =0
olup ispat biter. m

Teorem 4.3 S=9JI,S;f ;] yangruplann gicll yarilatisi ve i * | icin AC A =/

olmak Uzere R =(A|R), S(1 1) icin bir yarigrup takdimi olsun. Eger A=J A

ve R=JR ainrsa

P=(ARaa =(af,)@f )@l AaT ALt )

S=91;3.,f ;] icin bir takdimdir.
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ispat: S=9I;S.f;;] yi A mn dogurdugu ve P deki tim bagintilarn

S=91;3,f;;] de saglandigi aciktr. f,;, § Uzerinde birim donisim olup
i=i(il 1) dr. P=(ARaa =(af ;)af )@l A,aT Ait j)) aam.

u=v baginist S=9gI,S;f ;] de saglanacak sekilde u ve v, A" da iki
kelime olsun. Boylece u ve v kelimeleri S=9I;S,f; ] nin ayn: elemamm temsil
eder. Onerme 4.2 den U1 A" ve VI A" olacak sekilde k,IT | vardir. Ayrica u=0
ve v=vV bagintlan aa =(af ;)af;;) (@l A,aT A) bagintismn  bir
sonucudur. S, ve § ayrik yarigruplar olup U =V bagintist hem S dahemde S de
saglanir. O halde k=1 olup U=V, R nin bir sonucudur. Béylece u=v, P nin bir

sonucudur. m

Onerme 44 A S=91I;S.f,;] icin bir doguray kimesi ve B, ={al Aal S}

(jT 1) olsun. O zaman her bir iT | igin,

A=U{a;l S:a1 B,af,, =a}

i
kiimesi S icin bir doguray kimesidir.

Ispat: A1 S oldugundan S i <A > oldugunu gostermek yeterlidir. sl S igin
By 8m | A Olmak lizere S=a,,..8, dir. S Uzerindeki carpmanin tammindan

i(D),....i(m) 3 i dir ve i(k) =i olacak sekilde bir k1 {1,...,m} vardir. Bdylece

S=8yQm = (ai(l)f i(l),i)"'(ai(m)f i(m),i) © ai(l),i---ai(m),iT <A>

olup ispat biter. m
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Dikkat edilecek olursa af ,, =&, ° a dr. Ustelik a;,a% B, icin a,* a¢
iken af :aj(F“ sonucuyla karsilasabiliriz. Her bir a“T A icin af ,; =a,; olacak
sekilde bir ajT B, belirleyelim. Bu belirledigimiz a; elemamn: @, ; ile gosterelim.

(A|R), S=91;8.f,;] icin bir takdim olsun. A vasitasiyla S(iT 1) icin bir

takdim insa edelim. F,:(UB;)" ® A" seklinde tek homomorfizmi, her bir al B

i

ve j3i olmak Uzere aF, =af ;; olarak tammlansin. W =(lJB,) B(UJB;) olsun.

i i

Il

Dikkat edilecek olursa wi A" olmak lzere w nun S nin bir elemamn temsil
etmesi icin gerek ve yeter kosul wi W olmasichr. Béylece W kiimesi S icin bir

kanonik formdur.

Teorem 45 P=(A|R), S=91;S,f,;] icin bir yarigrup takdimi olsun. Y ukaridaki

notasyonlar la

R :{(rFi’SFi):(r!S)T RC(U Bj)*, U Bj)*)}

P Pi
olmak Uizere P =(A|R)takdimi S(il I) yarigrubu icin bir takdimdir.

Ispat: Onerme 4.4 ten dolayr A kimesinin S yarigrubu icin bir doguray kiimesi

oldugunu biliyoruz.

R :{(rFi’SFi)I(r!S)T RC(U Bj)*, U Bj)*)}

i i

klimesindeki tim bagintilar S de saglanir.
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Qi Ay & i@ il A oOlmak  Uzere  U° &y .8 Ve
VO a ;@ Olaak adaim. u=v bagintisi § de saglamyor olsun. Bu durumda
u=v bagintiscnin R nin bir sonucu oldugunu gosterelim.

u,vi A" kelimeleri ile a,; yerine @, yazarak u ve v den elde ettigimiz
kelimeleri gosterelim. Bu durumda F (U) =u ve F. (V) =v dir. U=V bagintisinin

S de saglandig1 agiktir. Boylecea,,a,,....a, 1 A" olmak lizere
i°a,®a,® ..®a,°Vv

seklinde sonlu bir zincir vardir. Burada her bir a,,,Al£k<m) terimi R deki
bagintilardan biri kullamlarak bir 6nceki a, teriminden elde edilmistir. Eger
b.g 1l A ve (r,s)I R (veya (s.r)l R) olmak uzere a,° b,rg, ve

a,,,° b,sg, ise b,g.r.sT (UB;) olmaldr. Boylece bF ,gF T A ve

i

(rF.,sF)T R (veya (sF,rF,)1 R)olmak iizere

a'kFi ° (bkFI)(rkFl)(ngl)
a'k+1|:i ° (bkFI)(S(FI)(ngI)

dir. O halde a,F .,a,F,,..,a_F, T A* olmak lizere
uaF, ®a,F,® ..®a_F °v

seklinde sonlu bir zincir vardir. Boylece u =v bagintist R nin bir sonucudur. m
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Teorem 4.6 S(il 1) ayrik yangruplarimin gucli yarilatiss S=g[I; S ,f ;] nin sonlu
takdimli olmasi igin gerek ve yeter kosul | kiimesinin sonlu ve her bir S(il 1)

yarigrubunun sonlu takdimli olmasidhr.

Ispat: S(iT 1) ayrik yanigruplarimin glclii yarilatisi S=91;S,f ;] sonlu takdimli

olsun. W =(UB,)’B(UUB,) kiimesi S nin her bir elemamm temsil eder ve W

jei i
kimesi S igin bir kanonik formdur. S nin doguray kimes olan A sonlu ve

ST 1) yangruplar: ayrik olduklarindan sonlu sayida B ={al Aal S} kimesi

vardir. Boylece sonlu sayida W kiimesi vardir. Ustelik W =W olup | sonludur.

Teorem 4.5 den her bir S(il 1) sonlu takdimlidir.
| kiimesi sonlu ve her bir S(iT 1) yarigrubu sonlu takdimli olsun. (A|R),
S(T 1) nin takdimi olsun. Bu durumda A ve R sonludur. | sonlu oldugundan

A=UA ve R=UR de sonludur. Teorem 4.3 den S=9[I;S.,f,;] yangrubu da

sonlu takdimlidir. m
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5. YARIGRUPLARIN BIRLESIMLERI ICIN DOGURAYLAR VE
ILISKILER

Bu bolimde yarigruplarin birlesimi icin doguray kimesi ve iliskiler
arastirilacaktir. Yarigruplarin bandlari, monoidlerin bandlari, yarigruplarin yarilatisi

ve yarigruplarin gucli yarilatisi gibi genel birlesimler icin bu arastirmalar: yapacagiz.

S yarigrubunu, S nin ayrik atyangruplari S (il 1) min birlesimi olarak g6z
Onunde bulunduralim. Bu durumda asagidaki dort soruyu ele alacagiz.

Sl Egertim S (i1 1) ler sonlu dogurayli ise, S de sonlu dogurayli michr?

. Eger S sonlu dogurayliise, tim S (i1 1) ler sonlu dogurayli michr?

S3.Egertim S (i1 1) ler sonlu takdimli ise, S de sonlu takdimli midir?

S4. Eger S sonlu takdimliise, tim S (i1 1) ler sonlu takdimli midir?

Bu konuda bulunan tim sonuglar asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Eger tim

S (T1) ler grup ise bu sorularin yantlarinin ispatlarimi  [Ruskuc, 1999)

calismasinda bulabilirsiniz. Tablo 2 de sd, st kisaltmalar: sirastyla sonlu doguraylt
sonlu takdimli anlamindadir.
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Tablo 2

Bu sorular1 sirasiyla, yarigruplarin genel birlesimleri, yarigruplarin bandinda,

monoidlerin bandinda ve yarigruplarin giicll yarilatislerinde inceleyecegiz.
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5.1 Yarigruplarin Genel Birlesimi

S, baz1 ayrik alt yarigruplarimin birlesimi olan bir yarigrup olsun. Bu S
yarigrubuna yar:gruplar:n birlesimi denir. Bu durumda ispat1 agcik olan asagidaki
Onermeye sahibiz.

Onerme5.1 S yarigrubu, ayrik alt yarigruplar: (S)¢ ) min birlesimi olsun. Eger her

bir S yarigrubu , X, (il I) tarafindan doguruluyor ise S yarigrubu da | X,

tarafindan dogurulur.

Bu 6nermenin sonucu olarak tim S (il 1) ler sonlu dogurayl ise, S de

sonlu doguraylichr. Boylece Onerme 5.1 den dolay1 S1 sorusunun yanit:1 Tablo 2 de
evettir.

S2, S sorularin yarnigruplarin genel birlesimlerinde saglanmadigim aksi
ornekler vererek gosterelim.

Ornek 5.2 S monoidi

<a,b,c|ab:ba:J,ac:c,bc:c,c2 :c,>

(monoid) takdimine sahip olsun. S monoidi (a,bjab=ba=1) takdimine ve
S, ={cb',ca':i3 0} takdimine sahip olmak lzere S=SE S, dir. Dikkat edilecek

olursa § sonsuz devirli grup ve S, ise sonsuz sol sifir yarigruptur. Bundan dolay:
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S ve S, sonlu takdimli degildirler. Yani S sonlu doguraylidir fakat S, sonlu
dogurayli degildir. Ayrica S sonlu takdimlidir fakat S, sonlu takdimli degildir.

Yukaridaki Ornek 5.2 den dolay:1 S sonlu dogurayl: bir yarigrup iken tiim
ST 1) ler sonlu dogurayl: olmak zorunda degildir. Dahasi, S sonlu takdimli bir

yangrup ise tim S(T 1) ler sonlu takdimli olmak zorunda degildir. Boylece

yarigruplarin birlesiminin S2 ve $4 sorularimin yanitlar: Tablo 2 de hayirdir.

Ornek 5.3 T bir yarigrup ve T nin Cayley Tablosu asagidaki gibi olsun.

Tablo 3

U herhangi bir sonlu takdimli fakat sonsuz bir yarigrup olsun. [Araujo, Ruskuc,
2000] calismasindan S=T" U nin sonlu takdimli olmadigi gosterilmistir.
S ={a} U ve S, ={b,c,0}" U yargruplar1 S nin atyangruplari ve S=SES,
oldugu aciktr. S yarigrubu, U vyarigrubuna izomorfik oldugundan sonlu
takdimlidir. [Araujo, Ruskuc, 2000] calismasindaki Ornek 3.2 den dolayr S,
yarigrubu da sonlu takdimlidir. O halde S ve S, sonlu takdimli oldugu halde S
sonlu takdimli degildir. m
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Bu aksi Ornek 5.3 ten dolay1 S3 sorusunun yanit: Tablo 2 de hayirdhr.

Yukaridaki Ornek 5.2 ve Ornek 5.3 de S yi monoid olarak gbz 6niinde
bulundurmak demek yeni bir birim elemant S ye eklemek demektir. Boylece S ve

S, monoidlerine izomorfik ayrik iki yarigrubun birlesimi olarak S' monoidi insa

edilmis olur. Teorem 2.40 dan dolay1 S (i1 I) ler monoid olmasi durumunda da S2,

S3, $4 sorularinin yaniti da Tablo 2 de hayirdr.

5.2 Yanigruplarin Bandlari

S=B[Y,S,] yargruplarin band: olsun. Yarigruplarin band: igin S1, S2, S3

ve $4 icin yanit arayacagiz. Onerme 5.1 den dolay: S1 in yanit1 Tablo 2 de evettir.
Bir yarilatis ayni zamanda bir band oldugundan Ornek 5.2 deki S vyi, S ve S

yarigruplarinin band: olarak alabiliriz. Boylece Ornek 5.2 de bu duruma aksi 6rnek
teskil edeceginden Tablo 2 de S2 ve $4 (in yanit1 hayirdr.

Simdi S=B[Y,S,] yangruplarin band: igin S3 sorusuna yamt arayalim.
Bunun igin 6ncelikle S=B[Y,S,] yarigruplarin bandh olmak Uzere her bir al Y
igin S, yangrubu a * b igin A, G A, =/ olmak iizere (A |R, ) takdimi tarafindan

tanmmlandiginda S igin bir takdim inga edelim. S icin bir takdimi insa ederken
asagidaki bazi ekstralemmalara ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma 54 S=B[Y,S] vyangruplarin bandi, S nin doguray kimesi A ve
S (@l Y) nin da doguray kimesi A, olsun. xI A, ud A" olmak (izere her bir

u® xu¢ kelimesi igin a,,...a, 1Y ve a3.a,3,..3a, ile yl A ,..ul A
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kelimeleri vardir 6yle ki ve u=u,..u, bagintis ab=z(a,b)(a,bl A) bagintisinin

bir sonucudur.

Ispat: Ispat: u nun uzunlugu Uzerinden tiimevarimla yapalim. Eger |u|=1 ise k=1
alinir ve u, ° u olur. Boyu n olan kelimeler icin énerme dogru olsun ve |u =n+1

olsun. a1 A ,a, 1 ve ud A olmak lizere u® u¢ olarak alalim.
al A,aq , aa,

u=z(a,a,)ut

bagintis ab=2z (a,b)(a,bl A) bagintisinin bir sonucudur. w1 A, ve xI A
olmak Uzere z (a,a,)° ux olarak alalim. Bu durumda |xu¢=n olup timevarim
hipotezini ve a, % aa, bagintisint kullanalim. [xu¢=n olup a;,...a,1 Y vardr
ve ul A;,...,umT A olup xub=u,.u, baginisi ab=z(ab)(a bl A)

bagintisinin bir sonucudur.

u=uxut=uu,..u,

dir. ul A, ,ul Al,...u T A veaa,3za,3,..3za, olupispat biter. m

Lemma 55 S=B[Y,S ] yangruplarin band: olsun. S nin doguray kimes A,
S (@7l Y) mndoguray kimesi A ve S (b1 Y) nindadoguray kimesi A, olsun.
a,bTY ve a3_.b olmak Uzere, ul A* ve vi A’ ise uv=w bagintis

ab=z(a,b)(a bl A) bagintisinin bir sonucu olacak sekilde wi A; vardr.
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fspat: u nun uzunlugu tizerinden tiimevarim yapalim. y1 A , vl A olmak lizere
vO yt koyalim. Eger |u[=1 ise w® z (u,y)v¢ seklindedir. Onerme boyu n olan
tiim kelimeler icin dogru oldugunu kabul edelim. ul A’ olacak sekilde |u|=n+1

olsun. ud A" ve xI A olmak lzere u° uk koyalim. O zaman xy=z(X,Y)

iliskisini kullanarak

uv © ukyvé=ug (x, y)vt

dir. Ju¢=n vez (x,y)I A, = A oldugundan u€z (x, y)v9 yetiimevarim hipotezini

uygularsak ab=z (a,b) (a,bl A) bagintisinin bir sonucu olarak w; 1 A; ile

w, =u® (X, y)ve=uv
elde edilir. m
Lemma 5.6 S=B[Y,S ] yangruplarin bandi olsun. S nin doguray kiimesi A, her
bir 1£ j £k icin Sai(ajT Y) nin doguray kimesi A, = olsun. Eger ag,..a, 1Y,
a,3%z..3za, olmak tzere ul A',..,ul A ise u.u =w bagins

ab=z (a,b)(a,bl A) bagintisinin bir sonucu olacak sekilde wi A’ vardr.

Ispat: k Uzerinden timevarim yapalim. Eger k =1 ise ispatlanacak bir sey yoktur.

Onerme k igin dogru olsun. a,3.a,3...3,a,%.a,, olmak Uzere

42



5.YARIGRUPLARIN BIRLESIMLERI iCIN DOGURAYLAR VE ILISKILER Kema TOKER

wl A'..ul A u,l A olsun. u..u =w bagintisi ab=z(ab)(a,bl A)
bagintisinin bir sonucu olacak sekilde bir w, 1 A kelimesi vardir. Lemma 5.5 den

WU,,, =W olacak sekilde wi A’ var olup ispat biter. m

Teorem 5.7 S=B[Y,S,] yarnigruplarin banch olsun. Her bir a1 Y igin S, yarigrubu

alb igin A GA =/ olmak iizere (A |R,) takdimi tarafindan taimlandigin

kabul edelim. O zaman S yarigrubu

(ua

aly

UR.ab=2(ab)gabl U A2

aly aly

takdimi ile tarumlidhr.

ispat: R=UR,,ab=z(a, b)g%l, bl U Adg olsun. Onerme 5.1 den, S yarigrubu

aly aly (%]

U A tarafindan dogurulur. Iddia edilen takdimdeki tim bagintilarin S de

aly
saglandigr aciktir. A alfabesi Uzerindeki u ve v kelimeleri, S nin aym elemanin

temsil etsin. Lemma 54 ve Lemma 56 den u=u ve v=V bagintilar
ab=z (ab)(a,bl A) bagintisimin bir sonucu olacak sekilde b,gi Y, Tl A; ve
VI Ay vardr. ab=z(a,b)(a,bl A) bagintisi S de saglandigindan T =V bagintisi
da S de saglanir. S nin altyarigruplar: ayrik oldugundan b =g dir. Béylece U=V
bagintist § da saglamr ve R, min bir sonucudur. u=v bagintist da R nin bir

sonucudur. m
Teorem 5.7 den dolay1 asagidaki sonuca sahibiz.
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Sonu¢ 5.8 S=B[Y,S ] yargruplarin bir band: olsun. Eger Y sonlu ve her bir

S, (@7 Y) yarigrubu sonlu takdimli ise S yarigrubu da sonlu takdimlidir.

Ispat: Her bir S (@l Y) sonlu takdimli ise her bir A (@l Y) ve R(@TlY)
sonludur. Y bandi sonlu oldugundan sonlu kiimelerin sonlu birlesimleri sonlu olup

UA =Ave UR desonludur. Sonug 5.8 Teorem 5.7 nin bir sonucudur. m

aly aly

5.3 Monoidlerin Bandlar

S=B[Y,S,] ve her bir S (@l Y) monoid olsun. S, monoidinin birimini 1 ile

gosterelim.

Teorem 59 S=B[Y,S] monoidlerin band: A kimes tarafindan doguruluyor

olsun. O zaman her bir x T Y igin, S monoidi

X ={1al :al S CAa,bl Y,xab =x}

kimesi tarafindan dogurulur.

Ispat: Monoidlerin bandlarimin tanmindan 6ncelikle X kimesinin S, tarafindan

icerildigini ve S ={sl :sl S ,a,bl Y,ab=x} oldugunu gosterelim. ab =x

olacak sekilde si S ,a,bT Y ile sl T S olsun. Eger sl A ise sl =1 sl 1 X
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olur. sT § ,al § CA olmak Uzere s=sa oldugunu varsayalim. Boylece

a@a,=a dr. Ustelik a1, 1 S, vesl 1S, =S, =S olupbdylece

sl, =sal, =8, ,al, =(sL,,)(al)

dir ve (L, a1,)1 X tir. Simdi A min elemanlarimin garpimi olarak s nin uzunlugu
tizerinden timevarim yapalim. | =1 ise s=a, a1 A ve sl, =1 sl, =l al I X
olur. Onerme boyu n olan kelimeler icin dogru ve |§=n+1 olsun. Bu durumda
s,1 S ,bl ACS_vea,a, =a olacek sekilde s=sb vardur. |s,|=n olup Gnerme
s, icin dogrudur. Yani a,1 S, CAa,,bl Yxa,b=x olacak sekilde 1 a,1, T X
seklindeki elemanlarin carpilmasiyla s, olusturulur. Boylece s,T (X) dir.
sl, =sbl, =L aL)-LaL)EbL) ve L al),...(Lal) &bL)I X oldugu

aciktir. Yani sl elemamt X in elemanlarimin bir ¢arpimr olarak yazilip istenilen

ispatlanmus olur. m

Sonu¢ 5.10 S=B[Y,S, ] monoidlerin band: sonlu dogurayl: olmas: igin gerek ve

yeter kosul Y nin sonlu ve her bir S, (@1 Y) monoidinin sonlu dogurayl: olmasichr.

Ispat: S=B[Y,S,] sonlu dogurayli ve S nin doguray kiimesi olan A min sonlu
oldugunu kabul edelim. A ve Y de sonlu olup Teorem 5.9 daki § igin X kumesi

sonludur. Bunun tersi Onerme 5.1 den dolay: dogrudur. m
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Monoidlerin bandinda S4 sorusuna cevap verebilmek icin yarigrup

takdimlerinin genel teorisini kullanacagiz. Bu ylUzden Once bazi tammlamalari
yapalim.

S yarigrubu (A|R) ikilisi ile takdim edilsin. T de S nin bir altyarigrubu ve
X ={zJiT 1I}1 A" kimesi T nin doguray kiimes olsun. Buradaki amacimiz X

kimesi vasitasiyla T igin bir takdim elde etmek olacaktir. Bunu yapabilmek igin
B={bl|iT I} seklinde yeni bir alfabe insa edelim ve b ® z (i1 1) olacak sekilde
birebir eslensin. p :B* ® A" tek homomorfizm genislemesi olmak iizere u,vi B*
verilsing u=v bagintiss S de saglamyor olmasimin anlami S de p (u) =p (v)
olmasidir. L(AT) ile T nin elemanlarim temsil eden A" daki tim kelimelerin

kiimesini gosterelim. L(A,T) daki bir kelime B* 1n bir eleman ile temsil edilebilir.

f:L(AT)® B

doniisimi vardir oyle ki her wl L(AT) icin S de p(f(w))=w saglanr.

Tanimlanan bu f donlstimtine yeniden yazlabilir doniisiim denir.

Teorem 5.11 Yukardaki gosterimle B doguray kimesi ve il I,w,w,1 L(AT),

u=vT Rw,w,T A wuw,T L(AT) olmak lizere

b=f(@z),
f(ww,) =f (w)f (w,)

f (weuw,) =f (www,)
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bagintilari ile T yarigrubu tammlanr.

Ispat: Ispatiicin [Campbell ve ark. Theorem 2.1, 1995] bakiniz. m

Bu takdim daima sonsuzdur fakat bazi 6zel durumlarda bu takdime denk olan
sonlu takdimler bulunabilir. Onemli achmlardan biride kullamsli yeniden yazilabilir

doénistim bulmaktr.

Simdi bu yontemi kullanarak S=B[Y,S,] monoidlerin bandinin takdiminde

bilesenler icin takdim bulalim.
S=B[Y,S,] monoidlerin bandi ve (A|R) ikilisi S igin takdim olsun.
Amacimiz S, igin takdim bulmaktir. Sabit bir x T Y alalim. Her bir aT Y igin S,

mn 1, birimini g iletemsil edelim. O zaman Teorem 5.9 dan

X ={eae, :al S, CAa,bl Y,xab=x}

kiimesi S yi dogurur. Monoidlerin band: igin Y Uzerinde S nin sol aksiyon ve sag
aksiyon tamimlar: vardir. Her bir sT S ve al Y icin sa =ba ve as=ab ise

b1 Y vesl S dr. Ayricaher a,gl Y ve sl S igin (as)g =a(sg) dir.

B={[a,b]:al S CAa,bl Y,xab =x}

kimesi ile S mn X doguray kiumesini temsil edelim. p:B"® A" tek

homomorfizm genislemesi olmak (izere her [a,b]T B igin
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p:[ab]® gae,

dir. Simdi kullanisli yeniden yazilabilir dontsimunt bulalim.

y {(w,b)T A" Y:xwb =x} ® B"

doéndstim

y (a,b) =[a,b], al AbTl Y,xab =x ise,

y (wa,b) =y (w,ab)[a,b], wi A",al AbT Y,xwab =x ise

seklinde tammmlansin.

Lemma 5.12 Bu tammlardan her w,,w,T A",bT Y icin dyleki xww,b =x ise

y (Ww,,b)°y (w,w,b)y (W,,b)

drr.

Ispat: w, nin uzunlugu tizerinden tiimevarim yapalim.
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Eger |w,| =1 ise w,=a, al A olur, bu durumda 6nermey nin tammindan
dogrudur. Onerme boyu n olan kelimeler icin dogru olsun ve |w,| = n+1 alalim. Bu

durumda wi A",|\wW =n, al A olacak sekilde w, =wa dr.

y (Ww,,b)°y (wwa,b)

olup w,T A" olmak lizere ww = w, olsun.

y (wwa,b) =y (wa,b)

Xxw,ab =x oldugundan

y (wa,b) =y (w;,ab)[a,b]

dir. [w = n oldugundan

y (w,ab)[a,b] =y (ww,ab)[a,b]
=y (w,wab)y (w,ab)[a,b]
=y (w,wab)y (wa,b)

=y (W, WD)y (w,,b)

olup timevarim hipotezinden 6nerme ispatlanmis olur. m
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Her wi L(A'S) igin f :L(A'S)® B* donisimii f (w)=y (w,x) olarak

tanimlansin.

Lemma 5.13 Yukandaki notasyonlar la xwb =x olacak sekildeki her
wi A", bT Yigin py (w,b)=ewe, bagintisi S de saglamir. Ozel olarak f yeniden

yazilabilir dontstmddir.

Ispat: w nun uzunlugu tzerinden tiimevarim yapalim. Eger W =1 ise bir a1 A

icin w=a, dir. Budurumda p vey nintammlarindan

py (a.b)° p([a.b])° eae,

dir. Onerme boyu n-1 olan kelimeler icin dogru olsun ve |wj=n aaim. Bu

durumda w=(a...a, ,)a ve (a..a, ,) =Ww olarak tammlayalim. w=wa dr.

py (w,b)° py (wa,b)°ply (w,ab)[a b])

° (py (w,ab))(p(abl), (p bir homomorfizm oldugundan dolay1)

=g We,eae , [w;| = n- 1 olup ttimevarim hipotezinden
=g we, a8, , gwe, I S oldugundan
=g Wwae, =ewe,, ag, 1 S, oldugundan

dir. wi L(A'S) igin
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pf (W) © py (w,x) =g wg =w

oldugundan f yeniden yazilabilir bir donisimdur. m

Lemma 5.13 ve Teorem 5.11 den S, igin sonsuz takdim olusturabiliriz. B doguray
kimesi ve [a,b]T B,w,w,T L(AS), (u=v)T Rw,w,T A, wuw,T L(AS)

olmak Uzere

[a,b] =f (g .ae,), @
f(ww,) = (W)f (w,), (2
f (wyuw,) =f (wwy,) ©)

bagintilar: verilsin. O halde (B|(1),(2),(3)) ikilisi S, igin bir takdimdir.

Tom w,w, T L(A'S) lerigin

F(ww,) Y (W, x)
Y (W, WXy (W, X)
7y (W, XYy (W, x)

° F(W)f (W)
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oldugundan dolay: (2) bagintisimi yazmanza gerek yoktur. Bu durumda (B|(1),(3))
S i¢in bir takdimdir.

Teorem 5.14 S=B[Y,S,] monoidlerin bir bandi, (A|R) de S nin takdimi ve xT Y
herhangi bir eleman olsun. e 1 A'(al Y) ile S, mn birimini temsil edelim.
B={[a,b]:al S, CAa,bl Y,xab =x} yeni alfabevey daha tnce tammlandig

gibi olsun.

y (gae,,x)=[a,b] (al AbT Y,xab =x), (4)

y (uox)=y (v,ox) (u=v)T Rgl Y,xugx =x) (5)

olsun. Bu durumda (B|(4),(5)) S, monoidi icin bir takdimdir.

ispat: [a,b]=f (g ae,) =y (g ae,,x) oldugundan (4) bagintisi (1) bagintisimn bir
sonucudur. Simdi (5) bagintisnin S, da saglandigini gogterdlim. (u=v)T R ve
xugk =x olacak sekilde gl Y olsun. y (u,gx) kelimesi py (u,gx) elemamm ve
y (v,ox) kelimesi de py (v,gx) elemamim temsil eder. Lemma5.13 ten

py (U,0x) =gue,

py (v,x) =g Ve,

dir. u=v bagintiss S de saglandigindan y (u,ox) =y (v,ox) bagintiss S da
saglanir. Boylece (B|(3),(4),(5)), S icin bir takdimdir.
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Simdi de (5) bagintistnin (3) Un bir sonucu oldugunu gosterelim. Boylece
(B|(4),(5)), S, icin bir takdimdir. wyuw, T L(A S) olacak sekilde, w,,w,T A" ve

(u,v)T R olsun. Varsayalim w,,w,1 A" olsun. Bu durumda

f(wuw,) ©y (wouw,,x)
Yy (W, uwx)y (uw,,X)

2y (W, uwx)y (U, wxy (w,,x)

olur. (u,v) bagintist S de saglandigindan ww, I L(AS,) ve

f (W3VW4) °y (W3VW4 X)
°y (Ws, vWx)y (W,,X)

oy Wy, WXy (v, WXy (w,,x)

dir. uwx,wx 1 Y elemanlar esittir ve boylece

y (W, uw,X) °y (W, W, X)

dir. xuwx =x olup y (u,wx)=y (v,wx) bagintist f(wuw,)=f (ww,)

bagintisinin bir sonucudur. w, ve w, birim eleman oldugu zamanda sonug aymdir. m
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Sonug 5.15 S=B[Y,S ] monoidlerin bir band: sonlu takdimli olmast i¢in gerek ve

yeter kosul Y nin sonlu ve her bir S, (@1 Y) monoidinin sonlu takdimli olmasichr.

Sonug 5.8 den Y sonlu ve her bir S (al Y) sonlu takdimli ise S de sonlu
takdimlidir. Ayrica S=B[Y,S,] sonlu takdimli ise Y band: sonlu, A doguray
kiimesi sonlu ve R bagint1 kiimesi de sonludur. Teorem 5.14 ten her bir S (@l Y)

monoidi sonlu doguraylidir.

Sonug 5.16 S=B[Y,S,] monoidlerin yarilatisi, (A|R) de S igin bir takdim, xT Y
herhangi bir elemanve g 1 A" de S, monoidinin birimini temsil eden kelime olsun.

A ={al A:ax =x} olmak lizere S monoidinin takdimi

(Ale =1u=v (=v)I Rul A)),
dir.
Ispat: Teorem 5.14 ten (B|(4),(5)), S icin bir takdimdir. Y bir yarilatis

oldugundan, eger wi A" kelimesi wx =x kosulunu sagliyorsa wi A’ dir. Ozel

olarak g T A" dir. Eger w° a..a,1 A" ise a1 A olup ax =x oldugundan

y (Wx) =y (a..8,,X) =y (a..a,,,aXx)y (a,x)

dir. a_,T A olup a_x =x oldugundan
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y (Wx) =y (a..a, , Xy (&%) =y (&..a,1,x)[&,X]
y (wx) =y (a..a,,x)[a,x] =y (@..a,,a, Xy (&, ,X)[a,X]

y (Wx) =y (&..a, ,,x)[&, ,.x][a,,X]

dir. Bu sekilde devam edilirse y (w,x) =[a,,x]...[a,,X], (6) oldugu gorulir. Eger
al AbTY ve xab =x ise 0 zaman gaex =x olur bdylece (4) bagintisindaki
y (g ae, ,x) elemant (6) ya benzer sekilde yazilabilir. Béylece bazi a,...a, 1 A
icin (4) bagintist

y (gae,,x) =[a,b] =[a,x]...[a,X]

seklinde yazilr. Eger bt x ise [a,b] elemamim {[a,x]:al A} doguray

kimesinden atabiliriz. Lemma 5.13 ten

py (6.x) =686 =§

dir. Boylece y (g,x)=1 bagintiss § da saglamr ve bu bagintiyr takdime
ekledigimiz zaman S monoidi igin takdim elde etmis oluruz. [a,x] yerine a
yazarsak y (w,x)° w elde edilir. gae =a bagintiss g =1 bagintisinin bir
sonucudur. Bundan dolay1 (4) bagintisini atabiliriz.

xugx =x U gx=x ve lx=x U ogx=x ve ul A" dr. u=v)i R,

ul A’ icin bu bagintilar u=v seklinde daha sade olarak yazilabilir. Boylece
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(Ale. =1u=v (u=v)T Rul A))

takdimi S, monoidi igin bir takdimdir. m
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