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BAZI YENI FEJER TiPLI ESITSIZLIKLER ILE ILGILI YENI
SONUCLAR

OZET

Bu tez calismasi, konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis esitsizliklerden yeni
Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizliklerin elde edilmesi ile ilgilidir. Birinci
boliimde boliimde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin tarihgesi,
konvekslik teorisi hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir. ikinci bdliimde
tez igin gerekli temel kavramlar, tanimlar, teoremler verilmis ayrica konveks
fonksiyon smiflarinin birbiriyle olan iligkisi literatiir caligmasiyla da desteklenerek
aktarilmistir. Ugiincii boliimde tez calismasinda kullanilan klasik esitsizlikleri iceren
teoremler, ispatlar1 ve bu calismaya temel teskil eden bazi esitsizlikler verilmistir.
Dordiincii  boliimde ise Hermite-Hadamard-Fejér tipli yeni esitsizliklere yer
verilmigtir. Elde edilen esitsizliklerin literatiirle uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Hermite-
Hadamard-Fejér Esitsizligi.



NEW RESULTS ON SOME NEW FEJER-TYPE INEQUALITIES
SUMMARY

This thesis is related to making the new type of Hermite-Hadamard-Fejér inequalities
by the light of inequalities that are acquired by convex functions. At the first section
theory of inequality, history of the convex system, introductory information of the
study of convexity are presented. At the second section, basic concepts which are
required for this thesis, descriptions, theorems are given and relations of the class of
functions are conveyed by the support of literature research. At the third section,
theorems which contain classic inequalities, proofs and some inequalities which are
the base of this thesis are given. At the fourth section, new inequalities of Hermite-
Hadamard-Fejér type are included. Finally it is shown that acquired inequalities
match with the literature.

Keywords: Convex function, Hermite-Hadamard inequality, Hermite-Hadamard

Fejér inequality
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BOLUM 1. GIRiS

Esitsizlikler son yiizyilda matematigin tiim alanlarinda, ¢ok 6nemli bir yere sahip
olmakla birlikte giiniimiizde de ¢ok aktif ve ilgi cekici bir arastirma alamidir.
Esitsizlikler, iki degerin birbirine gore durumlarini ifade eden iliskidir. Esitsizlikler
teorisinin temeli 18. yiizyilla kadar dayanmakta, 19. yiizyildan itibaren ise
matematigin c¢esitli alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir. Esitsizliklerin fizik ve
miihendislik gibi c¢esitli bilim dallarinda bir¢ok uygulamasit bulunmaktadir. Bu
yilizden esitsizlik teorisi bircok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve tarihsel gelisimini
diger alanlarla iliskili olarak bugiine kadar siirdiirmistir. G.H. Hardy, D.S.
Mitronovic, J.E. Pecaric, A.M. Fink, Niculescu, S.S. Dragomir ve daha bir¢ok bilim
insan1 tarafindan bu konudaki eserler literatiire kazandirilmistir. Hardy, Littlewood ve
Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequalities" adli eser bu alanda verilen ilk
eserdir ve temel bir kaynaktir. Bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni
esitsizlikler, problemler, ispat yontemleri ve sonuglar1 bulunur. [1] Esitsizlikler teorisi
icin E.F.Beckenbach ve R.Bellman’in birlikte yazdig: esitsizlikler {izerine elde edilen
bazi ilging sonuglari igeren “Inequalities” adl1 eser[2], Mitrinovic tarafindan yazilan
"Analytic Inequalities"[3] ve “Classical and New Inequalities in Analysis”adli iki
eserler[4] ve Pachpatte’nin “Mathematical Inequalities” [5] adli eseri Gnemli
kaynaklar arasinda yer almistir. Bu eserler bircok matematikciyi etkilemis ve daha
sonraki donemlerde bu alanda bir¢ok ¢aligmalar yapilmistir. Son yillarda da Sever S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap ve makale yazilmistir.

Esitsizlikler yaygin olarak matematik ve uygulamali matematigin gelisiminin

arkasindaki temel itici gliclerinden biri olarak kabul edilmektedir. Son yillarda



matematigin bir¢ok farkli alanlarindaki uygulamalara, literatiirde yerini almis temel
esitsizlikler biiylik bir katki saglamistir. Esitsizlikler alaninin gelismesinde etkili
olan kavramlardan birisi de konveks fonksiyonlar kavramidir. Konveksligin tanimi
esitsizlikle ifade edildiginden ve geometrik olarak bir karsilastirma igerdiginden,

Konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir.

Konvekslik, tarihi M.O. 250 yilinda Archimedes’in {inlii = degerini hesaplamasina
kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. [6] Aslinda biz konveksligi siirekli
olarak ve birgok yolla yasamaktayiz. Ornegin; ayakta durus pozisyonumuz,
ayaklarimizin kapladigi konveks alanin i¢ine agirlik merkezimizin dik izdiisimi
boyunca dengemizi korumaktadir. Bu kavram fizik, endiistri, tip, miithendislik, veri
analizi, bankacilik, sanat gibi bilim dallarinin niimerik uygulamalarinda da
kullanilmaktadir. ~ Glinlimiizde gelisen disiplini ve artan uygulamalariyla
matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir. Geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1 teorisi, klasik ekstremum
problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve

matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar.

“Konvekslik” kavrami ilk olarak 1883 yilinda Charles Hermite tarafindan dile
getirilmistir[7]. Daha sonra Hadamard’in 1893 yilindaki ¢alismasinda [8]
konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak ¢alisilmasi 1905-
1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baslar. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin bir
kismi1 konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir.
Konveks fonksiyonlar daha kapsamli bir sekilde A. W. Roberts ve D. E. Varberg
tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alinmistir. Sadece konveks
fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda ise Pecaric 1987 yilinda "Convex Functions:

Inequalities" adl1 eseri yayinlamistir.

Esitsizlikler teorisi igerisinde on plana ¢ikmis birgok esitsizlik vardir. En onemli

integral esitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard (veya



Hadamard) integral esitsizligidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881’de, Journal
Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdig1 asagidaki ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu
mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) (1.1) ve (1.2) gibi basildi.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit £(x) une Fonction qui varie toujours

dans le méme sens de u = a; au; = b. On aura les relations

b
(b - )¢ (5- ff@ﬂu<w— ﬁE&;ﬁj (L.1)
ou bien
b
b — a)¢ (%b) > j f)du > (b — a)w (1.2)

Suivant que la courbe v = &£(u) tourne sa convexité o usa concavite vers [’axe des

abcisses

Bu o6nemli esitsizlikler, integraller i¢cin ortalama deger teoreminin fonksiyon ve
goriintiilerinin ortalama degerlerine iliskin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav
veya konvekslik durumuna gore degisir. Cesitli konveks fonksiyon simiflart i¢in
Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli anlatimi S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce
tarafindan yazilan "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities and

Applications" adl1 eserde bulunabilir.

1906 yilinda ise Fejér, trigonometrik polinomlar1 ¢alisirken Hermite’in sonuglarinin

genellestirilmesi olan

b (P b b
22 [y [ saorw < 2D [ (13

esitsizliklerini elde etmistir. y(u) =1 ve u € (a,b)igin Hermite-Hadamard
esitsizliginin elde edildigi agikca gortilmektedir. Fejér’in bu sonucu ile ilgili 6zellikle

son yillarda olmak iizere bir¢ok ¢aligma literatiirde mevcuttur.

Bu tezin amaci Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikleri bir araya getirerek
sistematik bir sekilde okuyucuya sunmak ve cesitli konveks fonksiyonlar i¢in elde

edilen yeni Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikleri vermektir. Bu amagla ikinci



boliimde konveks fonksiyonlarla ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Uciincii boliimde, Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizliklerle
ilgili baz1 tanim, teorem ve sonuglar verilmistir. Dordiincli boliimde ise Hermite-

Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizliklerle ilgili yeni teorem ve

sonugclar verilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlarla lgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu boliimde literatiirde gecen ve tezin hazirlanmasinda kullanilan tanimlar,

teoremler, bazi dnemli esitsizlikler ve temel kavramlara yer verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere Vu,v € A
i¢in

B={z€el:z=au+(1—-a)v 0<a<1}cA 2.1
ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z = au+ (1 —a)v
esitligindeki x ve y nin katsayilar1 i¢in ¢ + (1 —a) =1 bagmtis1 her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki @, (1 —a) yerine a + f = 1
sartin1 saglayan ve negatif olmayan «a, § reel sayilarini alinabiliriz. Geometrik olarak
B kiimesi ug¢ noktalar1 u ve v olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak

konveks kiime, Sekil 2.1°de goriildiigii gibi bos olmayan ve herhangi iki noktasini

birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir [9].

(2) (b)

Sekil 2.1 Konveks (a) ve Konveks olmayan (b) kiimeler



Tanim 2.1.2. (J-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak {izere her u,v € I

icin

(2.2)

S((u;rv) < E(u);rf(v)

sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J —konveks fonksiyon denir [2].

Tanim 2.1.3. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her u,v € I ve u # v igin

u+v E(u) + &) (2.3)
E( 2 )< 2

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna I iizerinde kesin /| —konveks fonksiyon

denir [2].

Tanim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak tizere her u, v € I i¢in ve t € [0,1] igin,

Etu+ (1 —-t)v) <téw)+ (1 —t)é(v) (2.4)

esitsizligi gecerli ise f fonksiyonuna I iizerinde konveks fonksiyon denir. Konveks

fonksiyonun grafigi Sekil 2.2°deki gibidir [10].

y
A £

B ===
.ull' - ——— -

=X
Sekil 2.2 Konveks fonksiyon sekli
Esitsizlikte " > " olmas1 durumunda ise
Etu+ (1 —-0v) =2té(w) + (A —t)é(v) (2.5)



f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Konkav fonksiyonun grafigi Sekil 2.3’teki
gibidir [10].

Sekil 2.3 Konkav fonksiyon sekli

Eger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afin donilisim olur. (2.4)
esitsizliginde t € [0,1] kapali araligindaki ug¢ noktalar1 disarida birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon sartindaki "’ < " yerine " <" gelir, yani;

Etu+ (1 —-0v) <té(u)+ (A —-t)éw) (2.6)
olur. Bu durumda f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.
Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J —konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 2.1.2 [ c R olmak iizere, bir f fonksiyonunun [’da konveks olmasi igin
gerek ve yeter sart, her u,v € I icinp +q > 0 olan V p,q = 0 igin

f(10u+qv> - pé (w) + q¢ (v)
p+tq / p+q

2.7)
olmasidir [2].

Geometrik olarak Sekil 2.4’te goriildiigii gibi tu + (1 — t)v noktasinda &’nin egri
tizerinde aldig1 deger (u, ¢ (u)) ve (v, € (v)) noktalarimi birlestiren dogru parcasinin
tizerinde aldig1 degerlerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren

kirig (dogru pargasi) her zaman egrinin [u, v] araliginda kalan kisminin Gstiindedir.



fly) F==-=-

HyyH1-Of)-

Bty H-J) = == mmmm e e e

fx)|-—=====———="

s=ty~;(l-t}x ‘.Ilf

Sekil 2.4 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Gergekten, (u, £(u)) ve (v, §(v)) noktalarindan gecen dogrunun denklemi;

L(s) = §(u) +

{0 R ORI

v

dir. Burada s = tv + (1 — t)u yazilirsa

Litv+ (1 —tu) = £@) + W(t(v —w)

=S+t ) —$w)
=ts() + (1 -6)5w)
olur. Boylece (2.4) esitsizligi
Etv+ (A —-tu)<Ltv+(A—-0t)u) =té(w)+ (A —-1t)é(u)

elde edilir.

Sekil 2.4’ten de gorildiigi tizere, eger £(u) < é(v) ise her t € [0,1] i¢in &(u) <

té(u)+ (1 —t)é(w) < &(v) dir. Konkav fonksiyon igin dogru pargasi &’nin

grafiginin [u, v] araliginda kalan kisminin altindadur.

Eger ¢ fonksiyonu, [a, b] araliginda tanimli ve konveks (konkav) ve u, noktasinda

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise u € (a, b) i¢in,

§(u) = &(uo) < (2)§"(uo) (u — uo)



esitsizligi yazilir. Yani (a,b) aralifinda diferansiyellenebilen konveks fonksiyon

(2.8) esitsizligini saglar [11].

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir [11].

a. [ aralig1 tizerinde ¢ fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul

herhangi bir ¢ € I noktasi i¢in, % fonksiyonunun [ araliginda artan

olmasidir.

. &: (a,b) » R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

c,u € (a,b) igin,

£ - £ = [ e

olacak sekilde g: (a,b) — R artan fonksiyonun olmasidir.
¢ diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, ¢’ nin konveks olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul ' fonksiyonunun artan olmasidir.

. &",(a,b) de mevcut olsun. Bu durumda &’nin konveks olmasi igin gerek ve

yeter kosul ¢"(u) = 0 olmasidir.
¢ : (a,b) = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
Uy € (a, b) i¢in € fonksiyonun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir.
Yani

E(w) = &(ug) + A(u—1uy) Vu€ (a,b) (2.9)
esitsizligini saglamasidir. Burada A, u, ‘a baghdir ve eger ¢’ varsa o zaman
A= §(xo) yada L (up) # &4 (uo) ise 4 € [§L(uo), &4(up)] dir.
¢: (a,b) = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
P, Q ve R noktalar1 ¢ fonksiyonun grafigi iizerinde herhangi ii¢c nokta olmak
uzere,

egimP(Q < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir.

Asagida konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri verilmistir:

Kapalr aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.
&:1 - R konveks fonksiyon ise, I'(I min i¢i) inde herhangi bir [a, b] kapali
araliginda Lipschiz gartin1 saglar. Bu nedenle, ¢ fonkiyonu [, b] araliginda

mutlak siirekli ve I’de siireklidir.



iii. &:1- R konveks fonksiyon ise I’de &’ (u)ve &, (u) tiirevleri vardir ve
artandir.

iv. &:1 - R konveks fonksiyonu [ agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E
kiimesi haricinde &' mevcuttur ve siireklidir.

V.  ktane fonksiyon R — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
K

@ =) g, G20 (=123,..,1)

j=1
fonksiyonu da konvekstir.

vi. g:R —> Razalmayan konveks fonksiyon ve h: R — R konveks fonksiyon

olsun. £: R = R, £(u) = (goh)(u) bileske fonksiyonu da konvekstir [10].
Ornek 2.1.1 Asagida R iizerindeki konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

a. Herhangi bir a,b € R icin {(u) = au + b afin fonksiyonu R iizerinde
konveks bir fonksiyondur.

b. |u|? mutlak deger fonksiyonu p =1 i¢in R iizerinde konveks bir
fonksiyondur.

c. &(u) =u' fonksiyonu t =1 veya t <0 igin pozitif reel sayilar kiimesi
R, ; = (0, 00) tizerinde konveks bir fonksiyondur.

d. Herhangi bir a € R i¢in {(u) = e™ eksponansiyel fonksiyonu R {izerinde

konveks bir fonksiyondur.

Ornek 2.12 &IcR-R, &(u) = |u| fonksiyonu I iizerinde konveks bir

fonksiyondur.

Coziim: ¢ fonksiyonu konveks ise u, v € I ve t € [0,1] igin

§(tu+ (1 —-0v) <td(w) + (1 - )W)
olmalidir. Buna gore;

§(tu+ (1 —-0v) =[t&) + (1 - )EW)I
<[t + 11 - ¢l
< [tlE@ + 11 - DIEW)
<t§(w) + (1 -0¢W)



elde edilir ve & fonksiyonunun konveks oldugu ispatlanmis olur. é(u) = |u| mutlak
deger fonksiyonu u = 0‘da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks bir

fonksiyondur ve grafigi Sekil 2.5’teki gibidir.

Sekil 2.5 Bir aralikta konveks fonksiyon

Ornek 2.1.3 Asagida R iizerindeki konkav fonksiyon ornekleri verilmistir.

a. Herhangi bir a,b € R icin ¢ (x) = au + b afin fonksiyonu R {izerinde
konkav bir fonksiyondur.

b. &(u) = log (u) fonksiyonu R, , iizerinde konkav bir fonksiyondur.

c. &(u) =u' fonksiyonu 0 <t <1 igin pozitif reel sayilar kiimesi R,

tizerinde konkav bir fonksiyondur.

Teorem 2.1.1 ¢ fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. ¢, (a,b) araliginda siireklidir.
b. ¢, [a, b] araliginda smirhdir [12].

Onerme 2.1.1

i. & fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise bu araligin herhangi bir alt aralig
olan [u, v] lizerinde de ayni sekilde konvekstir.
ii.  Herhangi u,v € [a, b] igin,

Sz,(uszv> - E(u);rf(v)

10



esitsizligi gecerlidir ki burada konveks fonksiyon i¢in verilen tanimda t = %
yapildig1 agik bir sekilde gortilmektedir.

¢ fonksiyonu [a, b] araliginda konveks, ty,t,,...,t, € [0,1] i¢in 7o t; =1
Ve Uyq, Uy, ..., U, € [a,b] olmak lizere,

E(tiuy + tyuy+. .., Htuy,) < 1 E(Wy) + 6E(uy)+. .., +tE(uy)

olarak verilen ‘Jensen esitsizligi’ gecerlidir.

. 1 . . ..
Ozelolarak t; = t, =...=t, = ~ segimi yapilirsa uq, Uy, ..., U, € [a, b] igin

; <u1 + uy+... +u,
n

1
) <= (EQun) +Eu)+ o, +E(up))

esitsizligi gecerlidir [13].

Tanmim 2.1.5 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): ¢ , [ araliginda taniml bir fonksiyon

olsun. u; < u, olan V uy,u, € I igin

iv.

&(uy) > é(uy) ise & fonksiyonu [ tizerinde artandr,
&(uy) < é(uy) ise & fonksiyonu I lizerinde azalandr,
&(uy) = é(uy) ise & fonksiyonu [ tizerinde azalmayandir,

&(uy) < é(uy) ise & fonksiyonu I tizerinde artmayandir.

denir [14].

Teorem 2.1.2 ¢ fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, ¢ fonksiyonunun bu

aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart u € I i¢in

§'(w) =20

olmasidir [2].

Ornek 2.1.4 £(u) = e* iistel fonksiyonu Yu € R igin &”’(u) = e* > 0 oldugundan

konvekstir.

Ornek 2.1.5 n > 1 igin é(u) = u™ fonksiyonu R*da konveks iken # ¢ift olmak

sarttyla £ (u) = u™ fonksiyonu da R iizerinde konvekstir.

Gergekten de &’(u) =n(n—1)u™2 >0 oldugundan her iki durumda da &

konvekstir.
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Tamim 2.1.6 (Siireklilik): £:S € R - R, uy € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|lu —uy| olan Yu € S igin |&E(u) —&(ug)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa &, u, da siireklidir denir [15].
Tanim 2.1.7 (Lipschitz Sartr): £: S € R — R fonksiyonu i¢in

1$(w) =) < Mlu—v| (2.10)
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa ¢, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir [15].
Tanim 2.1.8 (Diizgiin Siireklilik): £:S € R - R, uy € S ve € > 0 verilmis olsun.
u € Sve |luy —u,| <6 sartini saglayan Vu,,u, € S igin |&(uy) —&(uy)| < e
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa ¢, S de diizgiin siireklidir denir [15].
Sonug 2.1.3 £, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa ¢, S de diizgiin siireklidir [15].

Tanim 2.1.9 (Mutlak Siireklilik): I, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve :1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz
oniine alalm. Eger Ve > 0 igin Y,/=,|b; — ;| < § oldugunda Y[-,|&(b;) — &(ay)| <
€ olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayis1 varsa ¢ fonksiyonuna I kiimesinde mutlak

stireklidir denir[16].

Konveklik, Lipschitz sart1, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.3 L lineer uzay, U € L bir acik kiime ve ¢ : U —» R fonksiyon olsun.

a. ¢, U acik kiimesinde konveks olsun. Eger &, U’da bir noktanin
komsulugunda tistten sinirli bir fonksiyon ise U’da yerel Lipschitz’dir ve bu
nedenle U’nun kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’da
stireklidir.

b. & U C R" agik kiimesi lizerinde konveks ise ¢, U’nun her kompakt alt

kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’da siireklidir [10].

Tamim 2.1.10 (Quasi-Konveks Fonksiyon): {:S — R Dbir fonksiyon ve S ¢ R"

bostan farkli konveks kiime olsun. Yu,v € S ve A € [0,1] igin,
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§(Au+ (1 —Dv) < max{§(w), §(v)}
ise £’ye quasi-konveks fonksiyon denir. Eger

§(Au+ (1 = D) <max{$(u),§(v)}
ise &’ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

§(Au+ (1 —Dv) = max{§(w), §(v)}
ise £’ye quasi-konkav fonksiyon ve

§(Au+ (1 = D) > max{S(u), ()}
ise £’ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir [17].

Tanmm 2.1.11 & hem quasi konveks hem de quasi konkav ise £’ye quasi monotonik

denir [18].

Sonu¢ 2.1.4 Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi-konveks olup konveks
olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,
t ,te[-2,-1]
9(®) = { t2 ,te[-1,2]
ile tamimlanan g : [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir fakat
g fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konveks fonksiyondur [19].

Sekil 2.6 Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

13



Asagidaki grafikte, kirmizi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamamini diisliniiliirse bu fonksiyon quasi-konveks degildir.

Sekil 2.7 Aralikta quasi konveks fonksiyon

Tamm 2.1.12 (Geometrik-Aritmetik (GA) Konveks Fonksiyon): ¢é:1 € R* - R
fonksiyonu verilsin. Eger ¢ fonksiyonu Vu,v € I, 1 € [0,1] igin,

Ewtvt™) <28 + (1 — Dé(w) (2.11)
esitsizligini sagliyorsa & fonksiyonuna GA-konveks fonksiyon denir. Burada u?v!=%
ifadesi u ve v pozitif sayilarinin agirlikli geometrik ortalamasi ve A&(u) + (1 —

A)E&(v) ifadesi ise € (u) ve &(v) agirlikh aritmetik ortalamasidir [20].
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2.2. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.2.1 (Uggen Esitsizligi): Herhangi u, v reel sayilart igi
lu +v| < lul+|v|
|lul = vl| < Ju—v]|
[lul = lvl| <lu+v|
ve tiimevarim metoduyla
lu,+... +uy,| < |lugl+...+u,l

esitsizlikleri gecerlidir [4].

Teorem 2.2.2 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): &, [a,b] arahginda

taniml siirekli reel degerli bir fonksiyon oldun. Bu takdirde,

|2 ewydu| < [PlE@ldu(a<b) 2.12)

esitsizligi gecerlidir [4].

Teorem 2.2.3 (Ostrowski Esitsizligi): &:1 c [0,0) > R, I'(I'min ici) iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, ¢’ € L[a,b] ve a,b €1 i¢in a < b olsun. Eger
|€'(w)du| < M ise,

$(uw) — (2.13)

1 b M [(u—a)?+ (b—u)?
(b—a)faf(t)dt <b—a[ 2

esitsizligi elde edilir [21].

Teorem 2.2.4 (Simpson Esitsizligi): ¢: [a,b] = R, (a,b) tizerinde dort kez strekli

diferansiyellenebilir ve [|§*]|c, = supye(qp)|é* (W] < oo olsun. Bu durumda

b
1 b b 1 1
glwﬂg (& )] -5 | S du| < e gl - @)

2 2880

esitsizligi elde edilir [22].
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2.3. Baz1 Ozel Ortalamalar

Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel say1 i¢cin baz1 ortalamalar verilecektir.

e Aritmetik ortalama;:

a+b

A=A(a,b) = 3

e Geometrik ortalama:

G = G(a,b) =Vab

e Harmonik ortalama:

2ab
a+b

H =H(a,b) :=

e Logaritmik ortalama:

a ,a=D>b
L=1L(ab):= { b—a
Inb—Ina a#b

e p —logaritmik ortalama:

L, = Ly(a,b) = {[ pp+t — gp+1 F
(p+ 10 -a)

ortalamalar1 vardir.

Ayrica p € R olmak tlizere L,'nin monoton artan oldugu bilinir. Ly =1, L_; = L

ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski literatiirde
HSG<L<Z<I<A

seklinde yer almaktadir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Konveks Fonksiyonlar i¢cin Temel Esitsizlikler ve Elde Edilmis Baz

Sonuclar

Teorem 3.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): {: | - R konveks fonksiyon olsun.
Eger a,b € I, a < b ise

b 1 (" b
£(%5 )sb_afaf(u)dusw G.1)

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

denir. Burada ¢ fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine gevirir [23].

Teorem 3.1.2 (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) ¢:[a,b] - R, konveks bir
fonksiyon olsun. w: [a, b] = [0, o] fonksiyonu aTer’ye gore simetrik ve w € L[a, b]

ise

b
wfa w(u)du (3.2)

¢ (a ; b) jabw(u)du < Jab Fww(w)du <

Saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard esitsizliginin

agirlikli genellemesi olan Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi denir [24].

Teorem 3.1.3 (Integraller icin Hélder Esitsizligi) : p > 1 ve % +$ = 1 olsun. & ve

¥, |a,b] arahiginda tanimli reel fonksiyonlar, |£|P ve |y|9, [a,b] araliginda
integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1

b b % b 7
j |5(u)y<u)|dus(f If(u)lpdu> <f |y(u)|qdu) (3.3)

esitsizligi gecerlidir [4].
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Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki
gibi ifade edilir.
Sonu¢ 3.1.1(Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 ve olsun. ¢ ve y, [a, b] araliginda
tanimli reel fonksiyonlar, |&| ve |y|9, [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar
ise,

1

b b 1——
flf(u)y(u)ldus<f |E(u)|du> <f If(u)lly(u)|qdu> (3.4)

esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.1.1 ab€lve a<b olmak iizere, &:I'SR—> R, I’ iizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger ¢’ € L[a, b] ise,

§(a) +$(b)
2

b i aLbf(”)d” 3 b_TaJOI (1-26)¢'(ta+ (1 —t)b)dt  (3.5)
esitligi gegerlidir [25].

Ispat.

= [y A —20)¢'(ta+ (1 — )b)dt

_&(ta+ (1—-t)b)
- a—>b

(ta + (1 —0b)
—b

(1—2t)|0+2f J

_d@+E) 21 P
~ b-a _b—a'b—afa $(wdu

elde edilir. Buradan da

b—a §$(a) +¢(b)

1 b
— . (1—2t)¢'(ta+ (1 —t)b)dt = 5 —b_afa $(wdu

bulunarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4 &:I° S R - R, I iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I, a < b olsun. Eger |&'|, [a, b] iizerinde konveks ise,
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< (b—a)(lf’(g)H 1§" (D)1 (3.6)

{@+Ek) 1
2 b—a

fb E(w)du

esitsizligi gecerlidir [25].

Ispat. (3.5) esitliginden

b 1 b
E(a);rs‘( )_b_afa £ (u)du

elde edilir. Buradan,

b—a (!
_ ‘Tf (1= 26)&'(ta + (1 — t)b)dt
0

b—a (1
STf |1 —2t|[¢'(ta + (1 — t)b)|dt
0

konveks fonksiyon 6zelliginden

b—a (!
ST 11— 2¢t|[t|¢" (@) + (1 —t)|E"(b)]]dt
0

_ b -a)§" @l +[§" D
2

1
j |1 — 2¢t|tdt
0

_ b -a)(§ (@l +[§" )
8

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5 &:I' SR> R, I iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b €1’,a < bolsun. p < 1igin |&'|P/®P=D, [qa, b] iizerinde konveks ise,

HORON
2

1 b
— | ¢eoau

_b_ _b_ Bt
b—a [[{'(@)P~1+|¢"(b)|P1
= 1 2
2(p+ 1) (3.7

esitsizligi gecerlidir [25].
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Ispat. (3.5) esitliginden ve Holder esitsizliginden,

b 1 b
E(a);rf( )_b—a,f £ () du

_ 1
= ‘bTaf (1-=2t)¢'(ta+ (1 —t)b)dt
0

_ 1
sb—af |(1 —20)||&'(ta + (1 — t)b)|dt
2 0

<b_a11zpd%1' 1de%
_T(f (1 - 20) t) (f €'(ta + (1 - )b) t)

Burada % + é = 1 ve |&'|? ‘in konveksliginden

] §'(ta + (1 — t)b)|?dt Sf [t1E" (@7 + (1 = DIE"(B)[]dt
0 0

_ K@l + ')l
2

elde edilir.

1

1 1/2 1
f (1= 2t)|Pdt = f (1 —-2t)Pdt + 2t — DHPdt = ——
0 0 1/2 p+1

oldugundan

(b—a) |§’(a)|P/(P—1) + |€’(b)|p/(p—1) @®-D/p
<

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6 &:I' SR —> R, I iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b €I’,a < bolsun. q = 1icin |&'|9, [a, b] araliginda konveks ise,

ORSIONEE!
2 b—a

<

2

b b—a MG [1E@ + 1€ B
[ ewa <252 (5) [ G3)

esitsizligi gecerlidir [26].
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Ispat. (3.5) esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alinip

b 1 b
f(a);rs‘( )_b_afa £ (u)du

power-mean esitsizligi uygulanirsa

b—a (!
Tf (1= 26)&'(ta + (1 — t)b)dt
0

1
f |1 — 2t]|&'(ta + (1 — t)b)|dt

1 1—1/6] 1
S(f |1—2t|> (f |1—2t||f’(ta+(1—t)b)|th>
0 0

elde edilir. Burada |¢'|? konveks oldugundan

1/q

1 1
f 11— 261€'(ta + (1 — D)b)|9dt < f 11— 26[[t1€' (@17 + (1 — D€' (B)|9]de
0 0

_ K@l + ")l
4

elde edilir.Buradan

j 11— 2¢[|' (ta + (1 — O)b)|dt
0

1 1-1/q ’ ’ 1/q
&' (@7 + &' (D)1

1 .
Vef0 |1 — 2¢] =% ise

HORXIONE TN

bulunur ve ispat tamamlanur.

2

cb-a <1>l‘”q <I€’(a)lq + |é'(b)|q>”"
2 4

Lemma 3.1.2 &I’ c R—> R, I’ iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b €I’ vea < b olsun. Eger ¢’ € L[a, b] ise,

a+b>

ﬁfabau)du—e(T
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=(b—a) lfztf’(ta + (1 —-t)b)dt + L (t—1)&(ta+ (1 —t)b)dt (3.9)
0 2

esitligi elde edilir [27].

Ispat. (3.9) esitliginden

1

th'(m + (1 —t)b)dt + fl (t— D& (ta+ (1 —t)b)dt
0 2

1
§(ta+ (1 —0b) 4 2&(ta+ (1 —1t)b)
a—b flo _—[o a—b dt

é(ta+ (1 —t)b) L&(ta + (1 —t)b)
+ — (t—=1)3/2 — \ —r dt

- (b—la)Zng(u)d”_bif(anrb)

olur. Burada u = ta + (1 — t)b degisken degisimi yapilirsa

=(b—a) Ijoztf’(ta+ 1- t)b)dt+f1 (t —1DE&(ta+ (1 —t)b)dt
2

esitligine ulasilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7 &:I°"c R > R, [’ iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

a,b € I" vea < b olsun. Eger ¢’ € L[a, b] ise,

1 (P b\| _b-—
5 | feau-¢(52) <S5t as@i+ oD (3.10)

esitligi elde edilir [27].
Ispat. (3.9) esitliginden ve |&'|’in konveksliginden,

R e—
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=|(b—a) lfztf’(ta+(1—t)b)dt+f1 (t—1DE&'(ta+ (1 —t)b)dt
0 2

<(b-a) lletllf’(ta+(1—t)b)|dt+f1 |t — 1]|¢'(ta + (1 —t)b)|dt
0 2

f 218 @] + (1 - Ol (b
0

<(b—-a)
+f1 (1 =0tlE" (@] + (1 = )?&'(b)|)dt
2

b—a
ST(IE’(a)H 1$" (b))

olur. Burada
1/2 1 1 % 1 1
f t?dt = (1—t)%dt = —, f (1—t)tdt=f (1 - t)tdt = —
0 1/2 24 0 1 12
2

olur. Boylece ispat tamamlanar.

Teorem 3.1.8 &:I°C R — R, I iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve
a,b€l’, a<bolsun. p > 1, %+ % =1 i¢in |&'|P/®P=Y), [a,b] iizerinde konveks

ise,

‘ﬁf:f(x)dx—f(“;bﬂ

(1€ @™+ 316 (P77

p—1
14

1 (3.11)
D

P P
+(318 @PT + 1 ) P71

esitsizligi gecerlidir [27].
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Ispat. (3.9) ifadesinden ve Holder esitsizliginden,

|ﬁ | stodx— £ (S50)

1

1/2
<(b-a) U t|¢'(ta+ (1 —t)b)|dt +f [t —1[|1&'(ta + (1 — t)b)ldtl
0 1

/2
1 1
1 P 1

2 2
f tPdt f |€'(ta + (1 —t)b)|%dt
0 0

1 1/p 1 1/q
+<] |t — 1|Pdt +> (f If’(ta+(1—t)b)|th)
! 1/2 1/2 -

<(b-a)

elde edilir.

1/2 1 1/2
f tpdt=j It—llpdt=f (1-t)Pdt =
0 1/2 0

ve |€']? ‘in konveks oldugundan

(p + 1)2P+!
1 1

2 2

f €' (ta + (1 - Ob)|9dt < f [E1E (@7 + (1 — O)IE' (B)|7]de

0 0

_E @I+ 315’ ()19
8

1 1
fl € (ta + (1 - OBt < f (1€ (@17 + (1 — DI (B)|9]dt

2

_ 3¢ @ + 15" D)
8

elde edilir. Son olarak integraller yerlerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.3 &: 1 *c R - R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a, b € I °
ve a < b olsun. w: [a, b] = [0, o] araliginda tiirevlenebilebilsin. Eger ¢’ € L[a, b]

ise,
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=il " mwdu———¢ (422) f w)du
=(b—a) folk(t)f’(ta + (1 —-t)b)dt (3.12)
olur. Burada ¢ € [0,1] icin
t 1
fo wias+(-9nds , tefos)
k(D) = —ftlw(as +(1-s)b)ds , tE€ E 1]

olur [28].

Ispat. (3.12) esitliginin sag tarafinda k(t) fonksiyonunu yerine yazarsak

1
I = f k(t)é'(ta+ (1 —t)b)dt
0

T/t
= j <j w(as + (1 — s)b)ds) &'(ta+ (1 —t)b)dt
o \Jo

1 1
+f1 (—f w(as + (1 - S)b)ds) §'(ta+ (1 —t)b)dt
3 t

= 11 + 12
elde edilir. Burada

E(ta+ (1 —t)b) I%

t a—b 0
= <.f w(as+ (1 — s)b)ds) 1
0

_ jzw(at L 1—Db) $(ta+ (1 —1t)b) gt
0 a—>b

f(*7)

= <f§w(as+ (1—s)b)ds> ) a—b
0 2 —
- [*weae+a- op e 000,
0

benzer sekilde,
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( ) 1

1
I, = +(1—s)b)d a—b
2 (f% W(aS ( S) ) S) 1 ( . ) b S;(ta-l_(l_t)b)dt
—Lwa + (1-1t)b) P
2
olacagindan,
Izll‘l‘lz

f(*5)

( )

) I U2 ) I
=<f W(as+(1—s)b)ds>4 a—>b 5
0 1 E(ta+ (1 —1t)b) )I

L—fo wlat + (1 - )b) = —————=dt

elde edilir. t € [0,1] i¢in u = ta + (1 — t)b degisken degisimi yapilirsa ve her iki

taraf (b — a) ile carpilirsa (3.12) ifadesine ulasilarak ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.2 (3.12) esitliginde w(x) = 1 alinirsa (3.9) esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.9 [28] &:I°c R— R, I’ dizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I’ ve a<b. w:[a,b] - [0,00] araliginda tiirevlenebilebilir ve asz’ye gore

simetrik olsun. Eger | &'|9, [a,b] lizerinde konveks ve ¢ >1 ise 1/p + 1/q =1

i¢in,
b 1 a+by\ [
‘EL E(w(u)du — = af( > >L w(u)du
( 1 b a+b % \
(—(b mD Jﬂ (u - )Wp(u)du) X
<(b-a)? 2 > (3.13)

24 24

(IE’(a)I" + 2|vf’(b)|">a N <2I€’(a)l" + I<$’(b)lq>a

\ J
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Lemma 3.1.4 [28] é:1° c R — R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a, b €

I’ ve a<b olsun. w:[a,b] - [0,00] araliginda tiirevlenebilebilsin. Eger &' €

L[a, b] ise,

1 $(a) +&(b)

b 1 b
fa w(u)du —m.l; E(wyw(uw)du

b—a 2
= (b ; a)fo p(t)é¢'(ta+ (1 —t)b)dt
t € [0,1] i¢in
1 t
p(t) = j w(as + (1 —s)b)ds — j w(as + (1 —s)b)ds. (3.14)
t 0

Ispat. (3.14) esitliginin sag tarafi diizenlenirse

e ] P(O)E (ta + (1 — £)b)dt
0

(

]J

1
<f w(as + (1 — s)b)ds) &'(ta+ (1 —t)b)dt \L
1 ’ t
L+j0 (—JO w(as + (1 — s)b)ds) E(ta+ (1- t)b)dtJ

=L+

elde edilir. Burada

1 _
<f w(as + (1 — s)b)ds> {lta 2(1 2L 13
t

-
5= 1 _
+]O w(at + (1 — t)b)f(ta-;(_lb ) 4
— <f1w(as +(1- s)b)ds)ﬂ
0 a—>b
+J wiat + (1 — npy et A =00
. iy

ifadesine ulasilir. Benzer sekilde,
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Jo=- (fo w(as + (1 — s)b)ds)%
&(ta + (_1b— t)b) it

1
—f w(at + (1 —t)b)
0

elde edilir. Burada

I=h+)]

oldugundan

E(ta+ (1 —t)b) it
a—b>b

1
- <f w(as+ (1 — S)b)ds)w
0

1
Zf w(as + (1 —s)b)
0

a—b>b

elde edilir. t € [0,1] i¢in u = ta + (1 — t)b degisken degisimi yapilirsa ve her iki

(b-a)
2

taraf ile carpilirsa (3.14) ifadesine ulasilarak ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.3 (3.14) esitliginde w(x) = 1 alinirsa (3.5) elde edilir.

Teorem 3.1.10 [28] &:I'c R—> R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I’ ve a<b. w:[a,b] > [0,] araliginda tiirevlenebilebilir ve azﬁ’ye gore

simetrik olsun. Eger |&'|, [a, b] {izerinde konveks ise,

1 @ +&M) (P 1 (P
a > ) w(u)du — mfa E(ww(u)du

1 1
1 [ [ 1y(u)pdt]5<|f'(a)|q ¥ |f'<z»)|q>a (3.15)
=21/, 2

Burada t € [0,1] igin y(u) =

fb_(b_a)t W(u)du| dir.

a+(b—-a)t

Ispat. (3.14) ifadesinden
| 1 &(a) +$(b)

b—a 2

b 1 b
L w(u)du _EL E(ww(u)du
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1
1 f w(as + (1 —s)b)ds
t |E'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a J‘
- t
2 0 —f w(as + (1 —s)b)ds
- 0

b

1 b—(b—a)t
f f w(u)du — f w)dul |&'(ta + (1 — t)b)|dt
0 a b

1
< —
2 —(b—-a)t

b . . 1. .
olur. w(u), % ‘ye gore simetrik ve t € [O, E] icin

b—(b—-a)t

b—(b-a)t b
f w(u)du —j w(u)du =j w(u)du
a b—(b-a)t a+(b-a)t
t € E, 1] i¢in
b—(b-a)t b a+(b—a)t
J w(u)du —j w(u)du = —J w(u)du
a b—(b-a)t b—(b—a)t

olacagindan esitsizlikte yerine yazilirsa

1 +&(b) (P 1 b
‘b _az(a) - $(0) a w(u)du—mja B w(u)dis

1 1
< > [f y)|€ (ta + (1 — t)b)ldtl
0

f:; ((;__;): W(u)du| olur. Holder esitsizliginden

elde edilir. Burada y(u) =

1 b) (P 1 b
‘b _az(a);rz( )fa W(u)du—mfa £(uw)w(w)du

1

et > t an]?
<> fo Y@ dtl UO € (ta + (1 - O)b)| dtl

elde edilir ve |€'|? konveks oldugundan

1 +&(b) (P 1 (b
‘b _az(a) ; $(b) a w(u)du—mfa £(w)w(w)du
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1 1 2 l q ' b)|a 1
<~ UO y(u)PdtrCE (@) ;If( )| )q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.4 (3.15) ifadesinde w(x) = 1 alinirsa (3.7) elde edilir.

Teorem 3.1.11 (Hélder-Iscan integral Esitsizligi [29]) p>1ve 1/p + 1/q =1
olsun. Eger & ve y ,[a, b] lzerinde tanimli ger¢ek fonksiyonlar ve |€|P, |y|? [a, b]

araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

b
flﬂwﬂwwu

1 b 1/p b 1/q
sgj;KL<b—wwammw) ([ @-wirara)

b 1/p b 1/q
+(f (u—a)lf(u)lpdu> <f (u—a)h’(u)lqdu> } (3.16)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.1.12 (Improved Power-mean integral Esitsizligi [30]) ¢ = 1 olsun. Eger &
ve vy, [a,b] arahiginda tanimli ger¢ek fonksiyonlar, [&], [é]|y|? bu aralikta

integrallenebilir ise

b
j|awﬂwwu

-1

1 b q b 1/q
<51 ([ @-wiwia) ([ o - wiswiera)

1/q

b =g/ b
+<f (u—a)lf(u)ldu) <f (u—a)lf(u)lly(u)lqdu> (3.17)

esitsizligi elde edilir.

30



Teorem 3.1.13 a,b € R ve a < b olmak lizere, ¢:[a,b] € R —» R, (a,b) lizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |&'|,[a, b] lizerinde quasi konveks

ise,

@+ 1 (P
> _b—afa ¢(u)du

esitsizligi elde edilir [19].

< (b — a)-max{lf’(a)l, 1$" (D)1} 3.18)

Ispat. (3.5) esitliginden ve |&'|, quasi-konveks oldugundan,

HORZIONEE TN
5 _b—aj; E(u)du

b—a (!
zrj?—f(l—ZQF@a+(L—OMdt
0
b—a (!
S—f [(1—=2t)||&' (ta+ (1 — t)b)|dt
2 Jy

T 1
<222 [ 1a - 20limax @1 ) Dlde
0

_ (b~ a).max{[§" (@)1, 1§ ()1} (Jl |(1- 2t)|dt>
< 2 0

< b~ a@).max{[$"(@)], 1" (D) |}
o 4

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.14 a,b € R ve a < b olmak iizere, {: [a, b] € R - R, (a, b) araliginda
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. p > 1 icin |&'|P/®~Y, [q, b] araiginda

quasi -konveks ise,

(@+eE®) 1
2 b-— aL $wdu
b—a L L ijl
<=2 |max{ig'@P11e @) (3.19)
2(p + 1P

esitsizligi elde edilir [19].
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Ispat. (3.5) ifadesinden ve Holder esitsizliginden,

§@+ED)
2

1 b b—a (!
— afa £u)du| = ‘Tfo (1 = 20)& (ta + (1 — £)b)dt

b—a (!
STI |1 — 2t||€'(ta + (1 — t)b)|dt
0
1

e 1121%1%1' 1 - oyb)adt )’
<222 ([ n-zra) ([ eeas a - opa)

|E'|P/®=1) quasi konveks oldugundan

L 1
— 1 > 1 =
=3 ’ > < (_]; [1— Ztlpdt>p <j; max{|&'(a)|9, |§'(b)|q}dt>q

—al [max{|¢'(@)|9, ' (b)]9}]2
2(p + 1P

IA

bulunur ve

—a

< W [max{lgl(a) |p/(P—1)' |E,(b) |p/(p—1)}](p—1)/p

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Theorem 3.1.15 [31] a,b € I" ve a < b olmak iizere, §:I' c R > R, I’ arahiginda
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 i¢in ¢’ € L[a, b] araliginda [&'[?

quasi-konveks ise,

$(a) +§(b) 1 (P
> _b—aL E(w)du

Ispat. (3.5) ifadesinden ve Power Mean esitsizliginden,

b—a , , 1
< —— max{I§' @17, 1F' BI7PT (3.20)

§@+ED)
2

1 (P h—a (!
b—aL fwdu :‘TL (1—28)¢'(ta+ (1 - t)b)dt

b—a (!
STf |1 —2t||&'(ta + (1 — t)b)|dt
0
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1

1
b—al( Yot , q
ST (fo |1—2t|dt> (fo |1 —2t|[¢ (ta+(1—t)b)|th>

1
q

1 1-+ .
Sb;a<L|1—2t|dt> q<max{|§—"(a)|q’|§:l(b)IQ}j; |1_2t|dt>

b — 1
< T“ (max{|' (@)|%, &' (b)|9})a

Theorem 3.1.16 a,b €I’ ve a < b olmak iizere, &:I°'c R—> R, I’ arahginda
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 i¢in &' € L[a, b] araliginda [&'[?

konveks ise

f(a) +1(b) 1 (P
> _b—aL f(x)dx

S(b—a)( 1 )%

4 p+1
1 1
o (IE’(a)Iq +32I€’(b)l">q N <2I€ (a)I"3+ 1 (b)l">°’ (3.21)

esitsizligi saglanir [29].

33



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, tinlii Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili bazi tiirevlenebilir

fonksiyonlar igin Fejér tipi yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.1.1 f:I' c R > R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I’

a<b,ve w:[a,b] — [0,0] araliginda integrallenebilir, aTer’ye gore simetrik bir

fonksiyon olsun, eger |f'|?,[a, b] araliginda konveks, g > 1 ise

‘ﬁ | fomweodr - ——r (452) | W)

< (b—a)

p

(o e

o (B @I + 1117 (B
384
X 4

+ (ﬁ fa;b (b —x) (x - aTer) W”(x)dx>

384

o <3|f’(a)|q + 51 ()
\

esitsizligi saglanir.

1 3

2 p
) wP (x)dx)

T (@I + SO
J ()

1
p

384

1 1
>5 N <5|f'(a)|" + 3|f'(b)|">a

J

Ispat. (3.12) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiginda

‘ﬁfabf(x)w(x)dx -7 i - f (a er b) fabW(x)dx
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N[ =

f (f w(as + (1 — s)b)ds) |f'(ta+ (1 —t)b)|dt
o \Jo

<(b-a)
|

elde edilir ve bu esitsizlikte integral siras1 degistirilirse

<flw(as + (1 - s)b)ds> |f'(ta + (1 — t)b)IdtJ

+
Nh

|ﬁfabf(x)w(x)dx ~3 i af (a -Zi_ b) .l;bw(x)dx

| f f w(as + (1 —s)b)|f'(ta+ (1 —t)b)|dtds ]| )
|

<(b-a)
|l+f1 f% w(as + (1= s)b)|f'(ta+ (1 - t)b)ldtdsJ

2
ifadesine ulagilir. Burada (4.2) esitsizligine Holder-Iscan integral esitsizligi

uygulanirsa

1 a+b

b—a

f w(x)dx

b
f f)w(x)dx — -

1 7

r p
( ——5 ( wP(as + (1 — S)b)dt) ds)
( E s) ( 1 (ta + (1 — t)b)lth> ds>

<(b-a)s" L

1 1
(fzs ’ wP(as + (1 — s)b)dt) ds)
0 N

<f25< 2|f’(ta+(1—t)b)|th>ds>
[ \"° s 1)

X

QR

X

QR
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+(b —a)-

ﬁ\
~ I
e

a

1 N
(1-y9) (fl wP(as + (1 — s)b)dt) ds) X

1 s q
(fl (1-5) (fl |f'(ta+ (1 — t)b)lth> ds)

1

1 7

=

2
1

1
(s — %) (f; wP(as + (1 — s)b)dt) ds)p X

1

(s - %) (ﬁ If'(ta+ (1 — t)b)lth> ds)a
2

L
N

elde edilir ve |f'|? konveks oldugundan

‘ﬁfabf(x)w(x)dx ~3 i -f (a er b) wa(x)dx
T , . ;

<f02 (% _ S) <£2 wP(as+ (1 - s)b)dt> ds) x
(Jo; G-) (J% Ef @I+ - t)lf’(b)l")dt> is)

<(b-a)s"

i

J s ( f 2@l @l + (1 - t)lf’(b)lq)dt> ds>
0 S

1

1

1 1 p
2 2

<f s <f wP(as + (1 — s)b)dt) ds) X
0 N
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([ . . % -
(_[-1 (1—S)<ﬁL wp(as+(1—s)b)dt>ds> x

2

1 S %
fl (1-s) (fl ¢l @+ @1 - t)If’(b)Iq)dt> d5>
+(b—-a){ 2 2 ]

(fl (s _ %) (gwp(as +(1- s)b)dt> ds) %

+ 2 1
\ (f; (s N %) (f;@lf’(a)lq + (1= 0)If'(b)|)d t) dg>q

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte x =as+ (1 —s)b ve dx = (a—b)ds

=

=

1

olacagindan

‘ﬁ | ' Fowodr - ——f (<50) | W

(

1 b 2
(W f@ (2x—a-— b)zwp(x)dx>

2

<5|f'(a)|" + 11|f’(b)|q>%

: 384 |
<(b-a)x{ _ |

1 b
(m fa+b (b=x)(2x—a- b)wp<x)dx>

S

1
3If'(@)|® + 51f'(B)|7\a
384

L
-
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l_
a+b p

1 Tz
f (x —a)(a+ b —2x)wP(x)dx

2(b —a)?

1
<5|f'(a)|q + 3|f’(b)|q>5
| 384 |
+(b—a) x| ot 4.3)

atb Z
ﬁj; ’ (a + b — 2x)*wP(x)dx

(11If’(a)|q + 5|f’(b)|q>5

L 384 )

esitsizligi elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu x = %’ye gore simetrik oldugundan

burada
. b
I = mfazﬂ (2x — a — b)?wP (x)dx
1 b L., (44)
LIZ = mfa (a+ b — 2x)*wP (x)dx
b
I = mfazﬂ (b — x)(2x — a — b)wP(x)dx
1 ab LI, (45)
I, = mfa (x —a)(a+ b — 2x)wP (x)dx

yazilabilir. (4.4)-(4.5) esitlikleri (4.3) esitsizliginde yerine yazildiginda

‘ﬁ]abf(x)w(x)dx - i ~f (a er b) wa(x)dx
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1 a

b
l<<b—a>3fa+b<"‘
SIf (@) + 11[f' ()[4

384

x[<

<(bh-a)y

+

B

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(e Lo

3|f (@] + 51f' ()|
384

1
q
+

1
q
+

, : ~
) wP (x)dx)

1] (@) + 5|f'(b)|q>%]

+b
2
1

<
o]

X — %) wp(x)dx>p

384

SIF"(@)]7 + 3[f'(b)|

[

o]

J

Sonug 4.1.1 (4.1) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

a+b
2

)

o [ o £

<(b-a)

|l

51" (@17 + 1117 ()|
384

f<l

24

X <

3" (@) + 51f' (D)1

o

-

11f'(@]? +51f' (D)1

F

SIF' (@) + 31f' (D)1

WAL [( )

<(b-a)

384
\

SIf' (@]9 + 11]f'(b)[9 1

384

< F

i

1f'(@)]9 + 5[f"(b)|

rory

29+

3If"(@)]9 + 51f'(b)|?

SIf'(@)]9 + 3| (b))

i

o0

16

| O

@

elde edilir. Boylece (3.13) esitsizligine gore daha iyi bir sonug elde edilmis olur.
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Teorem 4.1.2 f:I"cR—- R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I a<b,ve w:[a,b] - [0, ] arahiginda integrallenebilir %b’ye gore

simetrik bir fonksiyon olsun, eger f' € L[a, b] araliginda quasi-konveks, g > 1

ise

‘ﬁfabf(x)w(x)dx ~% i af (a -Zi_ b) .l;bw(x)dx

1

1\q a
<20 - ) (5" max{lf @7, I B

1
(e

Ispat. (3.12) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiginda

‘bia.l;bf(x)w(x)dx—b 2 g wa(x)dx

.

1 ¢
fz (f wlas+ (1 — s)b)ds> IF'(ta + (1 — £)b)|dt
<-a{ L°° It

+_J% <Jt W(as+(1—s)b)ds>|f’(ta+(1—t)b)|dt_

\

elde edilir ve bu ifadede integral siras1 degistirilirse

‘ﬁjabf(x)w(x)dx -7 i af<a ; b) LbW(x)dx

11
fzfzw(as + (1= s)b)If'(ta + (1 — t)b)|dtds
0

N

<(b-a) 1 s
+ . fl w(as + (1 —s)b)|f'(ta+ (1 — t)b)|dtds

2 2

esitsizligine ulasilir. Burada Holder esitsizligi uygulanirsa

‘ﬁ | ’fomweodr - —— 1 (422) | wdx
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E I

wp (as+ (1 - s)b)dtds) X

QR

f If'(ta + (1 — t)b)lthds>

1
f wP(as + (1 —s)b)dt ds)p X

(1
(f_

+
s q
k _(f%f%v (ta+(1—t)b)|thds> |

elde edilir ve |f'|? quasi-konveks oldugundan

‘ﬁjabf(x)w(x)dx - i ~f (“ er b) f: w(x)dx

1
< (b — a)(max{lf' (@9, |f' (B)|7}a

1

jo L wP(as + (1 — s)b)dtds) (féfédtds>
b/ s
+ <] j Wp(as+(1—s)b)dtds> (J; J dtds)‘

elde edilir. Son esitsizlikte x = as + (1 — s)b ve dx = (a — b)ds olacagindan

(

I—I
"

X 5

Q=

\

a+b f w(x)dx

b
- aL fx)w(x)dx — P

1

1 1
< (b- o) (5)" tmaxlir @I, 17 B9
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1

(7o &0l
ST =2 s (2x —a —b)wP(x)dx
Z(b—a)ZaTb

X < 1)
a+b
1

+ WLZ (@ + b — 2x)wP (x)dx

(

J

elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu x = azﬁ’ye gore simetrik oldugundan

‘ﬁ | ' Fomweods - —— 1 (422) | W

1

N 1
<20 - @) (5)" max(lf @I, 17 B}

X (ﬁ jé (x _é ; b) wP (x)alx>5

elde edilir Boylece ispat tamamlanur.

Sonug 4.1.2 (4.7) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

|ﬁjjf(x)dx—f(a7+b>jjdx

(b—a)
4

<

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.3 f:I'c R—> R, [’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve
a,b €I’ a<b,ve w:[a,b] - [0, ] arahginda integrallenebilir aTer’ye gore

simetrik bir fonksiyon olsun, eger f' € L[a, b] araliginda quasi-konveks, g > 1

ise

‘ﬁj:f(x)w(x)dx - i ~f (a er b) fab w(x)dx

42
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< 2(b — a)(max{|f (@)%, |f'(b)|9})a

1 1
() (ﬁ [0 (r-oxhy medx)”

x| . - (4.9)
| ot

Ispat. (3.12) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiginda

J

‘ﬁf:f(x)w(x)dx - i ~f (a er b) fab w(x)dx

([ .1, ¢
fz (f w(as 4+ (1 — s)b)ds> IF'(ta + (1 — £)b)|dt
<(b-a)y L iy 15

+_f% <ft w(as+(1—s)b)ds)|f’(ta+(1—t)b)|dt_

\

elde edilir ve bu ifadede integral siras1 degistirilirse

‘ﬁjabf(x)w(x)dx - i ~f (a er b) Jab w(x)dx

jzjzw(as + (1 —-5s)b)|f'(ta+ (1 —t)b)|dtds
) 0 Ys

<(b-a

1 J1

2 2

[ “wlas + (1 - )B)If'(ta + (1 — 0)b)deds

esitsizligine ulasilir. Burada Holder-Iscan integral esitsizligi uygulanirsa

‘b1afabf(x)w(x)dx—biaf(a;b)wa(x)dx
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<b-a){ .
1 1 D
( 2s <fzwp(as +(1- s)b)dt) ds) X
0 N
+ 1
1 1 q
fzs f2|f'(ta+(1—t)b)|qczt ds
S s 1)
f [ 1 S %
(fl (1—S)<f1 Wp(as+(1—s)b)dt>ds> X
2 2 :
1 S q
(fl (1—5)([1 If’(ta—l—(l—t)b)lth)ds)
+(b—a)y 2 2 .
1 s D
(L (s - %) <L wP(as + (1 — s)b)dt) ds)p X
+ 2 2 )
1 s q
\ (f% (s—%)(é |f’(ta+(1—t)b)|th>ds>q_

jj (% - s) (fpr(as +(1- s)b)dt> ds)ﬁ
(.f% (% a S) If'(ta+ (1 - t)b)lth> ds)

X

1
q

elde edilir ve |f'|? quasi-konveks oldugundan

N

‘ﬁjabf(x)w(x)dx - i ~f (a er b) Lb w(x)dx

1
< (b — a)(max{lf' (@I, |f' (B)7}Ha
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1

( 1
<J‘%(%_g)<f%wp(as+(1—s)b)dt>d5>p<f%(%_s>zds
1 1 % 1 %
+[<.fzs (fzwp(as+(1—s)b)dt>ds> (fzs (%—S)dS) l
X 3

1 1
+ <.E(1—s)<f;wp(as+(1—s)b)dt>ds>p<f;(1—s) (s—%)ds)ﬂ

\ + (f%1<s—%)(éswp(as+(1—s)b)dt>d5>p<f%1<s—%>2ds>q‘

Son esitsizlikte x = as + (1 — s)b ve dx = (a — b)ds olacagindan

Lbf(x)w(x)dx - = i —f (a er b) fab w(x)dx

1
b—a

1
< (b — a)(max{lf' (@I, |f' B)]7}Ha

1 1 A
1 b Pr1\a
[

2

1 b v 1\a
+ I(m fﬂ (b —x)(2x —a — b)w? (x)dx) (E) ‘

X r
a+b 1
1 2 1\aq
+ {(m]a (x—a)(a+b— Zx)wp(x)dx> (E)q‘

a+b

f * (a+b- 2x)2wp(x)dx>p (%)2]
J

1
N2 a3
L

~—

(4.10)

elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu x = aTer’ye gore simetrik oldugundan (4.4) ve

(4.5) esitlikleri (4.10) esitsizliginde yerine yazilirsa
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‘b—a

b
f fw(x)dx — 5

1

< 2(b — a)(max{lf' (@19, |f' ()17}

X <

.

8
L

&

1

1
(b —a)’

((b —a)?

1

elde edilir Boylece ispat tamamlanir.

1
b a + b\? v
_ P
fﬂ(x 5 ) wP (x)dx
2

1
fa; (b —x) (x - asz) Wp(x)dx>p
2

Sonug 4.1.3 (4.9) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

edilmis olur.

‘ﬁf:f(x)dx—f(azﬁ)fabdx

<

(b—a)
8

1
(max{lf' (@)% |f'(B)}7

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.8) esitsizligine gore daha 1yi bir sonug elde

() o

J

Teorem 4.1.4 f:I°’c R - R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve

a,b€l’” a<b,ve w:[ab] - [0,0] aralifinda integrallenebilir %b’ye

gore simetrik bir fonksiyon olsun, eger f' € L[a, b]

konveks ise,

1
b—a

b
f fw(x)dx —

1 <a+b
b—af 2

< 2(b — &) (max{|f (@]9, |f'(b)|T})a

|

1
(b —a)?

b

faTer (x B

a+
2

b) w(x)dx}
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araliginda quasi-

> fb w(x)dx

4.11)

(4.12)



Ispat. (3.12) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

3l eowix - ——f (222) | W

1 t
fz (f w(as + (1 — s)b)dS> |f'(ta + (1 — t)b)|dt
<b-a| ° ",
+£ <ft w(as+(1—s)b)ds>|f’(ta+(1_t)b)|dt
2

elde edilir ve bu ifadede integral siras1 degistirilirse

‘ﬁjabf(x)w(x)dx - i ~f (a er b) f: w(x)dx

1

f‘j‘z w(as + (1 —s)b)|f'(ta + (1 — t)b)|dtds

=

< (- a)l
l

ifadesine ulasilir. Burada power-mean esitsizligi uygulanirsa

W(as + (1 —s)b)|f'(ta+ (1 —t)b)|dtds

N = i
N| = i
e —

- eows - ——r(<32) | W

(T L 12
JZ jzw(as + (1 —s)b)dtds X
0 Js
11 %
2 (2
f f w(as + (1 —s)b)|f'(ta+ (1 —t)b)|dtds
<(b-a)s |\/0 s
1 ,s 1_%
(Jl Jl w(as+ (1 — s)b)dtds) X
+ 2 2 .
1 (s q
J J w(as + (1 —s)b)|f'(ta + (1 — t)b)|dtds
WA ]

elde edilir ve bu esitsizlikte |f'|? quasi-konveks oldugundan
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—a

‘bia.[:)f(x)w(x)dx—b ! f(a;b)fabw(x)dx

< (b — a)(max{lf' (@9, |f' B)|7}a

- 1 -
( 7 1)

1 1 1=
(fzfz was + (1 — s)b)dtds) x
0 Ys
1
11 1
<f2fzw(as +(1- s)b)dtds>
i 0 Js

X 4 r
(fl flsw(as +(1- s)b)dtds) p X
+ 2 2 )
1 s q
| (f% f% w(as+ (1 - s)b)dtds) |

elde edilir. Bu esitsizlikte x = as + (1 — s)b ve dx = (a — b)ds olacagindan

1 (b 1 b\ (?
‘mfa fOw@dx = -—f (a er )fa w(x)dx
< (b — a)(max{|f'(@)|9, |f'(b)|9})2

f[—l Jb (2 b) ()d]\
x—a—Db)w (x)dx
2(b —a)? ath

X < " a+b ’
+ [—J " (a+b—2%) w(x)dx]
\ a )

2(b — a)?

elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu asz’ye gore simetrik oldugundan

2

‘ﬁfabf(x)w(x)dx ~3 ! af(a * b) Jabw(x)dx

< 2(b — a)(max{lf'(@)|% If'(B)|7D7
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’ {ﬁf; (v ; b) W(x)dx}

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 4.1.4 (4.12) esitsizliginde w(x)=1 alinirsa

L o2

(b—a)
4

(max{|f'(a)]9, If’(b)lq})% (4.13)

<

Teorem 4.1.5 f:1 ‘c R - R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a, b € [ ’
a<b, ve w:[a,b] - [0,00] araliginda integrallenebilir azﬂ’ye gore simetrik bir

fonksiyon olsun, eger ' € L[a, b] araliginda quasi-konveks ise,

‘ﬁjabf(x)w(x)dx - i —f (a er b) Lb wil) dx

< (b — a)(max{If'(@)|% |f' (D)|"H)4
1 b X
—Z(b — o) fﬂ (2x —a—b)*w(x)dx
X , - (4.14)

1
T ooy 02~ By

esitsizligi saglanir.

Ispat. (3.12) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri aliirsa

‘biaj;bf(x)w(x)dx—biaf(a;b)wa(x)dx

f§<ftw(as + (1 —s)b)ds) |f'(ta+ (1 —t)b)|dt
<b-a)f ° V°

+f1 (J w(as + (1 — s)b)ds> |f'(ta+ (1 —t)b)|dt
5 t
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elde edilir ve bu ifadede integral siras1 degistirilirse

1

|b—a

L
+)

< (b

S

fy

2

N

fabf(x)w(x)dx - i _f (“ ;L b) fab w(x)dx

w(as+ (1 —s)b)|f'(ta+ (1 —t)b)|dtds

fl w(as + (1 —s)b)|f'(ta+ (1 — t)b)|dtds

elde edilir. Burada Improved power-mean esitsizligi uygulanirsa

1

< (b —-a)y

’b—a

-
i

!

b 1
|| Feowode—p—(

N| =

(

|

1

E—S

N[ =

I

1
2

i

1

N

==5

{

a+b

1

N
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2

) fb w(x)dx

1 -5
) (jz w(as + (1 — s)b)dt) ds) X

1
) fzw(as+(1—s)b)|f'(ta+(1—t)b)|th ds

:
sz(as + (1 - s)b)dt) ds) X

s fzw(as+(1—S)b)|f’(ta+(1—t)b)|th ds

1
q

Q-

|
-




+(b—a)

([ ) s 1—%
(fl (1-y9) (fl w(as+ (1 — s)b)dt> ds> X
1 N
fl (1-y9) (fl w(as + (1—s)b)lf’(ta+(1—t)b)|th>ds>
x{ 2 2 1 i
1 s q
(L (s - %) (L w(as+ (1 — s)b)dt) ds) ! X
+ 2 2
1 1 S
(fl (s - E) (fl w(as + (1= )b)|f'(ta + (1 — t)b)lth) ds)
L\ : ]

2

elde edilir ve bu esitsizlikte |f'|? quasi konveks oldugundan

‘biaLbf(x)W(x)dx— biaf<a;b) fabW(x)dx

1
< (b — a)(max{lf' (@I, |f' B)|7}a

(T R
q

1 1 1—
(joz (% _ 5) <L2w(a5 +(1- S)b)dt> ds) %
1 1 %
<f02 (% _ S) (fzw(as +(1- S)b)dt> ds)

1 -

] 1
1 1 q
<j25<jzw(as+(1—s)b)dt>ds> X
0 N
1
1 1 q
2 2
<f s <f w(as + (1 — s)b)dt) ds)
. L 0 s 1)

+(b — a)(max{|f' (@9, 1f'(B)|H4

X<
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(T L1

1 S 1_5
(fl 1-y) (fl w(as + (1 — s)b)dt> ds> X
2 Z .

1 s q
( . (1-19) (fl w(as + (1 — s)b)dt) ds>

x4 7 1_1'_>
(ﬁl(s—%)<f;w(as+(1—s)b)dt>ds> qx

2
+ 1

L (fll (s —%) (flsw(as+ 1 —s)b)dt> ds)a

2

L
N\

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte x = as + (1 — s)b ve dx = (a — b)ds olacagindan

‘ﬁj:f(x)w(x)dx -~ ! —f (a er b) fab w(x)dx

1
< (b — a)(max{lf' @I, If' B)|7Ha

( 1
4(b —a)?

1 b
+m1ﬂ (b—x)(2x —a—b)w(x)dx

X ) b > (4.15)

b
J;Hb (2x —a — b)*w(x)dx

2

+WL " - a)a+b—20wlx)dx
a+b
1 2
k + mja (a+ b —2x)*w(x)dx

elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu x = %’ye gore simetrik oldugundan (4.4) ve

(4.5) esitlikleri (4.15) esitsizliginde yerine yazildiginda

‘ﬁjabf(x)w(x)dx ~3 i af (a ; b) fabw(x)dx

< (b — a)(max{lf' (@I, If' B)7Ha
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1

b
mﬁﬁb (2x —a — b)*w(x)dx

b
(b BE .L”’ (b—x)2x —a—b)w(x)dx

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5 (4.14) esitsizliginde w(x)=1 alinirsa

i [ oo (2)

—_ 1
S (@19, 1 BT (4.16)

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.13) esitsizligine gore daha iyi bir sonug elde edilir.

Teorem 4.1.6 f:I'c R— R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I’
ve a < b. w:[a,b] = [0,] araliginda tlirevlenebilebilir ve aTer’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] iizerinde konveks ise

1 f(a)+f(b)
b—a 2

[ 1 1
(j (1- t)lg(x)lpdt>p <|f (@) "‘62|f (b)|q>q
0

+< [ t|g(X)|pdt>p <2If’(a)lq;rlf’(b)lq>5
0 |

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

w(x)dx — —— j FEWx)dx

(4.17)

IA
N =

w()dx — —— j FEOWE)dx

1 fla)+f(b)
b—a 2

t

w(as + (1 —s)b)ds — f w(as + (1 —s)b)ds
0
If'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a
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|f'(ta + (1 —t)b)|dt

b—(b-a)t b
f w(x)dx — f w(x)dx
a b

—(b-a)t

i

w(x) ,az;b ‘ye gore simetrik oldugundan t € [0, %] igin

b—(b—a)t b b—(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx =f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b—a)t

t € E, 1] icin

b—(b—-a)t b a+(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx = —J w(x)dx
a b

—(b=-a)t b—(b—a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 b) (P 1 (b
‘b_af(a);f( ) ) w(x)dx—mja FOOW(x)dx

1 1
< > j g f'(ta+ (1 - t)b)Idt]
0
elde edilir. Burada g(x) = f:;((:__;)tt W(x)dx| olmak iizere bu ifadeye Holder-iscan

integral esitsizligi uygulanirsa

1 b) (" 1 (P
‘b_af(a);f( )Lw(x)dx—mja FOOW(x)dx

1 11

( j (1- t)|g(x)|pdt>” ( j (1 - Olf (ta+ (1 - t)b)lth>q
0 0

! 5/ (1 i
+<J tlg(x)lpdt> <J t|f’(ta+(1—t)b)|th>
0 0

elde edilir ve bu esitsizlikte |f'|? konveks oldugundan

IA
N =

1 b) (P 1 (P
‘b_af(a);f( ) a W(x)dx—mja FOOW(x)dx
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IA
N =

1

(f (1—t)|g(x>|r’dt) (f A=) Ef' @7+ - DIf’ (b)mdt)
0
5

+<f t|g(x>|Pdt) (f ECEf @19+ (L= O)lf (b)w)dt)
0

esitsizliginde gerekli integral uygulamalari yapildiginda

1 b
|b_af(“);f() w(x)dx ——f Fw(x)dx

1 = e , 1
(f (1- t)|g(x)|1’dt>p ('f (@I +21f (b)|q>q
0

6
1
+ <j; tlg(x)lpdt>

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

IA
N[ =
T

1
<2If'(a)lq + If’(b)lq>a
6

Sonu¢ 4.1.6 (4.17) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

f@+f®) 1 °
> _b—aja f(x)dx

1 b—(b—a)t
<f (1—t)f dx
0 a+(b—a)t
p 1 1
1 b—(b-a)t P2IF ()9 + | £ (D)]|9\a
+<ftf i dt)(lf()l If()l)
0 a+(b—-a)t

6
elde edilen ifadede gerekli integral uygulamalar1 yapildiginda

' dt>’1’ <If’(a)l" +6 2If’(b)lq>%_

IA
N =

f@+fm) 1 (°
5 _b—aL f(x)dx

s(b—a)( 1 )%x <|f’(a)lq+2If’(b)|q>%+<2|f’(a)lq+If’(b)qu
4 \p+1 3 3

(3.21) esitsizligi elde edilir. Burada

h:[0,00) - R, h(x) = x%,0 < s < 1, konkav fonksiyonu her u, v = 0 ise
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h(u-zl-v):(u-zl-v)sZh(u)-;h(v):us-zl-vs

oldugundan

1 1
lllf’(a)lq + 2|f’(b)l"la +1l2|f’(a)|q + If’(b)lqla < [If’(a)lq + If’(b)lql
2 3 - 2

buradan

(b—a)( 1 )%X |f" (@] + 2[f"(b)|7 5+ 2[f'@|T + |f"(B)|7\a
4 \p+1 3 3

BULIES N -l + 1 @I
2 p+1 2

olacagindan burada bulunan sonug (3.7) esitsizliginden daha iyi bir sonugtur.

Teorem 4.1.7 f:1 ‘c R- R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I °
ve a < b. w:[a,b] = [0,00] araliginda tiirevlenebilebilir ve azﬁ’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] iizerinde quasi-konveks ise

O M- [ e

1 (4.18)
1
< 5 (max{|f" (@)% If’ (b)|7})a (J Ig(X)I”dt>

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

OO - [ e
Sb;OL fol j;lw(as+(1—s)b)ds—f0tw(as+(1—s)b)ds

|f'(ta+ (1 —t)b)|dt
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b—(b—a)t b
w(x)dx—f w()dx| |f'(ta + (1 — O)b)|dt

b—(b—-a)t

=[]

w(x) ,az;b ‘ye gore simetrik oldugundan t € [0, %] igin

b—(b—a)t b b—(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx =f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b—a)t
t € E, 1] icin
b—(b—-a)t b a+(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx = —J w(x)dx
a b—(b-a)t b—(b—a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 f(a)+f(b)
‘b s > w(x)dx — —J fx)w(x)dx
1 1
<3| [ geoirca+ (1—t>b>|dt]
0
elde edilir. Burada g(x) = ff;((:__gtt W(x)dx| olmak {izere Holder esitsizligi

uygulanirsa

1 fla)+f(b)
b—a 2

w)dx — —— j FEOWE)dx

1

IR N
SE (JO lg(x)| dt) (jo |f'(ta+ (1 —t)b)| dt)

elde edilir ve bu esitsizlikte | f'|? ‘quasi-konveks oldugundan

<~

1
< 5 (max{|f" (@14 If' (b)) (f Ig(X)Ipdt>

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1.7 (4.18) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

fla) +£(b)
2

1 b
—b_af f(x)dx

1

P\p
dt>

1 b—(b-a)t
f dx

a+(b—-a)t

< L tmaxtip @, 1 )19 [
2 0

1
b— 1 \» 1
<l _ @) (p )’ (maxtlr @7, 1 )1

(3.19) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.8 f:I'c R > R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I’
ve a < b. w:[a,b] = [0,00] araliginda tiirevlenebilebilir ve azi’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] tizerinde quasi-konveks ise

1 f(a)+f(b)
b—a 2

L w(x )dx—%f f)w(x)dx

N 1 (JO (1—t)|g(x)lpdt>p (4.19)
<(3) " tmaxlir @I 1f 1 ;
+<f tlg(x)lpdt>p

0

2
Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

1 f(a)+f(b)
b — 2

w(x)dx ——f fOw(x)dx

t

w(as + (1 —s)b)ds — J w(as + (1 —s)b)ds
0
If'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a

If'(ta + (1 — t)b)ldtl

1 b—(b-a)t b
<= f W(x)dx—f w(x)dx
2 a b—(b—a)t

[
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w(x) ,az;b ‘ye gore simetrik oldugundan t € [0, %] i¢cin

b—(b—-a)t b b—(b—a)t
f w(x)dx—f w(x)dx =f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b-a)t

t € E, 1] i¢in

b—(b-a)t b at(b—a)t
J. w(x)dx —f w(x)dx = —f w(x)dx
a b—(b-a)t b—(b-a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 f(a)+f(b) f
|b s > w(x)dx fx)w(x)dx
1 1
< 3 j g|f'(ta+ (1 — t)b)|dt]
0
elde edilir. Burada g(x) = f;; ((:_—(;1)); W(x)dx| olmak iizere Holder-iscan integral

esitsizligi uygulanirsa

1 f(a)+f(b)
b—a 2

fa wiedx — f FOOw()dx

1

( f 1- t)|g<x)|pdt>p < f A - OIf (ta + (1 - t)b)wt)
0 0

Q|
]

1 v 1
+ (f tlg(x)lpdt> (f tlf'(ta+ (1 - t)b)lth>
0 0
elde edilir ve bu esitsizlikte | f'|? quasi-konveks oldugundan

( | a- t)|g<x)|pdt) 1< j (1- t)dt)
(jo t|g(x)|Pdt)p< tdt)

IA
N| =

1
< 5 (max{lf" (@19, If* (b)lq})q
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— l_

1 ) <f (1—t)|g<x>|pdt>p
(max{|f' (@1 |f'(B)|7))a | *° ;

() e
+<f0 tlg(x)lpdt>

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.8 (4.19) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

fl@y+f® 1 (7
‘ > _b—afa f(x)dx
! 1 b—(b-a)t p 5
, 1 (f a-o|[ " ax dt)p
! max{|f' @19, |f' B)|9pa| \° o

<(3

T=

b—(b—-a)t
j dx

a+(b—-a)t

p
)

+([

)E (max{|f' (@19, |f'(b)|7})4

S(b—a)( 1
2 p+1

(3.19) esitsizligi elde edilir. Boylece sonug 4.1.7 ile ayn1 sonuglar elde edilmis olur.

Teorem 4.1.9 f:I°' c R > R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I’
ve a <b. w:[a,b] = [0,00] araliginda tiirevlenebilebilir ve azi’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] iizerinde konveks ise

1 fla)+f(b)
b—a 2

b 1 b
L w(x)dx —mja fxw(x)dx

1
q

1 1 1—% 1
<5 <f Ig(x)ldt) <f lgOIlf"(ta + (1 - t)b)lth> (4.20)
2 (\Jo 0

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

1 b) (P ("
‘b_af(a)‘;f( ) a W(x)dx_mfa foOw(x)dx
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Pt t
b—a f f w(as + (1 —s)b)ds — f w(as + (1 —s)b)ds
|f'(ta + (1 —t)b)|dt

J: Lb_(b_a)tw(x)dx — .Lb w(x)dx

—(b—-a)t

If'(ta + (1 - t)b)ldtl

w(x) ’asz ‘ye gore simetrik oldugundan t € [O, %] icin

b—(b—-a)t b b—(b-a)t
f w(x)dx —f w(x)dx =f w(x)dx
a b

—(b-a)t a+(b-a)t
t € E, 1] i¢in

b—(b-a)t b a+(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx = —J w(x)dx
a b

—(b-a)t b—(b—-a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 b) (P 1 (P
‘b_af(a);f( ) a w(x)dx—mja FOW @) dx

1 1
<3 [ f gGOIf (ta+ (1 — t)b)|dt]
0

elde edilir.. Burada g(x) = f;;((;__(g)tt W(x)dxl olmak iizere power-mean esitsizligi
uygulanirsa
1 f(a)+f(b) (° 1 (P
‘b — > Ja w(x)dx — mja fx)w(x)dx

1

<1 1 p 1_% 1 , o\
<> (fo 9GO t) (fo 9GOIIf (ta + (1= b)) dt)

elde edilir. Ispat tamamlanr.

Sonug 4.1.9 (4.20) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

‘f(a) +FB)
2

1 b
— | reodx

61



1

|f'(ta+ (1 — t)b)lth>q

1 1] rb—(b-a)t 1= / r1| pb—-(b-a)t
<= < J. f dx dt> ( f f dx

2 0 a+(b—a)t 0 a+(b—a)t
olacagindan ve |f'|? konveks oldugundan

b b
ORI )_biaf .

1
< (b-a) (If’(a)lq + If’(b)|q>q (4.21)

4 2

elde edilir.

Teorem 4.1.10 f:1 ‘cR-> R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,b € I °
ve a < b. w:[a,b] = [0,] araliginda tlirevlenebilebilir ve azﬂ’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] lizerinde konveks ise

1 b) [P 1 P
‘b — af(a);f( )L w(x)dx —mfa fw(x)dx

[/ 1 1‘% 1 %_
<f (1- t)|g(x)|dt> (f A =DlgIlf'(ta+ (1 - t)b)lth>
0 0 A [C%5))

1 =3/ r1 7
+(f t|g(x)|dt> (f tlg(x)llf’(ta+(1—t)b)l"dt>
0 0

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

IA
N =

1 b) (P 1 (P
|b — af(a) ;f( ) ] w(x)dx — mj; fx)w(x)dx
1] 1 t
< b ; a fo j; w(as + (1 —s)b)ds — fo w(as + (1 —s)b)ds

|f'(ta+ (1 —t)b)|dt

jol fab_(b_a)tw(x)dx — fbb w(x)dx

—(b—-a)t

1
<=
2

|f'(ta + (1 — t)b)ldtl

. : g b
w(x) simetrik oldugundan x = % yazilirsa
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b—(b—a)t b b—(b—a)t
f w(x)dx—f w(x)dx =f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b-a)t

t € [0, %] i¢in ve

b—(b-a)t b at(b-a)t
J. w(x)dx —f w(x)dx = —f w(x)dx
a b—(b-a)t b—(b-a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

w(x )dx——f fx)w(x)dx

1 f(a)+f(b)
b—a 2

<1 1 / 1 b)|d
_Zfog(xnf Ga+ (L= oBlde

fb—(b—a)t
a+(b—-a)t

elde edilir. Burada g(x) = W(x)dx| olmak iizere improved power-mean

esitsizligi uygulanirsa

1 f(a)+f(b)
b—a 2

1
w(x)dx — —— f FEOw)dx

l_

[ 1 1—= 1
(j (1—t)|g<x>|dt> q(j (1—t)Ig(x)IIf’(ta+(1—t)b)lth>q
0 0

1

1 -3 1 7
4 ( j t|g(x)|dt> ( j tlg I (ta + (1 - t)b)lth>
0 0

IA
N =

Sonu¢ 4.1.10 (4.21) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

b 1 b
f(a)erf( )_b—af f()dx
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1

1 b—(b—a)t 1-3
<f (1—t)f dx dt)
0 a+(b—-a)t
1 b—(b-a)t %
<f 1-1) f dx| 1f"(ta + (1 - t)b)lth>
< 1 0 a+(b—a)t
<= 1
2 1 b—(b—-a)t 1_5
+<f t f dx dt)
0 a+(b—a)t
1
1 b—(b—a)t q
(f t f dx||f'(ta+ (1 —t)b)lth>
0 a+(b-a)t

olacagindan ve |f'|? konveks fonksiyon oldugundan

‘f(a) +f)
2

1 b
b—aj f(x)dx

b offiFers 3|f’<b)|q>3 e If’(b)l")%
-8 4 * 4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Burada

h:[0,0) - R, h(x) = x°,0 < s < 1, konkav fonksiyonu her u, v = 0 ise

h(u-2|-v>=<u-2|-v>52h(u);-h(v)=us-;vs

oldugundan

.1
2

JLLCLE 3|f’(b)|qlé e If’(b)l"f BUCLE |f'(b)|qlé
2 4 - 2

4

Oodugundan

- a) (If’(a)lq s 3|f’(b)|q)3 <3If’(a)lq ; |f'(b)|q>5
8 4 + 4

G =a[If @I+ 1 B)I)a
-4 2

elde edilir. Boylece (4.21) esitsizliginden daha 1yi bir sonug elde edilmis olur.
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Teorem 4.1.11 f:1 “c R - R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a, b € I ’
vea < b.w:[a,b] = [0, o] araliginda tiirevlenebilebilir ve %’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] lizerinde quasi konveks ise,

1 fla)+f(b)
b—a 2

b 1 b
faw(x)dx—mja fx)w(x)dx

1 1 1
< 5 (max{|f" (@)% £ (B)I7)9 KJ Ig(X)Idt>l (4.23)
0

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

‘ 1 f@+f®) (*

1 b
w(x)dx — mja fxw(x)dx

b—a 2 a
b—alrtrt t f'(ta+ (1 l
< 1—s)b)ds — 1—-s)b)d d
< > fo .’;W(as+( s)b)ds fow(as+( s)b) s“ ~t)b) | t
1[ (1] po-(b-a)t b
SE -fo fa W(x)dx—j;_(b_a)tw(x)dx |f'(ta + (1—t)b)|dtl

. . 9 b
w(x) simetrik oldugundan x = % yazilirsa

b—(b-a)t b b—(b-a)t
] w(x)dx —j w(x)dx =f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b—a)t
t € [O, %] i¢in ve
b—(b—a)t b a+(b—a)t
j w(x)dx —J w(x)dx = —J w(x)dx
a b—(b-a)t b—(b—a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 b) (P 1 (P
‘b_af(a);f( ) a W(x)dx—mja FOOW(x)dx

<1l1 |’t+1—tb|dtl
_zfog(x)f(a (1-10)b)
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fb—(b—a)t
a+(b—a)t

elde edilir. Burada g(x) = w(x) dx| olmak iizere power-mean esitsizligi

uygulanirsa

1 fla)+f(b)
b—a 2

w(x)dx — ! ff(x)w(x)dx

1

1 1 -3/ r1 !
=3 (fo |g(x)|dt> (fo lgCOllf'(ta + (1 — t)b)lth>

olur ve |f'|9 quasi-konveks oldugundan

| 1 f(a)+f(b)

1
— DT [ weodx - f FwWCdx

a

1 1 ;
< 5 (max{If @Y, If (0|97 [( [ o)
0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.11 (4.23) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

f(a) + f(b)
2

1 b
—b_aj f(x)dx

1 b—(b—a)t
J dx

a+(b-a)t

1 1
< 3 naxtir @P @i |
0

)

g(maxﬂf (@I, If (BT

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.12 f:I° € R » R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a, b € I’
vea < b.w:[a,b] = [0, o] araliginda tiirevlenebilebilir ve aTer’ye gore simetrik

olsun. Eger |f'|, [a, b] lizerinde quasi konveks ise,

1 f(a)+f(b)
b—a 2

1
w(x)dx — b—f fx)w(x)dx

a
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(max{|f' (@19, If'(b)|7}a

1 1
(f (1- t)|g(x)|dt> + <f t|g(x)|dt>l (4.24)

Ispat. Lemma 3.1.4 de esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

N =

<

X

1 b) (° ro(°
|b_af(a)42-f( ) a W(x)dx_mja fOw(x)dx

t

f w(as + (1 —s)b)ds — J w(as + (1 —s)b)ds
t 0
If'(ta + (1 — t)b)|dt

b—(b-a)t b
f w(x)dx — f w(x)dx
a b

—(b-a)t

2

1
<=
2

1
J0
. ) g b
w(x) simetrik oldugundan x = % yazilirsa

b—(b—a)t b b—(b—a)t
f w(x)dx —j- w(x)dx = f w(x)dx
a b—(b—a)t a+(b—a)t

|f'(ta + (1 — t)b)ldtl

t € [0, %] i¢cin ve
b—(b—a)t b a+(b—a)t
f w(x)dx —f w(x)dx = —f w(x)dx
a b—(b-a)t b—(b-a)t

olacagindan elde edilenler son esitsizlikte yerine yazilirsa

1 b) (P 1 (b
|b_af(a);f( ) a W(x)dx—mfa FOOW(x)dx

<

1 1
3| snras a-omial

b—(b—-a)t
fa+(b—a)t

Burada g(x) =

w(x) dx| olmak iizere improved power-mean esitsizligi

uygulanirsa

1 f(a)+f(b)
b—a 2

b 1 b
L w(x)dx —mfa fw(x)dx
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l_

[ 1 1-—— 1
(f (1—t)|g(x>|dt) q(f (1_t)|g(x)||fr(m+(1_t)b)|th)°’
0 0

1 1

1 1-3 1 7
+<f t|g<x>|dt) (f tlg(x)llf’(ta+(1—t)b)|th>
0 0

olur ve |f'|? quasi-konveks oldugundan

(f (1—t)|g(x>|dt> (f (1—t)|g(x)|>

( t|g(x)|dt> ( t|g(x)|dt>
0
1

< o (max{lf' (@)% ' (B)|H4 K (1—t)|g(x)ldt> <J tlg(x)ldt)l
0

IA
N =

=

< = (max{lf' (I, |f’ (b)lq})q

N

N

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.12 (4.24) esitsizliginde w(x) = 1 alinirsa

‘f(a) + f(b)

1 b
_b—af f(x)dx

([a-o ) ([ N
BCED) (fo (1—t)|1—2t|dt>

(max{|f' (@)%, |f" (b)lq})q 1
< t|1 - 2t|dt>
0

b—(b—a)t
f dx

b—(b—-a)t
f dx
a+(b—a)t

a+(b—-a)t

1
2

h— 1
< % (max{|f'(a)|9, |f' (b)]|7})4

esitsizligi elde edilir. Boylece Sonug 4.1.11 ile ayn1 sonuglar elde edilmis olur.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada konveks fonksiyonlar icin elde edilmis esitsizliklerden yeni
Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler elde edilmistir. Literatiirde konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili olarak verilen
lemmalara Holder-iscan integral esitsizligi ve Improved power-mean esitsizligi
uygulanmis, cesitli teorem ve sonuclara ulasilmistir. Hélder-Iscan integral
esitsizligi ve Improved power-mean esitsizligi baska esitsizlik ve lemmalara

uygulanarak farkli ve daha iyi sonuclar elde edilebilir.

69



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]
[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Hardy, G.H., Littlewood, J.E., and Polya, G., Inequalities 2nd Edition,
Cambridge University Press, 324, 1952.

Beckenbach, E.F., Bellman, R., Inequalities, Springer-Verlag, Berlin, 198,
1961.

Mitrinovi¢, D. S., Analytic Inequalities , Springer-Verlang, Berlin, 1970.

Mitrinovi¢, D.S., Pecari¢, J.E., Fink, A.M., Classical and new inequalities in
Analysis , Kluwer Academic Publishers, Boston, 1993.

Pachpatte, B.G., Mathematical inequalities, Elsevier B.V., Amsterdam, The
Netherlands, 67, 591, 2005.

Niculescu, C.P., Persson, L.E., Convex Function and Their Application,
Springer, Berlin Heidelberg New York, 2004.

Hermite, C., Sur deuxlimitesd’une integrale, Mathesis, 3, 82-83, 1883.
Hadamard, J., Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier
d'une fonction considerée par Riemann, Journal De Mathématiques Pures Et
Appliquées, 58, 171-215, 1893.

Bayraktar, M., Fonksiyonel Analiz, ISBN 975-442-035-1, 2000.

Pecari¢, J., Proschan, F. and Tong Y.L., Convex Functions, Partial Orderings
and Statistical Applications, Academic Press Inc., Boston, 469, 1992.

Roberts, A.W., Varberg, D.E., Convex Functions. Academic Press, New York,
300, 1973.

Azpeitia, A.G., Convex functions and the Hadamard inequality, Revista
Colombiana Matematicas, 28, 7-12, 1994,

Manfrino, R.B., Ortega, J.A.G., and Delgado, R.V., Inequalities: A
Mathematical, 2009.

70



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

Adams, R.A., Essex, C., Calculus A Complete Course, Pearson Canada Inc.,
Toronto, Ontario, 934, 2010.

Bayraktar, M., Analiz, ISBN 978-605-395-412-5,2010.

Carter, M., Van Brunt, B., The Lebesgue-Stieltjes Integral: A Practical
Introduction,ISBN: 0387950125, 2000.

Dragomir, S.S., Pearce, C.E.M., Quasi-convex functions and Hadamard’s
inequality, Bulletin of the Australian Mathematical Society 57, 377-385,
1998.

Greenberg, H.J., Pierskalla, W.P.; A review of quasi convex functions. 19, 7,
1970.

Ion, D.A., Some estimates on the Hermite-Hadamard inequality through
quasi-convex functions, Annals of the University of Craiova
Mathematics and Computer Science Series, 34, 82-87, 2007.

Niculescu, C.P., Convexity according to the geometric mean, Mathematics
Inequal. Applied. 155-167, 2000.

Ostrowski, A., Uber die Absolutabweichung einer differentienbaren
Funktionen von ihren Integralmittelwert, Comment. Mathematics Hel, 10,
226-227, 1938.

Dragomir, S.S., Agarwal, R.P. and Cerone, P., On Simpson’s Inequality and
Applications. J. of Inequal. & Appl, 5, 533-579, 2000.

Pecari¢, J.E., Proschan F., and Tong Y.L., Convex Functions, Partial
Orderings and Statistical Applications, Academic Press, New York, 1991.

Fejér, L., Uber die Fourierreihen II, Hungarian, 1906.

Dragomir, S.S., Agarwal, R.P., Two inequalities for differentiable mappings
and applications to special means of real numbers and trapezoidal formula,
Applied Mathematics Letters, 91-95,1998.

Pearce, C.E.M., Pecari¢, J.E., Inequalities for differentiable mappings with
application to special means and quadrature formula, Applied Mathematics
Letters 51-55, 2000.

Kirmaci, U.S., Inequalities for differentiable mappings and applications to
special means of real numbers and to midpoint formula, Applied Mathematics
Computation, 137-146, 2004.

71



[28]

[29]

[30]

[31]

Sarikaya,M.Z., On new Hermite Hadamard Fejer type integral inequalities,
Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematics 57, N.3, 377-386, 2012.

Iscan, 1., New refinements for integral and sum forms of Hélder inequality,
Journal of Inequalities and Applications, 304, 2019.

Kadakal, M., Iscan, I., Kadakal, H., and Bekar, K., On improvements of some
integral inequalities, Turkic World Mathematical Society Journal of Applied,
2019.

Darus, M., Dragomir, S.S., and Alomari, M.W., Inequalities of Hermite-

Hadamard's type for functions whose derivatives absolute values are quasi-
convex, 2010.

72


https://journalofinequalitiesandapplications.springeropen.com/

OZGECMIS

Gamze YILDIZ ilk, orta ve lise egitimini Giresun’da tamamladi. 2012 yilinda Hamdi
Bozbag Anadolu Lisesi’nden mezun oldu. 2013 yilinda basladigi Ondokuz Mayis
Universitesi Ilkdgretim Matematik Ogretmenligi Boliimii’nii 2017 yilinda bitirdi.
2018 yilinda Giresun Universitesi Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisans

egitimine basladi. Halen Kervansaray Ortaokulu’nda gérev yapmaktadir.



	020202
	Tez

