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Dort boliimden olusan bu ¢alismada genellestirilmig agirlikli ortalama matrisi ve
fark matrisi kullanilarak bazi yeni paranormlu fark dizi uzaylar1 tanimlanmig ve bu
uzaylarin bazi topolojik ve geometrik ozellikleri incelenmistir.

Birinci boliimde; daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verildi.

Ikinci boliimde; co(u,v;p, A), c(u,v;p, A), boo(u, v;p, A) ve £(u,v; p, A) dizi uzay
lar1 tanimlanip, bu uzaylarin izomorf oldugu uzaylar belirlendi ve tam lineer metrik
uzay olduklar1 gosterildi. Ayrica, tanimlanan bu uzaylarin a—, f— ve v— dualleri
belirlenerek cq(u,v;p, A), c(u,v;p, A) ve £(u,v;p, A) uzaylarinin Schauder tabam
hesaplandi.

Uciineii boliimde; ilk olarak yeni cesit metod ikilileri hakkinda bilgi verildi. Daha
sonra da bu kavram yardimiyla X € {co(u,v;p, A), c(u,v;p, A), lo(u,v;p, A)} ve
Y € {co(q),c(q), £(q), €(q)} olmak lizere (X :Y) matris simflar karakterize edildi.
Bunun yanisira, ¢(u,v;p, A) dizi uzayindan /.., c ve c¢q dizi uzaylari igerisine matris
siniflarini karakterize eden teoremler ifade ve ispat edildi.

Son bélimde ise, ¢(u,v;p, A) dizi uzay: iizerinde bir modiiler tanimlanarak elde

edilen ¢, (u, v; p, A) modiiler dizi uzaymin baz geometrik 6zellikleri incelendi.



ANAHTAR KELIMELER : Paranormlu Dizi Uzaylari, Bir Ucgensel Matrisin
Etki Alani, Schauder Baz, a—, 3— ve y— Dual, Matris Doniigtimleri, Kadec-Klee
Ozelligi.
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In this study, we define some new paranormed difference sequence spaces by using
generalized weighted mean and difference matrices and investigate some topological
and geometrical properties of them. This study consists of four chapters.

The first chapter reviews some basic definitions and theorems which will be used
in the next chapters.

In the second chapter the sequence spaces co(u, v; p, A), c(u, v;p, A), loo(u, v; p, A)
and {(u,v; p, A) are defined and the spaces to which these spaces are isomorphic are
determined and it is shown that these spaces are complete linear metric spaces. In
addition, a—, f— and y— duals of these sequence spaces are established and their
Schauder bases are calculated.

The third chapter starts with discussing a new kind of method pairs, which
enables us to characterize the matrix classes (X : YY) where X € {co(u,v;p, A),
c(u,v;p, A), boo(u,v;p, A)} and Y € {eo(q), c(q),€o0(q),4(q)}. Also; the theorems
that characterize the matrix classes from the sequence space f(u,v;p, A) to the
sequence spaces £, ¢ and ¢q are stated and proved.

In the fourth chapter some geometric properties of the modular sequence space

Uy (u,v;p, A) are investigated which is based on defining a modular on ¢(u, v; p, A).

il



KEYWORDS : Paranormed Sequence Spaces, Matrix Domain of a Triangle
Matrix, Schauder Basis, a—, f— and y— Dual, Matrix Transformations, Kadec-Klee

Property.
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GOSTERIMLER

: Reel sayilarin ctimlesi

: Dogal sayilarin ciimlesi

: Kompleks sayilarin ctimlesi

: Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzay1

: Reel terimli sinirh dizilerin uzay:

: Reel terimli yakinsak dizilerin uzay1

: Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzayi

: Yakinsak seri olugturan reel terimli dizilerin uzayi
: Simirh seri olusgturan reel terimli dizilerin uzay1

: Mutlak yakinsak seri olugturan reel terimli dizilerin uzay1
: Reel terimli sonsuz bir matris

: E' den F’ ye taniml matrislerin ciimlesi

s lim,, oo

F D o

: A kiimesinin limit noktalarimin kiimesi

: A kiimesinin kapanisi

: B kiimesinin ici

: A sonsuz matrisinin X etki alam

: Norlund ortalamasina kargilik gelen ticgensel matris
. SUPpen

: Supy, P

: max{1, H}

: N'nin biitiin sonlu alt kiimelerinin kolleksiyonu

viil



GIRIS

Biitiin kompleks veya reel terimli dizilerin uzayim w ile gosterelim. w uzayimin
herhangi bir alt uzayi, bir dizi uzay1 olarak adlandirilir. Toplanabilme teorisinde
genel olarak dizi uzaylar ile ilgili problemler incelenir.

Toplanabilme teorisinde dizi uzaylar ile ilgili olarak yapilan nitelikli caligmalar;
(a) Yeni bir dizi uzay: insa etmek,

(b) Bu uzayin, tizerinde tanimlanan bir norm veya paranormla tamhgimi gostermek,
(c) Bu uzayla, bilinen dizi uzaylar1 arasindaki kapsama bagintilarini incelemek,

(d) Varsa uzaymn Schauder tabanini belirlemek,

(e) Uzaym a—, f— ve y— duallerini hesaplamak,

(f) Bu uzaydan, bilinen dizi uzaylarima ve bilinen uzaylardan, bu uzaya matris
dontigiimlerini karakterize etmek

gibi problemlerin bir veya birkacim ele alarak ¢oziime kavusturur.

X bir dizi uzay1 ve A = (a,y) reel terimli bir sonsuz matris olmak {izere, z =
(zg) € X icin (Azx), = > 0 amrr (n € N) serileri yakinsak ise Az = ((Az),)
dizisine z dizisinin A— doniigiimii denir.

A— dontigiimii X dizi uzayinda yatan dizilerin
Xa={r=(ap) €ew: Az € X}

cumlesi, A matrisinin X etki alam olarak adlandirilir. X4 ciimlesi, dizilerin toplama
ve skalarla carpma islemleriyle vektor uzay: teskil ettiginden bir dizi uzayidir. Bu
diigtince ile yeni dizi uzaylari inga etmek tizere birtakim c¢aligmalar yapildi. 1978
yilinda Ng ve Lee [1], 1.mertebeden Cesaro ortalamasinin ¢, etki alanim kullanarak
X, dizi uzaymi insa etti ve bu uzay1 inceledi. Ayni yil Wang [2], Norlund ortalamasi-
na karsihik gelen ti¢gensel matrisin ¢, dizi uzay: iizerindeki etki alanim kullanarak
(€p)n, ile gosterdigi Norlund dizi uzayini tanimladi ve bu uzaymn bir Banach uzay:

oldugunu gostererek baz1 kapsama bagintilarini inceledi. 1 < p < oo olmak iizere, X,



ve {,, dizi uzaylar arasindaki matris doniigtimleri ise 2000 yilinda Basar tarafindan

[3]'de galigildu.

1 k
T o<k<n,
0, k> n,

seklinde tanimh A” = (a, ) tiggensel matrisinin 0 < r < 1 igin regiiler oldugu ve C —
Cesaro metodundan kuvvetli oldugu Bagar tarafindan [4]'de ispat edildi. A" = (a’,)
matrisinin ¢y ve ¢ dizi uzaylan iizerindeki sirasiyla ag ve a!, ile gosterilen etki alanlar:
Aydin ve Bagar tarafindan [5] kiinyeli galigmada incelendi. Bu ¢aligmada, af, ve al,
dizi uzaylarinin sirasiyla cq ve ¢ uzaylarini kapsadigi gosterilerek bu uzaylarin a—, 5—
ve y— dualleri hesaplandi. Ayni matrisin £, dizi uzay1 iizerindeki a;, ile gosterilen
etki alan1 Aydin tarafindan doktora tezi galigmasi olarak sunuldu [6].

Fark dizi uzaylar ilk olarak 1981 yilinda Kizmaz tarafindan p € {{, ¢, co} olmak
uzere

p(A) = {x = (2) €w: Az = (2 — Tpp1) € p}

seklinde tanmmlandi [7]. Daha sonraki yillarda fark dizi uzaylan ile ilgili bir ¢ok
caligma yapildi. 2003 yilinda Altay ve Basar [8] farklar1 ¢, uzayinda olan biitiin
dizilerin olusturdugu bv, dizi uzaymn tanimladilar ve bu uzay: incelediler. Basar ve
Altay bv, dizi uzaym tamimlarken , Kizmaz ve onu izleyen yazarlarin yaptigindan

cok farkl olarak

(=1)"* n—1<k<n,
5nk:
0, 0<k<n-—1 or k>n,

seklinde tamimhi A = (4,,;) fark matrisinin etki alanim kullandilar. Yani, bv, dizi

uzayini

olarak tamimladilar. 2004 yiinda Aydin ve Basar, fark matrisinin aj ve a/ dizi
uzaylar1 iizerindeki etki alanim kullanarak sirasiyla aj(A) ve al(A) dizi uzaylarim
inga ettiler [9].

(pr) pozitif reel sayilarin simirl bir dizisi olsun. ¢(p), co(p), loo(p) ve €(p) standart



paranormlu dizi uzaylar1 Maddox tarafindan sirasiyla

cp) = Jx= (1) €Ew: EIZECma \xk—l]p’“—O}

{
co(p) = {x w: khigo |y |PF = O} :

r = (z1) € w : sup |xg[P* <oo}
keN

() = {a=(o)ews lap <oof.

k
seklinde tanimlandi [10, 11].
I"Jggensel matrislerin standart paranormlu dizi uzaylari tizerindeki etki alanlari
kullanilarak yeni dizi uzay1 inga etme yaklagimi pek ¢ok yazar tarafindan ¢alisildi.

Bu anlamda, ilk olarak 1993 yilinda Choudhary ve Mishra

I, (0<k<n),
0, (k>n),

Snk =

seklinde tanimh S = (s,x) toplam matrisinin ¢(p) dizi uzay: tizerindeki etki alanim
kullanarak £(p) dizi uzaymi tanimladi ve bu uzay iizerinde cahst1 [12]. 2002 yihnda

Bagar ve Altay, yine ayn1 matrisin bu kez (. (p) paranormlu dizi uzay: iizerindeki

)

U ile her n € N igin u,, # 0 olacak sekildeki biitiin u = (u,,) dizilerinin ciimlesini

etki alanini kullanarak

k
>
=0

bstp) = {2 = (a2) € w5 sup

keN

dizi uzaymi tanimladi [13].

gosterelim. u,v € U igin

UpVk, (0 S k S n))
0, (k >mn),

Ink =

seklinde tammh G(u,v) = (g,x) matrisine genellegtirilmig agirlikli ortalama matrisi
denir. Cok yakin zamanlarda Bagar ve Altay, G (u, v) matrisinin standart paranormlu

dizi uzaylar: tizerindeki etki alanimi kullanarak p € {{, ¢, co} olmak {izere

p1(u, v;p) = {ﬂf = (z4) Ew: <§ukvﬁj> € N(P)}



dizi uzaylarmi tammladilar [14]. G(u,v) matrisinin ¢(p) uzay1 tzerindeki etki alan
da yine ayni yazarlar tarafindan [15] kiinyeli ¢aliymada incelendi.

Agirlikli ortalama matrisi ile fark matrisinin ¢arpimi kullanilarak elde edilen
G(u,v)A matrisi [16]'da tanimlandi. Bu matrisin, ¢, ¢ ve ¢q dizi uzaylar tizerindeki
etki alani yine ayni ¢alismada ele alindu.

Bir paranormlu dizi uzayi tizerinde modiiler tanimlamak suretiyle elde edilen yeni
modiiler dizi uzaymin geometrik ozelliklerinin incelenmesi son zamanlarda yogun
olarak caligilmaktadir. 2003 yilinda Suantai, ces(p) genellestirilmis Ceséro dizi
uzaymin locally uniform rotund (LUR) oldugunu ve Kadec-Klee 6zelligine sahip
oldugunu gostermistir [17]. 2009 yilinda Simsek ve Karakaya, Altay ve Bagar tarafin
dan [15])'de tanimlanan ¢(u, v; p) dizi uzay: iizerinde bir modiiler tanimlayarak elde
ettikleri £,(u, v; p) genellestirilmis modiiler dizi uzayimnimn bazi geometrik dzelliklerini
incelemiglerdir [18].

Bu tez ¢ahgmasinda, G(u,v)A matrisinin standart paranormlu dizi uzaylari
tizerindeki etki alanmi kullanilarak yeni paranormlu dizi uzaylari tamimlanarak bu
uzaylar igin yukarida bahsedilen problemler iizerinde caligilacaktir. Ayrica, bu
caliymada £(u,v;p, A) dizi uzay: iizerinde bir modiiler tamimlayarak elde edilen

Uy (u,v; p, A) modiiler dizi uzaymin baz geometrik 6zellikleri de incelenecektir.



BOLUM 1
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek olan konu ve kavramlar verilmigtir.

Tanim 1.1.1. [19, sf.50] X bog olmayan bir ciimle ve C kompleks sayilarin cismi

olsun.

+:XxX —X

ve

i Cx X — X

olmak ftizere eger her x,y,z € X ve her «a, 3 € C icin
LHz+y=y+=x,

L2) (x+y)+z=x+ (y+ 2),

L3) x + 0 = x olacak sekilde bir § € X vardir,

)
)
)
L4) x + (—z) = 0 olacak gekilde bir —x € X vardur,
)1
)
)

&

9) 1.z =
L6 a(a:+y = ar + ay,
L7) (a+ B)z = ax + Pz,
L8) a(fr) = (af)x

sartlar1 saglaniyorsa, X ctimlesine C cismi tizerinde bir lineer uzay denir.

X, C cismi tlizerinde bir lineer uzay ve Y C X olsun. Bu durumda; her y;,y, € Y
vektorleri ve her «, 3 € C skalerleri i¢in ay; + By2 € Y olmasi halinde Y uzayina,
X uzaymin bir lineer altuzay: denir.

Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin uzay1 w, dizilerin toplama ve skalerle

carpma islemine gore bir lineer uzay yapisina sahiptir.



Tanim 1.1.2. [19, sf.53] X bir lineer uzay M ciimlesi de X uzaymin bog olmayan
bir alt kiimesi olsun. M deki vektorlerin biitiin lineer kombinasyonlarinin ctimlesine

M’nin gereni denir ve spanM ile gosterilir.

Tanim 1.1.3. [19, sf.59] X bir lineer uzay ve ||.|| : X — R bir fonksiyon olsun. Eger
her x,y € X ve her a skaleri i¢in;

N1) [lz] = 0

N2) ||z|]| =0z =0,

N3) [laz]| = [zl

N4) [l +yl| < [l + llyll;
sartlar1 saglaniyorsa, ||.|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de

normlu uzay denir.

Tanim 1.1.4. [19, s£.67] (i) X bir normlu uzay ve (xj) da bu uzayda bir dizi olsun.
Eger, X uzay,

lim ||z — || =0
k—oo

olacak sekilde bir x elemani igeriyorsa, (xy) dizisi yakinsaktir denir. Bu durum
x — x olarak yazilir ve x noktasina (x)) dizisinin limiti adi verilir.

(ii) Normlu bir X uzaymda bir () dizisi verilsin. Eger, her ¢ > 0 sayis1 i¢in
n,k > N oldukga,

|z, — x| < e

olacak gekilde bir N sayis1 varsa, (xy) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.1.5. [20, sf.96] X bir normlu uzay olsun. Eger, X uzaynda ki her Cauchy

dizisi yakinsak ise, X’e Banach uzay: denir.

ls, C Ve o uzaylar
[#|[oc = sup |z
keN

normu ile ve ¢, (p > 1) uzay1

1/p
lell, = (Z mrp)
k

normu ile Banach uzaylardir.



Tanim 1.1.6. [20, sf.85] X bir vektor uzay1 ve g : X — R bir fonksiyon olsun.
PN1) ¢(0) = 0,

(z) >0,

(—z) = g(2),

(z+y) < g(z)+9(y),

t1) skalerlerin bir dizisi ve t; — ¢ olmak {izere g(z,,—2) — 0 olan (z3) C X

g(tyxy —tz) — 0 (skalerle carpimin siirekliligi),

sartlari saglaniyorsa g fonksiyonuna X uzay tizerinde bir paranorm ve (X, g) ikilisine

de paranormlu uzay denir.

X = C olsun. Her a € X i¢in g(a) = |al ile tamimh g : X — R fonksiyonu C

tizerinde bir paranormdur.

Tanim 1.1.7. [20, sf.102] X ve Y aymi cisim iizerinde iki lineer uzay olsun. Va,y €
X ve Va € R skalar i¢in
T(x+y)=T(x)+T(y)

ve

T(azx) = aT(z)

sartlarini saglayan bir 7' : X — Y operatoriine lineer operator denir.
X uzayindan Y uzayma olan biitlin lineer operatorlerin ctimlesi L(X,Y) ile
gosterilir. Ozel olarak Y = R veya Y = C almirsa, T lineer operatoriine X uzayi

tizerinde bir lineer fonksiyonel denir.

Tanim 1.1.8. [20, sf.103] X, Y normlu lineer uzaylar ve T € L(X,Y’) olsun. Eger
her z € X icin
IT(x)| < M|z|

olacak sekilde en az bir M > 0 varsa, T operatoriine sinirly lineer operator denir.
X uzaymdan Y uzayma olan biitiin sinirh lineer operatorlerin ciimlesi B(X,Y")

ile gosterilir. Ozel olarak Y = C almirsa, bu durumda B(X, C) ciimlesi X {izerindeki

biitiin sinirh lineer fonksiyonellerin ciimlesine kargilik gelir. Bu ciimleye X’in stirekl:

duali denir ve X™ ile gosterilir.



Teorem 1.1.1. [20, sf.104] X,Y normlu lineer uzaylar ve T € L(X,Y) olsun.
Bu taktirde, T' lineer operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirh

olmasidir.

Tanim 1.1.9. (X, ||.|l1) ve (Y, ||.|l2) birer normlu uzay ve T': X — Y bir lineer
doniiglim olsun. 7" doniiglimii normu koruyorsa, yani her x € X igin ||Tx|2 = ||z|
oluyorsa 1" dontigiimiine lineer 1zometri denir. Boyle bir doniigiimiin birebir olacagi
aciktir. Eger bu doniigiim orten ise T"ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X

ile Y normlu uzaylari izomorfik uzaylar adini alir.

Tanim 1.1.10. Eger X ve Y uzaylari izometrik olarak izomorf ise X ve Y uzaylarina

denk uzaylar denir. Bu durumda X uzayindan Y uzayina bir lineer izometri vardir.

Teorem 1.1.2. [19, sf.67] Bir X Banach uzaymin bir ¥ alt uzaymm tam olmasi

igin gerek ve yeter sart Y uzaymin X uzayinda kapali olmasidir.

Teorem 1.1.3. [19, sf.30] (X,d) bir metrik uzay M C X ve M, M ciimlesinin
kapanigini gostersin. @ € M olmas icin gerek ve yeter sart x; — x olacak sekilde

M ctimlesinde bir (z) dizisinin mevcut olmasidir.

Tamim 1.1.11. [21, sf.147] X bir lineer uzay ve d, X iizerinde bir metrik olsun.
Eger, X iizerinde cebirsel operatorler siirekli fonksiyonlar ise, yani (xy) ve (yx) X

uzayinda iki dizi (\g), skalerlerin bir dizisi olmak tizere
d(zg,x) = 0, dlys,y) — 0= d(@y +yr, v +y) = 0 (k= 00)

ve

A — A, d(zg, ) = 0= dM\zg, Az) — 0 (k — o0)

ise, (X, d) metrik uzayma lineer metrik uzay denir.

Tamim 1.1.12. [21, sf.152] Bir tam lineer metrik uzaya F- uzay (Frechet uzay), her
k € N igin

A — C

r — pr(r) =8



seklinde tanimli koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan topolojiye sahip A dizi
uzayma K- uzay denir. K- uzay olan F'- uzayi, F'K- uzay olarak adlandirilir.
Topolojisi bir normdan elde edilebilen F'K- uzayma BK- uzay denir.

w dizi uzayi, tizerindeki

1 —

metriginden elde edilen 7, topolojisine gore K- uzaydir.

e k. terimi 1 diger terimleri sifir olan diziyi; e biitiin terimleri 1 olan diziyi ve
©; {e} ciimlesinin gerdigi sonlu adette terimi sifirdan farkli, diger biitiin terimleri

sifir olan dizilerin uzayimi gostersin.

Tanim 1.1.13. [19, sf.68] (X, |.||) normlu uzaymnda bir {b;} C X dizisi verilsin.
Her z € X icin

=0

lim
n—oo

n
r — E Cl{kbk
k=0

olacak gekilde bir tek (o) C K dizisi mevcut ise {b; } climlesine X uzaymin Schauder

bazy denir.

{e®} ciimlesi, ¢y ve £, uzaylari ve {e,e®} ciimlesi de ¢ uzay1 igin bir Schauder

bazdir.

Tanim 1.1.14. Bir BK- uzaymdaki = (x) dizisinin n.kism

2 = 37 ye®
k=0

olarak tanimlanir.
Tanim 1.1.15. ¢ uzaym kapsayan bir BK- uzaymdaki z = () dizisi i¢in

lim Hx[”] —xH =0

ise, x dizisi AK- ozelligine sahiptir denir.
Bir A uzaymdaki AK o6zelligine sahip dizilerin ctimlesi S ile gosterilir. Sy = A

egitligini saglayan \ uzayma, AK- uzay denir.



Teorem 1.1.4. BK-uzay1 olan bir A D ¢ uzaymin AK-uzay olmas: igin gerek ve

yeter sart {¢®} ciimlesinin A uzay icin bir Schauder bazi teskil etmesidir.
co ve £, (p > 1) dizi uzaylar1 birer AK- uzayidir.

Tanim 1.1.16. a,; = 0 (k > n) ve a,, # 0 olacak gekilde tamimh A = (a,x)

sonsuz matrisine t¢gen matris denir.

Teorem 1.1.5. [22, sf.66] X bir BK- uzay1 ve A da bir ticgen matris olsun. Bu

taktirde, f € (X4)* olmasi i¢in gerek ve yeter gart en az bir g € X* igin
f=goA
olmasidir.

Tanim 1.1.17. [23] A bir dizi uzay: olsun. Bu durumda;

A = {a=(ay) €Ew:herx € \igin ax € {1},
M = {a=(ax) €w:her x € \icin ax € cs},
A = {a=(ax) €Ew:herz € \i¢in ax € bs}

ciimlelerine sirasiyla A uzaymin a—, 3— ve y— duali denir. A\*, \? ve X birer dizi

uzay1 olup, A* C M? C A7 kapsamalar1 mevcuttur.

1.1.1 Baz Esitsizlikler

Bu kisimda, daha sonraki boltimlerde kullanilacak bazi esitsizlikler verildi.

(1) Ucgen Esitsizlidi: a ve b herhangi iki kompleks say1 olsun. Bu durumda,
la+ b < |a| + |b| (1.1.1)

esitsizligi gecerlidir.
(2) Minkowski Esitsizligi: p > 1, ay,as, ...,a, > 0 ve by, bs,...,b, > 0 olsun. Bu
taktirde,

(Swenr) = (5a) "+ (£0)" oo

k=1 k=1
esitsizligi gecerlidir.
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(3) a, b kompleks sayilar1 verilsin. (pg) pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi,

0 <pr <suppy =H < oo ve M =max{l, H} olsun. O zaman,
1/M

(Slaeal?) " < (Slal) "+ (Sler)™ 0

K
esitsizligi gecerlidir.
(4) pr. > 1 ve p~' + ¢! =1 olsun. Herhangi bir B > 0 ve a, b kompleks sayilari
icin
lab| < B|al®™ B~% + [b[™) (1.1.4)

esitsizligi saglanir.

1.1.2 Standart Paranormlu Dizi Uzaylari

Bu kisimda, Maddox tarafindan tanimlanan ¢(p), co(p), ls(p) ve ¢(p) paranormlu
dizi uzaylarindan kisaca bahsedildi.

(pr) pozitif reel sayilarin siirl bir dizisi, 0 < pr, < suppr, = H < oo ve
M = max{1, H} olsun. O zaman, ¢(p), ¢o(p), f=(p) ve {(p) paranormlu dizi uzaylar

sirasiyla

clp) = Jx= (1) Ew: EIlECma \:ck—l]p’“—O}

co(p) = Jx= w: klim |z |PF = O} :

r = (z1) € w : sup |xg[P* <oo}
keN

r= (1) Ew: Z\xk|p’“<oo

)
3
=
I
—

olarak tanmmlanir [10, 11].
co(p) uzay
hi(z) = Sllip |2, [PH/M (1.1.5)
ile taniml h; paranormuna gore bir tam lineer metrik uzaydir. (1.1.5)’de tamimlanan
hy fonksiyonunun f(p) ve c¢(p) uzaylar iizerinde bir paranorm olmasi ancak ve
ancak inf p;, > 0 i¢in saglanir. Ayrica, (o (p) ve ¢(p) uzaylar bu paranorma gore
birer tam lineer metrik uzaydir. ¢(p) uzay: tizerindeki paranorm ise

ho(z) = (Z |a;k|Pk)1/M (1.1.6)

k

11



olarak tanimlanir. (1.1.6)’da tanimlanan paranorma gore de ¢(p) uzay1 bir tam lineer

metrik uzaydir [24, sf.5-6].

1.2 Matris Donustimleri

Bu kisimda; dizi uzaylar: arasindaki matris dontisiimleri tanimlanarak, ileri boltimler-

de kullanilacak olan matris doniigtimleri ile ilgili teoremler ispatsiz olarak verildi.

Tanim 1.2.1. A = (a,) reel terimli bir sonsuz matris ve z = (x}) herhangi bir dizi

olsun. Eger her n € N i¢in

o0

(Ax), = Z Ak Th:

k=0

serileri yakinsak ise ((Ax),,) dizisine (zy) dizisinin A matrisi ile elde edilen donigim
dizisi denir.

A ve p herhangi iki dizi uzayr ve A da bir sonsuz matris olsun. Eger her x € A
icin ((Az),) doniisim dizisi mevcut ve p uzaymmda ise A matrisi, A uzaymdan pu
uzayina bir matris donusimiu tamimhiyor denir. A uzayindan p uzayia tanimh

biitlin matrislerin simifi (A : p) ile gosterilir.
Teorem 1.2.1. [21, sf.153] BK- uzaylar arasindaki matris doniigtimleri siireklidir.

Tanim 1.2.2. [22, sf.3] ¢ C ¢4 olan bir A matrisine, yapwy koruyan matris denir.
Eger A, yapiy1 korudugu gibi tistelik limiti de koruyorsa o zaman A, bir regiiler

matris olarak adlandirilir .

Tanim 1.2.3. [25, sf.2] Smurh dizilerden simirh dizilere tanimh lineer déniigiime

limitleme metodu denir .
Simdi 6nemli limitleme metodlarindan bazilarini verelim.

Tanim 1.2.4. |20, sf.216] Birinci mertebeden Cesaro déniigiimii, C; = (¢,x) matrisi

ile verilir. Burada c,;
1

Cnk = n+1’
0 , k>n

0<k<n,

seklindedir .
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Tanmim 1.2.5. (gi), pozitif sayilarin bir dizisi ve
Qn = ZQka (n S N)
k=0

olsun. Bu durumda; (R, ¢,) Riesz ortalamasina karsihk gelen R? = (r? ) matrisi

B h<k<n

Y
n

0 , k>n

rnk -

olarak tanmimlanir. A normlu ya da paranormlu dizi uzayimnin Ars Riesz ortalamasi
altindaki etki alani, bir Riesz uzay olarak adlandirilir. @), — oo iken R? matrisinin

regiiler oldugu bilinir, [25].

Simdi, bazi matris simiflarinin karakterizasyonlarini veren teoremleri ispatsiz

olarak sunalim. Burada ve sonrasinda (pi)~' + (p,)~! = 1 olarak almacaktir.

Teorem 1.2.2. [27] A € ({y(p) : ¢1) olmasi igin gerek ve yeter sart her B > 1
tamsayisi icin

sup Z < 00 (1.2.1)

Ker ™

Z ankBl/pk

keK

olmasidir.

Teorem 1.2.3. [27] Her k i¢in pr > 0 olsun. A € (¢ (p) : ¢) olmas i¢in gerek ve

yeter sart her B > 1 tamsayisi icin

Z || BYP serisi n’ye gore diizgiin yakinsak, (1.2.2)
k
ve
lim a,, = ag, (Vk € N), (123)

sartlarinin saglanmasidir.

Teorem 1.2.4. [28] Her k igin py > 0 olsun. A € ({y(p) : {s) olmasi icin gerek ve

yeter sart her B > 1 tamsayisi icin

sugz || BYP* < 00 (1.2.4)
ne k

olmasidir.

13



Teorem 1.2.5. [27] (i) Her k € Nigin 1 < pp < H < oo olsun. A € ({(p) : )

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

’
Py

Z ankB_l

neK

sup Z < 00 (1.2.5)
k

KeF

olacak bicimde enaz bir B > 1 tamsayisinin mevcut olmasidir.
(ii) Her £ € Nigin 0 < p, < 1 olsun. A € (¢(p) : £1) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

Pk
< o0 (1.2.6)

sup sup E Gk
KeF keN | 7=¢

sartinin saglanmasidir.

Teorem 1.2.6. [27] (i) Her k € Nigin 1 < p, < H < oo olsun. A € ({(p) : lw)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

supz |ankB_1|p;€ < 00 (1.2.7)
k

neN

olacak bicimde enaz bir B > 1 tamsayisinin mevcut olmasidir.
(ii)) Her £ € Nigin 0 < pr < 1 olsun. A € ({(p) : ) olmasi igin gerek ve yeter
sart

sup |ang|P* < oo (1.2.8)
n,keN

sartinin saglanmasidir.

Teorem 1.2.7. [27] Her £ € N igin 0 < pp < H < oo olsun. A € (¢(p) : ¢) olmasi
icin gerek ve yeter gart (1.2.7), (1.2.8) sartlarinin yanisira

n—oo

sartinin da saglanmasidir.

1.3 Modiiler Uzaylar ve Zayif Yakinsaklik

Bu kisimda, caligmamizin son boliimiinde incelenecek olan bazi1 geometrik ozellikler

ile ilgili temel kavramlar verildi.
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Tamim 1.3.1. [29] X bir reel vektor uzay1 ve o : X — [0, oo] bir fonksiyon olsun.
(i) o(x) =0 2 =0,
(i) |a] = 1 olacak gekildeki her « skaleri i¢in o(ax) = o(z),

(iii) Her z,y € X ve a+ 8 = 1 olacak gekildeki her «, 5 > 0 i¢in,
o(ar + By) < o(z) +o(y)

sartlar1 saglaniyorsa, o fonksiyonuna X iizerinde bir modiler denir. Ayrica, eger

(iii) sart1 her z,y € X ve a+ = 1 olacak gekildeki her «, 5 > 0 i¢in,

o(ar + By) < ao(r) + Bo(y)
sart1 ile degistirilirse, bu durumda o fonksiyonuna bir konveks modiiler denir.

(X, ]].]]) bir normlu uzay olsun. Bu durumda, o(x) = ||z|| olarak tanimlanirsa o,

X {lzerinde bir konveks modiilerdir.

Tanim 1.3.2. [30] o, X iizerinde herhangi bir modiiler olsun.
Xo={r e X:3Xx>030(\z) < o0}

seklinde tanimli uzaya modiler uzay denir.

o, X iizerinde bir konveks modiilerse x € X, i¢in

|zl = inf{/\ >0: a(%) < 1}

esitligi, X, tizerinde bir norm tammlar. Bu norma Luzemburg norm denir [38].
Simdi, zayif yakinsaklik kavraminin tanimini verelim.

Tanmim 1.3.3. [19, sf.256] X bir lineer normlu uzay ve (xy), X uzaymnda herhangi

bir dizi olsun. Her f € X* icin

lim f(z) = f(zo)

k—o0

olacak sekilde bir xy € X mevcutsa, bu durumda (zy) dizisine zaysf yakinsaktir

denir.
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Tamim 1.3.4. [19, sf.257] X = (X, ||.||) bir lineer normlu uzay ve (zx), X uzayinda
herhangi bir dizi olsun.

lim ||z — || =0
k—o0

olacak gekilde bir z € X mevcutsa (zy) dizisine kuvvetli yakinsak (veya norma gére

yakinsak) denir.

Kuvvetli yakinsaklik ile zayif yakinsaklik kavramlari arasinda ne tiir bir iligki

oldugunu asagidaki teorem ifade eder.

Teorem 1.3.1. [19, sf.259] X = (X, ||.||) bir lineer normlu uzay ve (zj), X uzayinda
herhangi bir dizi olsun.

(i) Eger (xy) dizisi kuvvetli yakinsak ise, bu durumda zayif yakinsaktir.

(i) (i)'nin tersi genelde dogru degildir.

(iii) Eger dim X < oo ise, bu durumda zayif yakinsaklik kuvvetli yakisaklig

gerektirir.

Teorem 1.3.1°de ifade edildigi gibi sonlu boyutlu lineer normlu uzaylarda bu iki
kavram birbirine denktir. Fakat, zayif yakinsakligin kuvvetli yakinsakligi gerektirdigi
sonsuz boyutlu uzaylar da vardir. Schur tarafindan /; uzayimin boyle bir uzay oldugu
gosterildi [31].

Simdi, zayif yakinsaklik kavrami ile ilgili Banach uzaylarinin bir geometrik ozelligi

nin (Kadec-Klee 6zelligi) tanimini verelim.

Tanmm 1.3.5. [30] X bir Banach uzay1 olsun. ||z — 1 (k — oo) olacak sekilde X
uzaymda ki herhangi bir (z) dizisi i¢in, (xy) dizisinin x noktasina zayif yakinsamasi
|z — z|| — 0 olmasini gerektiriyorsa, bu durumda X uzaymma Kadec-Klee zelligine
sahiptir denir. Yani, X’in birim kiiresi iizerindeki her zayif yakinsak dizi aym
zamanda norma gore de yakinsak oluyorsa, bu durumda X uzay1 Kadec-Klee ozelligine

sahiptir denir.
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BOLUM 2
BAZI YENI PARANORMLU DIiZI UZAYLARI

Bu boliimde, co(u, v;p, A), c(u, v;p, A), boo(u, v; p, A) ve €(u,v;p, A) dizi uzaylarinin

tanimlar1 verildikten sonra, bu uzaylarin bazi topolojik ozellikleri incelendi.

2.1 co(u,v;p, A), c(u, v;p, A), los(u, v;p, A) ve L(u,v;p, A)
Paranormlu Dizi Uzaylari

U, her k € N igin uy, # 0 olacak sekildeki biitiin v = (uy) dizilerinin ciimlesini

gostersin. u,v € U icin

seklinde tanimh G(u,v) = (g,x) matrisine genellestirilmis agirlikli ortalama matrisi
denir. X € {(, ¢, ¢, l,} olmak iizere, G(u, v)-déniigtimleri X uzaymda yatan biitiin
dizilerin Z(u,v; X) ctimlesi Malkowsky ve Savag tarafindan [32]'de tanimlandi. Bu
uzaylarin paranormlu karsiliklar1 Altay ve Basar tarafindan farkl iki calismada ele

almdi. Tlk olarak, 2006 yilinda Altay ve Bagar p € {ls, ¢, ¢o} olmak fizere

f1(u, v;p) = {af = (z) Ew: (;uwﬁj> € u(p)}

dizi uzaylarini tanimladilar [14]. Daha sonra, 2007 yilinda G(u, v)-doniigiimleri ¢(p)

uzaymda olan biitiin dizilerin ¢(u,v;p) climlesi yine ayn1 yazarlar tarafindan

U(u, v;p) = {x = (z) Ew: (g)ukvj:cj) € ﬁ(p)}

seklinde tanimland [15].
Fark dizi uzay1 kavrami ilk olarak 1981 yihnda Kizmaz [7] tarafindan verildi.

Fark dizi uzaylan ile ilgili olarak daha sonraki yillarda pek ¢ok caligma yapildi.
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Basar ve Altay 2003 yilinda,

(—1)" % n—1<k<n,
5nk:
0 , 0<k<n-—1 veya k>n,

seklinde tanimh A = (d,,;) fark matrisinin ¢, uzayindaki etki alanim kullanarak

(ly)a = bu, = {x = (x) Ew: Z |z, — xpa |’ < oo}

k

uzayimi tanimladilar [8]. 2008 yilinda Bagar, Altay ve Mursaleen bu uzay1 paranormlu

olmasi durumuna genelleyerek bv(u, p) dizi uzayim
bu(u,p) = {x = (xp) Ew: Z |up Az |PF < oo}; (0<pr <H<x)
k

seklinde tanimladilar ve bu uzay1 incelediler [33].
Agirlikli ortalama matrisi ile fark matrisinin ¢arpimi kullanilarak elde edilen

G = G(u,v; A) = (g5.) iicgensel matrisi

Up (Vg — Vhg1), (0<EkE<n—1),
gﬁk = Uk Vg y (k = TL),

0 . (k>n),

seklinde tanimlanir. Bu matrisin (.., ¢ ve ¢q dizi uzaylari iizerindeki etki alan1 2011
yilinda Polat, Karakaya ve Simsek tarafindan ¢aligildi [16].
Bu matrisin standart paranormlu uzaylar tizerindeki etki alani kullanilarak

0 < pr < H < oo olmak tizere, {oo (u, v;p, A), c(u, v; p, A), co(u, v; p, A) ve £(u,v; p, A)

Pn
< oo},
n
Z UV ATy — |
k=1
n Pn
Zunvaxk = O},

k=1
Pn
<o},

dizi uzaylar1 sirasiyla

n
E Uy UV AT

k=1

r = (z1) € w:sup

Pn
:0},

xz(mk)Ew:Z

n

{

c(u,v;p, A) = {m:(:ck) szﬂleCaliT{n
{
{

n
E Uy Vi AL,
k=1
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seklinde tanimlanir. Bu dizi uzaylari

£OO<U, v P, A) = {600<p)}G(u,v;A) C(U, v p, ) {C( )}G (u,v;A)

A) = {co(p) }atuwa) {4P) }auwn)

seklinde G(u, v; A) liggensel matrisinin etki alani olarak da diigiintilebilir. Bu tanimda

CO(uav;p7 g(uaUSPa )

u = (uy),v = (vg) ve p = (pg) dizileri 6zel secildiginde agagidaki dizi uzaylar1 elde

edilir:
Tanmimlanan Uzay | w = (u,) | v= (vx) | p= (px) | Indirgenen Uzay | Bkz
loo(u, v5p, A) u v e loo(u,v; A) [16]
c(u,v;p, A) u v e c(u,v; A) [16]
co(u, v;p, A) u v e co(u, v; A) [16]
c(u,v;p, A) 1/(n+1) | 140" e al(A) 9]
co(u, v;p, A) 1/(n+1) | 14+7* e ab(A) [9]
Uoo(u,v; p, A) /(n+1) | 147k e al (A) [34]
l(u,v;p, A) 1/(n+1) | 147" e ay(A) [35]
loo(u, v;p, A) /Y otk | p (p, A) [36]
c(u, v;p, A) U3 hoa | an p rd(p, A) [36]
co(u, v;p, A) 1/ o Gk Qe p ro(p, A) [36]
{(u,v;p,A) VDot | @ p r(p, A) [37]
Calhigmamiz boyunca sik¢a kullanilan bir = (zy) dizisinin G (u, v; A)— dontigtimiine
kargilik gelen y = (y) dizisi Vv; = (v; — v;41) olmak fizere
k k
Y = ZukijUj = Zukvijj; (ke N), (2.1.1)
=0 =0
egitligi ile tanmimlanir.
Teorem 2.1.1.
pr/M
g(x) = ilelg Zukvij] (2.1.2)

ile tanimli ¢ fonksiyonu co(u, v; p, A) tizerinde bir paranormdur. Bu paranorma gore

co(u, v; p, A) dizi uzay1 bir tam lineer metrik uzaydir.
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Ispat. Ilk olarak, co(u, v; p, A) uzaymin lineer oldugunu gosterelim. s, x € co(u, v;p, A)

icin (1.1.3) esitsizligi kullanilarak

k pr/M k pr/M
ZukUjA(Sj +$j) < ZukvjAsj
§=0 j=0
k pr/M
+ Z uRV; AT (2.1.3)
j=0

yazilabilir. (2.1.3) esitsizliginde k — oo iken limite gegilirse (s + x) € co(u, v;p, A)

oldugu goriiliir. Diger taraftan, herhangi bir o € R igin
Pt < max{1, |o|M} = K (2.1.4)

yazilabilir [10]. (2.1.4) esitsizligi kullanilarak x € ¢o(u, v;p, A) igin

k pr/M k pr/M
ZukvjA(axj) = |afe/M Zukvijj
j=0 Jj=0
k pi/M
< KYM. ZukvjA:Ej
=0

elde edilir. Bu ise, ax € c¢y(u,v;p, A) oldugunu gosterir. Boylece co(u,v;p, A)
uzayinin bir lineer uzay oldugu gosterildi.

Simdi (2.1.2)’de tanmimlh ¢ fonksiyonunun cy(u, v;p, A) iizerinde bir paranorm
oldugunu gosterelim. ¢(6) = 0 ve her = € ¢o(u,v;p, A) igin g(z) = g(—=z) oldugu
agiktir. x,y € co(u,v;p, A) igin (2.1.3) esitsizligi g fonksiyonunun alt toplamsal
oldugunu gosterir. Skalerle ¢arpma igleminin siirekli oldugunu gosterelim. {z"},
g(z™—x) — 0 olacak sekilde ¢o(u, v; p, A) uzayinda herhangi bir dizi ve («,) de o, —
a olacak bicimde skalerlerin herhangi bir dizisi olsun. ¢ alt toplamsal oldugundan

ve (2.1.4) esitsizliginden

k pr/M
g(apz™ —ax) = sup Z upv; Aoz — axj)
keN |25
< lan—al g(a") + ol ga" —x) (2.1.5)

yazilabilir. Yine g fonksiyonunun alt toplamsalligini kullanarak
g9(z") < g(x) + g(z" — x)
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yazabiliriz ki bu esitsizlik {g(z")} dizisinin simirh oldugunu gosterir. Bu gergek

akilda tutularak, (2.1.5) esitsizliginde n — oo iken limite gegilirse
glapz™ —ax) — 0

elde edilir. Bu ise, skalerle ¢carpma igleminin stirekli oldugunu gosterir. Sonug olarak
g, co(u,v;p, A) tizerinde bir paranormdur.

Son olarak, cy(u, v; p, A) uzaymin tam oldugunu gostererek ispati tamamlayalim.
{2}, 2 = {960 ,xl ,} olacak bi¢imde co(u, v; p, A) uzayinda herhangi bir Cauchy

dizisi olsun. Bu taktirde her £ > 0 sayisina kargilik her i, j > ng(e) igin

. . o
(A . ] < _
g(z w)2

esitsizliginin saglandigi bir ny(e) dogal sayist mevcuttur. ¢ paranormunun tanimi

kullanilarak her bir sabit £ € N igin

|{G(u,v; A}y, — {G(u,v; A)xj}k’pk/M < sup ‘{G(u, v; A}y, — {G(u, v; A)xj}k‘pk/M
keN

g
< £ 2.1.6
; (2.1.6)

yazilabilir. Bu ise her sabit k € Nigin {(G(u,v; A)x°)g, (G(u,v; A)z')y, ...} dizisinin
R ctimlesi tizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi

yakinsaktir. Yani,

{G(u,v; A)a'}y, — {G(u,v; Az} (i — 00)
limiti meveuttur. (G(u,v; A)x)o, (G(u, v; A)x)q, ... limitlerini kullanarak {(G (u, v; A)z)o,
(G(u,v; A)x)y, ...} dizisini tamimlayabiliriz. (2.1.6) esitsizliginde j — oo iken limite
gecilirse her bir sabit £ € N icin

{G (u,v; A)2' b — {Gu, 0; Ak | < = (i > ng(e)) (2.1.7)

2
elde edilir. Diger taraftan, z° = {I,(;)} € co(u,v;p, A) oldugundan her k € N i¢in

bM< 2 (2.1.8)

[{G(u, v; A)z’ 5

esitsizligi saglanir. (2.1.7) ve (2.1.8) esitsizlikleri birlikte diigiintiliirse
{G (w0 Az [ < {G(u,v; A)x by — {Glu, v; Ay [
+ }{G(U,U;A)x’}k{pk/M

< € (Z > no(a))
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elde edilir. Bu ise, {G(u,v; A)z} € co(p) oldugunu gosterir. Yani, z € co(u, v;p, A)
dir. Sonug olarak cy(u,v;p, A) uzayindaki keyfi {z'} Cauchy dizisinin bu uzayda
yakinsak oldugu gosterildi. O halde, ¢o(u,v;p, A) tamdir. ]

Teorem 2.1.2. (i) c(u,v;p, A) uzay1 (2.1.2) esitliginde tanimh ¢ ile bir tam lineer
metrik uzaydir.

(ii) oo (u, v; p, A) uzay (2.1.2) esitliginde tanimlh ¢ ile bir tam lineer metrik uzaydir.

ispat. Teorem 2.1.1°e benzer olarak yapilir. ]
Teorem 2.1.3.
k‘ Pk 1/M
g1(x) = <Z ZukvjAa:j ) (2.1.9)
k=0

ile tanimli g; fonksiyonu ¢(u, v; p, A) lizerinde bir paranormdur. Bu paranorma gore

l(u,v;p, A) dizi uzay1 bir tam lineer metrik uzaydir.

Ispat. l(u,v; p, A) uzaymin koordinatsal toplama ve skalarla garpma iglemlerine

gore lineerligi; x, z € (u, v;p, A) icin

k Pk 1/M r k Pk 1/M
[Z ZukvjA(xj—i—zj) ] < Z ZukvjA:Ej
k=0 L & [j=0
r k prq 1/M
+ DD wviAz (2.1.10)
L & 1j=0
ve herhangi bir o € R icin
laPt < max{1, ||} (2.1.11)

esitsizliklerinden hemen goriiliir (bkz Maddox|[5, p.30] ve [6]).
Her x € l(u,v;p,A) icin ¢1(0) = 0 ve g1(x) = ¢g1(—x) oldugu agiktir. Diger
taraftan (2.1.10) ve (2.1.11) esitsizlikleri akilda tutularak ve

gi(ax) < max{l, |al}g:(z)

esitsizligi kullanilarak ¢; fonksiyonunun alttoplamsalligi elde edilir. Son olarak
skalerle ¢arpma igleminin siirekliligini gosterelim. {z"}, gi(2™ — ) — 0 olacak
sekilde ¢(u,v;p, A) uzayinda herhangi bir dizi ve (a,) de a,, — « olacak sekilde

skalerlerin bir dizisi olsun. g¢; alttoplamsal oldugundan
91(z") < gi(x) + g1(z" — )
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esitsizligi saglanir. Dolayisi ile {g;(z")} siirhdir.

k pr 1/M
g1 (@nq;” — 0551;) = [Z Z ’U,]ﬂ)jA(Ckn]?? — Oéwj) ]
k |j=0

< lan = algi(a") + |afg (e — x)

esitsizliginde n — oo iken limite gecilirse
g1(ana”™ —azx) — 0

elde edilir. Bu ise, skalerle carpmanin stirekli olmasi anlamina gelir. Dolayisi ile g;,
l(u,v;p, A) dizi uzayi lizerinde bir paranormdur.

Teoremin ispatini tamamlamak i¢in £(u, v; p, A) uzayimin tam oldugunu gosterme-
miz gerekiyor. {z'}, 2' = {xo ,xg ), xg), ...} olacak gekilde ¢(u, v; p, A) uzayinda keyfi

bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde, verilen bir € > 0 sayis1 ve her i, 7 > ng(e) igin
gt —al) <e (2.1.12)

olacak gekilde pozitif bir ng(e) sayist meveuttur. g;’in tanimmi kullanilarak herbir
sabit k € N ve her 4,5 > ng(e) i¢in

1/M

[(Glu, v A)a) = (Glu,v; A)a?)| < | |(Gluy 03 D))y — (Glu, v; A)a?)i ™

< €

elde edilir. Bu ise her bir sabit k¥ € N igin {(G(u,v; A)z%)k, (G(u,v; A)zt)y, ...}

dizisinin R ctimlesi iizerinde bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan,
(G(u,v; D)), — (G(u,v; A)z)p; @ — 00

yazilabilir. Busonsuz (G (u, v; A)x)o, (G(u, v; A)x)1, (G(u, v; A)x)s, ..., limitleri kulla-
narak {(G(u,v; A)x)g, (G(u,v; A)x)y, ...} dizisini tammlayalim. (2.1.12) esitsizligin-

den herbir m € N, 7,7 > ng(e) ve her sabit k € N igin

Z’ (u, v; A)a*), — (G(U,U;A)a:j)k}pk < gi(xt — )M <M (2.1.13)

k=0
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yazilabilir. Herhangi bir ¢ > ng(e) sayist alalim. (2.1.13) esitsizliginde 6nce j — oo
daha sonra m — oo lizerinden limite gecilirse ¢i(z° — x) < ¢ elde edilir. x €
l(u,v;p, A) oldugunu gostererek ispat1 tamamlayalim. (2.1.13) esitsizliginde ¢ = 1
alalim ve bu ¢ se¢imine kargilik gelen ng(e) sayisim ng(1) ile gosterelim. Bu durumda

i > ng(1) ve her sabit m € N i¢gin Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

m

1/M
> l(G v A \Pk] < (@' = 2)+ la) < 1+ g1 ()

k=0

elde edilir ki, bu = € £(u, v;p, A) olmasi anlamma gelir. {x'}, {(u,v;p, A) uzaymda
keyfi bir Cauchy dizisi oldugu i¢in ¢(u, v; p, A) tamdir. O

Sonug 2.1.1. {(u,v;p,A) dizi uzaymin tamminda her & € N i¢in p, = p olarak
alimrsa £,(u, v, A) dizi uzay: elde edilir. Yani ¢,(u, v, A) dizi uzay:

k P
Cp(u, v, A) = {az = (x) Ew: Z Zukvijj

k ! j=0

<OO}; (1<p<oo)

seklinde tanimlanir. Bu uzay

o0
2l (Z

n=0

n
unvaxk

) " (2.1.14)

ile tam normlu lineer uzaydir.

Simdi, £,(u,v,A) dizi uzay1 {izerindeki (2.1.14) normunun p #* 2 ig¢in bir ig

carpimdan elde edilemeyecegini ifade eden teoremi ispat edelim.

Teorem 2.1.4. p # 2icin £,(u, v, A) uzay1 tizerindeki (2.1.14) normu, bir ig carpimdan

elde edilemez.

Ispat. = = (z,) ve y = (y,) dizilerini ¢5(u, v, A) uzaymmdan alahm. O zaman,

<x,y>= Z{G(u, v; A)x b { G(u, v; Ay}

k=0

olarak tarif edilirse, fo(u, v, A) bir i¢ carpim uzayidir. Simdi,

/2
|z|| =< =,z >V (Z Zunvaxk )

n=0 "' k=0
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i¢ garpim normunu diisiinelim. Sonug 2.1.1’den ¢,,(u, v, A) uzaymin (2.1.14) normuyla

Banach uzay: oldugunu biliyoruz. O halde, f5(u, v, A) bir Hilbert uzayidir.

1 1 -2
) ) 70707”'
Vo — V1 U1 — U2 U2 — U3

1 -3 2
&= ( : , ,0,0,...)
Vg — Uy VU1p — Vg Vg — V3

Ote yandan,

an
I

ve

olarak secilirse

ve

elde edilir. Boylece

12116, uw.) = (Z

3

uankék
0

p\ 1/p 1/p
) :(\uo,mzul‘p) |

k

3
Il
o

00 n P\ 1/p 1/p
”‘:}Hép(u,v,A) = (Z Uy, VULW} ) = (|u0|p + |2u1|P)
n=0 "' k=0
ve
n p\ 1/p
12 4+ @|le, (up,0) = ZunVUk(z?—i-&J)k ) = 2|ug|
n=0 "' k=0
ve

NE

12 = @lley (uwn) =

VR N\
NE

n p\ 1/p
D unVop(Z — &)y ) = 4wy
k=0

i
[e)

olup buradan

12+ 07 woay T 112 =07 woay = 4luol* + 16[us|?
2/p
+ 4<|u0]p—|— \2u1|p>

2(||s||§,,<u,v,m . ||<:)r|3p(u,v,m); 0 £2)

bulunur. Yani p # 2 icin paralelkenar Ozdesligi saglanmaz. Bu da /{,(u,v,A)
uzayinin normunun p # 2 iken i¢ ¢arpimdan elde edilemeyecegini gosterir. Boylece
l,(u,v, A) uzay1 bir Banach uzay1 oldugu halde p # 2 igin bir i¢ ¢arpim uzay: ve

dolayisiyla Hilbert uzayi olmadigl sonucuna varilir. O]
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Teorem 2.1.5. (o (u,v;p, A),c(u,v;p, A) ve co(u,v;p,A) dizi uzaylarn sirasiyla

loo(p), c(p) ve ¢o(p) dizi uzaylarma lineer olarak izomorftur.

ispat. Ispat1 sadece loo(u, v; p, A) uzayi igin yapalm. Digerleri i¢in de tamamen
benzer olarak yapilabilir. ¢ (u,v;p, A) ve {o(p) uzaylar arasinda lineer birebir ve
orten bir doniigiimiin varoldugunu gostermeliyiz. (. (u,v;p, A) uzaymdan (. (p)’ye
bir T dontigimiini
T : loo(u,v;p, A) — Loo(p)
k

x — y=Tr= Zukvijj (2.1.15)

j=0
seklinde tanmimlayalim. 7' doniisimintn lineerligi aciktir. 7' lineer doniisimintin

birebir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in; Tx = 0 iken z = 6 oldugunu yani;

Zukvijj =0=ux,=0

=0
onermesinin her k£ € N i¢in saglandigin1 gostermeliyiz.
kE=0icin  ugvgAxg = 0 esitliginden xy = 0,
k=1igin wujfvgAzg+ v1Axq] = 0 esitliginden z; = 0,

k = nicin u,[voAxg + viAzy + ... + v,Ax,] = 0 esitliginden x,, = 6 gikar ki buradan
da z = 6 elde edilir. Boylelikle T lineer doniigtimiiniin ¢ekirdeginin sadece sifir
vektoriinden ibaret oldugu goriildii. O halde, T' birebirdir.

T lineer doniigimiiniin 6rtenligi i¢in, herbir y € o (p) alindiginda Tx = y olacak
sekilde enaz bir = € o (u,v;p, A) elemaninin varhg gosterilmelidir. y = (yx) €
loo(p) alalim ve x = (zy,) dizisini,

zk:i[— _1]; (k € N)
mviluy o ua

ile tamimlayalim. Bu durumda,

Vg | Uk Uk—1

@0 = %52 e
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oldugundan

pr/M
g(z) = ilelll\l) Zukv]A%
sup Zuv Yi-1 Y
N keN r { “jl]

= sup \yk\p’“/ =hy(y) < o0
keN

elde edilir. Buise, z € o (u,v; p, A) oldugunu ve iistelik 7" déniigiimiiniin paranormu
korudugunu gosterir. O halde, (o (u,v;p, A) uzayr {(p) uzayma lineer olarak

izomorftur. O]
Teorem 2.1.6. {(u,v;p, A) dizi uzay1 (p) uzayma lineer olarak izomorftur.
ispat. Teorem 2.1.5’e benzer olarak yapilabilir. O

Simdi ¢ (u, v;p, A), £(u, v; p, A) ve c(u, v; p, A) uzaylarimin Schauder baz ile ilgili

teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1.7. 0 < pp < H < oo olmak iizere co(u, v; p, A) uzaymin elemanlarinin

B = (b, dizisini

(11 1
_[___}, O<k<n-1)
Uk | Vk Vk+1
bk = . (2.1.16)
k; pu—
o (k=n)
0, (k >mn)

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde,
(i) {6} ey dizisi, co(u, v; p, A) uzay1 icin bir Schauder bazdir ve her z € co(u, v;p, A)
icin pr = (G(u,v; A)x), olmak lizere

r=Y pub® (2.1.17)
k

seklinde birtek gosterime sahiptir.
(i) { = limg_ 00 (G (u, v; A)x)y ve z = (zx) dizisi de

k
1[1 1 1
2L = — | —
jZ:;U] U Uj—1
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seklinde tamimh olmak iizere {z,b®} ciimlesi, c(u,v;p, A) uzay: icin bir Schauder

bazdir ve her x € ¢(u,v;p, A) igin
v=1z+> (u— 1™ (2.1.18)
k
seklinde birtek gosterime sahiptir.
ispat.
Glu,v; AP = e® e co(p), (k=0,1,2,..) (2.1.19)

oldugundan {6} C ¢o(u,v;p, A) yazlabilir.

x € co(u,v;p, A) verilsin. Her m > 0 tamsayisi i¢in

m

2l =3 " ™ (2.1.20)

k=0
olsun. §imdi, (2.1.19) esitligini aklimizda tutarak (2.1.20) esitligine G (u, v; A) matrisi

ni uygulayalim. Boylece,

k=0 k=0

ve

{G(U,U;A)(I‘—Z‘[m])}i: - ) :(i,m € N)
(G(u,v; A)x);, (i >m)

elde edilir. £ > 0 verilsin. Bu durumda 6yle bir mq tamsayis1 vardir ki m > my icin

sup {(G(u,v; A)m)i‘pk/M < g
>m

kalir. Buradan her m > my igin

g(x — x[m}) = sup ‘(G(u, v; A)x)i|pk/M

>m
< sup ’(G(u,’u;A)x)i‘pk/M < % <e
i>mg

oldugu goriiliir. Bu ise z € c¢y(u,v;p, A) noktasmin (2.1.17) gosterimine sahip
oldugunu belirtir.

Simdi bu gosterimin tekligini ispat edelim. x dizisinin

r=Y \p® (2.1.21)
k
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seklinde bagka bir gosterimi oldugunu kabul edelim. (2.1.19) esitligini aklimizda
tutarak (2.1.21) esitligine G(u, v; A) matrisini uyguladigimizda,

(Gu,v; A)x)n = Y Ml Glu, 0 A)pH], =3 " Aeel) = Ny (neN)
k k

elde ederiz. Halbuki bu, (G(u,v;A)x), = u, olmasi kabuli ile geligir. O halde
z € co(u,v;p, A) dizisinin (2.1.17) gosterimi birtektir. Bu ise Teoremin (i) kisminin
ispatin1 tamamlar.

(ii) {6™} C co(u, v;p, A) ve z € c(u,v;p, A) oldugundan {z,b*} C c(u,v;p, A)
yazilabilir. z € ¢(u, v; p, A) verilsin. Bu durumda, | = limg_.o.(G(u, v; A)z)g olacak
bigimde birtek [ sayis1 mevcuttur. ¢ = x — [z diyelim. Bu taktirde, ¢t € co(u,v;p, A)
olur. Teoremin (i) kismindan dolayr ¢ € co(u,v;p, A), (2.1.17) deki gibi birtek

temsile sahiptir. Yani

t=x—lz= Z(,uk — )p®

k

yazilabilir. Bu ise, z € c¢(u,v;p,A) noktasinin (2.1.18) esitligindeki gibi temsil

edilebilecegini ve bu temsilin birtek oldugunu gosterir. O

Teorem 2.1.8. 0 < pp < H < oo olmak tizere ¢(u,v;p, A) uzaymim elemanlarinin
b®) = (b}, en dizisini (2.1.16) daki gibi tammlayalm. Bu taktirde, {b®)}en
dizisi, ¢(u,v;p, A) uzay: igin bir Schauder bazdir ve her z € £(u,v;p, A) i¢in py, =

(G(u,v; A)z)g olmak iizere

r= ub® (2.1.22)
k
seklinde birtek gosterime sahiptir.
ispat. 0<pr < H< oo igin
G(u,v; AP = e® e ¢(p) (k € N) (2.1.23)

oldugundan {6} ren C €(u, v;p, A) yazilabilir.
Herhangi bir x € ¢(u,v; p, A) verilsin. Her pozitif m tamsayisi i¢in

m

2l =" b ™) (2.1.24)
k=0
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yazalim. Simdi, (2.1.23) esitligini akhmizda tutarak (2.1.24) esitligine G(u,v; A)

matrisini uygulayalim. Boylece,

G(u,v; A)z™ = G (u, v; A)bk)

)
(G(u,v; A)x)ke(k)

m
k=0
m
k=0

ve

0 , (0<i<m)

{G(u,v;A)(w—w[m])}i = ‘
(G(u,v; A)x);, (1 >m)

elde edilir. Diger taraftan keyfi ¢ > 0 sayis1 ve her m > my igin

1/M
€
A)x);[P* < =
g |(G(u,v; )il ] 5

olacak bi¢imde bir mg tamsayis1 vardir. Bu ytlizden, her m > my i¢in

S 1/M
-2 = |3 G A |pk]
Z:m

1M
< Z| G(u,v; A)x |p’“]
Li=mo
£
< —<e

2

elde edilir ki bu z € £(u, v; p, A) noktasimin (2.1.22) esitligindeki gibi temsil edilmesi
anlamina gelir. Temsilin tekligi Teorem 2.1.7'nin ispatindaki gibi yapilabilir. O]

2.2 Kapsama Bagintilari

Bu kisimda, A € {co, ¢, l} olmak iizere A(u,v;p, A) dizi uzaylan ile ilgili baz

kapsama bagintilar1 verilecektir.
Teorem 2.2.1. c¢o(u,v;p, A) C c(u,v;p, A) C loo(u,v;p, A) kapsamasi gegerlidir.

Ispat. c(u,v;p, A) C loo(u,v;p, A) kapsamasinin saglandigim gosterelim. Herhangi
bir x € c(u,v;p,A) alahm. Bu durumda, G(u,v; A)z € c(p) yazmlabilir. ¢(p) C
loo(p) oldugundan G(u,v; A)x € lo(p) olur. Bu ise, 2 € lo(u,v;p, A) oldugunu
gosterir. Dolayisi ile c(u, v;p, A) C lo(u, v;p, A) kapsamasi gegerlidir.
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co(u,v;p, A) C c(u,v;p, A) kapsamasi da benzer olarak gosterilebilir ve boylece

Teoremin ispat1 tamamlanir. ]

Teorem 2.2.2. A, ¢, ¢ ve (., uzaylarindan herhangi birisini gostersin.
(i) Eger her n € N igin p,, > 1 ise A(u,v; A) C A(u,v;p, A) kapsamasi gegerlidir.
(ii) Eger her n € N i¢in p, < 1ise A(u, v;p, A) C A(u,v; A) kapsamasi gegerlidir.

Ispat. (i) z € co(u,v; A) olsun. Bu durumda, G(u,v; A)z € ¢ yazilabilir. Sifira
yakinsama tanimi kullanilirsa her n > nq igin |G(u, v; A)x| < 1 egitsizligini saglayan
bir ny dogal sayisinin mevcut oldugunu soyleyebiliriz. Her n € N icin p, > 1

oldugundan her n > ng i¢in
(Gluy 3 A)al? < |Gu,v; A

elde edilir. Bu ise, z € ¢o(u,v;p, A) oldugunu gosterir.
(i) € co(u,v;p, A) olsun. Bu durumda, G(u,v; A)z € ¢o(p) yazilabilir. cy(p)
uzaymin tanimidan her n > ng igin |G(u, v; A)z|P» < 1 egitsizligini saglayan bir ng

dogal sayisinin mevcut oldugunu soyleyebiliriz. Buradan her n > ng i¢in
1
Glu,v; A)a] = (|G, v5 A)al) ™ < |Glu, v; Azl

elde edilir ki bu z € ¢o(u, v; A) oldugunu gosterir.
A yerine ¢ ve {4, uzaylarindan herhangi birisi alinarak diger kapsamalarda benzer

olarak gosterilebilir. O

2.3 Dual Uzaylar

Bu kisimda, co(u, v;p, A), c(u, v;p, A), oo (u, v; p, A) ve £(u,v;p, A) dizi uzaylarinin

a—, B— ve y— dualleri belirlenecektir.

Teorem 2.3.1. B € Ny ve K € Figin K* ={k € N: 0 < k < n} N K olsun.
G1(p), G2(p), Gs(p), Ga(p), G5(p), Gs(p), G7(p) ve Gg(p) climlelerini agagidaki gibi
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tanimlayalim:

Gi(p) = U{a— ag) € w: supz

B>1 KeF

Ga(p) = {a: (ak) szz

n

<o},

;1 _
> [ ot

keK* -j=k—1
< oo},

S| 3 vt
e

E Lj=k—1
kek* Lj=k—1

) = (){o= ) cwrmp

B>1 KeF

<o},

1 [a 1 1 . _
G4(p) = U{a:(ak)Ew: E u_|:U_k+(U__U_) E a; ‘B 1/p’“<OO},
B>1 g |k LYk k 1/ gy
P - ' U | Vg Uk Ukt !
B>1 k j=k+1

n 'ye gore diizgiin yakmsak},

o) = {a: (ar) € w (UklvkakBl/p’“) e co},

B>1

1 {ag 1 1 - 1 }
G = = - . — | — + e i B /Pk < o0 9
_ _ N SN N T B o W ) P
Gs(p) = E[]l {a = (ar) €w: {uk [Uk * <Uk Uk+1) _zk: aj] }B “hep
J=k+1

Bu taktirde,

Q

A} = Gilp), {elu,vip, A)}" = Gi(p) N Ga(p),

A = Galp), {co(u,v;p, A} = {co(u,v;p,A)} = Ga(p),
{e(u,v;p,0)} = Gulp)Nes,  {las(u,v3p, A)} = G5(p) N Ge(p),

A} = Galp) Nbs, {los(u,vip,A)}" = Gz(p) N Gs(p)

{CO u,v;p,

)

(
{loo(u, vip,

(

(

{e(u,v;p,
dir.

ispat. Ispat1 sadece loo(u,v;p, A) uzay: icin yapacagiz. Digerleri igin de benzer

yontem izlenerek ispat yapilabilir. a = (a,) € w alalim.

k
Y = g upV; AT
j=0
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oldugu hatirda tutulursa

n k
1
Gy =Y > (-1 y%an% = (Dy)p; (n€N) (2.3.1)
k=0 j=k—1

elde edilir. Burada D = (d,,;;) matrisi,

(
i(i—i)an, 0<k<n-1)

Uk \ Uk Uk+1
Ak = a i (n,keN) (2.3.2)
-, (k=n)
Up Uy,
L 0, (k> mn)

seklinde tanmimlanmigtir. O halde (2.3.1) ile "z = (z,) € loo(u,v;p, A) i¢in ax =
(anx,) € ¢ olmasi ancak ve ancak y = (y,) € lx(p) i¢in Dy € ¢, olmasiyla

mimkiindiir” ¢ift gerektirmesine sahip olunur. Boylece, Teorem 1.2.2 geregi

N {a — () ew s 3| Y [ 3 (_1)Hujlv,f”} B < oo}

B>1 KeF 77 D herr Lj=k—1
Simdi, o (u,v; p, A) uzaymin f— dualini hesaplayalim. a = (a,) € w alahm. z

elde edilir ki bu ise {lx(u,v;p, A)}* = G3(p) oldugunu gosterir.
ve y dizileri arasindaki (2.3.1) iligkisi akilda tutulursa n € N igin

n n—1 1 1 1 n
gakmkzzu—k{z—:—i‘(v—k——) Z a]}yk—l—

v
w1/ 5T

anyn = (Ey), (2.3.3)

TLUTL

elde edilir. Burada F = (e,;) matrisi,

(1 1 1 -
Lo (Lo 1) 5] chcnnn
U | Vg U Vk+1 ok
— 1 :
Crke 0 (k = n) ; (n,keN)
UpUp,
L 0, (k> n)

(2.3.4)
seklinde tammlanmigtir. O halde (2.3.3) ile "z = (2,,) € loo(u,v;p, A) igin ax =
(apx,) € cs olmasi ancak ve ancak y = (y,) € lw(p) igin Ey € c¢ olmasiyla
miimkiindir” ¢ift gerektirmesine sahip olunur. Bu durumda Teorem 1.2.3 ile

N {a:(ak)Ew:Zk:

B>1

n

() 2o
Sl A Qs Bk
Uk|:vk Uk Uk+1 Z !

j=k+1

n 'ye gore diizgiin yakmsak}
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ve

1
lim ——a, BYP* =0
k UV
elde edilir. Bu ise {{o(u, v;p, A)}? = G5(p) N Gs(p) oldugunu gosterir.
Yine (2.3.3) esitliginden "z = (z,) € loo(u,v;p,A) icin ar = (a,x,) € bs

olmasi ancak ve ancak y = (y,) € lo(p) i¢in Fy € l olmasiyla mimkiindiir”

¢ift gerektirmesine sahip olunur. Boylece Teorem 1.2.4 den
{loo(u,v;p, A)}Y = Gr(p) N Gs(p)
sonucu ¢ikar. O

Teorem 2.3.2. Her k € Nigin 1 < pp < H < oo olsun. Gy(p), G1o(p) ve G11(p)

ciimlelerini agagidaki gibi tanimlayalim:

k - o,
Go(p) = U {a— ag) € w: [ Z —1)k n| B <oo},
B>1 Ker j=k—1 uﬂv’“ :
Gut) = U { >l [ G 1)i_31p2 }
= a=(a;) €Ew: +{— a; | b < 00 ¢,
10\P = k we | on o) & ]_
i=h+1

’

Culp) — Bgl {a — (a) € w: {(ﬁakBl)pk} e eoo}.

Bu taktirde, {¢(u,v;p, A)}* = Go(p), {£(u,v;p, D)}’ = Gio(p) N Gu(p) Nes ve
{(u, v;p, A)}T = Gro(p) N Gra(p) dir.
ispat. Teorem 2.3.17in ispatinda kullanilan yontemle yapilabilir. O]

Teorem 2.3.3. Her £ € N igin 0 < pr < 1 olsun. Gia(p), Gi3(p) ve Gia(p)

ciimlelerini agagidaki gibi tanmimlayalim:

k Pk
Gio(p) = {a:a € w : sup sup [ —1)k ] <oo},
) = {o=es | S 3 ol
” Pk

Gis(p) = {a = (ax) €Ew : sup { (— - —) a]} < oo},

n,keN | UE | Uk Vg1 Pl

1

Gu(p) = {a = (ax) € w : sup —ak < oo}.

keN | UgUk

Bu taktirde, {/(u,v;p, A)}* = Ga(p), {£(u,v;p, A} = Gi3(p) N Gia(p) Nes ve
{K(UM vy p, A)}’Y == Glg(p) N G14(p) dir.

ispat. Teorem 2.3.1’in ispatinda kullanilan yontemle yapilabilir. O
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BOLUM 3
MATRIS DONUSUMLERI

3.1 Yeni Cesit Metod Ikilileri

Bu kisimda, Bagar [3] tarafindan X, ve ¢, uzaylarina uygulanan metodlar igin
verilen toplama metodu ikilisi kavrami, A € {cy, ¢, {s, £} olmak tizere A(u,v;p, A)
uzaylarina uygulanan metodlar bakimindan tanimlanacaktir.

r = (zx) ve y = (yx) dizileri,

k k
Y = ZUkUjA.Tj = Zukijvj; (k e N)
=0

=0
bagintist ile birbirlerine bagh olsunlar. = () dizisinin A déntigimii z = (z,) ve
y = (yg) dizisinin B doéntigimi de ¢t = (¢,,) olsun. Yani;

o0

2= (A2)y =) ampar, (n=0,1,2,..) (3.1.1)
k=0
ve
tn = (BY)n = > by, (n=0,1,2,..) (3.1.2)
k=0

olsun. Uygun bir yolla (z,) dizisi, (f,) dizisine (veya (t,) dizisi (z,) dizisine)
donitigtiiriilebiliyorsa o zaman ” A ve B, yeni cesit bir metod ikilisidir” denir. Burada

A = (ayy) ile B = (b,x) matrislerinin elemanlar1 arasinda

> 1 [an 1 1 >
Ane = w;b,;Vv: veya byp=—|—+|——— anil; (n,k €N
: ]2:; e Y : U [ Uk (Uk Uk+1) j;l ]} ( )

(3.1.3)

bagintis1 vardir.
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t = (t,) dizisi, z = (z,,) dizisine agagidaki yolla doniigtiiriilebilir:
0o [ k
= by = ank(zukxjwj)
k=0 k=0 =0
S (Zujbnjwj)xk

k=0  j=k
o0

= E AnkTi
k=0

= Zn

Ancak toplamin sirasini degistirmek daima miimkiin olmayabilir. Bu sebeple A ve
B metodlar1 denk olmak zorunda degildir. (3.1.1) ve (3.1.2) sonsuz serilerinin kismi

toplamlar1 arasinda

S = Zeud Sl -t))

k=0 k=0 j=0 7 Ui=1
m—1 m
1 {a, 1 1
_ L [_k i (— - —) 3 ] Ut y(3.1.4)
om0 Uk | Vg Uk Vk+1 okt UmUm

bagintist mevcuttur. Ju halde, her bir n € N i¢in (3.1.1) ve (3.1.2) serilerinden biri

yakinsarken digeri de ancak ve ancak

lim
Mm—00 Uy Um

ApmYm = W, (3.1.5)

mevcut olmasi halinde yakisar. (3.1.5) esitliginin saglanmasi sartiyla (3.1.4) esitligin
de m — oo iken limit alarak

2 =ty + Wy (3.1.6)

esitligine sahip olunur. Demek ki y = (y,) dizisi, A ve B metodlarindan birisi ile
toplanabiliyorsa digeri ile de ancak ve ancak her bir n € N igin (3.1.6) esitliginin
saglanmasi ve

lim w, =« (3.1.7)

mevcut olmasi halinde toplanabilir. Béylece A ve B metodlarindan birinin limitledigi
bir dizinin A ve B limitleri ancak ve ancak (3.1.7) esitliginin o = 0 ile saglanmasi

halinde cakigir. a # 0 ise A ve B metodlar1 tutarsizdir ve bunun tersi de dogrudur.
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3.2 Bazi Matris Siniflarinin Karakterizasyonu

Bu kisimda, ¢o(u, v; p, A), c(u, v; p, A), loo(u, v; p, A) ve £(u, v; p, A) dizi uzaylarindan
verilen herhangi bir dizi uzay1 igerisine matris dontisiimleri karakterize edilecektir.

Her n,k € N igin

ve

yazalim.

Teorem 3.2.1. A = (a,) ve B = (b,) matrislerinin elemanlar1 arasinda (3.1.3)
bagitisinin oldugunu kabul edelim. g verilen herhangi bir dizi uzay: olsun. A €

(co(u,v;p, A) : 1) olmasi igin gerek ve yeter sart

B e (cp) : 1) (3.2.1)

ve her sabit n € N i¢in

B™ € (co(p) : ¢) (3.2.2)

saglanmasidir. Burada B™ = (bfs,l) matrisi her m, k € N icin

1 [a, 1 1 o
_lﬂ_f_(_——)Zam}, 0<k<m-1)
Uk | Vg Uk Ukt1/) ST
p _ 1 ’ (3.2.3)
mk - (k =m) -
u’mvm
L 0, (k> m)

seklinde tanimhidir.

Ispat. A = (ank) ve B = (byk) sonsuz matrislerinin (3.1.3) bagimtisi ile birbirine
bagl olduklarini kabul edelim. p verilen herhangi bir dizi uzayi olsun. A € (co(u, v;p, A) :
1) ve herhangi bir y € co(p) alahm. BG mevcut ve (anr)ren € [co(u,v;p, A)]P
oldugundan her bir n € N igin (bur)ren € {co(p)}® yazlabilir. Dolayist ile her

y € co(p) igin By mevcuttur. (3.1.3) esitligi akilda tutularak

Z bk = Zxk Zujbnvaj, (n,m € N) (3.2.4)
k=0

k=0  j=k
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(3.2.4) esitliginde m — oo iken limite gegilirse By = Ax elde edilir. Bu ise B €
(co(p) : p) oldugunu gosterir.

Tersine olarak (3.2.1) ve (3.2.2) sartlari saglansin ve herhangi bir x € co(u, v; p, A)
alalm. Bu taktirde, her bir n € N icin (aus)ren € [co(u, v;p, A)]? olur. Dolaysi ile

Ax mevcuttur.

m m—1
1
kTl = by, AnmYm; (n,m €N

esitliginde m — oo iken limite gegilirse Ax = By elde edilir. Buise, A € (co(u, v;p, A) :
) oldugunu gosterir. O

Agagidaki teoremler Teorem 3.2.1’deki gibi ispat edilebileceginden, ispatsiz olarak

verildi.

Teorem 3.2.2. p verilen herhangi bir dizi uzay1 olsun. Bu taktirde,

(i) A € (c(u,v;p,A) : ) olmast icin gerek ve yeter sart B™ € (c(p) : ¢) ve B €
(c(p) : p) sartlarmin saglanmasidir.

(ii) A € (bso(u,v;p,A) : p) olmast igin gerek ve yeter sart B™ € ({o(p) : c) ve

B € (l(p) : p) sartlarmim saglanmasidir.

Simdi, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 ile ilgili baz1 sonuglar verelim. (g, ), pozitif
reel sayilarin azalmayan sinirh bir dizisi oldugunu kabul edelim. Asagidaki sartlari

gbz ontine alalim:

dn
sup [Z |&nk|M1/”’“] <00, (VM eN), (3.2.5)
neN ©
dn
sup Y Y an M| < oo, (VM EN), (3.2.6)
Ker ™ kK
Supz |G| MYPE < 00, (VM € N), (3.2.7)
neN &
dn
(o) CR > lim [Z [— Ml/pk] =0, (VM eN), (3.2.8)
k
dn
sup [Z |G| Ml/p’“] < oo, (IM e€N), (3.2.9)
neN L
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qn
< o0, (3.2.10)

sup an,
neN ; "
dn
sup A MVPE| <00, (IM € N), 3.2.11
ngﬂ: ; : ( ) (3.2.11)
qn
DD awk| < oo, (3.2.12)
n k
qn
Ja €R S lim | ap—a| =0, (3.2.13)
k
H(Cl/k) C R > lim |C~Lnk — O./k|qn =0, (Vk € N), (3214)

I(ag) CR 3 sup K%Y "y, — ag| M/ <00, (VK,3M €N).  (3.2.15)
k

neN
Sonug 3.2.1. (i) A € (los(u,v;p, A) : £5(q)) olmast icin B™ € (fo(p) : ¢) ve

(3.2.5) sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(i) A € (boo(u,v;p,A) : £(q)) olmasi icin B™ € (£o(p) : ¢) sartimn yanisira
(3.2.5)-(3.2.6) sartlarmin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(iii) A € (loo(u,v;p,A) : ¢(q)) olmast icin B™ € (fuo(p) : ¢) , (3.2.7) ve (3.2.8)

sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(iv) A € (boo(u,v;p,A) : co(q)) olmast icin BM™ € (£o(p) : ¢) sartmin yamisira her
k € N igin oy = 0 olmas sartiyla (3.2.8)’'in saglanmasi gerek ve yeterdir.
Sonug 3.2.2. (i) A € (c(u,v;p,A) : £5(q)) olmasi icin B™ € (c(p) : ¢), (3.2.9)
ve (3.2.10) sartlarimin saglanmasi gerek ve yeterdir.
(i) A € (c(u,v;p,A) : £(q)) olmasi icin B™ € (c(p) : ¢) ,(3.2.11) ve (3.2.12)
sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.
(iii) A € (c(u,v;p, A) : ¢(q)) olmast igin B™ € (c(p) : ¢) ,(3.2.13)-(3.2.15) sartlarinn

yanisira her n € N i¢in ¢, = 1 olmasi sartiyla (3.2.9)'un da saglanmasi gerek

ve yeterdir.

(iv) A € (c(u,v;p, A) : co(q)) olmast igin B™ € (c(p) : ¢) sartinin yamisira o = 0 ve
her k£ € Nigin i, = 0 olmasi gartiyla (3.2.13)-(3.2.15) sartlarinin da saglanmasi

gerek ve yeterdir.
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Sonug 3.2.3. (i) A € (co(u,v;p, A) : loo(q)) olmasiicin (3.2.2) ve (3.2.9) sartlariin

saglanmasi gerek ve yeterdir.

(ii)) A € (co(u,v;p, A) : €(q)) olmas i¢in (3.2.2) ve (3.2.11) sartlarinin saglanmasi

gerek ve yeterdir.

(iii) A € (co(u,v;p,A) : ¢(q)) olmas: i¢in (3.2.2), (3.2.14) ve (3.2.15) sartlarimin
yamsira her n € N i¢in ¢, = 1 olmasi gartiyla (3.2.9)’un da saglanmasi gerek

ve yeterdir.

(iv) A € (co(u,v;p, A) : co(q)) olmast igin (3.2.2) sartimin yamsira her k£ € N igin

ar = 0 olmasi gartiyla (3.2.8)’in de saglanmasi gerek ve yeterdir.

Simdi, ¢(u,v;p,A) dizi uzaymdan f,c,cy,bs ve cs uzaylarn igerisine matris
dontigiimlerini karakterize eden teoremlerimizi verelim. Ispatlari sadece 1 < pp <

H < oo durumu i¢in yapacagiz. 0 < pp < 1 durumu da benzer olarak yapilabilir.

Teorem 3.2.3. (i) Her k € Nigin 1 < pp < H < oo olsun. A € ({(u,v;p,A) : {y)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

C(B) = su e B e < 0 3.2.16
(B) neg;! «B7| ( )
ve ,
1 P
{ { ankBl} } €ly, (neN) (3.2.17)
U Uk keN

sartlarinin saglanmasidir.
(ii) Her k € Ni¢in 0 < pr < 1 olsun. A € (¢(u,v;p, A) : ) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

sup |5Lnk|pk < 00 (3.2.18)
n,keN

ve

Uk Vg

{ {Lank} " }kEN €le, (neN) (3.2.19)

sartlarinin saglanmasidir.

ispat. A € (£(u,v;p,A) : L) ve her k € Nigin 1 < p, < H < oo olsun. Bu

durumda, her z € ¢(u,v;p, A) i¢in Az meveuttur ki bu, her bir n € Ni¢in {a }ren €
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[0(u,v;p, A)]? olmasmi gerektirir. O halde, Teorem 2.3.2 kullanilarak (3.2.16) ve
(3.2.17) sartlariin gerekliligi hemen goriiliir.

Tersine, (3.2.16) ve (3.2.17) sartlariin saglandigini kabul edelim ve herhangi bir
v € {(u,v;p,A) alahm. Bu durumda her n € N icin {ank}reny € [((u,v;p, A)]?
oldugundan z’in A— déniigimii mevcuttur. Her m,n € N igin (2.1.1) bagmtist
kullanilarak elde edilen agsagidaki egitligi goz ontine alalim:

m m—1 m
1 [ an 1 1 1
S =3 2 (Lo L) S et g (G220

v
k=0 k=0 k+1/ 5t mYm

Teoremin hipotezi gézoniinde bulundurularak (3.2.20) esitliginde m — oo iken limite

gecilirse

1 [a, 1 1 >
;ankxk = ;u—k[av—:—i-(v—k——) Z an]}yk

v
w1/ 5T

= Y amy; (nEN) (3.2.21)

yazilabilir. (3.2.21) esitliginde n {izerinden supremuma gecilir ve (1.1.4) esitsizligi

dikkate alinirsa,

up| Doty < sup > el
< S P Sl
= B[C(ljg) +h3(y)] < ook
elde edilir. Bu ise Az € /., oldugunu gosterir. O

Teorem 3.2.4. Her k € Nigin 0 < p, < H < o0 olsun. A € ({(u,v;p,A) : ¢)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.2.16)-(3.2.19) sartlariin yamsira

lim G, = ax; (k €N) (3.2.22)

n—oo

sartinin saglanmasidir.

Ispat. A € ({(u,v;p,A) : ¢) ve her k € Nigin 0 < p, < H < o0 olsun. ¢ C lo
olmasi sebebiyle (3.2.16) ve (3.2.17) sartlarimin gerekliligi Teorem 3.2.4’iin (i) kismu

kullanilarak elde edilir.
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(3.2.22) sartinin gerekliligini ispatlamak icin (2.1.16) esitligi ile tanimh b*) =
{bgzk)}neN C l(u,v;p,A) dizisini géz oniine alalim. Her x € {(u,v;p,A) i¢in Ax

mevcut ve ¢ uzayinda oldugundan her sabit k£ € N icin

1 1 1 -
Ab(’“>:{—[%+<——_) Zam” €c
Uk | Vg Vg Vk+1 ikt e

elde edilir. Bu ise, (3.2.22) sartinin gerekliligini gosterir.
Tersine olarak, (3.2.16),(3.2.17) ve (3.2.22) sartlar1 saglansin ve £(u, v; p, A) uzayinda
herhangi bir = (z) dizisi alahm. Bu taktirde herbir n € N i¢in {a,}ren €

{0(u,v;p, A)}? olacagindan z’in A— déniigiimii meveuttur. Her m,n € N i¢in

Z ‘&nkBA‘pk < supz |dnka1‘pk
k—0 neN L
esitsizligi saglamir.  (3.2.16) ve (3.2.22) ifadeleri akilda tutularak bu esitsizlikte

m,n — oo iken limite gecilirse
> JaxBT P < o0 (3.2.23)
k

elde edilir. Diger taraftan, (3.2.17) ifadesinde n — oo iken limit alinirsa

/

1 e
{ {—akB_l} } el (3.2.24)
Uk Uk keN

yazilabilir. (3.2.23) ve (3.2.24) birlikte diisiiniildiigiinde (az) € {l(u,v;p,A)}?
oldugu goriiliir. Bu ise her x € {(u,v;p, A) icin ), oy, serisinin yakinsak olmasi
anlamina gelir. Simdi, (3.2.21) esitliginde a,; yerine (a,r — ay) alarak elde edilen
agagidaki esitligi gozoniine alalim:

Z(ank — Oék;)l"k; = Zdnkyk; (TL c N) (3.2.25)

i
Burada D = (d,,) matrisi her n, k € N igin

2oz (- 8) Sl

j=k+1
seklinde tanimhdir. Teorem 1.2.7 geregince D = (d,;) matrisinin (£(p) : ¢p) smifina

ait oldugunu séyleyebiliriz. O halde, (3.2.25) esitliginden

lim Z(ank — C‘ék)ill'k =0
k

n—oo

elde edilir. Bu ise her = € {(u,v;p, A) i¢gin Az € ¢ oldugunu gosterir. ]
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Teorem 3.2.4’de ¢ uzay1 yerine ¢y uzay1 alindiginda agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.2.4. Her k € Nigin 0 < pp < H < 0o olsun. A € (¢(u,v;p, A) : ¢p) olmasi
icin gerek ve yeter gart (3.2.16)-(3.2.19) sartlarinin yanisira her £ € N i¢in

lim an, = 0; (keN) (3.2.26)

n—oo

sartinin saglanmasidir.

Teorem 3.2.5. (i) Her k € Nigin 1 < p, < H < oo olsun. A € (¢(u,v;p,A) : bs)

olmasi i¢in

!
Py,

sup > uik{a(z;k) + <Uik — i) Zn: a(n,j)}Bl (3.2.27)

v
neN i k+1 =kt

ve

’

{ {La(n, k:)B‘lrk } €lx, (n€EN) (3.2.28)

Uk Uk keN

sartlarinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

(ii) Her k € N igin 0 < pr < 1 olsun. A € (¢(u,v;p,A) : bs) olmasi igin

iﬁ%2+(i_;L>§:WM4

(Y
w1/ 5T

Pk

sup < 00 (3.2.29)

n,keN

sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir.

Ispat. A € ({(u,v;p,A) : bs) ve x € {(u,v;p,A) olsun. E = (e,),) matrisini her
n,k € N icin

enk = a(n, k)

esitligi ile tammlayalim. y >k @k serisinin n, m-inci kismi toplami kullanilarak

Z Z kT = Z enZr;  (neN) (3.2.30)
k=0

=0 k=0

esitligi elde edilir. (3.2.30) esitliginde m — oo igin limite gegilirse,

Z Z ajpTy = Z enkTr;  (n €N) (3.2.31)
=0 k=0 k=0

elde edilir. Ayrica bs ve £, uzaylarinin lineer olarak izomorf olduklar1 akilda tutulursa

(3.2.31)’den "her = € f(u,v;p,A) igin Ax € bs olmasi ancak ve ancak her x €
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l(u,v;p,A) i¢in Fx € {,, olmasiyla miimkiindiir” ¢ift gerektirmesine sahip oluruz.
Boylece teoremin ispati, Teorem 3.2.3’de a,; yerine e,, koymakla kolayca elde

Asagidaki teoremin ispati Teorem 3.2.5” dekine benzerdir.

Teorem 3.2.6. Her £k € Nigin 0 < p, < H < o0 olsun. A € ({(u,v;p,A) : cs)
olmast i¢in gerek ve yeter sart (3.2.27),(3.2.28) ve (3.2.29) sartlarimin yanisira

lim {“(”’ k) | (i _ L) S afn, j)] o (kEN)  (3232)

n—00 U Uk Uk U1/ S

saglanmasidir.
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BOLUM 4
GEOMETRIK OZELLIKLER

Bu béliimde, ¢(u, v; p, A) paranormlu dizi uzay: iizerinde bir modiiler tanimlanarak
elde edilen ¢, (u,v;p, A) modiiler dizi uzaymin Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugu

gosterildi.

4.1 {,(u,v;p,A) Modiiler Dizi Uzay1

Bu kisimda, 4, (u,v; p, A) uzay: iizerinde tanimlanan modiiler ile Luxemburg norm
arasindaki bagitilardan s6z ettikten sonra ¢, (u, v; p, A) modiiler uzayimin Luxemburg
normuna gore bir Banach uzay1 oldugu ispat edildi.

ly(u,v;p, A) tizerinde o(z) fonksiyonelini

o(x): ly(u,v;p, A) — [0, 0]

o(z) = Z (Z uvaj|:1:j\> (4.1.1)

seklinde tammlayalim. Ayrica, ¢, (u, v; p, A) dizi uzay iizerindeki Luxemburg normunu

da her x € {,(u,v;p, A) i¢in

|z = inf {a >0 0(2) < 1}

veya buna denk olarak

k
||| = inf {a >0: O’(g) = ; (Z uLVv;

J=0

L
0%

o

Simdi, (4.1.1)’de tanimlanan o (x) fonksiyonelinin ¢, (u, v; p, A) tizerinde bir konveks

seklinde tanimlayalim.

modiiler oldugunu gosterelim.

Lemma 4.1.1. (4.1.1)’de tanimlanan o(z) fonksiyoneli ¢,(u,v;p, A) lizerinde bir

konveks modiilerdir.
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Ispat. z,y € ly(u,v;p, A) olsun.
(i) o(x) = 0 & = = 0 oldugu agiktr.

(ii) || = 1 olacak sekildeki her « skaleri igin

olar) = Z(Zukvwla%!>

k

k Pk
S (zukvw)
k 7=0
k Pk
_ z(zukww)
=0

= o)

olur.
(iii) o+ B = 1 olacak sekilde « ve [ pozitif reel sayilarim géz éniine alahm. Her

k € N igin t — |t|Px fonksiyonunun konveks oldugu gergegi kullanilirsa

k Pk
oloax + fy) = Z (Z urVujlox; + ﬁyﬂ)

E \j=0

k k Pk
Z (a Zuvaj\:cj\ + ﬁzukvvj‘yjo
=0

k j=0

k Pk k Pk
<y (zukwm) ey (ZW%'%O
ko \j=0 BooA=0

< ao(z)+ Bo(y)

IN

elde edilir. Sonug olarak, (4.1.1)’de tanimlanan o (z) fonksiyoneli ¢, (u, v; p, A) tizerinde

konveks bir modiilerdir. OJ

Lemma 4.1.2. Her x € {,(u,v;p,A) igin asagidaki ozellikler saglanir:

(i) Bger 0 < a < 1ise, oo (£) < o(x) ve o(ax) < ao(x) esitsizlikleri gegerlidir.
(ii) Eger o > 1 ise, o(z) < afo(£) dur.

(iii) Eger a > 1 ise, o(z) < ao(z) < o(ax) dir.
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Ispat. (i) 0 < a < 1 olsun. Her k € N igin py < sup, pr = H oldugu kullanilirsa

o(x) = Z(Zukvvﬂl‘ﬂ)

k

k Pk
-y (azukvvj|%\>
j=0

k

k Pk
— Zapk (Zukvvj}%‘)
j=0

k

ozHa(a)

elde edilir. Ayrica, o'nin konveksligi kullanmilirsa o(az) < ao(x) esitizliginin saglandig
hemen goriiliir.
(i) (i) kisminin ispatina benzer olarak yapilabilir.

(iii) o’'nin konveksligi kullanilarak elde edilir. O

Asgagida o(x) modiileri ile Luxemburg norm arasindaki iligkiyi veren Lemma ispat

edildi.

Lemma 4.1.3. Herhangi bir z € ¢, (u,v;p, A) i¢in agagidaki ifadeler dogrudur.
(i) Eger ||z||L < 1ise, o(z) < ||z|L dir.
ii) Eger ||z||L > 1ise, o(x) > ||z|| dir.

iii) |||l = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart o(x) = 1 olmasidir.

(
(
(iv) ||z]|z < 1 olmasi igin gerek ve yeter sart o(z) < 1 olmasidir.
(

v) [|z||z > 1 olmas i¢in gerek ve yeter sart o(x) > 1 olmasidir.

Ispat. (i) ¢ > 0 sayism 0 < ¢ < 1 — ||z||, olacak sekilde secelim. O zaman
e+ |||z < 1 yazlabilir. Diger taraftan, ||z||;’'nin tammindan 7 < ||z||; + ¢ olacak
bi¢imde en az bir 7 > 0 sayisinin mevcut oldugu ve a(f) < 1 esitsizliginin saglandig:

soylenebilir. Lemma 4.1.2'nin (i) ve (iii) kismu kullanihrsa

o(z) < o—(”l’”Lix)

T

= o((lelle+9)%)
(lellz +2)o(2)

el +e

IN

IA
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elde edilir. Bu ise, o(x) < ||z||; olmasim gerektirir.

llllr =1
il

(ii) € > 0 saywsii bu kez 0 < ¢ < esitsizligi saglanacak sekilde secelim.
Buradan 1 < (1 — ¢)||z||, < ||z||z yazlabilir. ||z|;’nin tanimi ve Lemma 4.1.2'nin

(i) kism kullanilirsa

x 1
be “((1 —e>||x||L> < T

elde edilir. Bu ise her ¢ € (O, ”x”rl> icin [|z||o(1 —¢) < o(x) esitsizliginin

l=llz
saglanmasi demektir. Simdi A ctimlesini

A= {(1 —g)llzljr:0<e< lll, = 1 1}
]|
bigiminde tanmimlayalim. Bu durumda, ||z|/;, = sup A olur. Diger taraftan o(z)’in
A kiimesi i¢in bir iist sinir olmasi sebebiyle ||z]|, < o(x) yazlir. Boylelikle (ii)
kisminin ispati tamamlanir.
(iii) ||| = 1 olsun ve € > 0 sayist verilsin. ||z||z’nin tamimindan 1 +¢ > § >

]|z ve o(§) < 1 olacak sekilde enaz bir 6 > 0 sayis1 vardir . Lemma 4.1.2'nin (ii)

kismindan

(1) < 5%—(%

yazabiliriz ki bu, her € > 0 sayis1 igin

) <o < (1+e)H

(o) <1+¢

egitsizliginin saglanmasi demektir. Bu ise o(z) < 1 olmasim gerektirir. Simdi,
o(z) < 1 olamayacagin gostererek gereklilik kisminin ispatini tamamlayalim. o(z) <
1 oldugunu kabul edelim. « € (0,1) sayisimi da o(z) < off < 1 esitsizligi saglanacak
bi¢imde segelim. O zaman, Lemma 4.1.2'nin (i) kismmdan (%) < Jro(z) < 1
yazabiliriz ki bu, ||z||; < a < 1 olmasi demektir. Bu ise, ||z|; = 1 olmas: ile
celigiyor. O halde, o(z) = 1 olmak zorundadir.

Tersine o(z) = 1 olsun. ||z||;’'nin tanimmdan ||z||, < 1 yazabiliriz. Eger ||z|/L <
1 ise, o zaman (i) kismindan o(x) < ||z||z < 1 olur. Bu ise, o(z) = 1 oldugu
kabuliimiiz ile ¢elisir. Demek ki ||z||, = 1 olmak zorundadir. Boylelikle (iii) kisminin

ispat1 tamamlanir.
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(iv) (i) ve (iii) kullamlarak kolayca elde edilir.
(v) (iii) ve (iv) kullamlarak kolayca elde edilir. O

Lemma 4.1.4. Herhangi bir z € ¢, (u,v;p, A) i¢in agagidaki ifadeler dogrudur.
(i) Eger 0 < a < 1 ve ||z]|z > a ise, o(x) > o dir.

(i) Eger a > 1 ve ||z < « ise, o(z) < off dir.

Ispat. (i) 0 < @ <1 ve ||z||; > « olsun. O zaman [£]z > 1 yazabiliriz. Lemma
4.1.3’tin (ii) kismi geregince o(£) > 1 elde edilir. Dolaysi ile bu esitsizlik ve Lemma

4.1.2'nin (i) kismindan

o(z) > afo(Z) > a
a
oldugu goriiliir.
(ii) @ > 1 ve [[z]|z < a olsun. O zaman ||Z||y < 1 yazabiliriz. Lemma 4.1.3’iin

(i) kism geregince o(2) < 1 elde edilir. Eger v = 1 ise, 0 zaman o(z) < 1 = o'

olur. a > 1 ise, bu durumda; Lemma 4.1.2'nin (ii) kismindan
H_ % H
o(z) <a'o(—) <«
a
oldugu goriliir. O]

Asagida £, (u, v; p, A) uzayindaki herhangi bir dizinin ||.||;, normuna gére yakinsamasi
ile bu uzay tlizerinde tanimlanan modiilere gore yakinsamasi arasindaki iligkiyi agiklayan

Lemma verildi.

Lemma 4.1.5. (z,), {;(u,v;p, A) uzayinda herhangi bir dizi olsun.
(i) Eger lim,, . ||z,||r = 1 ise, lim,, o o(x,) = 1 dir.

(i) Eger lim,, o o(z,) = 0 ise, lim,, . |||/ = 0 dir.

Ispat. (i) lim,_o ||2,||r = 1 olsun. & > 0 sayisi, € € (0,1) olacak sekilde secelim.

Bu taktirde her n > nyq igin
l—e<||zpllo <1+¢

esitsizliginin saglandig1 bir ny dogal sayis1t mevcuttur. Lemma 4.1.4 kullanilirsa her
n > ng i¢in

(1—e) <o(x,) < (1+e)
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elde edilir. Bu ise lim,, ., o(z,) = 1 oldugunu gosterir.

(ii) ||zn|lz = 0 olsun. Bu durumda (z,) dizisinin sifira yakinsamayan en az bir
alt dizisi bulunabilir. (x,,) bdyle bir alt dizi olsun. Yani, her k& € N i¢in ||z, ||L > €
olacak bigimde en az bir ¢ € (0, 1) sayis1 mevcut olsun. Lemma 4.1.4 kullanilirsa
her £ € N i¢in

o(zp,) > e

elde edilir. Bu ise & — oo iken o(x,, ) - 0 oldugunu gosterir. O

Bu kismi, ¢, (u,v;p, A) uzaymin Luxemburg normuna gore bir Banach uzay:

oldugunu ispatlayarak tamamlayalim.

Teorem 4.1.1. {,(u,v;p, A) uzayi

2|, = inf {n >0:0(0) < 1}
n
ile tanimli Luxemburg normu ile bir Banach uzayidir.

ispat. (z") = (27), £o(u,v; p, A)'da herhangi bir Cauchy dizisi olsun ve e € (0, 1)

verilsin. Bu durumda, her m,n > ng icin
|z™ — 2™ < e

esitsizliginin saglandig1 bir ng sayist mevecuttur. Lemma 4.1.3’in (i) kismindan dolay:
her m,n > ng icin

o(z" —2™) < ||la" — 2™, < e (4.1.2)

yazilabilir ki bu, her m,n > ny icin

oo k Pk
Z (Z u ;| — xT\) <ef

k=0 \j=0

olmasi demektir. Son esitsizlikten her bir sabit j ve her m,n > ny icin
|z} — 2| <e (4.1.3)

yazilabilir. Bu ise, (7) dizisinin R’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R tam
oldugundan m — oo iken 2" — z; olur. (4.1.3)’de m — oo iken limite gegilirse her
n > ng icin

2} — x5 < e
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elde edilir. Dolayisi ile m — oo iken (2" — 2™) — o(z™ — x) olur. Yani,

o] k Pk e k Pk
Z (Z ukVUj|x? — x;”|) — Z (Z uvaj|x? — xﬂ)
k=0 \ j=0

k=0 \j=0

yazilabilir. Buradan her n > ny igin
o(a" —z)<e

elde edilir. Bu ise ||2" — z||1 < £ olmas1 demektir.

Simdi, x = (x;) dizisinin ¢, (u, v; p, A) uzaymm bir elemani oldugunu gésterelim.
(™ —z) € Ly(u,v;p,A) ve Ly(u,v;p, A) uzayr bir lineer uzay oldugundan z =
(x — a™) + x™ egitliginden istenen elde edilir. Sonug olarak, ¢, (u,v;p, A) uzay

Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir. O]

4.2 (,(u,v;p,A) Uzaymn Kadec-Klee Ozelligi

Bu kisimda, ¢, (u,v;p, A) uzaymin Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugu gosterildi.

Lemma 4.2.1. x € {,(u,v;p,A) ve (x,) C l,(u,v;p, A) olsun. Eger her j € N i¢in

zn(7) = z(j) (n — o0) ve o(z,) — o(z) (n — o0) ise, bu durumda
lim ||z, —z||, =0
dar.

. p
Ispat. ¢ > 0 verilsin. Y .-, (Z?:o uvaj|:B(j)]> " <0 oldugundan

2 (waw) <oe (42,1

k=ko+1 \j=0
yazilabilir. Burada, K = max{1,2771} ve H = sup, p) olarak tammmhdir. Diger
taraftan, n — oo iken
ko k Pk ko k Pk
> (Z uvajlﬂfn(j)\) — o)=Y (Z ukVUj|9C(j)|>
k=0 \j=0 k=0 \j=0

ve her j € N igin x,,(j) — () olmas1 sebebiyle her n > ny i¢in

Z (Zukvmxn )pk Z (ZukVUj\x )pk

k=ko+1 k=ko+1

g
£ (422
<3x @22
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egitsizliginin saglandigi bir ng € N mevcuttur. Aym zamanda, her 5 € N i¢in

2, (j) — x(j) olmasindan, her n > ng igin
ko k Pk
}:(ijVwmAﬁ—woﬂ> <z (4.2.3)
k=0 \j=0

esitsizligini de yazabiliriz. (4.2.1),(4.2.2) ve (4.2.3) esitsizlikleri birlikte diigiiniiliirse,

n > ng icin

o(x, —z) = Z (Z upVuj|z,(5) — x(])|>

k=0
ko k Pk
= ( uvajlil?n(j)—il?(j)|>
k=0 \j=0
o] k Pk
+ ) <Zukwﬂmn(9)—m(])\>
k=ko+1 \j=0
0o k Pk
e
S (Zukw%mr)
k=ko+1 \j=0

k=0 \j=0
) k Pk
. (Zum|x<y>|) |
k=ko+1 \7=0
ko k Pk
5
< 3 + K[a(m) — Z (Z uvaj|x(])|>
k=0 \j=0
00 k Pk
€
+ et > (Zuva]\:c(])]> }
k=ko+1 \j=0
00 k Pk
3 3
= g—i—K{ Z <Zuvaj]x(j)\> +3—K
k=ko+1 \j=0
o) k Pr
Py (Zukvwo)\) ]
k=ko+1 \j=0
_e,€E . ¢
3 3 3
= ¢

elde edilir. Bu ise, n — oo iken o(x, — ) — 0 oldugunu gosterir. Lemma 4.1.5’in
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(i) kismmdan n — oo iken ||z, — x|/, — 0 elde edilir. Boylelikle Lemmanin ispat

tamamlanir. ]

Asagida £, (u,v; p, A) uzaymin Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugunu ifade eden

Teorem verildi.
Teorem 4.2.1. {,(u,v;p, A) uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.

Ispat. 2 € S(l,(u,v;p,A)) ve (z,), ||za]|z — 1 olacak sekilde B(ly(u,v;p, A))'da
herhangi bir dizi olsun. n — oo iken x,, — x zayif yakinsadigini kabul edelim.
Lemma 4.1.3%in (iii) kismindan o(z) = 1 yazabiliriz. Bu yiizden, Lemma 4.1.5’in
(i) kismi geregince n — oo iken o(x,) — o(z) olur. z, — x zayif yakinsadigindan
ve

i Ay (u,v;p, A) — R; mi(r) = x;
seklinde tanimh —inci koordinat déniigimii ¢, (u, v; p, A) lizerinde bir siirekli lineer

fonksiyonel oldugundan, her 7 € N icin

lim x,(i) = z(7)

n—oo

bulunur. Buradan; Lemma 4.2.1 kullanilirsa, x,, — x elde edilir. Bu ise Teoremin

ispatini tamamlar. O
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