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OZET

Acik kiimeler topolojik uzaylarin yap: tasidir. Ayirma aksiyomlari, baglantililik,
kompaktlik, stirekli fonksiyon vb. gibi pek c¢ok kavram acik ve kapali kiimeler
kullanilarak tanimlanir. Diger taraftan, agik kiime kavramina yapilacak modifiyelerin
sonuclar1 yillardan beri ¢aligilan konu olmustur. Topolojik uzaylarda yari-agik (yari-
kapali) kiime kavrami N. Levine tarafindan ortaya atildi. Levine bir topolojik
uzaydaki A4 kiimesinin yari-a¢ik olmasim U € A € U olacak sekilde U € X acik
kiimesinin var olmasi olarak tanimladi. Diger taraftan, pre-acik (pre-kapali) ve pre-
stireklilik kavramlari ise ilk kez A. S. Mashhour tarafindan verilmistir. Mashhour, bir
topolojik uzaydaki 4 alt kiimesinin pre-a¢ik olmasmi A € (A)° olmasidir olarak
tanimlamigtir. Levine ve Mashhour’un yari-kapali ve pre-kapali kiimeler {izerindeki
calismalarindan sonra, pek c¢ok matematik¢i yari-kapali ve pre-kapali kiime
kavramlarmi g6z onitinde bulundurarak dikkatlerini topolojideki ¢esitli kavramlarin
genellestirilmelerine ¢evirdiler. Onlar yari-kapalilik (pre-kapalilik) yardimiyla kapali
kiimeler kavramini yari-genellestirilmis (pre-genellestirilmis) kapali kiimelere
genellestirdiler.

Bu tez calismasinda yari (pre)-agik kiime, sg (pg)-kapali kiime kavramlari esas

alinarak elde edilen baz1 zayif ayirma aksiyomlarmin ozellikleri, birbiriyle olan
iligkileri ve denklikleri gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-acik Kiime, Pre-ag¢ik Kiime, Sg-kapali Kiime, Pg-kapali
Kiime
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ABSTRACT

Open sets are the building block of topological spaces. Separation axioms,
connectedness, compactness, continuous function etc. many concepts such as open
and closed sets are defined. Moreover, the results of the modifications to the open set
concept have been the subject studied for years. N. Levine defined a semi-open
(semi-closed) set in a topological space as a set A such that there exists an open U €
X such that U € A € U. On the other hand, the concept of pre-open (pre-closed) and
precontiunity in topological spaces was first introduced by A. S. Mashhour.
Mashhour has defined that subset 4 in a topological space is A S (A)° to be pre-
open. After Levine and Mashhour’s works on semi-closed and pre-closed sets, many
mathematicians have turned their attention into generalizations of various concepts in
topology, considering the notions of semi-closed and pre-closed sets. They
generalized the concept of closed sets to semi-generalized (pre-generalized) closed
sets with the help of semi-closedness (pre-closedness).

In this thesis, the characteristics of some weak separation axioms based on the
notions of semi-open (pre-open) closed, sg(pg)-closed closed, their relations and
equivalences are shown.
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1. GIRIS

Topolojik uzaylar1 agik kiimelere gore sahip olduklari ortak ozellikler yoniinden
incelemek bircok nedenle daha kolay ve daha uygundur. “Bir topolojik uzayda
herhangi iki farkli noktayr onlar1 kapsayan iki ayrik kiime ile ayirabilir miyiz?”

sorusunun cevabini ayirma aksiyomlar: adi verilen kavram ile yanit bulabiliriz.

Ayirma aksiyomlari, Almanca’da bu anlama gelen “Trennungsaxiom” kelimesinin
bas harfi alinarak olusturulan ve kisaca i=0, %, 1,2,2 %, 3,3 %, 4,5, 6 i¢in T; seklinde

gosterilen topolojinin 6nemli konularindan birisidir.

Topolojik uzaylarda yari-acik kiime kavrami 1963 yilinda N. Levine [1] tarafindan
ortaya atildi. 1971 yilinda S. Crossley ve S. Hildebrand [2] yari-kapal1 kiimeler ve bir
kiimenin yari-kapanisi ile alakali olan ve Levine’in ¢alismasimi ilk kez referans
olarak gosteren matematikg¢iler oldular. 1972 yilinda topolojik uzaylarda yari-
stireklilik kavramini tanimladilar [3]. Ardindan 1974 yilinda yari-topolojik ayirma
aksiyomlar1 {izerine ¢alisma yaptilar [4]. Yari-agik kiime kavramini baz alarak 1975
yilinda S.N. Maheshawari ve R. Prasad [5-7] semi-T,, semi-T; ve semi-T,, semi-
regular, semi-normal olarak ifade ettikleri ve yari ayirma aksiyomlar: olarak
adlandirilan yeni zayif ayirma aksiyomlarini tanimladilar. 1982 yilinda C. Dorsett
[8], yari-regiilerlik ve 1985 yilinda yari-normallik kavramlarini yari-acik ve yari-
kapali kiimeleri kullanarak tanimladi [9]. 1987 yilinda P. Bhattacharyya ve B.K.
Lahiri [10] yari-a¢iklik yardimiyla kapali kiimeleri yari-genellestirilmis kapali
kiimelere genellestirdiler ve semi-T, ve semi-T; uzaylarinin arasinda bulunan semi-
Ty, uzay adim verdikleri yeni bir ayirma aksiyomunu tanimladilar. 1997 yilinda M.
Caldas [11], semi-D kiimeleri kullanarak ozellikle semi-T,, semi-T; uzaylarinin
arasinda bulunan semi-D; adin1 verdigi yeni bir ayirma aksiyomunu tanimladi ve

ozelliklerini inceledi.

Pre-agik kiimeler, 1982 yilinda A. S. Mashhour ve arkadaslari [12] tarafindan ortaya
atildi. Onlar pre-siireklilik kavramini tanimladirlar. 1990 yilinda A. Kar ve P.
Bhattacharyya [13] pre-acik kiimeleri kullanarak pre-T,, pre-T; ve pre-T, seklinde
gosterilen ve pre-ayirma aksiyomlar1 olarak adlandirilan yeni diger zayif ayirma
aksiyomlarin1 tanimladilar. 1996 yilinda, H. Maki, J. Umehara and T. Noiri [14]

pre-Ty/, uzaylari tanimlamak igin pre-open kiimeleri kullandilar. Pre-agiklik

1



yardimiyla kapali kiimeleri pre-genellestirilmis kapali kiimelere genellestirdiler ve
pre-Ty ve pre-T; uzaylarinin arasinda bulunan pre-T, /, uzay adini verdikleri yeni bir
ayirma aksiyomunu tanimladilar. 2001 yilinda M. Caldas [15], pre-D kuimeleri
kullanarak 6zellikle pre-T,, pre-T; uzaylarinin arasinda bulunan pre-D; adin1 verdigi

yeni bir ayirma aksiyomunu tanimladi ve 6zelliklerini inceledi.

Bu tez ¢alismasinda, oncelikle literatiirde yari(pre)-acik kiime, yari(pre)-kapali kiime,
bir kiimenin yari(pre)-i¢i, bir kiimenin yari(pre)-kapanisi, bir fonksiyonun yari(pre)-
stirekliligi gibi modifiye edilen kavramlar incelenecektir. Sonrasinda yari(pre)-
ayirma aksiyomlari olarak tanimlanan semi-Ty, semi-Ty 5, semi-Ty, semi-T, , semi-Di,
pre-Ty, pre-Ty,,, pre-Ty, pre-T,, pre-D; seklinde gosterilen uzaylarm ozellikleri,
kalitsalliklar1 ve birbirleriyle olan baglantilar1 yari(pre) simetri kavrami da

kullanilarak analiz edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Topolojik Uzaylar

Topoloji kavramu reel sayilar ve Oklid uzaylan iizerindeki bazi kavramlarin
incelenmesi ve gelistirilmesi sonucu ortaya ¢ikmustir. Topolojik uzaylarin standart
tanimini almasi uzun zaman almistir. Yirminei ytizyilin basinda tinlii matematikgiler

tarafindan cesitli tanimlar ortaya atilmis olup sonunda bugiin ki halini almistir.

Topolojinin temel amaci topolojik uzaylar1 incelemek ve bu uzaylarin siirekli
deformasyonlar yani homeomorfizmalar altinda hangi 6zelliklerinin korundugunu
belirleyerek bu uzaylar1 smiflandirmaktir. Topoloji, bir homeomorfizma altinda
degismeden kalan o6zellikleri inceleyen matematigin bir dalidir. Ayrica iki uzay
arasinda homeomorfizma ingsa etmek her zaman kolay degildir. Bu nedenle
topolojide bu uzaylari incelemek i¢in alt dallar meydana getirilmistir (Geometrik
topoloji, cebirsel topoloji vb.). Topoloji kompaktlik, baglantililik, ayirma aksiyomlari
vb. topolojik 6zellikleri inceler. Bu 6zellikler burma, biizme ve germe sonucunda

degismeyen ozelliklerdir.

Bu kisimda topolojik uzaylar ile ilgili, ¢aligmanin diger boltimlerinde kullanilacak

olan ve iyi bilinen kavramlarin tanimlari, teoremler ve 6nermelere yer verilmistir.

Tamim 2.1.1 (Topolojik uzay) X# @ kiime ve T € P(X) olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan T simifina X tizerinde bir topoloji ve (X, 1) ikilisine ise topolojik uzay adi

verilir [16].

(i o, Xer,
(ii) 7 ya ait iki kiimenin kesisimi yine T ya aittir, yani G, H € tise G N H € 7 dur,
(iii) 7 ya ait keyfi sayida elemanlarinin birlesimi yine 7 ya aittir, yani [ herhangi bir

indis kiimesi olmak {izere, i € [ i¢in G; € T ise U;¢; G; € T dur.

Ornek 2.1.2 X# @ kiimesi iizerindeki topoloji T = P(X) olsun. X iizerinde bir

topolojidir ve ayrik veya diskre topoloji adi verilir.

Ornek 2.1.3 X+ @ kiimesi iizerindeki topoloji T = {X,®} olsun. X iizerinde bir

topolojidir ve ayrik olmayan veya indiskre topoloji ad1 verilir.



Tanim 2.1.4 R reel sayilar kiimesi olmak tizere G € R olsun. Eger her x € G i¢in
(x —&,x+€) S G olacak sekilde bir € > 0 sayist varsa G kiimesine R de bir agik

kiime denir.

R reel sayilar sayilar kiimesindeki acik araliklar ve bunlarin keyfi birlesimlerinden
olusan T ={G S R: (x —&,x + &) S G, € > 0} smifi R iizerinde bir topolojidir. R

den elde edilen bu topolojiye standart (alisilmis) topoloji denir.

Tanim 2.1.5 (Acik kiime) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. G € 7 ise G ye agik kiime
denir [16].

Ornek 2.1.6 (X, P(X)) ayrik uzayinin agik kiimeleri X in tiim alt kiimeleridir.

Tamm 2.1.7 (Kapah kiime) (X, t) topolojik uzayinda G € X alt kiimesi verilsin.
Eger G agik ise G ye kapali kiime denir [16].

Tamm 2.1.8 (Bir kiimenin i¢i) (X, 1) topolojik uzay ve A € X olsun. A tarafindan
kapsanan en genis ac¢ik kiimeye ya da baska bir ifadeyle A tarafindan kapsanan tiim

acik kiimelerin birlesimine A nin i¢i denir ve A° seklinde gosterilir [16].

Onerme 2.1.9 (X, 1) bir topolojik uzay ve 4,B € X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur [16,17].

(1) A° C A,

(2) ACagiktir,

(3) ACaciktir ancak ve ancak A° = A,

(@) (A°)°=A°,

(5) A°, A nin kapsadigi en genis acik kiimedir,
(6) AC Bise A° € B°.

Tanim 2.1.10 (Bir kiimenin kapanisi) (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A

kiimesini kapsayan en dar kapali kiimeye ya da baska bir ifadeyle 4 y1 kapsayan tim

kapali kiimelerin kesisimine A nin kapanisi denir ve A seklinde gosterilir [16].



Onerme 2.1.11 (X, 1) bir topolojik uzay ve 4, B € X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur [16,17].

(1) AC A,

2) Zkapahdlr,

(3) A kapalidir ancak ve ancak A = A dur,
“4) m& dir,

5) A A y1 kapsayan en dar kapali kiimedir,
(6) AC Bise A CB.

2.2 Siireklilik

Tammm 2.2.1 (Noktada siireklilik) (X, 7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar, f: X — Y bir
fonksiyon ve x, € X i¢in y, = f(x,) olsun. Eger y, in her V agik komsulugu i¢in
f(U) c V olacak sekilde x, € U agik komsulugu varsa f ye x, da siireklidir denir
[16,17].

Tanmm 2.2.2 (Siireklilik) (X, 1) ve (Y, 0) iki topoloji uzay, f: X = Y bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise bu fonksiyona X ilizerinde

stireklidir veya her yerde stireklidir ya da sadece stireklidir denir [16,17].

Teorem 2.2.3 (X, 1), (Y, 0) topoloji uzaylar, f: X — Y fonksiyon, K ve K’ sirasi ile T

ve ¢ nun kapali ailelerini gostersin. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir [16,17]:

(1) f siireklidir,

@)HerV eoicin f71(V) e T,

(3) Her B € K’ i¢in f~1(B) € K,

@) A c Xicin f(A) c f(A).

(5) Her C c Y igin f1(C°) < (f7(C))".

Tanmim 2.2.4 (Homeomorfizm) (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f:(X,1) -

(Y, o) fonksiyon olsun.

Eger f bire-bir, orten, siirekli ve tersi f~1:(Y,0) » (X,7) de siirekli ise f

fonksiyonuna bir homeomorfizm denir [16,17].

5



2.3 Ayirma Aksiyomlari

Literatiirde Tychonoff ayirma aksiyomlar1 olarak bilinen ayirma aksiyomlari, farkli
noktalar1 ve ayrik kiimeleri topolojik anlamda ayirmak anlaminda kullanilmasi ile
alakali kavramlardir. Topolojik uzayin elemanlarmin farkli olmasi iki topolojik
uzayin farkli olmasi anlamina gelmez. Ayirma aksiyomlarinin hepsi bir sekilde farkl

noktalar1 veya ayrik kiimeleri giiglii bir anlamda ayirt edilip edilemedigini gosterir.

Tanimm 2.3.1 (T uzayi) (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger farkli x,y €X nokta ¢ifti
icin en az birinin digerini i¢ermeyen agik bir komsulugu varsa, yani y€G olacak
sekilde x in bir a¢ik G komsulugu veya x&H olacak sekilde y nin bir H acgik
komsulugu varsa (X, t) ya T, uzay1 denir [16].

Tanimm 2.3.2 (g-kapah kiime) (X, 7) topolojik uzaymnin bir A € X alt kiimesi i¢in
eger ACG ve G acik olmak {izere ACGise A ya bir g-kapali kiime denir [18].

Teorem 2.3.3 Bir A4 kiimesi g-kapalidir ancak ve ancak A\A kiimesi bostan farkl

hi¢bir kapali kiime i¢cermez.

Ispat: Kabul edelim ki F, A\A nin kapali bir alt kiimesi olsun. A S F€ ve 4, g-kapali
oldugundan A € F¢ ve dolayisiyla F € (A)¢ olur. Boylece F € AN (A)€ olur ki

F= @ olmak zorundadir.

Tersine kabul edelim ki AS G ve G agik olsun. Eger A ¢ G ise (AN G°),

A\A kiimesinin bostan farkl1 kapali bir alt kiimesidir.

Sonug¢ 2.3.4 (X, 1) topolojik uzayinda A € X g-kapali kiimesi kapalidir ancak ve
ancak A\A kiimesi kapalidir.

Ispat: Eger A kapali ise A\A = @ olur. Tersine olarak A\A nin kapali oldugunu
kabul edelim. 4 kiimesi g-kapali oldugundan A\A kiimesi kendisinin kapal1 bir alt
kiimesi olur. Teorem 2.3.3 den A\A =@ ve bdylece A=A olur ki A kiimesi
kapalidir.



Teorem 2.3.5 A4 ve B kiimeleri g-kapali ise A U B kiimesi de g-kapalidir.

Ispat: Eger AUB € G ve Gacikiss AUB = AUB S G olurki buda AU B nin G

kapali oldugunu gosterir.

Fakat g-kapali iki kiimenin kesisimi g-kapali olmayabilir. Ornegin X = {a, b, c}
kiimesi lizerindeki T = {(25, X, {a}} topolojisi i¢in A = {a, b} ve B = {a, c} olsun. Bu
durumda A4 ve B kiimeleri g-kapalidir fakat A N B = {a} kiimesi g-kapali degildir.

Teorem 2.3.6 (X,7) topolojik uzayinda B € A € X olmak iizere B, A ya gore g-
kapali kiime ve 4 da X in g-kapal1 bir alt kiimesi olsun. Bu durumda B kiimesi de X e

gore g-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki B S G olacak sekilde G € 7 olsun. B S AN G ve bdylece
B, S ANGolur. Buradan ANB S ANGveA S G U (B) olur.

Dolayisiyla 4 kiimesi X de g-kapali oldugundan A € G U (B)® yazabiliriz. Boylece
Bc Ac GuU(B) olur ve burada B € G olur. Bu ise B kiimesinin de X gore

g-kapal1 oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.3.7 (X, t) topolojik uzayinda A4 kiimesi g-kapali ve F kapali bir kiime olsun.
Bu durumda A N F kiimesi g-kapalidir.

Ispat: 4 kapali oldugundan A N F kiimesi g-kapalidir. Teorem 2.3.6 dan ANF,
g-kapal1 bir kiimedir.

Teorem 2.3.8 (X, T) topolojik uzayinda A kiimesi g-kapal1 kiime ve A € B € A ise B
de g-kapalidir.

Ispat: B\B € A\A ve A\A nin bostan farkli hicbir kapali kapali alt kiimesi
olmadigindan B\B nin da bostan farkli hi¢bir kapali alt kiimesi yoktur. Teorem 2.3.3
den B kiimesi g-kapalidir.

Tamm 2.3.9 (T4, uzay1) (X, 7) topolojik uzaymnin her g-kapal alt kiimesi kapali ise

(X, ) uzayma T, s, denir [19].



Ornek 2.3.10 X = {a, b} igin T = {X ,0, {a}} olsun. Bu durumda,

A A | AS G olacak sekilde Ge T | Kapah | g-kapah
o |0 0, {a}, X v v
{a} | X {a}, X x x
{b} | {b} X 4 v

X X X 4 v

Yukaridaki tabloda goriildiigti gibi her g-kapali kiime kapali oldugundan dolay1r X
uzayi1 Ty, dir.

Kapalt her kiime g-kapalidir. Ayrica bu wuzaydaki g-kapali kiimeler
@,{b}. {c},{a, b}, {b, c}. {a, c} X dir fakat bunlar i¢inden {b}, {c}, {a, b}, {a, c} kapal
degillerdir. Dolayisiyla X uzayi T, /, degildir.

Tamm 2.3.11 (T, uzay1) (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger farkli x,y€X nokta ¢ifti
icin her birinin digerini igermeyen ac¢ik bir komsulugu varsa, yani x€G, y&G ve yEH,

x€H olacak sekilde G ve H agik kiimeleri varsa (X, ) ya T; uzay1 denir [16].

Tamm 2.3.12 (T, uzayi) (X,7) topolojik uzay olsun. Eger farkli x,y€X noktalari
ayrik agik komsuluklara sahipse, yani farkli x,y€X noktalar1t G N H = @ olacak
sekilde x€G, yEH agik kiimeleri varsa (X, ) ya T, uzay veya Hausdorff uzay denir
[16].

Simdi yukarida tanimlar1 verilen ayirma aksiyomlari ile alakali teorem ve Ornekleri

verelim:

Teorem 2.3.13 (X, 7) bir topolojik uzay1 T, dir ancak ve ancak farkli her x,y € X
nokta ¢ifti i¢in {x} # {y} dir [17].

Teorem 2.3.14 (X, 1) topolojik uzay1 T; dir ancak ve ancak her tek nokta kiimesi

kapalidir [16].

Ornek 2.3.15 Birden fazla elemana sahip X kiimesi iizerindeki indiskre topoloji igin

(X, 7) uzay1 T, degildir. Ciinkii her tek nokta kiimesi kapali degildir.



Teorem 2.3.16 (X, 1) uzay1 Ty, dir ancak ve ancak her x € X i¢in {x} acik veya
kapalidir.

Ispat: (X,7) uzay1 Ty ;2 ve x € X igin {x} kapali olmasm. {x}¢ kiimesinin tek agik
komsulugu X oldugundan {x}¢ kiimesi g-kapalidir. Her g-kapali kiime kapali
oldugundan {x}¢ kapali ve dolayisiyla {x} aciktir.

Tersine olarak her x € X i¢in A € X g-kapali ve x € 4 olsun. Eger {x} agik ise
{x}NA # @ olur. Diger durumda {x} kapalidir ve @ # m NA = {x}nA olur. Her

iki durumda da x € A olup boylece A S A olur. Bu ise 4 mn kapali oldugunu

gosterir.

Teorem 2.3.17 (X,7) uzay1 Ty, dir ancak ve ancak X uzaymin her alt kiimesi, bu

alt kiimeyi i¢eren tiim acik kiimelerin ve tiim kapali kiimelerin kesisimidir.
Ispat: (X,7) uzayi Ty, ve B S X olsun. Bu durumda,

B = N{{x}¢ : x ¢ B}
Teorem 2.3.16 dan acik ve kapali kiimelerin bir kesisimidir.

Her x € X i¢in {x}° kiimesi bu kiimeyi iceren tiim a¢ik ve tiim kapali kiimelerin

kesisimidir. Bu durumda {x} ya agik ya da kapalhdir. Béylece (X, ) uzay1 Ty, dir.
Teorem 2.3.18 (X, 1) topolojik uzay olsun. O halde,

1) (X,71) uzay1 Ty, ise T dur,
(2) (X,7)uzay1 T, ise T, dir,
(3) (X, 1) uzay1 Ty ise T dir,
4) (X, 1) uzay1 T, ise Ty dir,

dolayisiyla
Tz - T1 = T1/2 = TO

yazilabilir.



Ispat: (1) Kabul edelim ki (X, 1) uzay1 T, olmasin. Bu takdirde Teorem 2.3.13 den

dolay1 x,y € X, x#y i¢in m=@ dir.
A=@ N {x}¢ olsun. 4 nin g-kapali oldugunu fakat kapali olmadigini gésterecegiz.
x€ U€ tise ANUR {y} # @ ve boylece x€ A olur. x¢4 oldugundan kapali degildir.

Simdi kabul edelim ki ACVet olsun.mgV oldugunu gostermemiz g-kapali

oldugunu gostermek i¢in yeterlidir. Fakat @n {x}°=4A<V den x€V oldugunu

gostermeliyiz.

X€E V€ ise y€ m c V¢ olur. Buradan y € A4SV yazabiliriz. Boylece y € VN V¢ olur ki
bu ise ¢eliskidir. Dolayisiyla x € V¢ dir yani x € V dir.

Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir. Ornegin X={a, b,c} kiimesi
iizerindeki T = {(Z), X, {a},{aq, b}} uzayim diisiinelim. Bu uzay T, dir fakat {a,c} g-

kapali olmasina ragmen kapali olmadigindan X uzay1 T, ,, degildir.

(2) Kabul edelim ki (X, T) uzay1 T; ve Ac X kapali olmasin ve x € A\A4 olsun. (X, 1)
uzay1 T; oldugundan Teorem 2.3.14 den {x} kapahdir ve {x} c A\A dir. Buradan
A\A kiimesi bos kiimeden farkli bir kiime icerdiginden 4 kiimesi g-kapali degildir.
Dolayisiyla (X, 7) uzay1 Ty, olur. Fakat bu teoremin tersi dogru degildir. Ornegin
X={a,b} kimesi i¢in 7 ={X,0,{a}} topolojisini disiinelim. (X,7) uzayr T, /2

olmasina ragmen T; degildir.

(3) ve (4) ispatlar1 tamimdan asikardir ve tersleri genelde dogru degildir. Ornegin
X={a,b,c,d} kiimesi i¢in T = {X, @,{a},{a, b}, {a,b, c}} olsun. (X,7) uzay1 T,
olmasina ragmen T, degildir. Benzer sekilde reel sayilar tizerindeki tiimleyeni sonlu
T ={G S R|G° sonlu} U {@} topolojisi i¢in (X,T) uzayr T; olmasina ragmen T,
degildir. Clinkii eger T, olsaydi x # y i¢cin U NV = @ olacak sekilde x ve y nin
sirasiyla U ve V' agik komsuluklari olurdu. Burada U¢U V¢ =R olup sag taraf

sonsuz olmasina ragmen sol taraf sonlu olurdur. Bu ise bir ¢eliskidir.
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Tanmm 2.3.19 (Simetrik Uzay) (X,7) topolojik uzay x,y € X ve x # y olsun.

x € {y} oldugundan y € {x} ise (X, 7) ya simetrik uzay denir.

Teorem 2.3.20 (X, 7) uzay: simetriktir ancak ve ancak her x € X i¢in {x} kiimesi

g-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, ) uzay1 simetrik olmasin yani x € fy_} vey & {x} olsun.
Bu durumda {y} € (fx_})c ve boylece {y} € (fx_})c olur. Dolayisiyla x € (fx_})c elde
ederiz ki bu ise bir ¢eliskidir. O halde y € {x} dir.

Tersine olarak {x} € G, G € t ve {x} € G olsun. Bu takdirde {x} N G¢ # @ olur.

y € {x} N G€ ve boylece x & G olur. Bu ise {x} € G olmast ile celisir.

Sonug 2.3.21 (X, t) uzay1 T; olsun. Her x € X i¢in {x} kapali ve boylece g-kapali
oldugundan Teorem 2.3.20 den dolay1r (X,7) simetriktir. Fakat uzayin simetrik
olmasi T; olmasim gerektirmez. Ornegin X = {a, b} kiimesi iizerindeki 7 = {@, X}

indiskre topoloji simetrik olmasina ragmen T; degildir.
T, = Simetrik
Sonug 2.3.22 (X, T) uzay1 simetrik ve T;, dir ancak ve ancak T; dir.

Ispat: (X,7) uzay1 simetrik oldugundan Sonu¢ 2.3.22 den dolay1 T dir. Tersine
olarak, x,y € X ve x # y ve uzay T, olsun. Baz1 G € T i¢in x € G € {y}° oldugunu
kabul edelim. Bu durumda x € {y} ve bdylece y & {y} olur. Buradan y € H € {x}¢

olacak sekilde H € t vardir ki bu ise (X, T) uzayinin T; oldugunu gosterir.
Teorem 2.3.23 (X, T) uzay1 simetrik uzay olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(1) (X, 1) uzay1 T, dir,
(2) (X,7) uzay1 T, , dir,
3) (X, 1) uzay:1 Ty dir.

Ispat: Sonug 2.3.21 ve 2.3.22 dan ispat asikardir.
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Teorem 2.3.24 (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda,

(1) (X,7) uzay1 Ty ise (A,t4) T, dir,
(2) (X,7) uzay1 Ty, ise (4,74) Ty, dir,
(3) (X,t)uzay1 Ty ise (A,14) T, dir,
@) (X,7)uzay1 T, ise (A,1,) T, dir.

Ispat: (1) (X,7) T, uzay1 (4.,7,) da bu uzaym alt uzay1 x # y, x,y € A olsun. Bu
durumda x,y € X dir. (X, t) uzay1 T, oldugundan x e U,y € U veya y e U, x € U
olacak sekilde bir U €t vardir. Bu durumda x €e UNA4, y € UNA veya y €
UNA, x € UNA olur. Ustelik UNAe 1, dir. O halde (4.7,) uzay1 bir Ty uzayidir.

(2) (X,7) uzay1 T;,, ve A €X olsun. Teorem 2.3.16 dan x€4 igin {x} kiimesi agik
veya kapali olsun. Bu durumda {x} kiimesi 4 da agik veya kapali olur ki bu ise

(A, 14) nin Ty /, uzayi oldugunu gosterir.

3) (X,t) T; uzay1 ve (4,t4) da bu uzaym alt uzay1 ve x € A olsun. Bu durumda
x € X olup (X, 1) uzay1 T; oldugundan ve her tek nokta kiimesi kapali oldugundan

{x} kiimesi (X, T) uzayinda kapalidir.

(4) (X,7) bir T, uzay1 ve (4,14) da bu uzaym alt uzayi olsun. x # y ve x,y € A
olsun. Bu durumda x,y € X dir. (X,7) T, uzay1r oldugundan x e U,y eV ve
UNV=@ olacak sekilde U,V € t kiimeleri vardir. Béylece x € UNA, y € VNA ve
ANOUNANTY)=0 dur. Alt uzay tanimi geregince ANUe t, ve ANVe 1ty
oldugundan (4,t,) alt uzay1 T, dir.

i=0,1,2 icin (X,7) uzaylarin T; uzayr olma ozelligi topolojik ozellik oldugu

bilinmektedir. $Simdi uzayin Ty /, olmasinin topolojik 6zellik oldugunu gésterelim.

Teorem 2.3.25 (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar, U € X g-kapali kime ve f: X =Y
stirekli ve kapali ise f(U) € Y de g-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki V € o olmak iizere f(A) €V olsun. Bu durumda U S
f~Y(V) ve f(U) €V ve f(U) kapali kiime olur. Bu ise f(U) € (f(A) = f(A) €V
yapabilmemize olanak saglar. Dolayisiyla f (U) kiimesi g-kapalidir.
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Kapal1 ve siirekli déniisiimler altinda g-agik kiimelere gitmez. Ornegin X = {a} ve
Y = {(Z), Y, {b}} olmak iizere f(a)=c seklinde tamimlansin. {a} kiimesi X de g-agik

olmasina ragmen {c} kiimesi ¥ de g-agik degildir.

Teorem 2.3.26 (X,t) ve (Y,0) topolojik uzaylar, f:X — Y stirekli kapali bir
fonksiyon olsun. B € Y de g-kapali ise f~*(B) € X de g-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki B € Y g-kapali ve U € t olmak iizere f~*(B) € U olsun.
f~Y(B) € U veya f~1(B) N U¢ = @ oldugunu gosterecegiz.

f(f~X(B) nU®) € B\B ve B kiimesi g-kapali oldugundan ve B\B bos kiimeden
farkli hicbir kapali kiime ihtiva etmeyeceginden B\B # @ ve dolayisiyla
f(f‘l(B) n UC) = @ olur.

Boylece f~1(B) N U = @ olur. Dolayisiyla burada f~1(B) € Y nin X de g-kapali

oldugunu goriiriiz.

Teorem 2.3.27 (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar (X, 7) uzay1 Ty ;. f: X = Y siirekli

orten, kapali ise (Y, ) uzayr da T, /, dir.

Ispat: Kabul edelim ki B € Y kiimesi g-kapali olsun. Dolayisiyla Teorem 2.3.26 dan
f~1(B) kiimesi g-kapalidir ve bdylece 6rtenlikten B = ff~1(B) olur ki B de Y de
kapalidir. Boylece (Y, o) uzay1 Ty /, olur.

Sonug 2.3.28 Teorem 2.3.27 dan dolay1 uzayin Ty /, olmasi topolojik bir 6zelliktir.

13



3. YARI TOPOLOJIK KAVRAMLAR VE YARI AYIRMA AKSiYOMLARI
3.1 Yarr-Acik ve Yari-Kapah Kiimeler

1963 yilinda N. Levine [1] sinir noktalarini igerebilecek kisimlara sahip kiimeleri de
acik kiimelere dahil ederek agik kiime kavramini yari-agik kiimeye genellestirmistir.
Ardindan yari-agik kiime kavramini kullanarak yari-stirekliligin tanimini verdi. 1971
yilinda Crossley ve Hildebrand [2] yari-kapali kiime ile yari-kapanis seklindeki
kavramlara ilk referans olan isim oldular. Ayrica Onlar yari-ayirma aksiyomlarini
1972 yilinda ortaya attilar [4]. Levine’in ¢alismalarindan sonra Bhattacharyya ve
Lahiri [10] yari-agiklik yardimiyla kapali kiime kavramini yari-genellestirilmis
kapali kiime kavramina genellestirdiler. Ve ardindan bu kavrami kullanilarak semi-

T2 (yari-kapali kiimeler ile sg-kapali kiimelerin ¢akistig1) uzay: tanimlandilar.

Calismanin bu kisminda yari-agiklik tanimi kullanilarak elde edilmis olan
kavramlarin, fonksiyonlarin ve aywma aksiyomlarmin temel 6zellikleri ve

birbirleriyle olan iligkileri incelenecektir.

Tamm 3.1.1 (Yarr-agik kiime) (X,7) bir topolojik uzay, U € T olsun. USAS U
olacak sekilde en az bir U € X agik kiimesi varsa 4 ya yari-agik kiime denir. (X, 1)

uzayindaki tiim yari-agik kiimelerin sinift SO(X, 1) ile gosterilir [1].

Tammm 3.1.2 (Bir kiimenin yarr-i¢i) (X,7) topolojik uzay, A € X olsun. 4 nin
kapsadigi X in yari-agik tiim alt kiimelerinin birlesimine 4 nin yari-ig¢i denir. A°

seklinde gosterilir [1].

Benzer sekilde yari-kapali kiime ise kapali kiime ile kapali kiimenin i¢i arasinda bir

iligski kurularak su sekilde tanimlanir.

Tamm 3.1.3 (Yari-kapah kiime) (X, 1) topolojik uzay, A € X olsun. F° S ACF
olacak sekilde en az bir F € X kapali kiimesi varsa 4 ya yari-kapali kiime denir.

(X, 7) uzayindaki tiim yari-kapali kiimelerin sinifi SCI(X, ) ile gosterilir [1].

Tamim 3.1.4 (Bir kiimenin yari-kapanisi) (X, 7) topolojik uzay, A € X olsun. 4 y1
iceren X in yari-kapali tiim alt kiimelerinin kesimine 4 nin yari-kapanis1 denir. A

seklinde gosterilir [1].
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Ornek 3.1.5 X = {a, b, ¢, d} iizerindeki topoloji T = {X, 9, {a}, {a, b}, {a, b, c}} olsun.

Bu durumda (X, t) daki yari-acik ve yari-kapali kiimeleri bulalim:

Acgk Kapah Acqk Kapah Yarr-acik
kiimeler | kiimeler | kiimelerin | kiimelerin kiimeler
kapanisi ici
) X G=0 X @
{a},{a,b},{a,c},{a,d},
{a} {b! cC, d} @=X ¢ {a, b, C}, {a, C, d},
{a,b,d}, X
{a, b} {c,d} {a,b}=X 1) {a, b}, {a,b,c},{a,b,d}
{a,b,c} {d} {a,b,c}=X @ {a,b,c}, X
X 0 X=X @ X

Yukarida goriildugii gibi (X, 1) topolojik uzayindaki yari-agik kiimelerin sinifini
SOX,1) = {X,0,{a},{a, b}, {a,c},{a,d},{a,b,c}{a,c,d}, {a,b,d}} seklindedir.
Burada yari-ac¢ik kiimelerin sinifi T topolojisinden daha incedir. Ornekte gériildiigii
gibi her yari-acik kiime agik olmayabilir. Ornegin {a, c} yari-acik kiime olmasina
ragmen agik degildir. Yari-a¢ik kiimelerin sinifi genelde bir topoloji olusturmaz.

Benzer diisiince ile yari-kapali kiimelerin smifini,

SCI(X,7) = {0,X,{b,c,d},{c,d},{b,d},{b,c},{d},{b},{c} }. Her yari-kapali kiime
kapal1 olmayabilir. Ornegin {b, ¢} yari-kapal kiime olmasina ragmen kapali degildir.
Yari-kapali kiimelerin sinifi da genelde bir topoloji olusturmaz. Ayni 6rnek {lizerinde

A={a, b, d} kiimesi i¢cin A = X ve A% = {a, b, d} dir.

Ornek 3.1.6 (1) (R, U) alistlmis topolojik uzay olsun. Bu takdirde (a,b), (a,b].

[a, b) ve [a, b] araliklar1 yari-agik kiimelerdir,
2) (]R, P(R)) diskre topolojik uzay olsun. SO (R, t)= P(R) dir,

3) (R, {R, @} ) indiskre topolojik uzay olsun. SO(R, 7)= {R, @} dir,

15



(4) R iizerinde ki 7={G € R| G sonlu}U {@} tiimleyeni sonlu topoloji i¢in
SORt)={HSR|GEHCSX, GeET1} dur

Yukarida yari-a¢ik kiimenin tanimi verilirken, acik kiime ile agik kiimenin kapanisi

arasinda bir iligki kurularak yapildi.

Teorem 3.1.7 (X,t) topolojik uzayinda yari-agik bir kiimenin tiimleyeni yari-

kapalidir.

ispat: (X, 7) topolojik uzay A € X yari-agik bir kiime olsun. Bu takdirde U € AS U
olacak sekilde bir U € t vardir. Burada tiimleme 6zelliginden (U)¢ € A€ € U°€ olur.
U agik oldugundan U€ kapalidir. (U)¢ = (U€)° oldugundan (U€)° € A¢ € U€ olur

ki bu ise A€ nin yari-kapali oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.8 (X, 1) topolojik uzayinda yari-kapali bir kiimenin tiimleyeni yari-

aciktir.
Ispat: Yukaridaki teoremin ispatindaki benzer diisiince ile gosterilebilir.

Simdi yari-agik ve yari-kapali kiimeler arasindaki kesisim ve birlesim islemlerinin

kapalilig1 ile ilgili asagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.1.9 (X, 7) topolojik uzayinda B € X yari-kapali ve F € X kapali ise BUF
yari-kapalidir.

Ispat: (X, 1) topolojik uzay, F kapali kiime ve B € X yari-kapali kiime olsun. F¢
acik, B¢ kiimesi yari-a¢ik oldugundan Sonug¢ 3.1.12 den F¢ N B¢ kiimesi de X de
yart-agiktir. Dolayisiyla F€ N B¢=(F U B)¢ kiimesi yari-agik F U B kiimesi yari-
kapalidir.

Teorem 3.1.10 (X, 1) topolojik uzay, {A; € |i € I} yari-agik kiimelerin sinifi olsun.

Bu durumda U;¢; 4; kiimesi yari-agiktir.

Ispat: (X,7) topolojik uzay ve {4; € |i € I} yari-agik kiimelerin smifi olsun. Bu
durumda her i € I icin U; € A; € U, olacak sekilde U; acig1 vardir. Her i € [ icin U;
ler acik oldugu i¢in U;e; U; agiktir. Dahast U;g; U; € Ui A; dir. Ui 4; € Ui U,
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oldugunu gosterecegiz. x€ U A; olsun. Bazi iy € [ i¢in x€ A; olur. U;) € A; <
U, oldugu i¢in x€ Uy, dir. U;) € U, oldugundan x€ U, olur. Bunun anlami x€ U
veya X€ Uio' dir. Her iki durumda da x€ (Uyg U,) olur. Béylece
Uie U; € Uier A; € Ui U; olur ki Ujep A; yari-agiktir.

Teorem 3.1.11 (X, 1) topolojik uzayin da A € X yari-agik ve G € X agik ise AN G

kiimesi yari-agiktir.

Ispat: G acik ve A4 yari-agik olsun. Yari-agik kiime tamimindan USACS U olacak
sekilde U aci1g1 vardir. Her tarafi G ile kesistirirsek UNG S ANG S U NG olur.
Burada UGE t oldugundan U NG aciktir. Simdi ANGESUNG oldugunu
gosterecegiz. Xx€ A N G olsun. x€4 ve x€G dir. USA oldugundan x€U veya x& U

olmalidir. Her iki durumu inceleyelim.

x€U olsun. x€G oldugundan x€ U N G dir. Burada x€ U N G yazabiliriz. x¢ U olsun
x€ A € U olur ki x€ U’ dir. V, x noktasim igeren herhangi bir a1k kiime olmak iizere
X€EV NG ve x€ U'oldugundan V N G de x den farkh bir y€ U vardir. Bu durumda
y€ U ve y€ G dir. Boylece y€ U N G dir. Bu durumda x i iceren herhangi bir 1 acig1
icin dogru oldugundan x€ (U N G)’ dir. Dolayisiyla x€ (U N G) dir. Dolayisiyla
UnG SANUCUANG dir. Yani A N U yari-agiktir.

Sonug¢ 3.1.12 (1) (X, 1) topolojik uzay ve {B;|i € I} yari-kapali kiimelerin sinifi

olsun. Bu durumda N;¢; B; yari-kapalidir.

(2) Agik olmayan tek nokta kiimelerinin i¢i @ oldugundan, tek nokta kiimeleri agik

olmadike¢a yari-a¢ik olamaz.
(3) (X, 1) topolojik uzayinda @ # A € X i¢in A° = @ olsun 4 yar1-agik olamaz.

(4) Yart-acik olmayan kiimelerin birlesimi yari-acik olabilir. Ornegin (R, 1)
alistlmis topolojik uzaymda A=(0,3) U {4}, B=(2,5) U {1} kiimeleri yari-agik

olmamasina ragmen birlesimi olan A U B = (0,5) kiimesi yari-agiktir.
(5) (X, 7) uzayinda @ # A € X yari-kapalidir ancak ve ancak (4)° € A dur.

(6) (X, 1) topolojik uzaymnda @ # A € X igin yar1-agiktir ancak ve ancak A € A° dir.
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(7) (X, 1) topolojik uzayinda @ # A € X icin A U (A)° kiimesi yari-kapalidir.
(8) (X, 1) topolojik uzaymda A € X i¢cin A=A U (4)° dur.
3.2 Yarr-siireklilik

Bu kisimda yari-agik ve yari-kapali kiimelerin baz1 6zelliklerini yari-siireklilik olarak
tanimlanan donisiimler altinda inceleyecegiz. Siirekli fonksiyonlar, agik kiimelerin
ters goruntiilerinin ac¢ik oldugu doniistimler olarak karakterize edildigini biliyoruz.
Acik kiimeler yerine yari-agik kiimeler alinirsa ti¢ farkli yari-siirekli fonksiyon

tanimini elde edilir.

Tamm 3.2.1 (Yar-siireklilik) (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar f: X — Y fonksiyon

ve xo EX olsun. Bu takdirde karsimiza ti¢ farkl stireklilik tanimi ¢ikar. Bunlar;

(i) (SO-1 siirekli fonksiyon) Y de f{x;) nin her agik V" komsulugu i¢in X de x, nin
AU) € Volacak sekilde bir U yari-a¢ik komsulugu varsa f fonksiyonuna p noktasinda
SO-1 sureklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda SO-1 siirekli ise f ye
SO-1 stireklidir denir [1.4,20,21].

(ii) (SO-2 siirekli fonksiyon) Y de f(x,) nin her yari-acik /" komsulugu i¢in X de x,
nin AU) € V olacak sekilde bir U yari- a¢ik komsulugu varsa f fonksiyonuna x,
noktasinda SO-2 siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda SO-2 siirekli
ise f'ye SO-2 siireklidir denir [1,4,20,21].

(iii) (SO-3 siirekli fonksiyon) Y de f(x,) nin her yari-agik /" komsulugu i¢in X de x,,
nin AU) S V olacak sekilde bir U agik komsulugu varsa f fonksiyonuna x,
noktasinda SO-3 siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda SO-3 stirekli
ise f'ye SO-3 siireklidir denir [1,4,20,21].

Yukaridaki yari-stireklilik tanimlari dikkate alindiginda f nin SO-3 siirekliligi f nin
hem stirekli hem de SO-2 siirekliligini gerektirdigini gorebiliriz. (R, U) alisiimig
topolojik uzay ve f :R — R, f{x)=x olsun. f fonksiyonu siireklidir. Ancak p=1
noktasinda 1€ (0,1] yari-agik komsulugu igin f '1((0,1]) =(0,1]1 ¢ U dur.
Dolayisiyla f fonksiyonu SO-3 stirekli degildir.
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Teorem 3.2.2 (X, 1) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda, f'stirekli ise SO-1 stireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki f:X — Y siirekli bir fonksiyon, x, € X ve fix,) € V olacak
sekilde V€ o olsun. f siirekli oldugundan f (U) € V olacak sekilde U€ t vardir. U
kiimesi a¢ik oldugundan yari-agiktir. Dolayisiyla f fonksiyonu SO-1 siireklidir.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. R deki alisilmis topoloji ve ' :R — R,

<
flx) = {;' i;g olsun. x=0 noktasinda f fonksiyonu SO-/ siirekli olmasina

)

ragmen sirekli degildir. Benzer sekilde fnin x=0 noktasinda SO-2 siirekli de degildir.

Bu ise SO-2 siirekliligin siirekliligi gerektirmedigini gosterir.

Ornek 3.2.3 X= {a, b, c} ve Y= {1, 2,3, 4} kiimeleri iizerindeki topolojiler sirasiyla
t={X,0,{a}} ve o = {Y,0,{1},{2},{1,2}} ve f: X > Y fonksiyonu f (a)=1, f (b)=3,
f (c)=4 seklinde tanimlansin. f fonksiyonunun siirekliligi aciktir fakat SO-2 stirekli
degildir. X deki vyari-acik kiimeler SO(X.7)= {(Z), X,{a},{a, b}, {a, c}} dir.
f(b) € {2,3,4} ve {2,3,4} yari-agiktir. Bununla beraber X de b noktasini iceren yari-
acik kiimeler X ve {a, b} dir. Fakat f(X)={1,3,4} € {2,3,4} ve f({a,b}) = {1,3} &
{2,3,4} dir. Béylece f fonksiyonu SO-2 siirekli ise SO-1 siireklidir.

Teorem 3.2.4 (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonu SO-2 siirekli ise SO-1 siireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki f:X — Y fonksiyonu SO-2 siirekli, x, € X ve V€ ¢ olmak
tizere f(xy) € V olsun. f fonksiyonu SO-2 siirekli ve V acik oldugundan yari-agiktir.
Dolayisiyla f{U) SV olacak sekilde x, €U yari-agik kiimesi vardir. Bu ise f nin SO-/

stirekli oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.5 [4] (X, 1) ve (Y, d) topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.

Bu durumda,

(1) Her V€ g i¢in f~1(V) € SO(X, 1) ise f fonksiyonu SO-1 siireklidir,
(2) Her Ve SO(Y,0) i¢in f~1(V) € SO(X, 1) ise f fonksiyonu SO-2 siireklidir,
(3) Her Ve SO(Y, o) i¢in f~1(V) € 7 ise f fonksiyonu SO-3 siireklidir.
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Yukarida teoremin sonucu olarak asagidaki sekilde sabit, siirekli, SO-1, SO-2, SO-3
stirekli fonksiyonlar arasindaki iliskiyi su sekilde belirtebiliriz:

Strekli

Sabit fonksiyon — SO — 3 siirekli SO — 1 stirekli

N 7
SO — 2 stirekli

Sekil 3.1 i=1,2.3 i¢in SO-i siirekli, siirekli ve sabit fonksiyonlar arasindaki iligki.

Yukarida belirtilen gerektirmelerin tersleri genelde dogru degildir. SO-1 siirekli ise
stirekli veya SO-2 siirekli olmasi gerekmez. Stirekli bir fonksiyonun veya SO-2
stirekli bir fonksiyonun da SO-3 de siirekli olmas1 gerekmez.

3.3 Yari-Ayirma Aksiyomlari (semi-T, semi-T+ /5, semi-T 1, semi-T)

Bu kisimda yari-aciklik kavrami ile elde edilen ve bilinen ayirma aksiyomlarinin bir
modifiyesi tarzinda fakat daha zayif 6zellikleri olan yari-ayirma aksiyomlari verilmis

ve ozellikleri incelenmistir.

Tamim 3.3.1 (Semi-T uzay1) (X,1) topolojik uzay ve x,y € X i¢in x # y olsun.
x ve y noktalarindan birini igerip digerini i¢germeyen bir A € X yari-agik kiimesi

varsa bu (X, 7) ya semi-T,, uzay1 denir [5].

1991 yilinda Sunduram vd. yar-T;,, uzaylarnn asagidaki tanimda belirtildigi gibi
sg-kapali kiimeleri kullanarak karakterize ettiler. 1994 yilinda M. Caldas [22] ise
yari-Ty, uzaym karakterizasyonunu, kalitsalligini, topolojik &zelligi  verdi.

Calismanin bu kisminda yari1-T; ,, uzaylari semi-T; ;, seklinde gosterilecektir.

Tamm 3.3.2 (Sg-kapah kiime) (X,7) topolojik uzay, A € X olsun. A €U olacak
sekilde A € U ve U yari-acik kiimesi varsa, A kiimesine yari-genellestirilmis kapali

kiime (semi-generalized closed set) denir ve sg-kapali seklinde gosterilir [10].
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Ornek 3.3.3 X = {a, b, c} kiimesi iizerindeki T = {X D, {a}} topolojisi i¢in

Acik Kapali | Acik kiimelerin Kapalh
kiimeler | kiimeler kapanisi kiimelerin ici
) X =0 X=X
@ | &g =X {b,c)’ =0
X 1) X=X P°=0

Tim yari-agik kiimelerin sinifi SO(X, T)={(Z),X, {a},{a, b}, {aq, c}} ve tiim yari-
kapalilarin sinifi ise SCI(X, T)={X ,0,{b,c},{c}, {b}} seklindedir.

Simdi ise X kiimesinin alt kiimelerinin tamaminin yari-kapanislarini bulalim.

—

3=0. {a}=x, {b}={b}, {c}={c}.{b, c}={b, c}. X=X {a,c}=X {c}={c}. {a, B}=X

A A | ACU, Ue SO(X, 1) olacak sekilde | Sg-kapah | Yari-kapah
A CU kiimeleri kiime kiime

1) 1) @,{a},{a, b}, {a,c},X v v
{a} | X {a},{a,b},{a,c},X x x
{b} | {b} {a, b}, X v v
{c} | {c} {a,c}, X v v
{a,b} | X {a,b}, X x x
{fa,c}| X {a,c}, X x x
{b,c} | {b,c} X v v
X X X v v

Tamm 3.3.4 (Semi-T,,, uzay1) (X, ) topolojik uzayinda her sg-kapali kiime yari-

kapali ise (X, T) ya semi-T; ;, uzay1 denir [22].

Ornek 3.3.5 Ornek 3.3.3 de X= {a, b, ¢} kiimesi iizerindeki T = {X D, {a}} topolojisi

i¢in her sg-kapali kiime aym zamanda yari-kapali oldugu i¢in uzay semi-T; ;, dir.
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Ornek 3.3.6 X = {a, b, c}, kiimesi iizerindeki 7 = {X ,0,{a, b}} topolojisi i¢in

Acgik | Kapalh | Acik kiimelerin | Kapah kiimelerin
kapanisi ici
1) X )
1) X 1)
{a,b} | {c} X 1)

SO(X, t)={X ,0,{a, b}} ve SCI(X, r)={X ,0, {c}} seklinde olur.

A A | ACU, Ue SO(X, 1) olacak sekilde | Sg-kapal | Yari-kapah
A cU kiimeleri kiime kiime

) 1) X,0,{a, b} v v
X X X v v
fa} | X X, {a, b} x x
{b} | X X, {a, b} x x
{c} | X X v 4
{a,b} | X X, {a,b} x x
{a,c}| X X v x
{b,c}| X X v x

Bu ornekte goriildigii gibi {a,c} sg-kapali olmasina ragmen yari-kapal

olmadigindan dolay1 (X, t) uzay1 semi-T; ;, degildir.

Tanmm 3.3.7 (Semi-T1 uzayi) (X, 1) topolojik uzay ve x,y € X i¢cin x # y olsun.
x€U, ygU ve yeV, x €V olacak sekilde U,V € X yari-acik kiimeleri varsa
(X, 1) ya semi-Tyuzay1 denir [5].

Tanimm 3.3.8 (Semi-T, uzayi) (X, 1) topolojik uzay ve x,y € X i¢cin x # y olsun.
x €U,y €V veUNV = @ olacak bi¢imde U,V € X yari-a¢ik kiimeleri varsa (X, 1)

ya semi-T, uzay1 denir [5].

Teorem 3.3.9 (X, 1) topolojik uzay1 semi-T, dir ancak ve ancak farkli her x,y € X
icin {x} # {y} dir.
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Ispat: (X,T) uzay1 semi-Ty ve x,y€E X, x # y olsun. Dolayisiyla x€U, y¢ U olacak
sekilde en az bir UC X yari-a¢ik kiime vardir. Bu durumda y€ U¢dir ve U yari-agik
oldugunda U¢ yari-kapalidir ve buradan x¢& {37} dir. xe {x} oldugunda (x} {y~} dir.

Tersine olarak kabul edelim ki {x} = {’37} olacak sekilde x ve y noktalar1 igin
X€ {;}={§} oldugundan x i iceren her U yari-agik kiime i¢in UN {x~} # @ olur.
Dolayisiyla U ayni zamanda y yi de icerir. Bu ise uzayin semi-T, olmadigin1 gosterir.

Boylece farkli x,y€ X nokta gifti i¢in {x} = {y~} ise (X, 1), uzay1 semi-T, uzay: olur.

Sonu¢ 3.3.10 Her tek nokta kiimesi yari-kapali veya buna denk olarak sonlu alt

kiimesi yari-kapali olan topolojik uzay semi-T, dir.

Tamm 3.3.11 (X, 7) topolojik uzay E < X olsun.

sD(X,7) ={Ac X|A,(X,1) dasg — kapali kiime } ,

sCI*(E) ={A|EcAveA€esD(X, 1)},

SO(X,1)* = {B| sCI*{B‘} = B¢} seklinde tamimlansin [5,23].

Bu durumda semi-T; /, uzayin1 asagidaki sekilde karakterize edilebilir.

Teorem 3.3.12 (X, 7) semi-T, , dir ancak ve ancak her x € X i¢in {x} yari-agik veya

yari-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki bazi x € X icin {x} yari-kapali olmasin. X kiimesi {x}¢ i¢eren
yari-agik kiime oldugundan {x}° sg-kapalidir ve bdylece (X,7) nun semi-T,,
olmasindan {x}¢ kiimesi yari-kapalidir. Dolayisiyla {x} yari-agiktir. Benzer sekilde

(X, 1) dabaz1 x € X i¢in {x} yari-a¢ik olmasaydi yari-kapali olurdu.

Tersine olarak her x € X i¢in {x} yari-agik veya yari-kapali oldugunu kabul edelim.
Uzaym Ty, oldugunu gostermek i¢in SO(X,7)=SO(X, 1) oldugunu gostermeliyiz.
Her zaman i¢in SO(X,t) SSO(X,t)* oldugu biliniyor. SO(X,1)* € SO(X, 1)
oldugunu gosterelim. E € SO(X,1)* ve E € SO(X, t)olsun. Dolayisiyla sCl*(E€) =
E€ ve sCI(E®) # E€ olur. Dolayisiylax € sCI(E€) ve x & EC(= SCl*(EC)) olacak
sekilde en az bir x € X vardir. x € sCl*(E€) oldugundan x ¢ A ve A D E€ olacak
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sekilde bir sg-kapali 4 kiimesi vardir. Kabulden {x} yari-agik ve yari-kapal

oldugundan, her iki durumu da ayr1 ayr1 inceleyelim.

1. Durum: {x} yari-agtk olsun.{x}¢ yari-kapali olur. E€ c {x}¢ dir ki
sCI(E®) c {x}° yani x & sCI(E€) dir. Bu ise x € sCL(E®) olmas1 ile gelisir.
Dolayisiyla E € SO(X, 1) dur.

2. Durum: {x}¢ yari-agik kiime olsun. Burada A D E€ ve A sg-kapalidir. Burada
{x}¢ o sCIl(A) D sCI(E®) olur. Dolayisiylax € sCL(E€) dir. Bu ise ¢eliskidir. Bu
yiizden E € SO(X, T) olmalidir.

Boylece her iki durumda da E € SO(X,t) olur ki bu ise SO(X,7)=SO(X,1)"

oldugunu ispatlar.

1994 yilinda M. Caldas [22] yukaridaki verilen teoremin farkli bir ispatini vermistir.

Ornek 3.3.13 X ={a,b,c,d} tizerindeki t = {X,90,{a},{a d},{a b d} {a c d}}
topolojisi i¢in Teorem 3.3.12 geregi her tek nokta kiimesi ya yari-agik ya da yari-

kapal1 oldugu i¢in (X, T) uzay1 semi-T; , dir.

Teorem 3.3.14 (X, T) uzay1 semi-T; , dir ancak ve ancak X in her tek nokta kiimesi

yari-agik ya da hi¢bir yerde yogun degildir.

Ispat: Kabul edelim ki x € X i¢in {x} yari-kapali olmasin. Bu takdirde {x} kiimesi
sg-kapali olsun. (X, 7) nun semi-T;;, olmasindan dolay1 {x}¢ yari-kapali veya buna
denk olarak {x} yari-agiktir. Her yari-a¢ik tek nokta kiimesi agik oldugundan {x}
kiimesi agiktir. {x} kiimesi yari-kapali ise (m) = {x}° = @ olur. Boylece {x} ya
aciktir ya da higbir yerde yogun bir kiimedir.

Tersine olarak her x € X i¢in {x} ya ac¢ik ya da higbir yerde yogun olmayan bir
kiime olsun. Boylece {x} yari-a¢ik veya yari-kapalidir bu ise Teorem 3.3.12 den

dolay1 (X, T) uzay1 semi-T; ;, dir.
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Teorem 3.3.15 (X, 7) uzay1 semi-T; uzayidir ancak ve ancak her x € X i¢gin {x} yari-

kapalidir.

Ispat: (X, 1) uzay1 semi-T; ve x € X olsun. {x} in yari-kapali oldugunu gostermek

icin {x}¢ nin yari-a¢ik oldugunu gésterecegiz.

Kabul edelim ki x#y ve x,y€X i¢gin y € {x}¢ olsun. X uzay1 semi-T; oldugundan
x € U, yeU ve x€V, y € V olacak sekilde x ve y nin yari-agik komsuluklar1 vardir.
yeUc {x}“dir. Boylece {x}¢ yari-agik, yani {x} yari-kapalidir.

Tersine olarak {x} tek nokta kiimesi yari-kapali ve x,y€X, x#y olsun. Kabulden
{x}, {y} yari-kapali kiimelerdir. {x}¢ yari-a¢iktir. x & {x} ve y € {x}°dir. Benzer
sekilde {y}¢ yari-agiktir. y & {y}° ve x € {y}¢ dir. Béylece (X, 1), semi-T; uzayidir.

Ornek 3.3.16 X = {a,b,c,d} kiimesi icin t = {X,9,{a},{a,d},{a b,d},{a c d}}
topolojisi icin SO(X, 7)={X, ®,{a},{a, b},{a,c},{a, d},{a b, c},{a b d} {a c d}} ve
SCI(X,7)={X,®,{b,c,d},{c,d},{b,d}, {b, c}, {d},{c}, {b}} olur.

Burada {a} kiimesi yari-kapali olmadigindan Teorem 3.3.15 den dolay1 (X, t) semi-

T, uzay1 degildir.
Teorem (X, 7) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) uzay1 semi-T, , ise semi-T, dur,
(2) (X,1) uzay1 semi-T; ise semi-T; , dir,

3) (X, 1) uzay1 semi-T, ise semi-T; dir.
Dolayisiyla

semi-T, = semi-Ty = semi-Ty ,, = semi-T
dir.

1994 yilinda M. Caldas, “Espacios Semi-T; ;,” isimli ¢alismasinda, semi-Ty, semi-T; ;,

semi-T; uzaylarin hepsinin denk oldugu yari-simetrik uzay adi verilen yeni bir

kavrami tanimladi ve verilen teoremin farkli bir ispatini verdi.

25



Tanmm 3.3.18 (Yari-simetrik uzay) (X,7) topolojik uzay ve x,y €EX, x#y olsun
X € {y~} oldugunda y € {x}ise (X,7) ye yari-simetrik uzay denir [11].

Teorem 3.3.19 (X, 1) semi-simetrik topolojik uzay olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir:

1) (X, 1) semi-T, dir,
2) (X,1) semi-Ty, dir,
3) (X, 1) semi-T; dir.

Ispat: (1)©(3) oldugunu gostermek yeterlidir. x #y olsun. (X,7) semi-T,
oldugundan baz1 semi-agik U lar i¢in x € U < {y}¢ dir. Bu durumda x ¢ G;} olur ve

béylece v € {x}. Dolayisiyla y € V c {x}¢ olacak sekilde V € SO (X, 7) vardir ve bu

ise (X, T) nun semi-T; oldugunu gosterir.
Yukaridaki teoremin yardimiyla asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.3.20 (X, T) semi-Ty,, dir ancak ve ancak her B € X i¢in B y1 iceren tiim

yari-agik ve yari-kapali kiimelerin kesisimi B dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, T) semi-T, ;2 ve B € X olsun. B = N{{x}°|x & B} kiimesi

yari-agik ve yari-kapali kiimelerin kesigimidir.

Tersine olarak her x € X i¢in {x}¢ kiimesi tiim yari-agik ve yari-kapali kiimelerin
kesisimidir. Boylece {x}¢ ya yari-a¢ik ya da yari-kapalidir. Dolayisiyla (X, ) uzayi

semi- Ty, dir.

Ayirma aksiyomlar1 ile yar1 ayirma aksiyomlari arasinda asagidaki sekilde ifade

edilebilecek gecisler vardir. Fakat bu teoremlerin tersleri genelde dogru degildir.
Teorem 3.3.21 (X, 1) topolojik uzay olsun.

(1) (X, 1) uzay1 T, ise semi-T, dir,
(2) (X,1) uzay1 Ty, ise semi-T; ;, dir,
3) (X, 1) uzay1 Ty ise semi-T; dir,
(4) (X, 1) uzay1 T, ise semi-T, dir.

26



Ispat: Her acik kiime yari-acik oldugundan dolay ispatlari asikardir. Fakat tersleri

genelde dogru degildir. Simdi terslerinin dogru olmadigina 6rnekler verelim:

X ={a,b, c},r={(2),X, {a}} olsun. (X,t) semi-T, dir. Ciinkii X deki yari-agik
kimeler SO(X,7) = {0,X,{a},{b},{c},{a b}, {a c}} olmak iizere X deki farkls
nokta ciftlerinden birini icerip digerini igermeyen yari-aciklar vardir. Fakat
(X, t)uzay1 T, degildir. Ciinkii b, ¢ EX noktalardan birini i¢erip digerini igermeyen
acik yoktur. Dolayisiyla semi-T, # T, dir.

X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {(ZS, X,{a},{a,d},{a,b,d},{a,c, d}}

Bu durumda SO(X,7) = {@,X,{a},{a b} {a c}{a d}{a b,d},{acd}{ab,c}}
dir.(X, 7) semi-T,, dir. Fakat Ty, degildir. Dolayisiyla semi-T;,, # T, dir.

X = {a, b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {(25, X,{a},{b} {a, b}} olsun. (X, T) uzayi
semi-T, dir. Fakat T; degildir. Dolayisiyla semi-T; # T; dir.

X = {a, b, c} kiimesi iizerindeki topoloji 7 = {@, X} olsun. (X, t) semi-T, dir fakat
T, degildir.

r, _, semi—T,
\) \)
T, - semi—T,
\) \)

T1/2 - semi— T1/2
\) \)

T, — semi—T,
Sekil 3.2 T;—¢ 1 /2,12 ve semi-Ti—q 1/2,1,2 ayirma aksiyomlar1 arasindaki iligki.
Teorem 3.3.23 (X, 1) topolojik uzay, A € X acik olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) uzay1 semi-T, ise (4,1,) semi-T, dir,
(2) (X,1) uzay1 semi-Ty , ise (A, T4) semi-Ty , dir,
3) (X, 1) uzay1 semi-T; ise (A, T4) semi-T, dir,
4) (X, 1) uzay1 semi-T, ise (A, 1,) semi-T, dir.
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Ispat: (1) (X,7) uzay1 semi-T, ve A € X agik olsun. (4.7,) alt uzayinn da semi-T,
oldugunu gostermek i¢in x#y x,y€A noktalarini alalim X uzay1 semi-T, oldugundan
y& Uy olacak sekilde x in en az bir U, yari-agik komsulugu veya x¢ U, olacak

sekilde y nin en az bir U,, yari-agik komsgulugu vardir.

Kabul edelim ki y¢€ U, olacak sekilde x in en az bir U, yari-agik komsulugu
bulunsun. Teorem 3.1.12 den H=A4N U, kiimesi 4 da x in yari-agik komsulugu olup

v€& H dir. Dolayisiyla (4, t4) alt uzay1 semi-T dur.

(2) x € A olsun. {x} kiimesi X de a¢ik ise 4 da agiktir. {x} kiimesi X de higbir yerde
yogun degilse 4 da hicbir yerde yogun degildir. Boylece X in 4 alt kiimesi alt
topolojiye gore semi-Ty,, dir. Dikkat edelim ki genellikle semi-T; , uzayinin kapali

alt kiimesi semi-Ty ,, degildir.

Ornegin reel sayilar iizerindeki T = {@, R, (a, ®): a € R} olsun. (R, 7) semi-T, , dir.
A=(—00, 1] kapali alt kiimesi semi-T; , degildir. Ciinkii {1} tek nokta kiimesi ne yari-

acik ne de yari-kapalidir.

B3) (X,7) uzayr semi-T; ve A S X acik olsun. (4,74) alt uzaymin da semi-T;
oldugunu gosterelim. X uzay1 semi-T; oldugundan X\{x} yari-agiktir. Teorem 3.1.12
den An (X\{x}) = A\{x} olur ki buradan A\{x} nin A da yari-a¢ik oldugunu
gosterir. Dolayisiyla Teorem 3.3.15 den (4,t,) semi-T; dir.

4) x,y€ A, x#y olsun. (X, t) uzay1 semi-T, oldugundan x, y€ X, x#y, 3U, 3 x ve
3U, 3 y vardr &yle ki U, N U, = @. x€ A ve x€ U, oldugundan x€ AN U, = H, H

yari-agiktir. y€ A ve y€ U,, oldugundan y€ A N U,, = G, G yari-agiktir.
HNG=(ANUy) N (AN U,)
=An (U, nU,)

=ANQ

oldugundan (4,t,) semi-T, dir.
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Teorem 3.3.24 ;=0.1/2.1.2 i¢in (X,7) uzaylarin semi-T; uzayr olma ozelligi

topolojik 6zelliktir.

Ispat: i=0 icin, (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylan icin, f:(X,7) - (Y,0)
homeomorfizm olsun. (X, 1) semi-T, uzay1 ve a,b € Y olsun. f nin 6rten olmasindan
fix)=a ve f(y)=b olacak sekilde farkli x, y € X vardir. f nin birebir olmasindan a # b
dir. X, semi-T, uzay1 oldugundan x € A, y & A olsun. Dolayisiyla f (x) = a € f (4)

ve f(y)=b & f(A4) olur.

f (4) kiimesinin yari-acik oldugunu gosterelim. 4, X de yari-acik oldugundan U S
A € U olacak sekilde U € X acik kiimesi vardir. Dolayisiyla, f(U) € f(A) € f(U)

dir. f'siirekli oldugundan f(U) € f(U) dir. f~* fonksiyonu siirekli ve U kiimesi X de
acik oldugundan f(U) kiimesi de Y de agik olur. Boylece, f(U) acik olmak tizere

fU) € f(A) € f(U) dir. Dolayisiyla f (4) kiimesi a noktasini i¢geren ) noktasini
icermeyen Y de bir yari-agik climle olmus olur. Sonug olarak semi-T, uzay1 topolojik

bir 6zelliktir.
i=1/2i¢in (X,1), (Y,0) iki topolojik uzay ve f:(X,7) — (Y,0) homeomorfizm
olsun. Kabul edelim ki B Y g-kapali bir kiime olsun. Bu durumda /' (B) cX

g-kapali ve boylece kapalidir. Buradan B = f ( f ‘I(B)) kiimesi kapalidir. Sonug

olarak (Y, o) uzay1 T, , uzayidir. i=1 ve i=2 i¢in ispatlar benzer sekilde yapilir.

Simdi ise yari-ac¢iklik ile tanimlanan semi-D kiimeler yardimiyla tanimlanan ve baska

bir zay1f ayirma aksiyomu olan i=0,1,2 i¢in semi-D; ler lizerinde durulacaktir.
3.4 Yar-D Ayirma Aksiyomlar1 (semi-D, semi-D,, semi-D,)

Tanim 3.4.1 (Semi-D kiime) (X, 1) topolojik uzay, A € X olsun. U#X ve A=U\V
olacak sekilde U ve V yari-agik alt kiimeleri varsa 4 ya yari-ayr1 kiime (semi-

Diftference set) denir. Kisaca semi-D seklinde gosterilir [11].
X den farkli yari-agik bir U kiimesi i¢in U= U\@ oldugundan semi-D dir.

Bilinen semi-T; (i=0,1,2) uzaylarinin taniminda kullanilan yari-agik yerine semi-D

kiimesi alinirsa semi-D; (i=0,1,2) ayirma aksiyomlarini elde ederiz.
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Tanmim 3.4.2 (Semi-D ve semi-D uzay1) (X, ) topolojik uzay olsun. Farkli x, y €
X noktalar1 i¢in en az birinin digerini icermeyen semi-D komsulugu, yani y&U olacak
sekilde x in bir U semi-D komsulugu veya (ve) x&J olacak sekilde y nin bir V' semi-D

komsulugu varsa (X, T) uzayina semi-D, (semi-D;) uzay1 denir [11].

Tamm 3.4.3 (Semi-D, uzay1) (X, 1) topolojik uzay olsun. Farkli x, y € X noktalar1
icin ayrik semi-D komsuluklari x€ U, y€ V' ve U NV = @ olacak sekilde U ve V'

semi-D komsuluklari varsa (X, 7) ya semi-D, uzayi denir [11].

Ornek 3.4.4 X = {a, b} iizerindeki topoloji, T = {X, 0, {a}} olsun. (X, 1) uzay1 T,

oldugundan semi-T, dir.

Acik kiimeler | Kapal kiimeler | Acik kiimelerin kapanisi
@ X 0=0
X @ X=X
(@ ) @ =x

Bu durumda yari-agik kiimelerin SO(X, 1) = {(25, X, {a}} seklindedir.

a#b i¢in a noktasini igerip b yi iceremeyen {a} agik kiimesi (yari-agik) oldugundan

dolay1 (X, ) uzay1 Ty( semi-T,) dir. semi-D kiimeler @, {a} dir.

Benzer sekilde aym topolojik uzay semi-D, dir. Ciinkii {a} = {a}\@ oldugundan {a}
kiimesi semi-D kiimedir ve bu kiime a#b i¢in a y1 igerir b noktasini igermez. Fakat
bu uzay semi-D, degildir. Ciinki{i b noktasini igerip a y1 igermeyen bir semi-D kiimesi

yoktur. Hatta bu uzay semi-D, de degildir.
Teorem 3.4.5 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) uzay1 semi-T, ise semi-D, dur,
(2) (X, 1) uzay1 semi-T; ise semi-D, dir,

3) (X, 1) uzay1 semi-T, ise semi-D, dir.

Ispat: Her yari-acik kiime ayni zamanda semi-D oldugundan ispat asikardir.
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Teorem 3.4.6 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) semi-D, ise semi-Dy dir.
(2) (X, 1) semi-D, ise semi-D, dir.

Ispat: Semi-D, ayirma aksiyomlarinin tammindan asikéardar.

Ornek 3.4.7 X= {a,b,c,d} i¢in T = { X, 0, {a},{a,d},{a, b, d},{a, c,d} } topolojisini

inceleyelim.
Acik kiimeler | Kapal kiimeler | Acik kiimelerin kapanisi
) X 0=0
X 0 X=X
{a} {b,c,d} @ — X
{a, d} {b,c} {a,d} =X

{a,b,d} {c} {a,b,d} =X
{a,c,d} {b} {a,c,d} =X

Bu durumda yari-agik kiimelerin sinifi su sekildedir:

SOX,t) ={0,X,{a},{a, b}, {a,c},{a d}{a b, c}{a b,d}{a,c,d}}

{a}={a}\@

{b}={a, b, d}\{a, d}

{c}={a,c,d}\{a,d}

{d}={a, d}\{a}

Boylece a#b i¢in aeU={a}, b&U ve b€ {b}=V, a&V olacak sekilde U ve V semi-D

kiimeleri vardir.

Benzer sekilde a#c, a#d, b#c, b#d, c#d icinde ayn sekilde yapilir. Dolayisiyla

(X, T) uzay1 semi-D, dir.
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Bu uzay semi-T; degildir. Ciinkii a#b i¢in b noktasini igerip a noktasini igermeyen

yari-agik bir kiime yoktur.
Teorem 3.4.8 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) semi-Dy dir ancak ve ancak (X, 1) semi-T, dir.
(2) (X, 1) semi-D, dir ancak ve ancak (X, t) semi-D, dir.

Ispat: (1) (X, 7) semi-D, ve x,yEX, x#y noktalar1 i¢in x€U, y&U olacak sekilde semi-
D kiimesi bulunsun. Ayrica G=G\ H, G#H olmak iizere G,HESO(X,T)olsun. Bu
takdirde x€G ve y€U i¢in karsimiza iki durum ¢ikar.

() yeG
(i) yeG ve yeH
Birinci durumda x€G, y€G olur.

Ikinci durumda y€H, x¢H olur.
Her iki durumda da (X, t) uzaymin semi-T, oldugu goriiliir.

Tersine olarak kabul edelim ki (X, ) semi-T,, olsun. Teorem 3.4.5 den her semi- T,

uzay1 semi-D oldugundan gereklilik kism1 agiktir.

(2) (X, t)uzay1 semi- D, olsun. Bu takdirde x, y € X, x#y noktalar i¢in x€U, y&U ve

x&V, y€V olacak sekilde U ve V semi-D kiimeleri mevcuttur.
U:Gl\Hl’ V:Gz\Hz

x¢ V=G,\H, oldugundan x¢ G, veya x€ G, ile x€ H, dir. Bu durumlar ayr1 ayr1

inceleyecek olursak,
(1) x¢ G,olsun y&U oldugunda iki durum halinde inceleyelim:

(a) x¢ G, i¢in x€ G;\H, den x€ G,;\(H, VU G,) dir. y € G,\H,den y€ G,\(H, U G,)
yapabiliriz. Dolayisiyla (G{\(H; U G,)) n (G,\(H, U G,)) =0
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(b) y€ G, ve y€ H; i¢in, y€ G,\H,, x € H, oldugunu biliyoruz. (G{\H;)NH; =0
yazabiliriz. Dolayisiyla (a) ve (b) durumlarinin her ikisinde de x, y farkli nokta

ciftlerinin ayrik semi-D komsuluklar1 vardir. Béylece (X, T) uzay1 semi-D, dir.

(i) x€ G, ile x€ H, olsun. y € G,\H,, x € H, oldugundan ve (G,\H,)NH, =@
oldugundan (X, 1) uzay1 bu durumda da semi-D, oldugu gosterilmis olur. Tersine

olarak (X, T) uzay1 semi-D, olsun. Teorem 3.4.6 (2) den dolay1 semi-D, dir.

Tamim 3.4.9 (Yari-komsuluk) (X, 7) topolojik uzay ve x€ X olsun. Eger xé V c U
olacak sekilde V€ SO(X,7) varsa U ya x in yari-komsulugu denir. Ozel olarak U
yari-agik ise U ya yari-a¢ik komsuluk denir [11].

X topolojik uzayinda x € X in X den baska yari-komsulugu yoksa x noktasina tiim
yari-kapali kiimelerde ortak nokta olarak adlandirilir. Kisaca s.c.c (common to all
semi-closed sets points) nokta olarak gosterilir. Burada bu ismin verilmis olma

sebebi x in X deki her bir semi-kapali kiimeye ait olmasindan dolayidir.

Teorem 3.4.10 (X, 1) semi-T, uzay1 semi-D; degildir ancak ve ancak X de higbir

nokta s.c.c degildir.

Ispat: (X, 1) semi-D; ise her x€ X i¢in x€ U;\U, olacak sekilde U; # X olmak iizere
U; ve U, yari-agik alt kiimeleri vardir. Boylece x€ U; olur. U; # X oldugundan x

noktasinin X den farkl yari-agik komsulugu vardir.

Tersine olarak (X, T) semi-T, uzay1 olsun. Bu takdirde x,y€ X, x # y olmak iizere x€
U, y& U veya ye V, x& V olacak sekilde yari-ag¢ik U ve V' komsuluklar1 vardir. Kabul
edelim ki x€ U, y€ U olacak sekilde V' komsulugu mevcut olsun. Boylece U#X i¢in
U kiimesi semi-D dir. (X,7) uzayinda her noktanin X den farkli bir yari-agik
komsulugu olmadigindan y, bu 6zellige sahip bir nokta olur. Boylece V # X olacak
sekilde y€ V yari-acik komsulugu vardir. y€ V\U, x& V\U olur ve V\U bir semi-D

kiimedir. Dolayisiyla (X, ) uzay1 semi-D; olur.
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Teorem 3.4.5, Teorem 3.4.6, Teorem 3.4.8 ve Teorem 3.4.10 den asagidaki

diyagrami ¢izebiliriz.

T, _, semi—T, _, semi—D,

l l \ 7
T, — semi—T; — semi—D;
l l 4 \)

T, — semi—T, semi — D,

Sekil 3.3 Ti—q 1, . semi-Ti—g1, Ve semi-D;— 1, arasindaki iligki.
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4. PRE TOPOLOJIK KAVRAMLAR VE PRE AYIRMA AKSIYOMLARI

Pre-agik kiime kavrami 1982 yilinda A.S. Mashhour tarafindan ortaya atildi [12].
1990 yilinda A. Kar ve P. Bhattacharyya [13] pre-a¢ik kiimeyi pre-T,, pre-T;, pre-T,
olarak isimlendirdikleri yeni zayif ayirma aksiyomlarini tanimlamak i¢in kullandilar.
Dahasi onlar bilinen ayirma aksiyomlar1 ile pre-ayirma aksiyomlar: arasindaki
iligkiyi kurdular. 1996 yilinda H. Maki, J. Umehara ve T. Noiri [14] pre-acik kiime
yardimiyla pre-genellestirilmis kiimeyi tamimladilar. Bdoylece pre-T;,, ayirma

aksiyomu ortaya ¢ikti.

Bu kisimda pre-agik kiime yardimiyla pre-Ty, pre-Ty,,, pre-Ty, pre-T, gibi zayif
ayirma aksiyomlar1 tanimlanmigtir. Bilinen ayirma aksiyomlart ve pre-ayirma
aksiyomlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir. Pre-simetrik kavramini kullanarak

denklikler gosterilmistir.
4.1 Pre-Acik ve Pre-Kapal Kiimeler

Tamm 4.1.1 (Pre-acik kiime) (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. A c (A)° ise A
ya pre-a¢ik kiime denir ve (X, ) uzayindaki tiim pre-agik kiimelerin simifi PO(X, 1)

seklinde gosterilir [12].

Tanim 4.1.2 (Bir kiimenin pre-i¢i) (X,7) topolojik uzay ve A € X olsun. 4 nin
kapsadigi tiim pre-agik kiimelerin birlesimine 4 nin pre-ig¢i denir ve AP seklinde

gosterilir [12].

Tanmim 4.1.3 (Pre-kapah kiime) (X, 1) topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesi

pre-agik veya buna denk olarak (A°) c A ise 4 kiimesine pre-kapali kiime denir [12].

acik kiime (kapali kiime)
v \
yar1 — acik kiime pre — acik kiime
(yar1 — kapali kiime) (pre — kapali kiime)

Sekil 4.1 Acik/kapali, yari-acik/yari-kapali ve pre-agik/pre-kapali kiime arasindaki
iligki.
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Tamim 4.1.4 (Bir kiimenin pre-kapamsi) (X, 7) topolojik uzay, A € X olsun. 4 y1
kapsayan tiim pre-kapali kiimelerin kesisimine 4 nin pre-kapams: denir ve A

seklinde gosterilir [12].

Ornek 4.1.5 X= {a, b, c} kiimesi iizerindeki topoloji 7 = { X, @,{a},{a, b} } olsun.
P(X) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X } kuvvet kiimesi,

K= {(Z), X, {b,c}, {c}} kapali kiimelerin sinifi,

olmak tizere (X, 7) daki pre-agik kiimeleri su sekilde karakterize edebiliriz,

A A | (A)° | Ac (A)° | Pre-acik kiime
? 1) 1) v v
{a} X X v v
{b} [{bc}| © & x
{c} | {3 | @ x £
{a,b} | X X v v
{a,c}| X X v v
{b,c} [{bc}| © x x
X X X v v

Yukarida goriildigii  gibi  (X,7) uzayindaki pre-agik  kiimelerin = sinifini
PO(X,7) = {X ,0,{a},{a, b},{aq, c}} seklinde yazabiliriz.

Burada dikkat edelim ki pre-agik kiimelerin sinifi T topolojisinden daha incedir.
Ornekte de goriildiigii gibi her pre-acik kiime agik olmayabilir. Ornegin {a, c} pre-
acik olmasina ragmen acik degildir.

Ayrica uzay diskre ve indisre olmadigi siirece pre-agik kiimelerin sinifi olan

PO(X, 1) bir topoloji olusturmaz.

Benzer sekilde pre-kapali kiimelerin sinifini da asagidaki tablodan yararlanarak

Tanim 4.1.3 kullanarak bulabiliriz.
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A A (4°) | (A°) c A | Pre-kapali kiime
) ) 1) v v
{a} | {a} X x x
{b} v ¢ v v
{c} v ¢ v v
{a,b} | {a, b} X x v
fa,c} | {a} X x x
{bc}| o ? v v
X X X v v

(X,7) uzayinda ki pre-kapali kiimelerin smifi PCI(X, 1) = {X ,0,{b},{c},{b, c}}
seklindedir. Her pre-kapal1 kiime kapali olmayabilir. Ornegin {b} kiimesi pre-kapali

olmasina ragmen kapal1 degildir.
Ayrica pre-kapali kiimelerin sinifi PCL(X, T) genelde bir topoloji olusturmaz.

Simdi 4 = {a,c} ve B ={b,c} kiimesinin pre-i¢i ve pre-kapanisi olan kiimeleri

bulalim A = X, AP=A ve B = B, BP=0 seklindedir.

Ornek 4.1.6 (1) (R, U) alisilmis topolojik uzay olsun. (a,b) pre-agik, [a,b) ve

(a, b] ise pre-kapali kiimelerdir.

?2) (]R, P (]R)) diskre topolojik uzay olsun. PO (X, t)= P(R) dir.
3) (R, {R, @} ) indiskre topolojik uzay olsun. PO(R, t)= P(R) dir.
(4) R tizerindeki tiimleyeni sonlu topoloji i¢in PO (X, T)= T dur.

Teorem 4.1.7 (X, T) topolojik uzay, B € X olsun. Bu durumda,
M (B¢ = (B9
@) (B)=(B°Y
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Teorem 4.1.8 (X,7) topolojik uzayinda pre-ag¢ik bir kiimenin tiimleyeni pre-

kapalidir.

Ispat: (X, 1) topolojik uzay A € X pre acik olsun. A c (A)°olur. Her tarafa tiimleme
uygulanirsa ((4)°)¢ c A€ olur.

Teorem 4.1.7 den (B€)=(B°)¢ oldugundan dolayr B=A segersek bu durumda
((A)°)¢ = (B°)*=(BY)=((A)¢) olur ki bu ise ((A)°)c A° olur. (A)°=(A°)"

oldugundan ((AC )°) C A€ olur bu ise A€ nin pre-kapali oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.9 (X, 1) topolojik, {A;|i € I} pre-a¢ik kiimelerin bir sinifi olsun. U;¢; 4;

kiimesi pre-agiktir.

Ispat: Kabul edelim ki(X, )topolojik uzay ve {4;|i € I} pre-agik kiimelerin bir sinifi
olsun. Bu durumda her i € I igin A; c (4,)° dir. Her tarafa birlesme islemini
uygularsak  Ujer 4; € U (A)"0lur. Use;(4)° € (Ujer 4)° = ((Uper 4,)) olarak
yazabiliriz. Dolayisiyla U;e; 4; € ((M))oolur ki bu ise U;e;A4; nin pre-acik

oldugunu gosterir.

Not 4.1.9 Pre-agik kiimelerin keyfi birlesimleri pre-agik olmasina ragmen, sonlu
kesisimleri hatta keyfi kesisimleri pre-acik olmayabilir. Ornegin X = {a, b, c,d, e}
kiimesi iizerindeki 7 = {X ,0,{a},{c,d},{a,c, d}} topolojisi i¢in pre-agik kiimelerin

sinifi
PO(X,t) ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d} {c}{d},{a, c} {a d},{a,b,c},{a, b, d},
{a,c,e}, {a,d, e}, {a,b,c,d},{a b,ce} {ab,d, e} {acde}}

olmak iizere {a,c,e}{a,d,e} eEPO(X,7) dir fakat {a,c,e}n{a,d,e}=
{a,e} ¢PO(X, 1) dir.

Teorem 4.1.10 (X, 1) topolojik uzayinda A € X pre-agiktir gerek ve yeter sart A €
B € A olacak sekilde B € T vardur.

Ispat: Ispat aciktir.
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Teorem 4.1.11 (X, 1) uzayinda acik bir kiime ile pre-a¢ik bir kiimenin kesigimi pre-

aciktir.

Ispat: Kabul edelim ki A € T ve B € PO(X, 7)olsun. Bu takdirde B € G S B olacak

sekilde G € T vardir. Her tarafa 4 ile kesisim islemi uygularsak

ANBCANGSANBCZCANB

olur. A N G agik oldugundan Teorem 4.1.10 dan A N B pre-agiktir.

J—

Sonuc 4.1.12 (X, 7) topolojik uzay A, B € X olsun. A pre-acik ise AN B = (AN B)
4.2 Pre-Siireklilik

Bu kisimda pre-acik ve pre-kapali kiimeler kullanilarak pre-siireklilik kavrami

incelenmistir.

Tammm 4.2.1 (Pre-siireklilik) (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar f:X —» Y bir
fonksiyon ve xy, €X olsun. Bu takdirde karsimiza ti¢ farkli siireklilik tanimi ¢ikar.

Bunlar;

(i) (PO-1 siirekli fonksiyon) Y de f(x,) nin her acik 7 komsulugu i¢in X de x, nin
AU) S V olacak sekilde bir U pre-agik komsulugu varsa f fonksiyonuna x,
noktasinda PO-1 stireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda PO-1 siirekli
ise f'ye PO-I siireklidir denir. Yani eger her U € o i¢in f~1(U) € PO(X, 1) ise f
fonksiyonu PO-1 siireklidir denir [12].

(ii) (PO-2 siirekli fonksiyon) Y de f(x,) nin her pre-acik /" komsulugu i¢in X de x,
nin AU) S V olacak sekilde bir U yari-a¢ik komsulugu varsa f fonksiyonuna x,
noktasinda PO-2 stireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda PO-2 siirekli
ise f'ye PO-2 siireklidir denir. Yani eger her B € PO(Y, o) i¢in f~1(B) € PO(X, 1)
ise f fonksiyonu PO-2 siireklidir denir [12].

(iii) (PO-3 siirekli fonksiyon) Y de f(x() nin her pre-acik J komsulugu i¢in X de x,
nin AU)S V olacak sekilde bir U ag¢ik komsulugu varsa f fonksiyonuna x,
noktasinda PO-3 siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda PO-3 siirekli
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ise f ye PO-3 siireklidir denir. Yani eger her B € PO(Y,0) icin f~1(B) € T ise f
fonksiyonu PO-3 stireklidir [12].

Va Surekli
PO — 3 Sturekli
N PO — 2 Surekli

Sekil 4.2 Siirekli, PO-3 suirekli ve PO-2 siirekli fonksiyonlar arasindaki iliski.

Yukaridaki stireklilik tanimlar1 dikkate alindiginda f nin PO-3 siirekliligi f nin hem
stirekli hem de PO-2 siirekliligini gerektirdigini gorebiliriz. Simdi verilen bu

stireklilik tanimlarinin birbirleriyle olan baglantilarin1 gosteren teoremleri verelim.

Teorem 4.2.2 (X,7) ve (Y,0) birer topolojik uzaylar ve f:X — Y bir fonksiyon
olsun. ffonksiyonu siirekli ise PO-1 siireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki f:X — Y siirekli bir fonksiyon, x, € X ve fix,) € V olacak
sekilde V€ o olsun. f'stirekli oldugundan AU) € V olacak sekilde U€ 1 vardir. U agik
oldugundan U pre-a¢iktir. Dolayisiyla f fonksiyonu PO-1 stireklidir.

Fakat bu teoremin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.2.3 X={a,b,c} iizerindeki 7 = {X, 2, {a}} topolojisi i¢in PO(X,T) =
{X,0,{a},{a, b}, {a c}} Y={d e, f} iizerindeki o = {@,Y,{d}, {d, e}} topolojisi i¢in
PO(Y,0) = {(Z), Y,{d},{d,e},{d, f}} olur ki f:X-Y fonksiyonu f(a)=d,
f(b) =e, f(c) =f seklinde tanimlanirsa f fonksiyonu PO-1 siirekli olmasina
ragmen {d, e} € o icin f~1({d,e}) = {a,b} & 7 oldugundan siirekli degildir.

Benzer sekilde PO(Y, g) da alinan her elemanin ters goriintiisiic PO (X, ) da oldugu
icin f fonksiyonu PO-2 siireklidir.

Teorem 4.2.4 f:(X,1) = (Y, 0) fonksiyonu PO-2 siirekli ise PO-1 siireklidir.

Ispat: f fonksiyonunun PO-2 siirekli, p € X ve f(p) € V olacak sekilde, V € ¢
oldugunu kabul edelim. Her ac¢ik pre-acik oldugundan, V € PO(X,t) olur. f
fonksiyonu PO-2 siirekli oldugundan dolay1r p € U igin f(U) €V olacak sekilde
U € PO(X, 1) vardir ki bu ise f fonksiyonunun PO-1 siirekli oldugunu gosterir.
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Teorem 4.2.5 (X,7), (Y,0) topolojik uzaylar f:X — Y sabit fonksiyon olsun. f
fonksiyonu, PO-3 stireklidir.

Ispat: f sabit fonksiyon oldugundan f(x) = c dir.V € PO(Y,0)i¢in f~*(V) € 1
oldugunu gosterecegiz.c € Vise f71(V) =X € tolur.cgVise ff1(V)=0€ 1

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu PO-3 siirekli olur.
Bunlar1 bir sema ile asagidaki sekilde gosterebiliriz.

Suirekli

Sabit fonksiyon — PO — 3 stirekli PO — 1 stirekli

N 7
PO — 2 stirekli

Sekil 4.3 i=1,2,3 i¢in PO-i siirekli, siirekli ve sabit fonksiyonlar arasindaki iliski.
4.3 Pre-Ayirma Aksiyomlari (pre-Tg, pre-Tq 2, pre-T1, pre-T,)

Bu kismda 1990 yilinda A. Kar ve P. Bhattacharyya pre-agik kiimeleri kullanarak
asagida belirtilen pre-T,, pre-T; ve pre-T, seklinde gosterilen yeni zayif ayirma

aksiyomlar1 ve 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 4.3.1 (pre-Ty uzay) (X, t) topolojik uzay ve x,y € X igin x # y olsun. x ve
y noktalarin dan birini igerip digerini igermeyen bir U € X pre-acik kiimesi varsa bu

(X, 7) topolojik uzayina pre-T,, uzay1 denir [13].

Tanmm 4.3.2 (Pre-T{ uzay1) (X,7) topolojik uzay ve x,y € X i¢in x # y olsun.
x€U, yegU ve yeV, x €V olacak sekilde U,V € X pre-agik kiimeleri varsa
(X, 1) topolojik uzayina bir pre-T;uzay1 denir [13].

Tanim 4.3.3 (Pre-T, uzay1) (X, 1) topolojik uzay ve x,y € X igin x # y olsun. x €
U, yeV ve UNV = @ olacak bigimde U,V € X pre-agik kiimeleri varsa (X, 1)

topolojik uzayina bir pre-T, uzay1 denir [13].

Teorem 4.3.4 (X, 1) topolojik uzay pre-T, dir gerek ve yeter her farkli x,y € X
nokta ¢ifti icin {x} # {y} dur.
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ispat: (X, 1) pre-T, ve x,y € X, x # y oldugunu kabul edelim. {x} # {y} oldugunu
gosterecegiz. Kabulden noktalardan birinin digerini igermeyen en az bir pre-acgik
komsgulugu vardir. x € U, y € U olacak sekilde U €PO(X, T) olsun. Boylece y € U€
ve UC pre-kapali kiimedir. Dolayisiyla {y} c U€ dir. Boylece y € {y} olur ki y ¢ U°€
dir. Sonug olarak {x} # {y} dur.

Tersine olarak x,y € X, x # y oldugunu ve {xA} * {,y\} oldugunu kabul edelim. Bu
durumda z € {x} ve z & {y} olacak sekilde z € X vardir. x € {y} ise bu durumda

x c {y} olur ki bu ise {x} c {y} olmasi demektir. Boylece x € {x} ve z & {y} dur.

Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece x € {,y\} olur. Sonug olarak ({y/\})ckﬁmesi X 1 iceren
fakat y yi igermeyen pre-agik kiime olmus olur. Bu ise (X, 7) nun pre-T, oldugunu

gosterir.

Sonug 4.3.5 Her tek nokta kiimesi pre-kapali veya buna denk olarak sonlu alt kiimesi

pre-kapali olan topolojik uzay pre-T,, dir.

Teorem 4.3.6 (X, T) topolojik uzay pre-T; dir gerek ve yeter sart her x € X i¢in {x}

tek nokta kiimesi pre-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,7) uzay1 pre-T; olsun. Herhangi x € X i¢in {x} in pre-
kapali oldugunu gésterecegiz. y € {x}¢ olsun. Bu takdirde x,y € X, x # y (X, 1) nun
pre-Tyolmasindan dolayr y € V,x € V olacak sekilde pre-acik J kiimesi vardir.
Burada V c {x}¢ yazabiliriz. Boylece y € {x}¢ ve y € V den dolay1 y € V c {x}¢
olur. Bunun anlami {x}¢ kiimesinin y nin bir pre-komsulugu olmasi demektir.

Boylece {x}€ kiimesi X de pre-agiktir ve sonug olarak {x} kiimesi pre-kapalidir.

Tersine olarak her x € X i¢in {x} kiimesi X de pre-kapali olsun.y,z € X,y # z
olsun. {y} kiimesi pre-kapali oldugundan {y}°¢ kiimesi pre-a¢iktir ve burada
y & {y}°. z € {y}“dur. Benzer sekilde {z} kiimesi pre-kapali oldugundan {z}¢ kiimesi
pre-agiktir ve burada z € {z}¢,y € {z}¢ dir. Bu (X, t) uzaymmn pre-T; oldugunu

gosterir.
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Ornek 4.3.7 X ={a,b,c} kimesi iizerindeki, 7= {X, 0, {a}} topolojisini
inceleyelim. Bu durumda PO(X, T)={ @,X,{a},{a, b},{aq, c}} olur ki {c} ve {b}
kiimeleri pre-kapali olmadigindan (X, t) uzay1 pre-T; degildir.

PCI(X,t)={X,{b,c},{c},{b}, @} pre-kapali kiimelerin smifi olmak iizere
{a}=X, {b}={b}. {c}={c} olur ki X in her farkli nokta ¢ifti icin pre-kapanislar
farklidir. Dolayisiyla Teorem 4.3.4 den dolay1 (X, T) uzay1 pre-T, dir.

Tamim 4.3.8 (Pg-kapal kiime) (X,7) topolojik uzay A € X olsun. A € P olacak
sekildle A € P, pre-acik kiimesi varsa A kiimesine pre-genellestirilmis kiime

(pre-generalized closed set) ad1 verilir ve pg-kapali seklinde gosterilir [14].

Tamm 4.3.9 (Pre-Ty,; uzay1) (X,7) topolojik uzayinda her pg-kapali kiime,
pre-kapali ise (X, 7) uzayma pre-T; , dir. [14].

Ornek 4.3.10 X= {a,b} kiimesi iizerindeki 7 = {X, 0, {a}} olsun. Pre-kapali ve
pg-kapali kiimeleri bulalim. PO(X, 1) ={(Z), X, {a}} ve PCI(X, T)={(Z), X, {b}} olmak

uzere,

A A | ACP,P €PO(X, 1) olacak | Pg-kapah | Pre-kapah
sekilde 4 C P kiimeleri kiime kiime
? ? @.{a}.{b}, X v v
fa} | X X v x
{b} | {b} {b}, X v v
X X X v v

Goriildiigii gibi (X, t) uzayindaki {a} kiimesi pg-kapali olmasina ragmen pre-kapali

olmadigindan dolay1 Tanim 4.3.9 den dolay1 pre-T; /, degildir.

Teorem 4.3.11 (X, 1) uzay1 pre-T,;, dir ancak ve ancak her x € X i¢in {x} kiimesi

pre-agik veya pre-kapalidir.

Yukaridaki teoremin bir uygulamasi olarak X= {a, b,c,d, e} kiimesi iizerindeki

T= {X ,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}} topolojisi i¢in pre-acik kiimeleri yazalim:
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PO(X,7) = {X,0,{a}, {c},{d},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d},{c, e}, {d, e},
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{a,c, e} {a,d e} {b,c,d},{b,c,e},{b,d, e}
{c,d,e},{a,b,c,d}, {a,b,ce}{ab,d e} {acd e} {bc,d,e}}

pre-acik kiimelerin sinifi olur ki X kiimesinden alinan her eleman i¢in olusturulan tek
nokta kiimeleri ya pre-agik ya da pre-kapali oldugundan dolay1 (X, ) uzay1 pre-T; ,
dir.

Teorem 4.3.12 (X, 7) bir topolojik uzay1 pre-T;,, dir ancak ve ancak X in her alt

kiimesi, bu alt kiimeyi iceren tiim pre-agik ve pre-kapali kiimelerin kesisimidir.

Ispat: (X, 1) bir topolojik uzay A € X olsun. Bu durumda A = N,e4{x}¢ kiimesi 4

y1 i¢eren tiim pre-agik ve pre-kapali kiimelerin kesisimi olmus olur.

Tersine olarak her x € X i¢in {x}° kiimesi kendisini igeren tiim pre-a¢ik ve pre-
kapali kiimelerin kesisimi olsun. Boylece {x}¢ ya pre-agik ya da pre-kapalidir.

Dolayisiyla Teorem 4.3.11 dan dolay1 (X, t) uzay1 pre-T; , olur.

Teorem 4.3.13: (X, ) bir topolojik uzayinda X in her alt kiimesi pg-kapalidir ancak
ve ancak PO(X,t)= PCI(X, 1) dur.

Ispat: U € PO(X,7) oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla U kiimesi pg-kapalidur.
U c U dur, béylece U = U olur. Bu ise U € PCI(X,7) olmasi demektir. O halde
PO(X,t) € PCI(X,T) olur.

Simdi ise V € PCI(X,t) olsun. Dolayisiyla V¢ € PO(X,t) olur. Kabulden V¢
pg-kapali bir kiimedir, dolayisiyla V¢ € PCI(X,1) olur ki bu ise V € PO(X,1)
olmasi demektir. Boylece PO(X, t)= PCI(X, T) olur.

Tersine PO(X,7)= PCI(X,1) ve U € PO(X,1) igin B c U olacak sekilde B ¢ X
olsun. Bu durumda U € PCI(X,7) ve B c U olur. Bu ise B nin pg-kapali bir kiime

oldugunu gosterir
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Teorem 4.3.14 (X, 7) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X,1) uzay1 pre-T, , ise pre-T, dir,
(2) (X,71) uzayi pre-T; ise pre-Ty , dir,
3) (X, 1) uzayi pre-T, ise pre-T, dir.

Ispat: Ispat asikardir. Dolayisiyla,
pre-T, = pre-T; = pre-T,, = pre-T,

Simdi ise teoremde sozii gegen ifadelerinin genelde dogru olmadigina 6rnekler

verelim.

X={a,b,c} t= {(ZS, X, {a}} olsun. Bu durumda PO(X,7) = {(Z),X, {a},{a, b},{aq, c}}

olur. (X, 7) pre-T, olmasina ragmen pre-T; ,, degildir.

X={a b} T= {(Z), X, {a}} olsun. Bu durumda PO(X,7) = {(25, X, {a}} olur. (X, 1)
uzaym da her tek nokta kiimesi ya pre-agik ya da pre-kapali oldugundan dolay:

pre-Ty , uzayidir, fakat (X, 1) pre-T; degildir.
Teorem 4.3.15 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X,7) uzay1 T, ise pre-T, dr,
(2) (X,7) uzay1 Ty, ise pre-T, , dir,
3) (X, 1) uzay1 Ty ise pre-T, dir,
(4) (X, 1) uzay1 T, ise pre-T, dir.

Ispat: Her acik kiime pre-acik oldugundan dolay1 ispatlar asikardir.

r, _, pre—T,

l l
T, — pre—T;
l l

Ty, ™ pre—Typ
l l

T, — pre—T,
Sekil 4.4 Ti_( 1/2,1,2 ve pre- Ti—p1/2,1,2 ayirma aksiyomlari arasindaki iligki.
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Simdi ise teoremde sozii gegen ifadelerinin genelde dogru olmadigina 6rnekler

verelim.
Ornegin, X= {a, b, c} i¢in T = {@, X, {a}} olsun. Bu durumda

PO(X,7) = {(Z),X, {a},{a, b}, {aq, c}} olur. (X,7) uzay1 pre-T, olmasina ragmen T
degildir.

Ornegin, X={a,b,c,d, e} kimesi i¢in 7={0,X,{a},{c,d},{a cd},{b c e d}}

topolojisini inceleyelim T topolojisine gére pre-agik kiimelerin sinifi

PO(X,7) ={®,X,{a}, {c}{d}{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}.{c e}, {d, e},
{a,b,c},{a,b,d},{a,cd} {ac e}, {ad e} {bc,d} {bc,e}{bde}
{c,d,e},{a,b,c,d}.{a b,c e}, {a b,d e} {a cc,d,e} {bc,d,e}} dir.

Dikkat edilecek olursa Teorem 4.3.11 dan her tek nokta kiimesi ya pre-acik ya da
pre-kapali oldugunda uzay pre-T; /, dir fakat Teorem 2.3.16 dan dolay1 {b} kiimesi ne
acik ne de kapali oldugundan dolay1 (X, ) uzay1 T; /, degildir.

Ornegin, X= {a, b, c} icint = {(Z), X, {aqa, b}} topolojisini diisiinelim,
PO(X,7) = {0,X,{a}, {b},{a b}, {a,c},{b,c}} ve

PClL(X,T) = {(25, X, {b,c},{a,c}, {c},{b}, {a}} olur. Bu durumda her tek nokta kiimesi
kapali oldugundan (X, 7) uzay1 pre-T; ve pre-T, dir fakat T; ve T, degildir.

Teorem 4.3.16 (X, 7) topolojik uzay ve A € X agik olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) uzayi pre-Ty ise (A, t4) pre-T, dir,
(2) (X,71) uzayi pre-T, , ise (A, 14) pre-T, , dir,
3) (X, 1) uzay1 pre-T, ise (A, 14) pre-T, dir,
(4) (X, 1) uzayi pre-T, ise (A, T4) pre-T, dir.

Ispat: (1) (X, 1) uzay1 pre-Ty ve A € 7 olsun. (4.7,) alt uzaymin da pre-T, oldugunu
gostermek icin x#y x,y€A noktalar1 verilsin. X uzay1 pre-T, oldugundan y€ U,
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olacak sekilde x in bir U, pre-agik komsulugu veya x¢ U,, olacak sekilde y nin bir U,,
pre-agik komsulugu vardir. Teorem 4.1.11 den H=A4AN U, kiimesi x in pre-agik

komsulugu olup y¢ H dir.

(2) Kabul edelim ki (X, 7) uzay1 pre-Ty,;, A © X ve a€ A olsun. Teorem 4.3.11 den
dolay1 {a} kiimesi ya pre-a¢ik veya pre-kapalidir. Dolayisiyla {a} kiimesi A4 da
pre-agik veya pre-kapali olur ki, bu ise (4,74) alt uzaymn pre-T,;,, oldugunu

gosterir.

(3) Kabul edelim ki (X, t) uzay1 pre-T;, A € X agik olsun. x # y, x,y € A noktalar
verilsin (X, 7), pre-T; oldugundan U, 3 x, y € U, ve Uy, 3y, x & U, olacak sekilde
Uy, Uy, €PO(X,7) vardir. 4 agik ve Uyve U,, pre-agik oldugundan Teorem 4.1.11 den
dolayt ANU,, AnU, € PO(A,14) olur. Burada x€ANU,y€AnU, ve

y€ANU,, x &An U, dir. Boylece (4,14) alt uzay1 pre-T; uzay: dir.

(4) Kabul edelim ki (X, t) uzay1 pre-T,, A € X agik olsun. x # y, x,y € A noktalar1
verilsin. (X, ) pre-T, oldugundan U, N U, =@ olacak sekilde 3 U, 3 x ve AU, 3 y,
Uy, Uy, EPO(X, ) pre-acik kiimeler vardir.

Teorem 4.1.11 den dolay1 AN Uy, AnU, € PO(A,ty) drx€EANU,, yEANU,
olmak tizere (AN U,) N (AN U,)=An (U, nU, )=AN@= @ olur ki bu ise (4,7,)

uzayinin pre-T, oldugunu gosterir.
4.4 Pre-D Ayirma Aksiyomlar1 (pre-D,, pre-D,, pre-D,)

Tanim 4.4.1 (Pre-D kiime) (X, 1) topolojik uzay, A € X olsun. U#X ve A=U\V
olacak sekilde pre-acik U, V kiimeleri varsa A ya pre-fark kiime (pre-Difference set)

denir ve kisaca pre-D seklinde gosterilir [15].

Not: U#X pre-acik kiime olmak tizere, U=U\@ oldugundan U bir pre-D kiimedir.
Dolayisiyla her pre-agik kiime pre-D dir.

Tamim 4.4.2 (Pre komsuluk) (X, 7) topolojik uzay ve x € X olsun. Eger x € P c U
olacak sekilde P pre-agik kiimesi varsa U kiimesine x in pre-komsulugu denir. Ozel

olarak U pre-acik ise U pre-acik komsuluk denir [15].
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(X, 1) topolojik uzayinda x € X in X den baska pre-komsulugu yoksa, x noktasina
tiim pre-kapali kiimelerde ortak nokta p.c.c (common to all pre-closed sets point) adi
verilir. Bu ismin verilmesinin sebebi x 1n X deki her bir pre-kapali kiimelerde

olmasindan dolayidir.

Bilinen pre-T; (i=0,1,2) kiimelerinin taniminda kullanilan pre-agik yerine pre-D

kiimesi alinirsa pre-D; (i=0,1,2) ayirma aksiyomlarini elde ederiz.

Tamim 4.4.3 (Pre-Dy ve pre-D; uzayr) (X, 1) topolojik uzay olsun. Farkli x,y € X
noktalar1 i¢in en az birinin digerini igermeyen pre-D komsulugu, yani y€U olacak
sekilde x in bir U nin pre-D komsulugu veya (ve) x&J olacak sekilde y nin bir V pre-

D komgulugu varsa (X, ) uzayina pre-D, (pre-D;) uzayi adi verilir [15].

Tamum 4.4.4 (Pre-D; uzay1) (X, 1) topolojik uzay olsun. Farkli x, y € X noktalari
icin ayrik pre-D komguluklart x € U, y € V' ve U NV = @ olacak sekilde U ve V'

kiimelerinin pre-D komsuluklar1 varsa (X, T) uzayina pre-D, uzayi denir [15].
Teorem 4.4.5 (X, T) topolojik uzayinda,

(1) (X,1) pre-T, ise pre-D, dir,
(2) (X,1) pre-T, ise pre-D, dir,
3) (X,1) pre-T, ise pre-D, dir.

Ispat: Her yari-acik kiime ayn1 zamanda pre-D oldugundan ispat asikardur.
Teorem 4.4.6 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X, 1) pre-D, ise pre-D, dir,
(2) (X, 1) pre-D, ise pre-D; dir.

Ispat: i=0,1,2 icin pre-D; ayirma aksiyomlari tanimindan ispat agiktir.
Teorem 4.4.7 (X, T) topolojik uzay olsun. Bu durumda,
(1) (X, 1) uzay1 pre-D, dir ancak ve ancak pre-T,, dir,

(2) (X, 1) uzay1 pre-D; dir ancak ve ancak pre-D, dir.
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Ispat: (1) Kabul edelim ki (X,T) uzay1 pre-D, olsun. Farkli x,yEX noktalar1 i¢in x
iceren y yi igermeyen veya y yi iceren x i igermeyen en az bir 4 pre-D komsulugu
mevcuttur. Kabul edelim ki x€4, y€A4 olacak sekilde pre-D kiimesi mevcut olsun.
Pre-D nin tamminda P; # X ve A=P;\P, olacak sekilde P,, P, €EPO(X, T) kiimeleri
mevceuttur x€A=P;\ P, ve y&A=P,\P, oldugu i¢in iki farkli durum vardir:

() x€ Py, y& Py,
(ii) x& P,, y€ P; ve y€ P,.

Birinci durumda x€ P; fakat y& P;, ikinci durumda y€ P, fakat x¢ P, oldugundan

dolayr (X, 1) uzaywnin pre-T, olur.
Tersine olarak her pre-T, uzay pre-D, oldugundan dolay1 ispat agiktir.

(2) Kabul edelim ki (X, ) uzay1 pre-D; uzayi olsun. Bu takdirde farkli x, y € X, x#y
noktalar1 i¢in x€A, y¢€A4 ve x&B, yEB olacak sekilde 4 ve B pre-D kiimeleri vardir.

Pre-D kiimeleri tanimindan,
A=P;\P,, B=P;\P, olacak sekilde P,, P,, P;, P, EPO(X, T) oldugunu kabul edelim.

x¢€B=P;\P,oldugundan x& P; yada x€ P; ve x€ P, dir. Bu durumlar1 ayr1 ayri

incelenirse,
(i) x& P3 olsun y€A4 oldugundan iki farkli durum kargimiza ¢ikar.

(a) y& P, olsun. x€ P;\P, den x€ P;\(P, U P3) dir. y € P;\P, den y€ P;\(P, UP,)
diir. Burada [P;\(P, U P3)] N [P\ (P, U P,)] = @ oldugu agiktir.

(b) ye P, ve y€ P, olsun. Dolayisiyla x€ A = P;\P,, y € P, dir. Buradan
(P\P))NP, =0

(ii) x€ P; ile x€ P, olsun. Bu durumda y € P;\P,, x € P, olur ve ( P3\P,)N P, =@
olur. Boylece (i) ve (ii) deki her bir durumdan alinan farkli nokta ciftlerinin pre-agik

kiimeleri bulunabildiginden (X, T) uzayi pre-D, olur.

Her pre-D, uzay1 ayn1 zamanda pre-D; oldugundan dolayi ispat agiktir.
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Ornek 4.4.8 X= {a, b} kiimesi iizerindeki, T = {X ,0, {a}} topolojisini inceleyelim.

A | A |(A)° | Ac (A)° | Pre-acik kiime
e | 0| O v v
{fa} | X | X v 4
{b} | {b}| @ X x
X X X v

(X, 1) uzayindaki pre-acik kiimelerin sinifi PO(X, T)={(Z), X, {b}} olur. P; # X igin
P,=@, X,{a}, {b} i¢in pre-D kiimelerini belirlemeye ¢alisalim.

@=0\{a} olacak sekilde @, {a} € PO(X, T) oldugu i¢in @ bir pre-D kiimedir,
{a} ={a}\ 0 olacak sekilde {a}, ® € PO(X, t) oldugu i¢in {a} bir pre-D kiimedir,

{b} =X\{a} dir fakat U # X olacagindan pre-D sartim saglamaz. Bu yiizden {b}
kiimesi pre-D kiimesi degildir, dolayisiyla pre-D kiimeler {a}, @ olur.

O halde a # b igin a€ {a}, b€ {a} olacak sekilde pre-D kiimesi oldugu i¢in (X, 1)
pre-D, dir. Fakat pre-D; ve pre-D, degildir. Benzer sekilde (X, ) uzay1 pre-T, ve T,
dir fakat pre-T; ve pre-T, degildir.

X= {a, b, c} kiimesi iizerindeki T = {X , D, {a}} topolojisi igin kapali kiimelerin sinifi

K = {X ,0,{b, c}} olmak iizere,

A A (A)° | Ac (A)° | Pre-acik kiime
? 1) ? v v
{a} X X v v
{b} | {b,c} ? x x
{c} | {b,c} ? x x
{a,b} X X v v
{a,c} X X v v
{b,c} | {b,c} 1) x x
X X X v v
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Yukaridaki tabloya gore PO(X, T)={(Z),X, {a},{a, b}, {a, c}} pre-agik kiimelerin

sinifini elde ederiz.
@=0\{a} olacak sekilde @, {a} € PO(X, T) oldugu i¢in @ bir pre-D kiimedir,
{a} ={a}\@ olacak sekilde {a}, @ € PO(X, ) oldugu i¢in {a} bir pre-D kiimedir,

{b}={a, b}\{a} olacak sekilde {b},{a,b} € PO(X,t) oldugu i¢in {b} bir pre-D

kiimedir,

{c}={a, c}\{a} olacak sekilde {b},{a,c} €PO(X,t) oldugu i¢in{c} bir pre-D

kiimedir,

{a,c} ={a,c}\@ olacak sekilde {a,c},® €PO(X,1) oldugu i¢in{a,c} bir pre-D

kiimedir,

{a,b} ={a,b}\@ olacak sekilde {a,b}, @ €PO(X,t) oldugu i¢in{a, b} bir pre-D

kiime olur. Béylece (X, 7) nin pre-D kiimelerin sinifini ise,
POX,7)={0, X, {b},{c}, {a}, {a, b}, {a, c}} dir,

a # b icin a€ {a}, b& {a} ve b€ {b}, ag¢ {b} dir,

a # cicin a € {a}, ¢ {a} ve c€ {c}, a& {c} dir,

b # c i¢in b€ {b}, c& {b} ve c€ {c}, b& {c} dir.

Dolayisiyla (X,7) pre-D;dir fakat a # bi¢in a y1 igermeyen pre-agik komsuluk
bulamadigimizdan (X, t) pre-T; degildir. Benzer diisiinceyle (X, 7) uzay1 pre-D, dir
fakat T, degildir. Cuinkii @ ve b noktalarinin ayrik pre-agik komsuluklar: yoktur.

Teorem 4.4.9 (X, 1) uzay:1 pre-T, ise pre-D, dir ancak ve ancak X de higbir p.c.c

noktasi yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki (X,7) pre-D; ise bu durumda her bir x € X noktasi bir
S=P;\P, seklinde pre-D kiimeye aittir. Boylece x € P; dir. P; # X oldugundan

dolay1 x noktas1 p.c.c noktasi degildir.
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Tersine olarak (X, 1) uzayi pre-T, olsun. Gosterecegiz ki (X, 1) pre-D, dir. pre-T,
tanimindan her x,y € X, x # y i¢in noktalarda birinin degerini igermedigi en az bir
U pre-agik komsuluk vardir. Kabul edelim ki x € U ve y € U olsun. Bu durumda
U # X kiimesi bir pre-D kiimedir.

Eger X hicbir p.c.c noktasina sahip degilse, y bir p.c.c noktasi degildir. Boylece VX
olacak sekilde y € V nin pre-komsulugu vardir. Béylece y € V\U, x € V\U ve V\U
kiimesi pre-D dir. Sonug olarak (X, T) uzay1 pre-D; dir.

Sonug¢ 4.4.10 (1) pre-T, (X, T) uzay1 pre-D; degildir ancak ve ancak X in en az bir

p.c.c noktast vardir.

(2) [13] deki Ornek 12,5 ve 6 ile Omek 4.4.7 ve Omek 4.4.8 den asagidaki

diyagrami ¢izebiliriz.

T, — pre-T, — pre—=D;

l J \ \)
T, — pre—-T, — pre—D;
v l 4 )

T, — pre—T,

Sekil 4.5 T;—( 1 2, pre- Ti=o,1,2 Ve pre- Di=1 2 ayirma aksiyomlar1 arasindaki iligki.

Tamim 4.4.11 (Pre-simetrik uzay) (X, 7) topolojik uzay ve x,y € X olsun. x € {y}

oldugunda y € {x} ise (X, 1) uzayina pre-simetriktir denir.
Teorem 4.4.12 (X, 7) topolojik uzay olsun. Bu durumda,

(1) (X,7) uzay1 pre-simetriktir ancak ve ancak her x € X i¢in {x} kiimesi
pg-kapalidir,
(2) (X, 1) uzay1 pre-T, ise pre-simetriktir,

(3) (X, 1) uzay1 pre-simetriktir ve pre-T, dir ancak ve ancak pre-T; dir.

ispat: (1) Kabul edelim ki x € {y} vey € {x} olsun. Bu durumda {y} c ({xA})C ve

boylece {y}c ({/x\})cdlr. Dolayisiyla x € ({xA})COIur ki bu bir ¢eliskidir. Sonug
olarak {x} kiimesi pg-kapali kiimedir.
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Tersine olarak kabul edelim ki {x} € P ve P, (X, t) da pre-agik olsun fakat {x} Bu
durumda {yA} D P olsun. Boylece xX}n P+ olur.y € {x} n P¢ olarak

alahm. x € {y} c P¢ ve x & P olur ki bu bir ¢eliskidir.

(2) pre-T; uzayda her tek nokta kiimesi pre-kapalidir. ([13] deki Teorem 4 den) ve
dolayisiyla pg-kapalidir (1) den dolay1 (X, T) uzay pre-simetriktir.

(3) (2) den dolay1 sadece gerekliligi ispatlamak yeterlidir. x # y olsun. (X, 7) nun
pre-Ty olmasindan bazi P; EPO(X,t) igin x € P; c {y}‘olarak alabiliriz. Bu

durumda x ¢ {y} ve boylece v & {x} dir. Sonug olarak y € P, c {x}° olacak sekilde
P, EPO(X, 1) vardir ve bu ise (X, T) uzaymnin pre-T; oldugunu gosterir.

Teorem 4.4.13 (X, 1) pre-simetrik uzay olsun. Asagidakiler denktir:

1) (X, 1) pre-T, dir,
(2) (X, 1) pre-D, dir,
3) (X, 1) pre-T; dir.

Ispat: Teorem 4.4.12 dolay1 agiktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda yari-agik ve pre-acik kavramlar kullanilarak elde edilen zayif

ayirma aksiyomlar1 incelenmis ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. Yarr-agik kiime, yari-kapali kiime kavramlar1 irdelenmistir.

2. i= 0,%, 1,2 icin semi-T; uzaylari arasindaki iligki belirlenmistir.

3. Bir wuzayin yari-simetrik olmasi durumundai = 0,%, 1 i¢in  semi-T;
aksiyomlarinin birbirine denk oldugu gosterilmistir.

4. i= 0,%, 1,2 i¢in semi-T; uzaylarimin alt uzayinin hangi sart altinda semi-T;
oldugu gosterilmistir.

5. Semi-D kiime yardimiyla i = 0,1,2 icin elde edilen semi-D; uzaylari ile semi-T;

uzaylar1 arasindaki iligki belirtilmistir.

6. i= 0,%, 1,2 icin pre-T; uzaylar arasindaki iliski belirlenmistir

7. Uzaym pre-simetrik olmasi durumundai = 0,%, 1 i¢in pre-T; aksiyomlarinin
birbirine denk oldugu gosterilmistir

8. i= 0,%, 1,2 i¢in pre-T; uzaylariin alt uzaymin hangi sart altinda pre-T; oldugu
gosterilmistir.

9. pre-D kime yardimiyla i = 0,1,2 i¢in elde edilen pre-D; ile pre-T; uzaylar

arasindaki iliski belirtilmistir.
Bu c¢alisma neticesinde elde edilen bilgiler 1s181inda asagidaki oneriler verilebilir.

1. Yan (pre)-kompaktlik, yari (pre)-baglantililik gibi kavramlar ve ozellikleri

incelenebilir mi?

2. Yar-agiklik, pre-aciklik kavramlari kullanilarak i =% icin semi-T; ve pre-T;
ayirma aksiyomlar1 tanimlanabilir ve 6zelikleri incelenebilir mi?

3. i= 0,%,1,2 icin pre-semi-T; uzaylar veya semi-pre-T; uzaylar ve Ozelikleri
incelenebilir mi?

4. Pre-semi veya semi-pre-homeomorfizm seklinde bir es yapililik teskil eden

kavram olusturulabilir mi?
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i = % icin olusturulan semi-T; veya pre-T; uzaylar i¢in kullanilacak sg-kapali ve
pg-kapali kiimeler arasinda sg-pg-kapali kime veya pg-sg-kapali kiime
kavramlar olusturulabilir mi? Olusturulabilir ise i = % icin semi-T; veya pre-T;
uzaylar1 ve 6zellikleri nelerdir?

Calismanin {i¢tincti ve dordiincti boliimlerinde gegen semi-D kiime yardimiyla
elde edilen i = 0,1,2 i¢in semi-T; veya pre-T; uzaylar1 i¢in verilen teorem ve
ispatlar semi-D; veya pre-D; uzaylar1 i¢in de verilebilir mi?

Yari-agik ve pre-acik kavramlari arasinda bir iligki kurulabilir mi? Kurulabilir
ise hangi sartlar altinda bu gegerlidir?

Yari-agik ve pre-acik kavramlari kullanilarak elde edilen semi-T;,, veya pre-

T/, uzaylarina benzer pre-D; /, uzayi tanimlanabilir mi?
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