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OZET

Belirsiz Matrislerin Spektral Ozellikleri

Duygu GURBUZ

Matematik Anabilim Dali
Eskigehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak 2021
Danigman: Prof.Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Bu tez caligmasinda siirekli ve kesikli belirsiz dogrusal sistemlerin asimp-
totik kararhiliklar: ele alinmigtir. Her iki sistem igin temel tanimlar ve teorem-
ler ozetlenmigtir. Bir matrisin 6zdegerlerinin kompleks diizlemdeki konumu,
o matrisin belirledigi sistemin asimptotik kararhiligin1 karakterize etmekte-
dir. Sisteme kargilik gelen Lyapunov (Stein) matris esitsizliginin pozitif belirli
¢Ozlimiiniin varhigi o sistemin asimptotik kararlihigina denktir. Sonlu sayida
matris igin Lyapunov (Stein) matris egitsizliginin ortak ¢oziimii kavrami ve
bununla ilgili sonuglar ele alinmigtir. Farklarinin ranki 1 olan iki tane Schur
kararll matrisin Stein esitsizliginin ortak ¢oziimil icin bir kosul verilmistir. Iki
boyutlu sonlu sayida kare matrisin Lyapunov egitsizliginin ortak ¢oziimiinii
belirlemenin bir yolu, iki boyutlu birim disk tizerinde agirlik merkezini esas
alan bir algoritma ile ¢aligmaktir. Bu tezde, mevcut algoritmada kullanilan
birim disk yerine bu diski igeren bir kare tlizerinde calismanin yeterli oldugu
gosterilmigtir. Ayrica iki boyutlu kompleks girdili sonlu sayidaki kare matris-
lerin ortak ¢oziimii i¢in de bir algoritma geligtirilmigtir. Elde edilen sonuglarla
ilgili ornekler verilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Hurwitz Kararhlik, Lyapunov Esitsizligi,

Ortak Kuadratik Lyapunov Fonksiyonu
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ABSTRACT
SPECTRAL PROPERTIES OF UNCERTAIN MATRICES

Duygu GURBUZ

Mathematics Program

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January 2021
Supervisor: Prof.Dr. Taner BUYUKKOROGLU

In this thesis, asymptotic stability of continuous and discrete uncertain
linear systems are discussed. Basic definitions and theorems for both systems
are summarized. The location of eigenvalues of a matrix in the complex plane
characterizes the asymptotic stability of the system given by that matrix. The
existence of positive definite solution of Lyapunov (Stein) matrix inequality
corresponding to the system is equivalent to the asymptotic stability of that
system. The concept of common solution of Lyapunov (Stein) matrix inequal-
ity and related results for a finite number of matrices are discussed. A condition
is given the common solution of the Stein inequality for two Schur stable matri-
ces whose difference is rank one. One way to determine the common solution of
Lyapunov’s inequality for a two-dimensional finite number of square matrices
is to work with an algorithm based on the centroid on a two-dimensional unit
disk. In this thesis, it has been shown that it is sufficient to work on a square
containing this disk instead of the unit disk used in the current algorithm. In
addition, an algorithm has been developed for the common solution of a finite
number of two -dimensional square complex matrices. Examples of the results
obtained are given.

Keywords: Hurwitz Stability, Lyapunov Inequality,

Common Quadratic Lyapunov Function
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir ¢caligma oldugunu; ¢aligmamin hazirhik, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim agamalarinda bilim-
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“intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢aligmamla il-
gili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya

gikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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A matrisinin devrigi (transpozesi)

P = PT porzitif belirli matris

Konveks zarf
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1 GIRIS

Dinamik sistemlerin kararlilhiginin farkl cesitleri vardir. Uygulama ve yapilan
caligmalara bakildiginda sistemin denge noktasinin kararliligi en yaygin kararlilik
tiurit oldugu goriiliir. Denge noktasinin kararliligi genellikle Lyapunov an-

laminda karakterize edilmektedir [1, 2, 3].

1.1 Siirekli Dogrusal Sistemlerde Asimptotik Kararhhk

D € R" agik, yol baglantili bir kiime, f : D — R"™ yerel Lipschitz o6zelligine

sahip bir fonksiyon olmak tizere

& = f(z) (1)

otonom sistemini ele alahm. Eger z € D igin f(Z) = 0 ise T vektoriine (1)
sisteminin bir denge noktasi denir. Kararhlikla ilgili tanim ve teoremlerin
ifadelerinde yazim kolayligi bakimindan denge noktasini £ = 0 vektorii almak
genelligi bozmaz. Eger sistemin denge noktasi z # 0 ise y = x — T degigken

degisimiyle bu denge noktasi orjine otelenebilir.

Tanim 1.1 7 = 0, (1) sisteminin denge noktasy olsun. € > 0 verildiginde
|z(0)|| < & kosulunu saglayan her x(0) baslangi¢ noktase i¢in (x(t); (1) sis-

teminin z(0) baslangic kosulunu saglayan ¢ézimaidiir.)
(@) <&, VE=0

olacak sekilde 6 = 6(¢) > 0 sayist varsa o zaman (1) sisteminin T = 0 denge
noktasy kararlidir denir. Eger ¥ = 0 denge noktast kararl ve oyle bir r > 0
1¢1N

|x(0)]| < r iken tlglgox(t) =0
ise bu denge noktast asimptotik kararlidir denir [1, 4.

Stirekli bir sistemin denge noktasinin kararliligi ve asimptotik kararhlig: sis-

temin E(x) enerji fonksiyonu ele alinarak belirlenebilir. Sistemin yoriingeleri
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d
(x(t) ¢oziimleri) tizerinde — tiirev fonksiyonu igin o < 0 olmas1 z = 0

denge noktasimnin kararli olmasini ve ’ < 0 olmas1 da z = 0 denge nok-
tasimin asimptotik kararh olmasim gerektirir [1].

Denge noktasinin kararliligi sistemin Lyapunov fonksiyonu adi verilen fonksi-
yonlarla da belirlenebilmektedir.

V ' D — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyon ve 0 € D olsun.

oV [ov oV ov]h
Oz [0xy Oz, O,

ve

f@) = [fi(2), fo(@), .. ful@)]"

olmak tizere V' fonksiyonunun (1) sisteminin yoriingeleri tizerindeki tiirevi
.oV =V "0V
(52) 1= 2= g
seklinde verilir.
Simdi, siirekli sistemlerin denge noktasinin kararliligini karakterize eden en

temel teoremlerden bir tanesini ifade edelim.

Teorem 1.2 (Lyapunov Teoremi [1])
x = 0 sufur vektori (1) sisteminin denge noktasu olsun. Eger
i) V(0) =0 ve her 0 #z € D igin V(z) >0

i) Her 0 #x € D i¢in V(z) <0
kosullariny saglayacak sekilde sturekli turevlenebilir bir V : D — R fonksiyonu

varsa x = 0 denge noktasi asimptotik kararldur.

Lyapunov teoremindeki (i) ve (i7) kosullarini saglayan V' (z) fonksiyonuna
(1) sisteminin bir Lyapunov fonksiyonu denir.

A matrisi n X n boyutlu kare matris olmak tizere

T = Az

z(0) = xg
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lineer sistemini ele alalim. Orijin bu sistemin bir denge noktasidir. Burada

A At

(2) sisteminin ¢oziimi z(t) = ez olur. e Ustel matrisi A matrisinin
ozdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen ozvektorleri ile belirlenmektedir. Bu
nedenle (2) sisteminin denge noktasmin asimptotik kararliligini A matrisinin

ozdegerleriyle karakterize eden agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 1.3 A matrisi n X n boyutlu bir matris ve ozdegerleri Ay, Ag, ..., \p
olsun. Eger A matrisinin tum ozdegerleri kompleks dizlemin sol agik yar

diizleminde, yani
Re(N) <0 (i=1,2,...,n)
ise A matrisine Hurwitz kararl matris denir [2].

Lineer sistemin (2) denge noktasmin z = 0 asimptotik kararliigi Lyapunov
Teorem 1.2 ile ele alinabilir. Bunun igin 6nce simetrik bir matrisin pozitif ve

negatif belirliligi tanimin verelim.

Tamim 1.4 S € R™" S = ST simetrik matrisi verilsin. Ejer her 0 # x € R"
icin 7 Sx > 0 ise S matrisine pozitif belirli matris denir ve S > 0 seklinde
gosterilir. Eger —S matrisi pozitif belirly bir matris ise S matrisine negatif

belirli matris denir ve S < 0 seklinde gdsterilir [7].

Simetrik bir matrisin tiim 6zdegerleri gerceldir. Simetrik matrislerin pozitif

(veya negatif) belirliligi 6zdegerleri yardimiyla da belirlenebilir.

Teorem 1.5 S € R™" S = ST matrisinin pozitif (veya negatif ) belirli olmast
icin gerek ve yeter kosul S matrisinin tim d6zdegerlerinin pozitif (negatif) ol-

masidur [7].
P e R™™ P > 0 simetrik matrisi i¢in
VR -5 R, V(r)=a"Px

kuadratik fonksiyonunu tammlayalim. Bu V' fonksiyonunun (2) sisteminin

yoriingeleri tizerindeki tiirevi



V(z) = 2T Pi+ iTPx = 2" PAx + 2T ATPx = 2T (PA+ ATP)x
olur. Burada
ATP 4 PA= —Q

diyecek olursak () matrisi simetrik bir matristir. Eger bu ) matrisi pozitif
belirli ise o zaman Teorem 1.2’ ye gore (2) sisteminin denge noktasi olan orijin
asimptotik kararhdir.

Lyapunov teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 1.6 A € R™" matrisinin Hurwitz kararl olmasi igin gerek ve yeter
kosul Q) > 0 wverildiginde
ATP+ PA=—Q (3)

Lyapunov denkleminin P > 0 ¢ozimi vardwr ve bu ¢ozim tektir. Ayrica bu
coZuUMm
o

P = [eAtQeMdt
0

seklindedir [1].

Teorem 1.6’ya gore A matrisinin Hurwitz kararli olmasi icin gerek ve yeter
kosul
ATP+PA <O (4)

olacak gekilde bir P > 0 matrisinin var olmasidir. Burada (4) esitsizligi
Lyapunov esitsizligi olarak adlandirilir. Bu esitsizligin ¢oziimii olan P > 0
matrisi i¢in V(z) = x? Pz fonksiyonuna (2) sisteminin kuadratik Lyapunov
fonksiyonu denir.

1.2 Kesikli Dogrusal Sistemlerde Asimptotik Kararlilik

Sturekli sistemler icin yukarida verdigimiz sonuclar A € R™*" olmak ftizere
Tkt1 :Al’k, k:O,l,Q,... (5)
(5) dogrusal kesikli sistemi i¢in de ifade edilebilir.
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Teorem 1.7 (Kesikli sistemler i¢in Lyapunov teoremi [8]) f : D — R™ yerel

Lipschitz ozelligine sahip bir fonksiyon olmak tzere x = 0 sufir vektori
x(k+1)= f(z(k)), k=0,1,2,..
sisteminin denge noktasi olsun. Eger

i) V(0) =0 ve her 0 # x € D i¢in V(x) >0

ii) Her 0 £ x € D i¢cin V(f(x)) —V(x) <0
kosullariny saglayacak sekilde bir V' : D — R surekli fonksiyonu varsa x = 0

denge noktasy asimptotik kararlhdar.

Eger A € R™" matrisinin tiim Aq, Ao, ..., A, 6zdegerleri kompleks diizlemde
agik birim diskte, yani |[\;| < 1 (i = 1,2,...,n) ise A matrisine Schur kararh

matris denir.

Teorem 1.8 [5/ (5) sistemi i¢in asagidakiler denktir.
i) Sistem asimptotik kararldor.
i) A matrisi Schur kararldor.

iit) Q € R™™, Q) > 0 matrisi verildiginde
ATPA—-P=-Q (6)

denklemini (Stein denklemi) saglayan P > 0 ¢ozimi vardir ve bu ¢ézim tektir.

1.3 D-Kararhlik

Gortildiigii tizere bir A € R™" matrisinin tiim 6zdegerlerinin bulundugu D C
C bolgesine gore A matrisinin D-kararliligi tanimlanmaktadir. Uygulamalarda

karsgilagilan bazi kararlhilik bolgeleri agagidaki gibidir. A matrisinin tiim 6zdegerleri
D ={z€C: Re(z) <0}
kiimesinde ise A matrisi Hurwitz kararh, eger
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D={zeC:|z] <1}
kiimesinde ise A matrisi Shur kararli, 0 < ¢ < 7 olmak flizere eger
D={zeC:m—¢<arg(z) <m+ ¢}

kiimesinde ise A matrisi Sektor kararhdir.

Im Im Im
A A A
1 [
~
- | \‘
p .
» Re p e AN [ N 4 Re
A A . Re J >
>
‘ |’.«
B
a) Hurwitz b) Schur c) Sektér

Sekil 1.1: D-kararlilik bolgeleri

fi:C—=C (i=1,2,...,m) polinom fonksiyonlar: verilsin.
D={z€C:Re(fi(z)) <0, i={1,2,..,m} (7)
olarak alalim.

Teorem 1.9 A € R™™" matrisinin D-kararly (7) olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul

olacak sekilde bir P = PT > 0 matrisinin var olmasidar.

Teorem 1.9 ile Kararlilik bolgesi D (7) olan matrisler igin Lyapunov ve
Stein egitsizlikleri gibi matris egitsizlikleri elde edilmektedir.

Ornegin f1(z) = z ve fy(z) = —22 polinomlar icin
D={2€C:Re(z) <0 wve Re(—2%) <0} (9)

Sekil 1.1 c’deki sektore kargilik gelmektedir ve bir A € R™ ™ matrisinin D-

kararli (9) olmasi igin gerek ve yeter kosul
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ATP+PA<0 ve A PLPA2>0

olacak gekilde P > 0 matrisinin bulunabilmesidir.



2 Lyapunov ve Stein Esitsizlikleri icin Ortak P Coziimleri

Bu boliimde siirekli (kesikli) lineer belirsiz sistemler i¢in bu sistemlere kargilik
gelen sonlu sayida matrislerin Lyapunov (Stein) esitsizliklerinin ortak ¢éziimlerini

ele alacagiz.

2.1 Lyapunov Esitsizlik Sistemi i¢in Ortak P Coziimiu

Ay, Ay, ..., Ay € R™™ Hurwitz kararli matrisleri verilsin.
&= Az, A€ conv{A;, Ay, ...,An} (1)

lineer belirsiz sistemini ele alalim. Oyle bir P € R¥", P = PT > 0 pozitif

belirli matrisi igin
ATP+PA; <0, i=1,2,..,N (2)

Lyapunov esitsizlikleri saglaniyorsa bu P matrisine A; matrislerinin ortak Lya-
punov ¢oziimi denir.

Eger (2) esitsizlik sisteminin ortak P > 0 ¢oziimii varsa o zaman (1) sistemi
diizgiin asimptotik kararhdir [4]. Boyle bir ortak P > 0 ¢zliimiiniin varhig: du-
rumunda V(z) = 27 Pz fonksiyonuna ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonu
(OKLF) denir. Siirekli sistemler iizerinde yapilan galigmalarda; [13, 15]te
n =2 ve N = 2 durumunda OKLF varligi i¢in gerek ve yeter kogul verilmistir.
[10, 12, 16]’"da OKLF’ unun var olmasi durumunda P > 0 ¢6ziimiintin bulun-
masl i¢in niimerik yontemler verilmigtir.

Statik ¢iktili geri beslemeli sistemlerde Ay, Ay, ..., A,, matrisleri n xn boyutlu
olmak iizere

Alq) = Ao + f:lQiAn qER!

afin matris ailesinin Hurwitz kararhiligi s6z konusu olmaktadir [3].

Q={¢eR":¢ <¢<g¢", i=12..,m}



kutusunu tanimlayalim. A4 = {A(q) : ¢ € @} matris ailesine matrisler politopu
denir. ¢‘, Q kutusunun 4. kogesi olsun (i = 1,2,..., K = 2™). O zaman bu ¢,

kose noktalarma kargilik gelen A(q") matrislerinin konveks zarfi A olur:
A = conv{A(¢'), A(¢?), ..., A(¢")}

K K
= {A=3NA): XN ve >0 (i=1,2,...,K)}
i=1

i=1

Eger boyle bir P = PT > 0 matrisi icin
AT(¢)P + PA(¢") <0, i=1,2,.. K

oluyorsa, yani i = 1,2,..., K igin A(¢’) matrisine karsihk gelen Lyapunov
esitsizliginin ortak coziimii varsa o zaman her A € A icin ATP 4+ PA < 0

esitsizligi saglanir. Bu durumda A ailesindeki tiim matrisler Hurwitz kararhidir

[2]:
A€ Aise A= NA(qY) + MA(¢?) + ... + A A(¢™) olacak sekilde \; > 0 ve

K
> A = 1 kogullarim saglayan \; (i = 1,2, ..., K) sayilar1 vardir. O zaman
i=1

K K
ATP+ PA = [SNA(G)TP + P NA(G)
=1 =1

— SAAT()P + PAg)] < 0

i=1

olur.

Teorem 2.1 [14] Ay, Ay € R™" Hurwitz kararle matrisler ve A1 As = Ay Ay

olsun. Py > 0 matrisi verildiginde

AF{Pl + PlA; = —Fy, denkleminin ¢ozimi olan P, > 0 i¢in

ATPy + PyAy = — P, denkleminin ¢ézimii olan Py > 0 matrisini alalm.

Bu durumda Py matrisi icin AT Py + PyAy < 0 olur. Baska bir degisle V(z) =

2T Pyx fonksiyonu & = Az ve & = Asx sistemleri icin OKLF olur.



Kanit. V(z) = 27 Pyx fonksiyonu & = A,z sistemi icin kuadratik Lyapunov
fonksiyonudur. V fonksiyonunun & = A;x sisteminin yoriingeleri tizerindeki

turevi
V(x) = TPy + 2" Pt = xTAlTng + 2T P Ax

= .ZCT(A,{PQ + PQAl)ZL‘
olarak bulunur. Diger taraftan, ATP, + PlA; = —Py ve ATPy + PAy = — P

oldugundan

Py = —(ATP, + P Ay)
= AT[AT P, + P Ay) + [AT Py + Py Ay Ay
= (AA)TP + ATP Ay + AT P AL + Py (A A))
= (A A)TP + ATP Ay + AT P AL + Py(A1A)

seklinde yazilir. O zaman, Ay Hurwitz kararh ve Fy > 0 oldugundan
AZ [ (AT + Py AY)] + [~ (AT Py + PyAY) Ay = =Py

denklemi saglandigy i¢in —(AT + PyA;) > 0 yani A + P»A; < 0 olmak zorun-
dadir. Bu durumda V fonksiyonu & = A;x sistemi i¢in de kuadratik Lyapunov
fonksiyonudur. [J

2.2 Stein Esitsizlik Sistemi icin Ortak P Coziimii

Hurwitz kararli matrisler i¢in verilen ortak P kavrami Schur kararli matrisler
icin de verilmektedir.

Aq, Ay, ..., Ay € R™™ Schur kararhh matrisleri verilsin.

ok +1) = Az(k), A€ conv{Ay, As, ..., An} (5)

10



lineer belirsiz kesikli sistemini ele alahm. Oyle bir P € R™" P = PT > ()

pozitif belirli matrisi i¢in
ATPA,-P<0, i=12,...N (6)

Stein egitsizlikleri saglaniyorsa bu P matrisine A; matrislerinin ortak Stein
¢oziimii denir. Ayrica V(x) = 2 Px fonksiyonu bu sistemler i¢in ortak Lya-
punov fonksiyonudur. Bu tiir sistemlerin OKLF’lar1 i¢in yapilan ¢caligmalardan
bazilar1 [ 18-20]'da yer almakdadir.

nxn boyutlu Hurwitz kararli marisler kiimesi ile n xn boyutlu Schur kararl
matrisler kiimesi arasinda bilineer bir doniigim bulunmaktadir. Bu dontigiim

Cayley Doniistimi diye adlandirilir.
Teorem 2.2 [ 21] C' € R™™ Schur kararl bir Matris ise
A=(C+ID)HC -1

matrisi Hurwitz kararlbidir. Benzer sekilde A € R™"™ Hurwitz kararly matris
15€
C=(I-A)"1I+A)

matrisi Schur kararlbdar.

A € R™" Hurwitz kararli matris ve
C=(I-A)"Y I+ A
olsun. P > 0 igin
ATP 4+ PA < 0ise CTPC - P <0
olur. C' € R™™ Schur kararli matris ve
A=(C+ 1)1 (C-1)
olsun. P > 0 i¢in
CTPC -~ P <0ise ATP+PA<O

11



olur.
Hurwitz durumunda oldugu gibi Schur kararli degismeli matris ¢ifti icin de

Stein esitsizliginin ortak P ¢oztimi vardir.

Teorem 2.3 C;,Cy € R™"™ Schur kararl matrisler ve C1Cy = CyC olsun.

Py > 0 verildiginde

CTP,Cy — P, = —Py denkleminin ¢ézimii olan Py pozitif belirli matrisi i¢in

Cy' P,Cy — Py = — Py denkleminin ¢ézimii Py pozitif belirli matrisi olsun.

O zaman CiTP,Cy — Py < 0 olur. Yani P, > 0 matrisi Cy ve Cy matrisleri

i¢in Stein esitsizliklerinin ortak P ¢ozimidir.

Kamt. V(z) = 27 Pyx fonksiyonu z(k+1) = Cyxz(k) sistemi i¢in bir kuadratik

Lyapunov fonksiyonudur. Teorem 1.7'nin 4) kogulu igin:

V(Coz) —V(z) = (Cox)" Py (Chz) — 2T Py
= LETCQTPQCQ.'E — .CL'TPQ.'E
= JZT (CzTPQCQ e PQ) T
= —2TPx<0
olur. Bu V(z) fonksiyonunun z(k + 1) = Ciz(k) sisteminin de kuadratik

Lyapunov fonksiyonu oldugunu gosterelim.

V(Ciz) = V(z) = (Ciz)" Py (Ciz) — 2T Py
= .CETCQTPQCQ$ — l'TPQm

= Q?T (ClTP201 — P2) T

olur. Her 0 # z € R" i¢in V(Cyiz) — V(z) = 27 (C" B,Cy — P») z < 0, yani
CiTP,Cy — Py < 0 oldugunu gosterelim.

PO = _(ClTplcl - Pl)
= O [T PGy — Py) Gy — [CyT POy — P
= Ci"Cy"PyCyCh — Ci " PGy — Gy PyCo + Py
= G CTPCICy — CiT PG — Gy PGy + P
= G [/ PCy — Py Cy — [CT POy — Py

12



olarak elde edilir. C5 Schur kararli oldugundan Py > 0 matrisi i¢in
" [—(C1TP201 - P2>] Cy — [—(C1TP201 - PQ)] =—-Fh
egitliginin ¢Oziimii _<01TP201 — P,) > 0 yani CiTP,Cy — Py < 0 olur. O

Teorem 2.4 Cy,Cy € R™™ matrisleri Schur kararl ve rank(Cy — Cy) = 1 ise

A= (Cr+1)"HCy = I) ve Ay = (Cy + I)7H(Cy — I) olmak 1izere
rank(A1 — Ag) =1
olur.

Kanit. U = (C1+1)veV = (Ci+1)1(C, —1)— (Co+I)"HCy — 1)
diyelim.

C} matrisinin 6zdegerleri A1, Ao, ..., A, olsun. C+ I matrisinin ozdegerleri
de My + 1, +1,..., A\, + 1 olur. C} matrisi Schur kararli oldugundan i =
1,2,..,n igin [N\ < 1'dir. O zaman det(Cy + I) # 0 olur ki buna gore
rank(U) = n’dir. Diger taraftan rank(V) < n’dir.

Sylvester esitsizligine gore (bakiniz [ 7], sayfa 13)

rank(U) +rank(V) —n <rank(UV) < min{rank(U), rank(V)},
n+rank(V) —n <rank(UV) < rank(V)

yani
rank(UV) = rank(V)
olur.
Uv = (Ci+D[(C,+1)"HC, = 1) — (Co+ 1)"HCy — 1))
= (Cl+[)(cl+[)_1(01—I)—(Cl+[)(02+[)_1(02—[>
= (Ci =)= (Ci+ D(Co+ 1)1 (Co = 1)
= (Ci=1)(Co+ 1) = (Ci + )(C2 = 1)

= CC+C-Co—1-CCo+C,—Co+ 1
= 20 — 20,

13



elde edilir. Buna gore
rank(A; — As) = rank(V) = rank(UV') = rank(2C, — 2C5) = rank(C; — Cs)

oldugundan

rank(A1 — Ag) =1

O

Teorem 2.5 ( 22) Ay, Ay € R™™ Hurwitz kararly matrisler ve rank(A; —
As) = 1 olsun. Ay ve Ay matrisleri igin Lyapunov esitsizliginin ortak P > 0
coztimi olmasi icin gerek ve yeter kosul A1 As matrisinin negatif gercel 6zdegeri

yoktur.

Teorem 2.6 C1,Cy € R™™ Schur kararle matrisler ve Rank(Cy — Cy) = 1
olsun. Eger (Cy + I)"(Cy — I)(Cy + I)"Y(Cy — I) matrisinin negatif reel
ozdegeri yoksa Cy wve Cy matrislerinin Stein esitsizligini saglayan ortak P

cozumi vardar.

=
NI
Wl

Ornek 2.7 C, = ve Cy =

Schur kararls matrislering

= N

ST
=
=

ele alalvm.
1 -1
Cy—Cy= 2 olur ve rank(Cy — Cy) = 1 dir-
0 0

(Cr+ D) CL = D)(Cy+ 1) (Cy =)

-1 -1

3 1 11 101 _3 1
o 2 4 2 4 2 3 2 3
103 1 5 13 1 .5
4_4 4 4 4 4 4 4
3 _1 11 3 _1 3 1
384 4 4 2 4 4 3 2 3
Ho 1 3 _5 _1 1 1 5
L 4 4 4 2 4 4 (7)
-1 1 20 2
_ 384 16 24 3
119 l 31 H
L 2 24
248
_ 1
- 119
—604 655




954 387
matrisinin karakteristik polinomu \* — m)\ + m’ dir. Ay = 7.5882 ve \g =

0.4285 oldugundan negatif ozdegeri yoktur. O zaman Teorem 2.6 e gore bu

matrisler i¢in Stein egitsizliginin ortak P ¢ozimi vardar.

27 18 4
Ornek 2.8 C, = 9 ve Cy = 3 2 Schur kararly matrisleri
-3 % 41
35 40
icin Cp — Cy = i; iz olur ve rank(Cy — Cy) = 17dir.
87 29

(Cl + [)_1(01 — [)(02 + [)_1<02 — [)

- -1 -1
EE T A - N R I
|5 5] |5 :]l-52] 5o
. 1 -9 - B 3 -3 -1 2
SRR SRR N .
-1 18 —5 6
[ [ R Y R
B [ 31 30
B T )

—51 F /2161
2

oldugundan negatif ozdegeri vardir. Teorem 2.6°e gore bu matrisler i¢in Stein

matrisinin karakteristik polinomu \?> 4+ 51\ + 1107 dir. A2 =

esitsizliginin ortak P ¢ozumai yoktur.
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3 2 x 2 Boyutlu Hurwitz Matrisler icin Ortak P Algoritmasi

Sonlu sayida Hurwitz kararli {A;, As, ..., Ay} matrisleri verildiginde bu mat-
rislere kargilik gelen Lyapunov esitsizliklerinin ortak P ¢oztimiinii bulmak i¢in
optimizasyon yontemlerinin kullanildigi caligmalar vardir [ 11,12]. Bu béliimde
sonlu sayida 2x 2 boyutlu Hurwitz kararli matrislerden olugan matris kiimesinin
ortak P probleminin ¢éziimii igin [ 16]’da verilen ve konveks kiimelerin agirhk
merkezini esas alan bir algoritmay1 ele alacagiz. [ 16] ¢ahigmasinda verilen
algoritma icin kullanilan kavram ve teoremler su sekildedir.

2 x 2 boyutlu pozitif belirli herhangi bir P matrisini tr(P) = 2 olacak

sekilde normallestirebiliriz: =7 + 22 < 1 olmak iizere

1+2 x
Pla) = 1 2
i) 1— T
matrisinin izi 2 ve pozitif belirlidir.
A ={Ay, Ay, ..., Ax} matris ailesi 2 x 2 boyutlu Hurwitz kararli matrisler-

den olugsun. = = (z1,x2)7 igin
. T
() = max Amax(A" P(z) + P(x)A)

fonksiyonunu tammlayalim. Burada Apax(S), S simetrik matrisinin en biiyiik

ozdegerini gostermektedir. Bu deger

Amax(S) = HmHaji vl S

esitligi ile verilebilir [7]. Burada Apax(S) degerini veren v vektorii, S matrisinin
en biiyiik 6zdegerine, yani An..’a karsihik gelen ozvektordiir. max, maxy =

max, 4y ile gosterilecek olursa ¢(z) fonksiyonu

() = I(%%( v (AT P(z) + P(z)A)v (1)
o] =1,AcA

seklinde yazilabilir. ¢(z) fonksiyonu konveks fonksiyondur.
A matris ailesi i¢in Lyapunov esitsizliginin ortak P ¢oziimiintin varligi

o(z) < 0 olacak sekilde
v €D ={(xy,z)" : 2? +22 <1}

16



olmasina denktir.
Keyfi bir & = (21, 25)T € D noktasi igin
1+24; o

P(#) =

~

T 1—f1

olmak tzere

max v (ATP(2) + P(2)A)v = 0T (AT P(&) + P(2)A)o
lvll=1,AcA

olarak ifade edebiliriz. Burada Apeq (AT P(2)+P(#)A) 6zdegerine kargilik gelen
ozvektor v ile gosterilmistir. O zaman

max Amag(ATP 4+ PA) = Apoo(ATP + PA)
€

i) Her x € D igin ¢(x) > 27§+ 0T (A + AT)o olur.

Herhangi bir & = (#1,3,) € D igin ATP(%) + P(2)A, A € A matrislerinden
en biiyiik 6zdegere sahip olan A matrisi ve bu matrisin en biiyiik 0zdegerine
karsihk gelen © 6zvektorii hesaplanir, yani (0, A) ikilisi bulunurak ¢(Z) hesap-
lanir. Eger ¢(2) < 0 ise P(&) matrisi A matris ailesi i¢in ortak ¢oztimdiir.
Diger durumda; Onerme 3.1, ii)’ye gore 27§ + 07 (A 4+ AT)d > 0 esitsizligini
saglayan z’ler igin ¢(x) > 0 olur. Eger A ailesinin ortak P ¢6ziimii varsa bu
¢Ozum

D\ {(z1,x5) : 275+ 0T (A+ AT)o > 0}

kiimesindedir. Kalan kiimenin agirlik merkezine & diyelim. Eger bu nokta ic¢in

¢(z) > 0 ise o zaman atilan parga alan olarak kalan parganin en az 4/9u olur.

17



Teorem 3.2 (Winternitz Teoremi) [ 23, 24] S C R? basit baglantily kompakt
bir kiime ve S nin agirlik merkezi M ve alany A olsun. M ’den gecen herhangi

bir dogru bu kimeyi alani en az 4A/9 olan iki par¢aya béler.

Algoritma 3.2 [16] 2 x 2 boyutlu Hurwitz matrislerden olusan A kompakt

matris ailest verilsin.

1) 2t = (0,0)T almmir. Denklem (1) deki maksimallestirici (v, AY) ¢ifti
belirlenir ve g' wvektori hesaplamr. ¢(z') < 0 ise ortak ¢ozim P(x!)

olur. Degilse
ngl + (Ul)T<A1 + (AI)T)UI Z 0
esitsizligini saglayan x = (x1,22)" noktalars D kiimesinden atilar.

2) Kalan kiimenin agirhk merkezi hesaplanir ve bu x* noktasu i¢in 1)’deki

prosedur tekrarlanar.

Bu eleme yontemiyle D bolgesinin tamami atildiysa o zaman A matris ailesi

i¢in ortak P ¢oziimii yok demektir.

)

2Tg? + (v)T(A2 + (AT =0

1 ; 1

;‘; aTgt + (H)T(A + (AN )t =0

Sekil 3.1: D-diskinden atilan parcalardan (gri bélgeler) sonra kalan bolge

Algoritma 3.2’in uygulamasinda, D kiimesinden kalan bolge daire parcasi

olabilmektedir. Bu bolgenin agirlik merkezinin hesaplanmasindaki iglemleri
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D kiimesi yerine D kiimesini kapsayan K = [—1,1] x [—1, 1] karesini alarak
kolaylagtirmak miimkiindiir.

To

Sekil 3.2: K ve D kiimeleri

Simdi, K = [—1, 1] x [—1, 1] karesini ele alalim. Onerme 3.1’deki ifadeler
kiimesi ic¢in de gecerlidir: her z € K i¢in

o(x) = max oI (ATP(z) + P(z)A)v > 0(AP(z)+ P(z)A)d

= 2TVAO+0T(A+ AT
= 2Tg+oT(A+ AT)o
olur.
Simdi, yukarida verilen yontemi bu I kiimesi iizerinde yeniden ele alalim.

2 x 2 boyutlu Hurwitz matrislerden olusan A matris ailesi verilsin.
B'i={(z1,22): —1 <21, 21 <1, =1 <9, 25 < 1}
kiimesini tamimlayalm. z!' = (0,0)” € B' alahm. Denklem (1) deki mak-
simallegtirici (v!, A!) ¢ifti igin ¢(x') < 0 ise ortak ¢oziim P(x!') olur. Eger
é(x') > 0 ise B! kiimesinden
2Tg' + (T (A 4+ (AYT )l > 0
esitsizligini saglayan noktalar atilir. Kalan kiime
B?: = {(x,m9): 1<, 21 <1, =1 <1y, 29 <1,
2T gt + ()T (A + (AHT )t > 0}
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olur (Sekil 3.5).

Z2

1 T 1

Sekil 3.3: B! ve B? kiimeleri

Dogrusal programlama problemi olugturularak B? kiimesinin kose nokta-
lar1 bulunur: ¢', ¢, ¢, ¢*. B? = conv{q', ¢*, ¢, ¢*} kiimesinin agirhk merkezi,
Alt Boliim 3.2'de verecegimiz formiille hesaplanarak x? noktasi belirlenir ve

yukaridaki prosediir tekrarlanir:

Z2

1

Sekil 3.4: B? ve B* kiimeleri
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Algoritma 3.2 2 X2 boyutlu sonlu sayda Hurwitz kararl matrislerden olusan
A matris ailesi verilsin. z' = (0,0)T € B' alimar. Denklem (1) deki maksi-
mallestirici (v', AY) ¢ifti belirlenir ve g' vektori hesaplanir. ¢(z') < 0 ise

ortak ¢oziim P(x') olur. Degilse
z'g' + ()T (A + (AN >0

esitsizligi BY kiimesindeki esitsizliklere eklenerek B? kiimesi olusturulur. Bu

kiimenin agurlk merkezi bulunur: x?.

1) 2% € D ve ¢(2*) < 0 ise ortak ¢oziim P(z) olur.
¥ & D veya ¢(x*) > 0 ise denklem (1) deki maksimallestirici (v*, A¥)

cifti belirlenir ve g vektori hesaplanar.
2Tgk + (") T(A* 4 (AF) Tk > 0
esitsizligi B* kiimesine eklenerek B* kiimesi olusturulur.
2) B Liimesinin agirlk merkezi hesaplanr ve bu x*+1 noktas igin 1) deki

prosedir tekrarlanar.

3.1 Konveks Poligonun Koselerini Saat Yoniinde veya Saat Yoniiniin

Tersi Yonde Siralama

N kenarli konveks bir poligonun koseleri Ky, Ko, K3, ..., Ky olsun. Bu nok-
talarin analitik merkezine M diyelim. O halde M Ky, M Ky, M K3, MKy

vektorlerini yazabiliriz. MK; ve M K; vektorleri arasindaki agiy1r Ok, ile

gosterelim. O zaman

— ——
COS@ _ <MK;MK;>
s = R

olur. Burada 7,j = 1,2,..., N, i # j icin Ok, € [0, 7] olarak alalim.

MK, vektorii ile diger vektorler arasindaki acilar igin cos Ok, x, = a1,
cos Ok, k; = 2, COSOK,k, = @3, ..., SOk, g, = any_1 olsun. O zaman

Ok, K, = arccos(ay), Ok, x, = arccos(az),...,0k, ky = arccos(ay_1) olur.
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]\4—K1> vektoriinii sectigimiz icin M ve K noktasindan gegen dogrunun denk-
lemini az + by = c seklinde yazalim. Diger koseleri de buldugumuz bu denk-
lemde yerine yazalim. Eger axz + by > c ise bu kdgeler dogrunun bir tarafinda
ar + by < c ise diger tarafindadir.

Ky, Ky, ..., Ky noktalarindan ax + by > c esitsizligini saglayan noktalar
ve ax + by < c esitsizligini saglayan noktalari belirleyelim. Yeniden indisleme
yapmamak i¢in, K, K, ..., K, noktalarinin ax+by > c esitsizligini sagladigini,
Kit1, Ko, ..., Ky noktalarinin az+by < c esitsizligini sagladigini varsayalim.

P =y, Br =g, ..., B = Qm, Bms1 = 2T — Qi1 Bmye = 27 — iy, .oy
Bn_1 = 2m—ay_1 alarak bu §; sayilar kiiglikten biiyiige siralanir. Noktalar bu
siralamadaki indisler dikkate alinarak siralandiginda saat yoniiniin tersi yonde

siralanmig olur.

Ornek 3.3 A = (—4,3), B= (4,-3), C = (-=2,-4), D = (5,5), E = (7,4)
noktalarimi saat yonunun tersinde swralayalim. Bu poligonun analitik merkezi
M = (2,1)'dir. O zaman MA = (—6,2), MB = (2, —4), MC' = (—4, —5),
MD = (3,4), ME = (5,3) olur. MA = (—6,2) vektorini secelim ve diger

vektorlerle arasindaki acilary bulalim.

<MAMB> _ __—20 _ _
IMA||MB| — 2v102V5 0.7071

©4p = arccos(—0.7071) = 0.74997

_ <m,m> _ 14 _
cos Oy = AL — VIO 0.3457

©4c = arccos(0.3457) = 0.38767

_ <MAMD> _ —10 _
cosOp = AT — 2105 0.3162

©ap = arccos(—0.3162) = 0.60247

_ <m,m> _ —24 _

O 4p = arccos(—0.6507) = 0, 72557

cosOp =

M ve A noktasindan gecen dogrunun denklemini x + 3y =5 ’dir. O halde
xp+ 3y <5, xc +3yc <5, xp+3yp > 5, g+ 3y > 5 olur. Yani B ve C

bu dogrunun bir tarafinda, D ve E diger tarafindadar.
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Oap = 0.74997, O 40 = 0.3876m, O 4p = 21 — 0.60247 = 1.39767, O4p =
2m — 0,7255m = 1.27457 olur. Bu a¢ilar siralarsak

Oac < Oup <O <Oup

olur. Yani késelerin saat yoninin tersi yonde siralamasit A, C,B,E, D seklindedir.

3.2 Konveks Poligonun Alam ve Agirlik merkezi

Koge sayisi n olan konveks bir poligonun késeleri (zo, yo), (€1, %1), -y (Tn—1,Yn—1) €
R? olsun. Bu koselerin saat yoniiniin tesi yonde siralandigim varsayalim.
Poligonun alanin1 bulmak i¢in poligonun herhangi bir kogesinden n — 2 tane

tiggen cizebiliriz. Olusan bu tiggenlerin alanlar1 toplami poligonun alanini verir.

To Yo 1 To Yo 1 Zo yo 1
A = % 1 Y1 1 +% Ty Yo 1 +---‘|’% Tp—2 Yn—2 1

Ty Y2 1 T3 Y3 1 Tpo1 Yn—1 1

n—1
= 2 ;)(%yiﬂ — Tip1Yi)
Burada (z,,y,) = (xo,yo) 'dir.
Olugan bu ti¢genlerin alanlar1 sirasiyla Sp,.55,...,5,_2 ve bu ti¢cgenlerin
agirhik merkezleri sirasiyla My, Mo, ..., M,,_5 olsun. O halde poligonun agirlik

merkezi,
]\/[151 + MQSQ + MgSg + ...+ Mnfgsnfg
S+ S+ ...+ 5,2

M

—_

n—1 n—
1
T GA (Z(% + i 1) (TilYit1 — Tiy1¥i), (i + Yir1)(Tiyinr — $z‘+1yz‘)>
=0 i=0

Ornek 3.4 [ 16]

—-1.6 —2.5 1 2
Al = ) A2 = )
2.5 1.1 -2 =2
—0.3 2 09 3.3
A3 - ) A4 -
-1 -1.3 —4 —-3.5
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Hurwitz kararl matrisler olmak tizere A = {Ay, Ay, A3, Ay} matris ailesi i¢in

ortak P ¢ozimini Algoritma 3.2 ile arastiralim.

vl = (0,1)T, AL = A}, g' = (-2.2,-5)T ve ¢(z') = 2.2 > 0 olarak bulunur.

B> = {(z1,22): —1<ay, 21 <1, =1 <, 2 < 1,

olur. B? kiimesi kése noktalar:
(_]—71)T7 <_1722/25)T7 (L]-)Tv (170)T

olan bir dortgendir ve bu dortgenin agirhk merkezi x® = (0.261,0.662)7 nok-
tasudr (Sekil 3.5-(a)). Bu x? noktasi ile devam edildiginde:

r? = (0.261,0.662)7, o(x?) = 0.9067 > 0,

A® = A3, 0?2 =(0.236,0.971)7, ¢% = (3.797,2.931)7,
B? = conv{(—1,1)7, (—1,0.88)T, (0.295,0.310)7, (—0.237, 1)"}
(Sekil 3.5-(b)),

2% = (—0.372,0.761)T, o(2%) = 2.468 > 0,

AB) = A, 03 = (-0.910,-0.413)", ¢ = (—6.797,2.909)7,
B* = conv{(—0.123,0.494)T, (0.295,0.310)7, (—0.024,0.724)T}
(Sekil 3.5-(c)),

2t = (0.049,0.509)7, é(z) = 0.112 > 0,
AW = Ay vt = (-0.986,0.164)", g¢* = (0.755, —3.458)7,
B® = conv{(—0.118,0.505)T, (0.106, 0.554)T, (—0.024, 0.724)T}
(Sekil 3.5-(d))
ve bu kiimenin agirbk merkezi x° = (—0.012176,0.594730)% olarak bulunur.
P(2°) = —0.10008 < 0 oldugundan

0.987823 0.594730
0.594730 1.012176
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L
=
=]
n
=

N \
-0.5 - 1 0.5 05
= o
0.5 el

0.5

=

(d)

Sekil 3.5: Ornek 3.4 icin B* (k = 2,3,4,5) kiimeleri
matrisi A;" P+ PA; <0 (i = 1,2,3,4) esitsizliklerinin ortak ¢6zimii olur.
Ornek 3.5 [ 16]

1 -3 1 -2 1 3
9 AQ = ) A3 =
4 =2 4 -3 -1 -2

Ay =

Hurwitz kararl matrisleri i¢in A = {Ay, Ay, A3} matris ailesi verilsin. Algo-
ritma 3.2 ile bu matrisler i¢in ortak P ¢oziminiu arastiralim.

Baslangi¢ noktas: olarak z' = (0,0)T alalim. Maksimum &zdederi veren
matris ve bu ézdejere karsilik gelen dzvektor ikilisi (v', AD): AD = Ay ve

vt = (0.957,0.289)T olur. ¢(x') = 2.605 > 0 ve g* = (4.386, —1.882)T olarak
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bulunur.

82 . = {($1,$2) =1 S Z1, T1 S 17 -1 S To, T2 S 17

4.386x1 — 1.882x9 4+ 2.605 > 0 }

olur. B? kiimesi kose noktalar, cinsinden

B? = conv{(—1,1)", (-1, -0.945)", (—0.164, )"}

seklinde  yazlabilir  (Sekil  3.6-(a)). Bu
22 = (=0.721,0.351) seklindedir. Bu nokta i¢in

d(2?) = 5.594 > 0,

ucgenin

agirhk  merkez

A® = A v? = (-0.931,-0.363)", ¢*> = (—2.480,5.468)7,
B = {(z1,29): =1 <, 21 <1, =1 <9, 29 <1,
4.3862; — 1.882x5 + 2.605 > 0,
—2.481; + 5.46815 + 1.883 > 0} .

x2 0.54

xl

(a)

(b)

Sekil 3.6: Ornek 3.5 icin B* (k = 2, 3) kiimeleri

B3 kiimesi ile D kimesinin kesisimi bos kiime oldugundan (Sekil 3.6-(b))

A matris ailesi i¢in ortak P ¢ozimi yoktur.
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Ornek 3.6

-3 -2 -1 2 0 —1
Al = ) A2 = ) A3 =
1 -1 —4 =5 2 =2

Hurwitz kararly matrisler olmak tizere A = {Ay, Aa, A3} matris ailesi verilsin.

' = (0,0)7 alalvm. Denklem (1)’deki maksimallestirici ikili (v, AM):
AN = Az, vt = (0.973,0.229)7 olur. Buna gére ¢p(z') = 0.236 > 0 ve g' =
(—1.130,2.788)" olarak bulunur.

82 = {(l’l,l’g)I -1 <r, 11 < 17 -1 < ZTo, Ty < 17

—1.13z1 + 2.788z2 + 0.236 > 0}

olur. B? kiimesi kose noktalar, cinsinden
B? = conv{(—1,-0.490)", (-1, —-1)", (1,-1)", (1,0.320)"}

seklinde ifade edilir ve bu kiimenin agirbk merkezi x* = (0.147, —0.512)T nok-

tasider. Bu islemlere devam edildiginde

P(2?) = 2.106 > 0,

A® = Ay 0?2 = (—0.988,-0.152)", ¢? = (0.091, —9.531),
B? = conv{(—0.118,0.505)7, (0.106,0.554)", (—0.024, 0.724)T}
(Sekil 3.5-(d))

ve bu kiimenin agirhk merkezi 3 = (0.491363, —0.086755)T olarak bulunur.
P(x3) = —0.165 < 0 oldugundan

1.491363 —0.086755
—0.086755  0.508636

matrisi A;" P+ PA; <0 (i = 1,2,3) esitsizliklerinin ortak ¢ozimii olur.
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(a) (b)

A — —-0.3 2 Ny 1 3 y.A —-1.3 -1
-1 =13 -1 -2 2.7 =2
Hurwitz kararl matrisleri verilsin. A = {Ay, As, A3} matris ailesi igin ortak
P ¢ozimiinig arastiralim.
Algoritma 3.2 ile ¢oziimii arastirmak i¢in x' = (0,0)T noktaswyla baslayalim.
Bu nokta igin (v', AM): AL = A,
vt = (0.957,0.289)T, ¢(x!) = 2.605 > 0 ve
g' = (4.386, —1.882)T olarak bulunur.

62 = {(xlva) o —1 S T, T1 S ]-, —1 S Lo, T2 S 17

4.386x; — 1.882z5 + 2.605 > 0}

olur.

B? = conv{(—1,1)", (~1,-0.945)", (—-0.164,1)}

seklinde yazilabilir ve bu tiggenin agirhk merkezi x* = (—0.721,0.351)T olur

(Sekil 3.8-(a)).

P(z?) = 2.223 > 0,
AP = Ag 02 = (—0.950, —0.310)7, g% = (—4.148,2.733)7,
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ve buradan

B = {(z1,20): =1 <@y, 21 <1, =1 <y, 29 <1,
4.386x1 — 1.882x5 + 2.605 > 0,
41482, + 2.73325 — 1.73 > 0}

olur. B? kiimesi ile D kiimesinin kesisimi bos kiime oldugundan A matris ailesi

icin ortak P ¢ozimi yoktur (Sekil 3.8-(b)).

05
xl

(a) (b)

Sekil 3.8: Ornek 3.7 icin B2 ve B? kiimeleri
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3.3 2 x 2 Kompleks Matrisler i¢in Ortak P Coziimii

2 x 2 boyutlu Hurwitz kararli A ve B kompleks matrisler i¢in ortak ¢éziimiin
varligr igin | 25]’de incelenmigtir. A ve B matrislerinin ortak P ¢6ziimiintin
olmasi igin gerek ve yeter kogul her o, € R igin (A + jal)(B + jBI) ve
(A + jal)™Y(B + jBI) matrislerinin negatif 6zdegerlerinin olmamasidur.

Biz burada A = {A1, As, ..., Ax}, 2 X 2 boyutlu Hurwitz kararli kompleks
matrislerden olusan matris ailesi i¢in ortak P problemini ele alacagiz.

Her A € A i¢in
A'H+ HA <O

olacak sekilde H > 0 pozitif belirli matrisinin varligin1 arastiracagiz.
v €D = {(1,29,23) + 21>+ 22® + 23> < 1} olmak tizere Tr(H(z)) = 2

olan

1+2z To + Jx
H(x): 1 2 T JT3

xg —jJrs 1 —x;

matrisini alahim.

Teorem 3.8 (Rayleigh-Ritz Teoremi)

B € M,, Hermityen matris ve B ‘nin dzdegerleri siraswyla
AL > A > > Al > A\,
olsun. Her v € C" i¢cin
A v v < v*Bv < \v*o,

Amaz = A1 = max v* Bo,
llv]=1
veC™

Amin = A\, = min v*Bv
llvl=1
veC™

olur.
T = (fl’l,l’g, w3)T l(;ln
() = max A\ (A"H(z) + H(z)A)
AeA
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fonksiyonunu tanimlayalim.

Amaz(A"H (z) + H(z)A) = ‘I‘?ﬁ:}i v (A*H (z) + H(z)A)v

seklinde ifade edilebilir. Buna gore

maxX max = Imax
vooAT (04

ile gosterilecek olursa

() = r(nzis)( v [A*H (z) + H(x)A]v
b

seklinde yazilabilir.
¢(z) < 0 olacak sekilde z € D = {z = (z1,20,23)" : 23 + 23 + 23 < 1}
olmasi, A kompleks matris ailesi i¢in ortak P ¢oztimiiniin varhgi demektir.

Keyfi olarak segilen bir & = (1, %5, 73)"7 € D noktasini alahm. O zaman

| 1a @t

Lo —jes 1—a
i = 1,2,...,k olmak tizere )\max(Ai*fI +H A;) 6zdegerini veren matris Aec A
olsun. Yani
I/Illeaii )\max(A*[:I + ﬁA) = )\mam(A*f{ + f[fl)
(A*H + HAY nm maximum ozdegerine karsihk gelen ozvektor

O = (01 + jig, 0z + jiz)" olsun.

max v(A*H + HAw = 0*(A*H + HA)b (3)
v||=1
olur.
Oy — Juy  —02 + jlg
vV = Dy — jls D1 — jln matrisini ve § = 2Re(VAD) vektoriinii

—Ug — j?)g (A} +j1)1
tanimlayalim. O zaman

o(r) = max v [A*H (z) + H(z)A] v
pion
> ot [AH(z) + H@)A] 0 (4)
= 27§+ 0" (A" + A)d
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olur.
K =[—1,1]x[—1,1]x[—1, 1] kutusu i¢in denklem (4)’deki esitsizlik yardimiyla
2 x 2 boyutlu Hurwitz kararli matrislerden olugan A kompakt matris ailesinin

ortak P ¢ozimi i¢in bir algoritma olusturacagiz.
B':={(21,m9,23) : =1 <y, 21 <1, =1 < g, 2 <1, =1 <y, 23 < 1}

kiimesini tammlayalim. z! = (0,0,0)” € B! alahm. Denklem (3) deki mak-
simallegtirici (v!, A') ¢ifti i¢in ¢(z!) < 0 ise ortak ¢oztim H(z') olur. Eger

¢(x') > 0 ise B! kiimesinden
2§+ 0" (A* + A)p > 0
esitsizligini saglayan noktalar atilir. Kalan kiime
B2: = {(xy,m,23): —1<w, 21 <1, - 1<m9, 25 <1, -1 <23, 23< 1
2Tgl + () ((AV)* + AN)o! > o}
olur. Bu kiimenin koge noktalari belirlenir ve bu koge noktalarmin (agirhk

merkezi yerine) analitik merkezi 22 belirlenir ve bu prosediir tekrarlanir:

Algoritma 3.8 2 x 2 boyutlu Hurwitz kararly kompleks matrislerden olusan A
kompakt matris ailesi verilsin. z* = (0,0,0)T € B alimr. Denklem (3) deki
maksimallestirici (v, AY) ¢ifti belirlenir ve g' vektori hesaplamr. ¢(x') < 0

ise ortak ¢oziim H(x') olur. Degilse

~

algt + (") [(AN)* + A'Jo' >0
esitsizligi BY kiimesindeki esitsizliklere eklenerek B? kiimesi olusturulur. Bu

kiimenin kose noktalary bulunur ve bu noktalarin analitik merkezi hesaplanr:

x2.

1) 2% € D ve ¢(2*) < 0 ise ortak ¢oziim H(z*) olur.
28 & D veya ¢(x*) > 0 ise denklem (3)’deki maksimallestirici (v*, A¥)

cifti belirlenir ve g vektori hesaplanar.
2T gk + (0%)*[(AR)* + AFJok > 0
esitsizligi B¥ kiimesine eklenerek BF! kiimesi olusturulur.
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2) B kiimesinin kése noktalarmin analitik merkezi hesaplanar ve bu z*+

noktasi i¢in 1)’deki prosedir tekrarlanar.

Ornek 3.9

—2—j 142§ —2—j  3+44j
4 - j N j j
15— —1.1+7j 25— —25+7

Hurwitz kararl kompleks matrisleri alalim.
2% = (0,0,0)T igin (vt AY): Al = Ay ve v! = (0.74,0.066 — 0.665)T olur.
é(x') =0.549 > 0 oldugundan g* = (3.56,1.49,0.049)T i¢in
BQ L= {<x17x27$3) =1 S Xy, T1 S 17 _1 S T, T2 S ]-7 -1 S X3, T3 S 17
3.56x1 + 1.49x5 + 0.04923 4+ 0.549 > 0}
olur. Bu kimenin kose noktalary:
(-1,-1,-1D)T  (=1,-1,1)T, (-1,1,-1), (—1,1,1),
(0.27,—-1,—-1)T, (0.24,-1,1), (=0.55,1,—1), (=0.58,1,1)T

seklinde bulunur. Bu noktalarn analitik merkezi
r* = (—0.57,0,0)"

icin denklem (3)’deki maksimallestirici (v?, A%) ¢ifti: A2 = Ay,
02 = (0.79, —0.376—0.469/)T ve g2 = (—2.506,2.176,1.602)7, ¢(22) = 0.649 >

0 olarak bulunur. Buna gore

BY: = {(z1,29,23): =1 <@y, 21 <1, =1 <y, 29 <1, =1 <y, 23 <1,
3.56x1 + 1.49x5 + 0.04923 + 0.549 > 0,
—2.506x1 + 2.17625 + 1.60225 — 0.796 > 0}

kiimesi olusturulur. Bu kiimenin kése noktalarinin analitik merkezi x3 =

(—0.42, —0.59, —0.08)T olarak bulunur.

P(x?) =1.28 > 0,
(03, A%) : A3 = Ay, 0% = (0.97,0.07 — 0.225)7,
¢ = (—1.379, —4.203,0.08)7, z* = (—0.422, —0.166, —0.237)"
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o) = 0.064 > 0,

(v, A% At = Ay, v? = (0.91,—-0.05 — 0.4045)7,

g* = (—0.828,—1.242, —0.126)7, 2° = (—0.275, —0.183,0.085)T
seklinde bulunur. Burada ¢(2°) = —0.00162 < 0 oldugundan

0.82498 —0.1834 + 0.0857
—0.1834 — 0.0857 1.175013

H(z%) =

matrisi i¢in ATH (2°) + H(2°)A; < 0 ve ASH(2°) + H(2%)Ay < 0

Lyapunov esitsizlikleri saglanar.
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