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OZET

BELL SAYILARIYLA ILiSKIiLI SINIRLI DONEN FONKSIYONLAR SINIFI
ICIN LOGARITMIK KATSAYILARIN HANKEL DETERMINANTLARI

TUFAN, Gizem Nur
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Danigman: Prof. Dr. Sevtap SUMER
Temmuz 2024, 75 sayfa

Bu tezde katsayilar1 Bell sayilar1 olan fonksiyona subordine olan, sinirli dénen
fonksiyonlarin yeni bir alt sinift tanimlanarak bu alt sinifa ait fonksiyonlarin bazi
baslangi¢ logaritmik ve ters logaritmik katsayr sinirlart elde edilmistir. Bu
katsayilardan faydalanarak, Bell sayilari ile iligkili sinirli donen fonksiyonlarin
Hy 4 (Ff / 2) logaritmik katsayilarmin ikinci Hankel determinanti ve H, 4 (F 1/ 2) ters
logaritmik katsayilariin ikinci Hankel determinanti i¢in kesin sinirlar belirlenmistir.
Ayrica, tanimlanmis olan bu yeni sinifa ait fonksiyonlarin logaritmik katsayilarinin
H3’1(Ff / 2) ticiinci Hankel determinanti ve H3’1(F -1/ 2) ters logaritmik
katsayilarinin {iglinci Hankel determinantinin sinirlart hesaplanmistir. Elde edilen
sonuglarin daha anlasilabilir olmasi i¢in oncelikle kompleks fonksiyonlar teorisinin
temelini olusturan tanim ve teoremler verilmis, daha sonra iinivalent fonksiyonlar
teorisinin temelini olusturan tanim ve teoremler verilerek, bazi énemli alt siniflari
tanitilmistir. Bundan baska, Hankel determinanti ve Bell sayilar1 hakkinda bilgi
verilerek tezde tanimlanan sinifin ve sonuglarin anlagilabilirliginin saglanmasi
amaglanmastir.

Anahtar Kelimeler: Univalent fonksiyon; Hankel Determinanti; Logaritmik

Katsayilar; Bell Sayilari.
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ABSTRACT

HANKEL DETERMINANTS OF LOGARITHMIC COEFFICIENTS FOR A
CLASS OF BOUNDED TURNING FUNCTIONS ASSOCIATED WITH
BELL NUMBERS

TUFAN, Gizem Nur
Master of Science of Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Sevtap SUMER
July 2024, 75 pages

In this thesis, a new subclass of bounded turning functions whose coefficients are
subordinate to the function whose coefficients are Bell numbers is defined and some
initial logarithmic and inverse logarithmic coefficient bounds of the functions beloging
to this subclass are obtained. Using these coefficients, exact bounds for the second
Hankel determinant of the logarithmic coefficients H; ; (Ff / 2) and the second Hankel
determinant of the inverse logarithmic coefficients Hz,l(F 1/ 2) of bounded turning
functions associated with Bell numbers are determined. Moreover, bounds for the
third Hankel determinant of the logarithmic coefficients H3'1(Ff / 2) and the third
Hankel determinant of the inverse logarithmic coefficients H3,1(F -1 / 2) of functions

belonging to this new class are calculated. To enhance the clarity of the results, the
thesis first presents the definitions and theorems underlying the theory of complex
functions, followed by the definitions and theorems underlying the theory of univalent
functions, and introduces some important subclasses. Additionally, the thesis provides
information about the Hankel determinant and Bell numbers to facilitate understanding
of the defined class and the obtained results.

Keywords: Univalent functions; Hankel Determinant; Logarithmic Coefficients; Bell

Numbers.



1. GIRIS
Kompleks sayilar 16. yy. da {igiincli dereceden denklemlerin kdklerini veren formiilde

bir rastlanti sonucu ortaya cikmistir. René Descartes 1637 yilinda yayinladigi

Geometri kitabinda negatif sayilarin karekoklerini “imajiner” olarak nitelemistir.

Leonhard Euler, —1 sayisimin karekokiinii i semboliinii i = V=1 veya esdeger olarak
i? = —1 seklinde tanimlayan ve bu sayilar1 ders kitaplarinda da ilk kez kullanan
matematikgidir. 18. yy. da Alman matematik¢i Carl Friedrich Gauss bu tiir sayilar igin
simdi yaygin olarak kullanilan “kompleks sayilar” ifadesini ilk kez kullanmistir. Gauss
kompleks sayilari reel say1 sisteminin bir genislemesi gibi degerlendirmistir. 19. yy. da
Augustin Louis Cauchy ve Bernhard Riemann klasik kompleks analizin gelisiminin

biiylik bir kismini tamamlamislardir.

Kompleks degiskenli geometrik fonksiyonlar teorisi, analitik fonksiyonlarin
geometrik 0zelliklerini inceleyen kompleks analizin 6nemli bir dalidir. 1851 yilinda B.
Riemann, z — diizleminin herhangi bir basit baglantil1 alt bolgesini, w — diizleminin
basit baglantili bir bolgesi lizerine konformal olarak resmeden analitik bir fonksiyonun
oldugunu gostermis ve boylece geometrik fonksiyonlar teorisinin ortaya ¢ikmasina
sebep olmustur. Geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli konularindan biri,
iinivalent fonksiyonlar teorisidir. Bu teori 1907 yilinda Koebe’ nin, normalize edilmis
iinivalent bir fonksiyonun kendisinin ve birinci tiirevinin modiilleri izerindeki sinirlari
ispatlamaya caligmasi ile baglamistir. 1916 yilinda Bieberbach’in bu tiir fonksiyonlarin
ikinci katsayilar1 i¢in elde ettigi kestirimi ve bu kestirimin sonuglar1 {inivalent
fonksiyonlar teorisinin Onemini ortaya koymustur. Katsayr problemleri pek cok
matematikg¢inin ilgisini ¢ekmis ve linivalent fonksiyonlarin alt siniflari {izerinde bir¢cok
calisma yapilmistir. Oyle ki, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan éne siiriilen S smifina
ait bir fonksiyonunun Taylor a¢ilimindaki katsay1 sinirlari tahmini 1984 yilina kadar
sadece altinci terime kadar elde edilebilmistir. 1984 yilinda tiim a,, katsayilari icin
Branges tarafindan ispatlanana kadar problemin ¢6ziimii ile ilgilenen matematikgiler,
bununla birlikte bir¢ok problemi de incelemeye almis, normalize edilmis analitik ve
iinivalent fonksiyonlar sinifinin bazi alt siniflarin1 tanimlayarak bu siniflara ait
fonksiyonlarla farkli bagmtilar elde etmislerdir. Katsay1r problemlerinin ¢oziilmiis
olmasi, bu alanda ¢alisacak tiim problemlerin bittigi anlamima gelmemis, tersine

iinivalent fonksiyonlarla teorisini daha da zenginlestirerek, bu alanda c¢alisan



matematikgiler katsay1 problemini ¢alismay1 S sinifinin farkl alt siniflari i¢in devam

ettirmislerdir.

Geometrik fonksiyon teorisinde S sinifinin en dnemli ve en temel aileleri arasinda S*
ile gosterilen yildizil fonksiyonlar ailesi, C ile gosterilen konveks fonksiyonlar ailesi
ve R ile gosterilen sinirlt donen fonksiyonlar ailesi yer almaktadir. 1994 yilinda Ma-
Minda [1] tarafindan, U birim diskini sag yar1 diizlemde ¢(0) = 1 e gore yildizil
bolgeye resmeden ve reel eksene gore simetrik olan analitik tinivalent fonksiyonlar
@(z) smifim1 tanitmiglardir. Yakin zamanlarda, Kumar ve arkadaslar1 [2] birim diski
bir kardioid bolgeye resmeden Ma-Minda tipi yildizil fonksiyonlar sinifin1 tanitmis ve
temel Ozelliklerini vermislerdir. Simetrik kardioid bdlgeyle iliskili konveks
fonksiyonlar smifi Malik ve arkadaslari [3] tarafindan, Ma- Minda tipi subordinasyon
kosulunu saglayan ve hilal seklindeki bir bolgeyle iligkili analitik fonksiyonlarin bazi
alt siniflar1 Sharma ve arkadaslari [4] tarafindan arastirilmistir. Wani ve Swaminathan
[5], nefroid bolgeyle iliskili Ma-Minda tipi yildizil ve konveks fonksiyonlar
tanitmislardir. Mendiratta ve arkadaslar1 [6] tarafindan iistel fonksiyonla ilgili giiclii
yildizil fonskiyonlar, Raina ve Sokol [7] tarafindan ise Ma-Minda tipi subordinasyon
kosulunu saglayan lune ile iliskili analitik fonksiyonlarin baz alt siniflar1 ¢aligilmistir.
Bu calisma da bunlardan yola ¢ikilarak Ma-Minda tipi sinirli donen fonksiyonlar sinifi

R(¢) den yararlanilacaktir.

S deki her bir f fonksiyonu logaritmik katsayilar kuvvet serileri cinsinden
tanimlanabilir. f fonksiyonunun logaritmik katsayilar1 y,, ile gosterilir. Logaritmik
katsayilar, tinivalent fonksiyonlarin katsayilar ile ilgili problemlerde siklikla kullanilir.
S smifinin en 6nemli fonksiyonlarindan biri olan Koebe fonksiyonunun logaritmik
katsayilar1 y,, = 1/n dir. Koebe fonksiyonunun ekstremal 6zellikleri nedeniyle y1ldizil
fonksiyonlar i¢in de |y, | < 1/n olmasi beklenir. Ancak bu esitsizlik k = 2 igin bile
yanlistir. k > 3 olmast durumunda ise logaritmik katsayilarin kesin tahmini
bilinmemektedir. Son zamanlarda, logaritmik katsayilar gesitli yazarlar tarafindan
calisilmis ve § smifinin bazi 6nemli alt siniflarindaki fonksiyonlarin logaritmik

katsayilarinin iist sinirlari elde edilmistir.



Hankel determinantlar1 ise; S siift i¢in 6nemli bir rol oynamamasina ragmen, son
yillarda elemanlart1 S nin alt smiflarindaki fonksiyonlarin katsayilari olan Hankel
determinantlarina biiylik 6nem verilmistir. S sinifinda Hankel determinant1 i¢in kesin
sonuglar bulmak agik¢a zordur ve bu yonde ¢ok az sey bilinmektedir. Hy(n) ile
gosterilen Hankel determinantinin dogru biiylime oranimi bulmak agik bir sorun
olmaya devam etmektedir. Her ne kadar S smifi igin H,(2) nin kesin st sinir1
bilinmese de geometrik fonksiyon teorisinde, analitik fonksiyonlarin ¢esitli alt siniflari
icin ikinci Hankel determinanti ve iiclincli Hankel determinantinin kesin iist sinirini
hesaplama problemi yaygin olarak ¢alisilmistir. Cok yakin zamanda ise Kowalzcyk ve
Lecko [8], analitik bir fonksiyonun logaritmik katsayilari olan Hankel determinanti
Hy,(Fe/2) yi tamtmugtir. Bu Hankel determinantinin katsayilarinm, logaritmik
katsayilar ile degistirilmis halidir. Yaptiklar1 calisma da yildizil ve konveks
fonksiyonlar sinifi igin Hy 1 (Ff/2) determinantinin kesin simirlarini elde etmisler ve
sonraki ¢alismalarinda ise; a mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar sinifi igin

Hy1(F¢/2) determinantinin kesin sinirlarim hesaplaniglardir [9]. Giiglii yildizil ve
giiclii konveks fonksiyonlar igin H,,(Ff/2) determinantinin kesin smirlarin

hesaplama problemi Siimer Eker ve arkadaslar1 [10] tarafindan ele alinmistir. Ayrica S
smifinin bazi alt siniflart i¢in logaritmik katsayilarin ikinci Hankel determinanti igin
iist sinirlar Srivastava ve arkadaslari [11], Stimer Eker ve arkadaglar1 [12] ve Shi ve

arkadaslar1 [13] tarafindan ele alinmistir.

Negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in, Bell sayilari, n elemanli bir kiimenin bogtan farkli
alt kiimelere olas1 ayrik parcalanislarinin veya esdeger olarak, lizerindeki denklik
bagmtilarinin sayisint sayar. Bell sayilari, binom katsayilarini igeren bir yenileme
bagintisin1 saglar. Kumar ve arkadaslari [14] 1 noktasina gore yildizil olan ve

katsayilar1 Bell sayilarini iireten bir fonksiyonu ele almiglardir.

Bu calismada yukarida bahsedilen fikirlere dayanarak, sinirli donen fonksiyonlarin
Bell sayilariyla iligkili olan fonksiyona subordine oldugu yeni bir sinif tanimlanarak,
girdileri bu smiftaki bir f fonksiyonunun logaritmik katsayilar1 olan Hankel
determinant1 incelenmistir. Bunun i¢in Oncelikle tanimlanan yeni sinifa ait

fonksiyonlarin bazi baslangi¢ logaritmik katsay1 sinirlari elde edilmistir. Daha sonra



bu simirlardan faydalanarak ikinci Hankel determinanti i¢in kesin sinirlar belirlenmis
ve son olarak, Bell sayilari ile iligkili sinirli doniis fonksiyonlarin logaritmik

katsayilarinin ii¢lincii Hankel determinantinin sinirlarint hesaplanmaigtir.



2. KOMPLEKS ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI

Bu béliimde kompleks analizin temelini olusturan ve tezde daha sonra kullanilacak
olan temel tanimlar yapilacaktir. Tez boyunca ihtiya¢ duyulacak bazi 6nemli teoremler

ve bunlarin sonuglar1 kanitsiz olarak verilecektir.

Tanim 2.1 (Komsuluk) € > 0 ve z, € C olsun.

D(zy;e) ={z€C:|z—2z)| <&}
kiimesine z, noktasinin € — komsulugu veya merkezi z, noktasi, yarigap1 € olan
¢emberin i¢i denir. Bazen "D (z,; €) komsulugu" yerine "C de z, merkezli, € yarigapl

acik disk" ifadesi de kullanilabilir.

D(zy;e) ={z€C:l|z— 2z < ¢}

kiimesine z, merkezli € yaricapl kapal: disk,

0D ={z€C:|z—2z)| =¢}

kiimesine z, merkezli € yarigapli cember,

D(zy; €)/{z}
kiimesine ise z, noktasinin delinmis € — komsulugu denir ve D*(z,; €) ile gosterilir.

Bu kiimenin

D*(zye)={z€eC:0<|z— z| < €}
seklinde gosterilebilecegi aciktir.

Tamim 2.2 (i¢ Nokta) A c C ve z, € A olsun. z, noktasmin en az bir ¢ — komsulugu
tamamiyla A kiimesinde kaliyorsa, z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir.
Bagka bir ifadeyle D (zy; €) < A kosulunu saglayan bir € > 0 say1st bulunabiliyorsa z,
noktast A kiimesinin i¢ noktas: olarak adlandirilir. icA veya A° ile gdsterilen ve A

kiimesinin i¢i olarak adlandirilan kiime A nin biitiin i¢ noktalarinin kiimesidir.



Tanim 2.3 (Ac¢ik Kiime) A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta ise bu kiimeye a¢ik

kiime denir. Baska bir deyisle A" = A ise, A, C de agik kiimedir.

Tanim 2.4 (Yigilma Noktasi) A € C olsun. A # @ ve z, € C verilsin. z, noktasinin
her delinmis komsulugu A kiimesinin en az bir noktasini igeriyorsa, z, noktasina A

kiimesinin yigi/ma noktast denir.

Tamm 2.5 (Kapah Kiime) Tiim yigilma noktalarini kapsayan kiimeye kapali kiime

denir.

Tamim 2.6 (Ayrik Kiime) Kompleks sayilar kiimesinde bos olmayan iki kiimenin ara
kesiti bos ise bu iki kiimeye ayrik kiime denir. Baska bir deyisle, U,V < C kiimeleri

verilsin. U NV = @ oluyorsa bu kiimelere ayrik kiime denir.

Tamm 2.7 (Baglantih ve Baglantisiz Kiime) A # @ olsun. ACS UUV,ANU # P ve
ANV =0, AnUNV = @ olacak sekilde U ve V gibi bos olmayan iki ayrik agik
kiime bulunamiyorsa, A ¢ C kiimesine baglantili kiime denir. Baglantili olmayan

kiimeye ise baglantisiz kiime denir. (Sekil 2.1)

Omegin; C, R veA = {z:|z| <1} kiimeleri birer baglantili kiimedir ancak

B = {z:Imz = 0 ve Rez rasyonel sayi} kiimesi baglantisiz bir kiimedir.

7 ////// 7
= )

Sekil 2.1 Baglantili Kiime  ve Baglantisiz Kiime

Tamim 2.8 (Bolge) Kompleks diizlemde baglantili ve agik bir kiime bdlge olarak

adlandirilir.

Ornegin; C kiimesi hem baglantili hem de acik oldugundan bir bolgedir. Ancak
B ={z:Imz = 0 ve Rez rasyonel sayt} kiimesi baglantisiz oldugundan bolge

belirtmez.



Tanim 2.9 (Egri) [a,b] € R olmak iizere, y:[a,b] - C siirekli fonksiyonuna C
kiimesinde bir egri denir. Geometrik olarak bir egri [a, b] arahigimmn y fonksiyonu

altindaki resmi olarak tanimlanir.

x=x(t) ve y=y(t) reel t degiskeninin reel degerli fonksiyonlar: olsun.

v:la, b] — C egrisi parametrik olarak

y@® =x@) +iy(t), a<t<b

kurali ile verilir.

y(a) egrinin baslangi¢ noktasi, y (b) egrinin bitis noktasi olarak tanimlanir. t, a dan b
ye artarkan buna karsilik gelen y(t) nin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin
yoniinii belirtir. (Sekil 2.2)

y()

Bitis noktas1
140)

y(@
Bagslangi¢ noktasi

Sekil 2.2 Egri

Ornegin; y: [1,2] = C,y(t) = t + 2it ile verilen fonksiyon siirekli oldugundan C de

bir egridir.

Ug noktalar disinda, kendini kesmeyen egriye basit egri denir. Ug noktalar hari¢

kendini en az bir noktada kesen egriye basit olmayan egri denir. (Sekil 2.3)

RN

Sekil 2.3 Basit egri ve basit olmayan egri

Baglangi¢ noktasi, bitis noktasina esit yani y(a) = y(b) ise y egrisi kapali egri olarak

adlandirilir. Kapali bir egrinin yonii pozitif veya negatiftir.



Basit ve kapali olan egrilere Jordan egrisi veya basit kapali egri ad1 verilir.

Ornegin; y(t) = e, 0 < t < 2m birim ¢cemberi Jordan egrisidir. (Sekil 2.4)

1
4 y(0) =y(2m)

Sekil 2.4 Basit kapal1 egri

y'(t) = x'(t) + iy’ (t) tirevi sifirdan farkli ve stirekli ise y egrisine diizgiin egri denir.
y ve y' egrilerinin her ikisi de pargali yani y =y; +y, + -+ ¥, biciminde

yazilabiliyor ve siirekli ise y egrisine parcali diizgiin egri denir. (Sekil 2.5)
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Sekil 2.5 Diizgiin egri ve parcali diizgiin egri

Tanim 2.10 (Kompleks Fonksiyon) Kompleks fonksiyon tanim kiimesi ve goriintii
kiimesi C nin alt kiimeleri olan bir fonksiyondur. Daha agik bir ifadeyle, A c C ve
A # @ olmak tizere; A nin her bir z elemanina bir w € C say1s1 karsilik getiren

kuraldir. f: A = C, f(z) = w ile gosterilir.

Tammm 2.11 (Kompleks Fonksiyonun Limiti) Limit kavrami fonksiyonun bir
noktadaki degeri degil, o noktadaki davramisidir. A € C olmak tiizere; f:4 - C
fonksiyonu verilsin. zq € C , A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Ayrica wy € C
verilsin. Her € >0 ve 0<|z—2z)| <& sartim saglayan her z € A igin,
|f(z) —wy| < € olacak sekilde § = 6(e) > 0 sayis1 varsa z, z, a yaklasirken f(z)

fonksiyonunun limiti wy dir denir ve bu durum lim f(z) = wy ile gosterilir.
z-2

Limitin tanimi1 agagidaki sekilde de verilebilir:

A c C olmak tizere; f: A — C bir fonksiyon z, € C, A kiimesinin bir y1gi1lma noktas1

olsun. Ayrica w, € C verilsin. Her € > 0 igin f(A N D*(z,; 6)) c D(wy; €) olacak



sekilde 6§ = &(e) > 0 sayis1 varsa z, z, a yaklasirken f(z) fonksiyonunun limiti wy

dir denir.

Tamm 2.12 (Kompleks Fonksiyonun Siirekliligi) A c C olmak iizere; f: A — C bir
fonksiyon ve z, € A olsun. Ve > 0 ve |z — z,| < § sartim1 saglayan her z € A i¢in
|f(z) — f(z5)| < & olacak bicimde & = 8(e) >0 sayist bulunabiliyorsa f(z)

fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.13 (Diferansiyellenebilirlik) A , C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimesi

olmak iizere; f: A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

i 18— f ()
m-—————-——-

z-27 Z— Z,
limiti varsa f fonksiyonuna, z, noktasinda diferansiyellenebilir veya tiirevienebilir
fonksiyon denir. Yukarida verilen limitin degeri f'(z) veya % (zy) ile gosterilir ve f

fonksiyonunun z, noktasindaki tirevi denir.

Tamim 2.14 (Analitiklik) A , C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimesi olmak {izere;
f:A — C fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir komsulugundaki her
noktada diferansiyellenebilirse, f e, z, noktasinda analitik fonksiyon denir. f
fonksiyonu z, noktasinda analitik olma kosulunu saglamiyorsa, bu noktaya
fonksiyonun singiiler (tekil) noktas: denir. C de analitik olan fonksiyona ise fam

fonksiyon denir.

z = x + iy olmak tizere f(z) = u(x,y) + iv(x, y) fonksiyonu analitik ise;

oy My
a(x'y)_ay(x'y) Ve 6y(x'y)_ Bx(x'y)

ile verilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Ornegin; f; (z) = e? fonksiyonu ve f,(z) = c sabit fonksiyonu C nin her noktasinda
analitiktir yani, bir tam fonksiyondur. f;(z) = Z fonksiyonu ise hi¢ bir noktada
tiirevlenemediginden hig bir yerde analitik degildir. f,(z) = z? fonksiyonu kompleks

diizleminin her z noktasinda diferansiyellenebilir oldugundan analitiktir.



Teorem 2.15 (Cauchy integral Formiilii) f fonksiyonu basit baglantili bir B
bolgesinde analitik ve y, tamamen B de kapsanan basit kapali bir egri olsun. y i¢indeki
herhangi bir z, noktasi i¢in;

1 [ f@

2mi ) z — z,
Y

dz

f(zo) =

esitligi saglanir [15]. m

Teorem 2.16 (Tiirevler icin Cauchy Integral Formiilii) Basit baglantili bir B
bolgesinde f analitik ve y, tamamen B bolgesinde kapsanan basit kapali bir egri olsun.

y egrisi i¢indeki herhangi bir z, noktasi i¢in, n = 0,1, ... olmak {izere;

|
f(n)(ZO) = 27:-[1_[( f(Z) dz
14

7 — Zo)n+1

esitligi gerceklenir [15]. g

Bir bolgede analitik olan bir fonksiyonun her mertebeden tiirevinin var ve bu
tiirevlerinde analitik olmasi Tiirevler igin Cauchy Integral formiiliiniin en 6nemli

sonucudur.

Belirli bir B bolgesinde analitik olan f fonksiyonunun uygun bir komsulugunda
kuvvet serisi olarak gosterilebilecegini sdyleyen Taylor Teoremi, Cauchy Integral

Formiiliinden erisilen 6nemli bir kavramdir.

Teorem 2.17 (Maksimum Modiil Teoremi) f, basit kapali bir y egrisi ile sinirlt B
bolgesinde sabit olmayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda | f (z)|, maksimum

degerini y lizerinde alir [15]. m

Teorem 2.18 (Taylor Teoremi) f fonksiyonu, bir B bolgesinde analitik ve z,, B de
bir nokta olmak tizere D (z,; r), B nin alt kiimesi olsun. Bu durumda D (z,; r) diskinde;

0]

(k)
=Y L0 gy

k!
k=0
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dir. Bu esitlikteki seriye f fonksiyonunun z, noktasinda komsulugundaki 7aylor serisi

denir [15]. m

f (z) fonksiyonunun analitik oldugu z, € B noktasinin komsulugunda Taylor serisine
acildiginda, bu serinin yakinsaklik yarigapr su sekilde bulunur: a, z, noktasina en
yakin olan f(z) fonksiyonunun analitik olmadigi nokta olsun. z, noktasinin a

noktasina uzaklig1 Taylor serisinin yakinsaklik yaricapini verir.

Tanim 2.19 (Maclaurin Serisi) Taylor serisinde 6zel olarak z, = 0 alinirsa;

[00]

(o
F= YO

n:

n=0

olur. Bu seriye Maclaurin serisi denir [15].

Tamim 2.20 (Konform Déniisiim) f kompleks diizlemin bir B bdlgesinde tanimli
kompleks doniisiimii olsun. z, noktasinda kesisen C; ve C, diizglin egrilerinin z,
noktasinda aralarinda a agis1 bulunmak tizere; bu egrilerin f(C;) ve f(C,) resim
egrilerinin w, = f(z,) noktasinda aralarinda hem biiyiikliik hem yon bakimindan «

acis1 varsa; f fonksiyonuna z, noktasinda konform déniisiim denir.

f, her z, € B noktasinda konform ise; f fonksiyonuna B bolgesinde “konformdur”

denir.
Bagka bir deyisle; w = f(z) bir B bolgesinde tanimli kompleks doniisiim olsun. B

bolgesindeki bir z, noktasinda kesisen herhangi iki egri arasindaki agiyr koruyan

doniisiime z, noktasinda konformal doniisiim denir [15].

11



3. UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu bdliimde oncelikle tinivalent fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin bazi énemli alt
smiflar1 hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica logaritmik katsayilar, Hankel determinanti
ve Bell sayilart ile ilgili temel tanimlara deginilerek arastirmamiz i¢in On bilgi

olusturmak amaglanmistir.

3.1  Univalent Fonksiyonlar

Tamim 3.1.1 (Univalent Fonksiyon) Kompleks diizlemin B alt kiimesi {izerinde
tamiml1 bir f fonksiyonu, tanim kiimesindeki farkli z degerlerine karsilik farkl
goriintiiler olusturuyorsa, bu fonksiyona B bolgesinde iinivalenttir denir. Bu tanim su

sekilde de verilebilir:

f:B — C, B c C de agik ve baglantil1 kiime olsun. z;,z, € B olmak lizere;

zy # Z = f(z1) # f(23)

kosulu saglantyorsa, f fonksiyonuna sinivalent fonksiyon denir.

Tamim 3.1.2 (Yerel Univalent Fonksiyon) Kompleks diizlemin bir B ¢ C bolgesinde
tanimlanan f fonksiyonu bir z, € B noktasinin herhangi bir komsulugunda {inivalent

ise bu f fonksiyonu z, noktasinda yerel (lokal) iinivalent fonksiyondur denir.

B, C kompleks diizleminin bir alt kiimesi olsun. Bu bdlgede analitik olan
f fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi i¢in gerek ve yeter sart z, € B
noktasinda f'(z,) # 0 olmasidir. Diger bir deyisle, z, noktasinda analitik olan bir f

fonksiyonu i¢in,

f'(z) # 0 & f,z, da yerel tinivalent

olur.

12



Teorem 3.1.3 (Riemann Doniisiim Teoremi) C kompleks diizleminde basit baglantili
bir B bolgesi olmak tizere; her z, € B noktasi i¢in f(z,) = 0 ve f'(z,) > 0 olacak
bigimde B bolgesini U = {z: |z| < 1} birim diskine resmeden tek bir f fonksiyonu
vardir [16].m

Bu teorem, iinivalent fonksiyonlar ile ilgili problemlerin ¢ézlimii i¢in basit baglantili

bir bolge yerine, U birim diskinin kullanilabilecegini sdyler.

Tamim 3.1.4 (Normalize Edilmis Fonksiyonlar) U birim diskinde analitik olan bir g

fonksiyonu;

g(2) = by + byz + byz? + - = Z b, z"
n=0

seklinde bir Maclaurin agilimina sahiptir ve g fonksiyonu birim diskte yakinsaktir.

U birim diskinde tinivalent olan bir g(z) fonksiyonuna, sabit bir C sayist eklemesi
yapilarak elde edilen g(z) + C fonksiyonu, yalnizca bolgeyi oteler. Bu sebeple
fonksiyon U da iinivalent olur. Bu sebeple yukarida verilen formiildeki b, sabit terimi
keyfidir. g(z) fonksiyonundan b, sabit terimini ¢ikararak elde edilen g(z) — b,
fonksiyonu birim diskte {nivalent oldugundan; b; = g'(0) # 0 dir. Boylece

g(z) — b, fonksiyonunu b, e bolerek elde edilen h(z) = (@) fonksiyonunu g6z
1

Ontine alabiliriz. Bu fonksiyon bi ile carpildigindan resim bolgesi sadece doner ve
1

genigler veya daralir. Bundan dolay1, g(z) fonksiyonu, B bolgesinde tinivalent ise,
h(z) = (g(zlz—_b‘)) fonksiyonu da B bolgesinde tinivalenttir.
1
b b
h(z) =z -i-b—jz2 +b_jZ3 + -
fonksiyonunda Z—” = a, dersek;
1

f(2) =z+a,z* + azz° + - :z+Zanz” (3.1
n=2

fonksiyonu elde edilir. (3.1) denklemi ile verilen bu fonksiyona normalize edilmis veya

normallestirilmis fonksiyon denir. Eger f fonksiyonu (3.1) ile verilen bi¢cimde ve

13



iinivalent ise normalize edilmiy iinivalent fonksiyondur denir. U birim diskinde analitik
ve normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar siifi 6zel bir 6neme sahiptir. Bu yiizden

ozel bir isimle, S swnifi olarak adlandirilir.

zZ

K(z) = FEEY

ile tanimlanan Koebe fonksiyonu S sinifindaki fonksiyonlarin en temel
ornegidir.

2=z+222+323+4z4+---=z+2anzn

Z
K@ =a—p:

n=2

Koebe fonksiyonu, U birim diskini C — (—00, — ﬂ bolgesine resmeder.

Eger Koebe fonksiyonu;

z 1<1+Z>2 1
4

Ko =g =10

olarak tekrar diizenlenir ve

1+z
1—-2’

1
u(z) = 9@ =uv*@), [f@A=,;G@H-D

olarak diisiintiliirse;
u(z) fonksiyonu U birim diskini Reu > 0 yar1 diizlemine doniistiirtir.

g(2) = u?(z) fonksiyonu Reu > 0 yar1 diizlemini negatif reel eksen hari¢ kompleks

diizlemin tamamina doniistiiriir.

Son olarak f(z) = i(g(z) — 1) fonksiyonu —co dan —i e kadar olan negatif reel

eksen harig biitiin kompleks diizleme doniistiiriir.

Yukarida agiklanan doniistimler Sekil 3.1 de verilmistir.

14



1+2z
1—2z

u(z) =

k '\) 9(2) = 1u2(2)

\ 1
f@=704@-1

RS

N

T
N

Sekil 3.1 U birim diskinin Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisii
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S sinifina ait diger fonksiyon drnekleri de asagidaki gibidir:

A U birim diskini kendisi tizerine resmeden

f2) =z

birim fonksiyonu,

ii. U birim diskini {Rez > — %} sag yar1 diizleme resmeden

f(Z)=L=Z+ZZ+Z3+'"
1-z

fonksiyonu,

iii. U birim diskini {—% <Imz< %} yatay seridi iizerine resmeden

PEMLES

fonksiyonu.

Bununla birlikte S sinifinda toplama islemine gore kapalilik 6zelligini yoktur. Diger
bir ifadeyle, f ,g € S fonksiyonlari i¢in f + g € S olmak zorunda degildir.
fes=f'0)=1
gES=>4g'(0)=1
frgeS=>(F+9'0)=f(0)+g'(0)#1
O halde f + g € S dir. Dolayisiyla toplamaya gore kapali degildir. O halde S kiimesi

bir vektor uzay degildir.

Ornegin; f(z) = (12:), g(z) = (ﬁ) fonksiyonlar1 S sinifina aittir. Fakat f + g
fonksiyonu S sinifina ait degildir.

1 2-2z1-1)
A-27 U+i2? d-2°0+i2)7?

f'(2)+4g'(2) =

zZ= i = % noktasi i¢in; f'(z) + g'(z) = 0 olur.O halde f + g, U’ da tinivalent

olmaz.
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S sinifi bir¢ok temel doniisiim altinda korunur. Bu doniistimlerden bazilar1 sunlardir
[16]:
i.  Eslenik alma (Conjugation): f € S ve
9(2) =f(@) =z +a?z* + a3z° + - =Z+Za_nzn , z€U
n=2

ise; g(z) fonksiyonu U ‘ da birebir, analitik ve normalize kosullarini sagladigindan
g € S dir.

ii.  Donme doniisiimii (Rotation): f € S ve 8 € R olmak lizere,

[oe]

g(z) =e ¥f(ez) =z + z a,elm-Dzn  zeU
n=2

ise; g € S dir.
iii.  Genisleme-Daralma doniisiimii (Dilation): f € S, 0 < r < 1 olmak {izere,

1 (o]
g(z) = ;f(rz) =z+ z a,r"z", zeU
n=2

ise; g € S dir.

iv.  Disk otomorfizmi: f € S ve |z,| < 1 igin,
zZ+ z,
f(l +Z_OZ) —f@)
(1 = 1z0|Df " (2p) ~

g9(z) = z€U

ise; g € S dir.

v.  Atilmis Deger Déniisiimii: f € S , f(z) # w olmak {izere,

wf (2)
w—f(2)’

g(2) = z€U

ise; g € S dir.
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vi.  Menzil Doniisiimii: f € S, ¢ fonksiyonu f(U) {izerinde analitik ve tinivalent
olmak tizere,

_@NE@ -2

>(0) , z€U

9(2)

ise; g € S dir.

vii.  n. Kék Doniigiimii: f € S, n = 2,3,4, ... olmak lizere, z € U i¢in;

n a 1
9@ =fzM) =z + fznﬂ + 5 (2naz — (n - 1)a2)z?m+t 4 ...

ise; g € S dir.

S smifina ait fonksiyonlarin katsayilari matematikgilerin uzun siireden beri ugrastigi
bir problem olmustur. Ilk defa Bieberbach 1916 yilinda yaptig1 bir ¢aligmada, bu
fonksiyonlarin Taylor seri agilindaki ikinci teriminin katsayisi olan a, nin kesin

smirina yer vermistir.

Teorem 3.1.5 (Bieberbach Teoremi) S sinifindaki her f fonksiyonu igin, |a,| < 2 dir.
Bu esitsizlik kesindir. Esitligin saglanmast i¢in gerekli ve yeterli kosul f(z) nin Koebe
fonksiyonunun bir dénmesi olan;
f(z) =e K (e¥z) = __
(1—eifz)?

olmasidir [17]. m

Bir¢cok matematik¢i Bieberbach' in 1916 da yaptig1 bu tahminin iizerinde aragtirma
yapmig ve kanitlamaya caligmiglardir. Bu varsayim yirminci ylizyilin en inlii
matematik problemlerinden biri haline gelmistir. S sinifina ait bir f fonksiyonunun
Taylor acilimindaki katsayilarinin {ist sinirlart ile yapilan ¢aligmalar sonucu 1984
yilina kadar sadece altinci terime kadar elde edilebilmistir. Nihayetinde 1984 yilinda
Louis de Branges, |a,| < n oldugunu gostererek, Bieberbach tahmini yaklagik 70 yil

sonunda kanitlamistir.
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Teorem 3.1.6 (Bieberbach Tahmini-De Branges Teoremi) S sinifindaki her f

fonksiyonu i¢in

la,| <n, (Vn=2)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f

fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasidir [17], [18]. =

Verilen varsayimlar altinda, esitligin korundugu bir fonksiyon ile esitsizligi
iyilestirmek (yani bir iist sinir1 azaltmak ya da alt siir1 arttirmak) olanaksiz ise, bu
esitsizlige kesin esitsizlik adi verilir. Bir esitsizligin kesinligi, esitlik durumunu
saglayan fonksiyon bulunarak gosterilir. Esitlik halini saglayan fonksiyona ise

ekstramal fonksiyon denir.

Koebe’ ye ait 6rtme teoremi, Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasidir. Her bir f € §
fonksiyonu f(0) = 0 oldugundan f fonksiyonunun goriintiisii orijin merkezli en az bir
diski kapsar. 1907 yilinda Koebe, p mutlak sabiti i¢in, S sinifindaki tiim fonksiyonlarin
goriintii kiimelerinin, ortak bir |w| < p diskini kapsadigini ispatlamistir [19]. Koebe
fonksiyonu, p < 1/4 olmasmi gerektirir. p sabitinin 1/4 alinabilecegi seklindeki

Koebe kestirimi, Bieberbach tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 3.1.7 (Koebe Dértte Bir Teoremi) S sinifindaki her fonksiyonun goriintii

kiimesi

o <2}
wew| <2
diskini icerir [16].m

S sinifindaki fonksiyonlar i¢in Bieberbach Teoreminin kanitlanmis olmasi, bu sinifa
ait fonksiyonlar icin farkli sonuglarin da ortaya ¢ikmasina sebep olmustur. Bu

kuramlarin basinda Biikiilme ve Biiylime Teoremleri gelir.

Teorem 3.1.8 (Biikiilme Teoremi) S sinifina ait biitiin f fonksiyonlar i¢in;

r 1+7r
Qe =@lsg=y, led=r<i

esitsizligi saglanir [20]. m
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Teorem 3.1.9 (Biiyiime Teoremi) S sinifina ait biitiin f fonksiyonlari i¢in;

r r
m_—r)zS|f(Z)|S(1_—r)2' lz| =r <1

esitsizligi saglanir [20].m

Biiyiime Teoremi ve Biikiilme Teoreminin birlestirilmesi ile asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.1.10 S sinifinda bulunan biitiin f fonksiyonlart i¢in;

zf'(2)
f(@)

1—r
1+r—

1+r
—1-1r'

lz| =r<1

esitsizligi saglanir [21]. m

Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.9, Teorem 3.1.10 de esitlik halinin olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul z € U ve z # 0 iken f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun uygun bir dénmesi

olmasidir.

f fonksiyonu bir B bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger f iinivalent ise f
fonksiyonunun tersi f(B) bolgesinde g( f (z)) = z kurali ile verilen g fonksiyonudur.
U birim diskinin her f € S fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin 1/4 yaricaplh diski igine
aldigin1 bilinmektedir. S siifindaki her fonksiyon i¢in, fonksiyonun tersi agagidaki

sekilde tanimlanir:

Tamm 3.1.11 Her f € S fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan bir f =1 fonksiyonuna

sahiptir:

@) =z (z€l)

Ve

fF1@)=w  (wl <n(f),ro(f) = 1/4).
Buradaki £~ fonksiyonu asagidaki sekildedir:

gw) = [ W) =w+ D buw”
n=2
=w — a,w? + (2a5 — az)w? — (5a3 — 5a,a; + a, )w* + -
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3.2 Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siniflar

Bu kisimda S smifinin 6nemli alt smiflar1 olarak ele alinan siiflara ve temel
ozelliklerine deginilecektir. Bu alt siniflar arasinda sinirlt dénen fonksiyonlar, yildizil,
konveks, a mertebeli yildizil ve @ mertebeli konveks siniflara deginilecektir. Analitik
ve geometrik Ozelliklere sahip olan bu siniflar1 vermeden once bu alt siniflar ile
yakindan ilgili olan pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar sinifi ve subordinasyon

kavram1 vermek uygun olacaktir.

Tanim 3.2.1 (Pozitif Reel Kisma Sahip Fonksiyonlar Sinifi) p, U birim diskinde
analitik ve p(0) = 1 olsun. 0 < a < 1 i¢in; Rep(z) > a kosulunu saglayan

p(2) =14+ pz+pz°+ - +ppzt+ - = 1+anz" (3.2)

n=1

Taylor seri agilimina sahip p fonksiyonlarinin sinifi P, ile gosterilir.
a = 0 olmasi halinde P, yerine P gosterimi kullanilir ve P smifindaki fonksiyonlar
pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar veya Caratheodory fonksiyonlar1 olarak
adlandirilir.

P, sinifinin en bilinen 6rnegi;

1+(1-2a)z 1+z
1—2z T 1-—2z

p(2) = (1—a):1+2(1—a)zzn

fonksiyonudur. Bu fonksiyon U birim diskini {w: Rew > a} yar diizlemine iizerine

resmeder.

p(z)=1-(1-a)z" (n €N)
fonksiyonu P, sinifinda olan bir baska 6rnek olarak verilebilir. Ancak bu fonksiyon

n > 2 igin inivalent degildir. p(z) fonksiyonunun iinivalent olmasi sart degildir.
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Daha genel bir fonksiyon olarak —1 < B < A < 1 olmak iizere;

Az &
“=14(@A-B) ) (DB
n=1

( AB)_1+
PR&AE) =T1p

fonksiyonu verilebilir. Bu fonksiyon U birim diskini ¢ap u¢ noktalari g ve E olan

ve reel eksene gore simetrik olan konveks bir bolge iizerine resmeder.

A ve B nin degerlerini belirtmek pozitif reel kisma sahip fonksiyonlara daha fazla

ornek saglar:

ii.

iii.

A =—-B =1igin elde edilenp(z) = g =142z + 223+ -, fonksiyonu

Mobius fonksiyonu olarak isimlendirilir. Bu fonksiyon P sinifi i¢in 6nemli bir
rol oynar. U da hem {inivalent hem de analitiktir. Ayrica bu fonksiyon U birim

diskini, sag yar1 diizlem {izerine esler.

0<A<1B=0 i¢in elde edilen p(z) =1+ Az fonksiyonu birim diski
merkezi 1 ve yarigap1 A olan bolgeye esler.

1+(1-2a)z

A =1-2aveB = —1igin yukarida bahsedilen p(z) = fonksiyonu

elde edilir.

1907 yilinda Caratheodory, P sinifindaki fonksiyonlarin katsayilar igin, asagidaki

kesin tahmini kanitlamigtir. Bu teorem S sinifinin alt siniflarindaki fonksiyonlarla

yapilan ¢alismalarda temel 6neme sahiptir.

Teorem 3.2.2 (Caratheodory Teoremi) (3.2) ile verilen p(z) fonksiyonu P sinifinda

1se;

lpl <2,n€EN

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [22]. u
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Tanim 3.2.3 (Schwarz Fonksiyonu-Q Smifi) U birim diskinde ¢(0) =0 ve
lo(z)] <1 kosullarin1 saglayan analitik fonksiyona Schwarz fonksiyonu denir.

Schwarz fonksiyonlarinin sinifi 0 sembolii ile gosterilir [23].

Pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar simifi P ile Schwarz fonksiyonlariin siifi Q

arasinda,

1
p(2) € P = p(2) =1f—zg,<p(z) e

seklinde bir iligki vardir. Bu Onerme pozitif reel kisma sahip fonksiyonlarin
ozelliklerinden Schwarz fonksiyonlarmin 6zelliklerinin, Schwarz fonksiyonlarinin
ozelliklerinden pozitif reel kisma sahip fonksiyonlarin 6zelliklerinin elde edilmesine

yardimci olur.

Tamm 3.2.4 (Subordinasyon) f ve g, U birim diskinde analitik fonksiyonlar olsun.
Eger z € U igin, f(2) = g(w(2)) olacak sekilde bir w Schwarz fonksiyonu varsa,

f fonksiyonu, g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [23].

Eger g fonksiyonu {inivalent ise subordinasyon kavrami; her bir |z| < r < 1 diskinin

g altindaki goriintlisiiniin ayn1 diskin f altindaki goriintiisiinii icerdigini ima eder.

Asagida verilen yardimcr Onerme subordinasyon kavrammin en temel

sonuglarindandir:

Yardimer Onerme 3.2.5 g, U birim diskinde iinivalent fonksiyon ve f de U birim
diskinde analitik fonksiyon olmak {izere; f < g olmasi icin gerek ve yeter kosul

f(0) =g(0)ve f(U) € g(U) olmasidir [21]. =

Eger f < g ise; z€ U igin |w'(0)| <1 ve |w(z)| < |z| kosullarinin saglandigi

Schwarz Yardimec1 Onermesinden goriiliir. Buradan r € [0,1) i¢in;

If'(O] < 1g'(0)] ve f(lz| =7)  g(lz| < 7)

sonucu ¢ikar.
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Eger f < g ise; Imlaxlf(z)l < Imlaxlg(z)l, (0 <r < 1) olmast durumu, Lindelof
Z|<Tr Z|sTr

subordinasyon prensibi olarak bilinir.

Tim r € [0,1) degerleri i¢in f(U,) € g(U,) olmasit durumu ise, yukarida verilen

yardimc1 dnermeyle birlikte subordinasyon prensibi olarak bilinir.

Teorem 3.2.6 (Subordinasyon Prensibi) f fonksiyonu U birim diskinde {inivalent ve
analitik olsun. g fonksiyonu da U birim diskinde {inivalent fonksiyon ise f (0) = g(0)
ve f(U) € g(U) olmasi halinde r € (0,1) igin f(U,) € g(U,) kapsamasi saglanir
21]. m

Subordinasyon prensibi kompleks analizde dnemli bir yere sahiptir. Son zamanlarda
kompleks analiz ile ilgilenen pek ¢ok matematikei tarafindan ele alinmigtir. Kompleks
bir degiskenin iki fonksiyonu arasindaki subordinasyon kavrami, reel bir degiskenin
fonksiyonlar1 arasindaki esitsizlik fikrinin dogal bir genellemesidir. Teorik olarak,
subordinasyon kavraminin kullanilmasindaki temel amag, 6zellikleri belli olmayan bir

fonksiyonu ozellikleri bilinen bir fonksiyon sayesinde arastirabilmektir.

Tamim 3.2.7 (Smirh Donen Fonksiyonlar Simifi) f € A olsun. f’' € P olacak

sekildeki fonksiyonlar siifi R ile gosterilir.

B =argf'(zo)
zy noktasindaki bir dogru pargasiin f(z) fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin doniis

acist oldugundan, R sinifindaki fonksiyonlara sinirli donen fonksiyonlar denir.

R smifindaki fonksiyonlar i¢in |B| < /2 dir.
R sinifindaki fonksiyonlarin katsayilar1 i¢in agsagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 3.2.8 f € R ise;

la,| < 2/n

olur [20]. m
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Tanim 3.2.9 (Yildizil Kiime) Bir B c C bolgesi ve z, € B noktas1 ele alindiginda,
eger z, noktasini her z € B noktasina birlestiren [z,z] dogru pargasi tiimiiyle B bolgesi
icinde kaliyorsa, B bolgesine z, noktasina gore yildizil kiime ad1 verilir. Ozel olarak
Zo noktas1 orijin noktasi segilirse bu kiimeye kisaca yildizil kiime denir. Baska bir
deyisle, B kiimesinin tiim noktalar1 z, noktasindan goriiniiyor ise, B kiimesine z,

noktasina gore yuldizil kiime denir. (Sekil 3.2)

oSt

Sekil 3.2 Yildizil kiime
Tamim 3.2.10 (Yildizil Fonksiyon) U birim diskini z, noktasina goére yildizil bir
kiimeye resmeden bir f fonksiyonuna z, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel
olarak, f fonksiyonu U birim diskini y1ldizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna
yildizil fonksiyon denir. U birim diskinde iinivalent ve normalize edilmis yildizil
fonksiyonlar sinift $* ile gosterilir. Bu sinif ilk kez Alexander (1915) tarafindan

tanimlanmustir.

z
(1-2)2

Ornek: Koebe fonksiyonu, K (z) = yildizil fonksiyondur.

Yildizil fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu, pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar

yardimiyla agagidaki teoremde verildigi gibi yapilabilir:

zf'(z)

f
f(@ €p

Teorem 3.2.11 f € A olsun. f € S* olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

zf'(z)
Re{ @ } >0

olmasi yani;

olmasidir [16].m
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Tanim 3.2.12 (Konveks Kiime) B, C kompleks diizleminde bir kiime olmak iizere; B

den alinan herhangi iki z; ve z, noktalarin birlestiren [z, z,] dogru pargasi tamamen

B kiimesi i¢inde kaliyorsa; diger bir deyisle z;, z, € B ve 0 < t < 1 olmak iizere;
tzy+(1—t)z, €EB

kosulu saglaniyorsa B ye konveks kiime ad1 verilir. (Sekil 3.3)

SOOI

Sekil 3.3 Konveks kiime

Tamm 3.2.13 (Konveks Fonksiyon) Bir f fonksiyonu U birim diskini konveks bir
bolge lizerine resmediyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. U birim diskinde

iinivalent ve normalize edilmis konveks fonksiyonlar smifi C ile gosterilir.

Konveks ve yildizil fonksiyon smniflar1 icin € € S* € § seklindeki kapsama

bagmtisinin saglandigin1 gérmek kolaydir.

Konveks fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu, pozitif reel kisima sahip

fonksiyonlar yardimiyla asagidaki sekilde verilebilir:

zf''(2)
f'(2)

Teorem 3.2.14 f € A olsun. f € C olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul 1 + € P

olmasi yani;

zf" (2)
f'(@)

Re{1+ }>0(ze[U)

olmasidir [16]. m
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Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iliski ilk defa J.W. Alexander tarafindan

verilmistir.

Herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in; F(z) = zf'(z) tanimlandiginda;

zF'(2) _ Z(Zf’(Z))’ 14 zf""(2)
F(z) zf'(z) f'(2)
olur. Boylece F'(z) # 0 iken

2P 2f"(@)
OO

elde edilir. k —ninct mertebeden sifira sahip bir f fonksiyonu, son esitligin her iki

tarafi da orijinde analitik olur. Bu esitlik ile yildizil ve konveks fonksiyonlar igin

verilen esitsizlikler karsilastirildiginda;

zF'(z)\ zf"(z)
Re( F&) )—Re<1+ @) )

oldugundan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.15 (Alexander Teoremi) Uz = {z: |z|] < R,0 < R < 1} seklinde verilsin.
Uy bolgesinde f'(z) # 0 olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun Ug bolgesinde
konveks olmasi igin gerekli ve yeterli kosul bu bolgede zf'(z) fonksiyonunun yildizil
olmasidir [24]. =

Bu teoremi matematiksel sembollerle;

feEC=zf €S
seklinde ifade edebiliriz.

Alexander teoremine bir 6rnek vermek i¢in; U birim diskini Rew > — % yar1 diizlemi

uzerine resmeden

f(z)=1izzz+Zz”

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu f(z) fonksiyonu U birim diskinde konveks,
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1-2z)—z(-1) z

F(z)=2z.f'(z) = z. e = d=2?

fonksiyonu U birim diskinde yildizil fonksiyondur. Bilindigi iizere bu ifadenin sag

tarafi Koebe fonksiyonudur.

R. Nevanlinna 1921 yilinda yildizil fonksiyonun katsayilarinin modiilii i¢in bir {ist

sinira sahip oldugunu sdylemistir. Bu iist sinir asagidaki sekildedir:

Teorem 3.2.16 f € S* fonksiyonu (3.1) ile verilen formda olmak iizere; n € Z ve
n > 0 igin;

lan| <7
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her n icin kesindir. Esitlik hali sadece n > 2 i¢in

gerceklesirse, o zaman f(z), Koebe fonksiyonunun bir ddnmesidir [16]. m

C. Loewner ise 1917 yilinda konveks fonksiyonun katsayilariin modiilii i¢in bir {ist

sinira sahip oldugunu sdylemistir. Bu iist sinir asagidaki sekildedir:

Teorem 3.2.17 f € C fonksiyonu (3.1) ile verilen formda olmak flizere; n € Z ve
n > 0 igin;

lan| <1
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her n icin kesindir. Esitlik hali sadece n > 2 i¢in

gerceklesirse, o zaman f(z), z/(1 — z) fonksiyonunun bir donmesidir [16]. m

1936 yilinda Robertson a mertebeli yildizil ve a mertebeli konveks fonksiyon

kavramlar1 agagidaki sekilde tanimlanmastir.

Tanim 3.2.18 (a Mertebeli Yildiz1l Fonksiyon) f, (3.1) ile verilen fonksiyon olsun.

Herz€Uve 0 < a < 1igin,

zf'(z)
Relf(z) =a

sart1 saglaniyorsa; bu fonksiyon a mertebeli yildizil fonksiyon olarak adlandirilir. Bu

sekildeki fonksiyonlarin sinifi $* () ile gosterilir [25].
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Tanim 3.2.19 (a Mertebeli Konveks Fonksiyon) f, (3.1) ile verilen fonksiyon olsun.

Herz€Uve 0 < a <1igin,

zf" (2)
f'(2)

sart1 saglaniyorsa; bu fonksiyon a mertebeli konveks fonksiyon olarak adlandirilir. Bu

Rel1+ >a

sekildeki fonksiyonlarin sinifi C(a) ile gosterilir [25].

Asagida verilen teorem; Alexander teoreminin a mertebeli konveks ve a mertebeli

yildizil fonksiyonlar siniflar1 arasinda da gegerli oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.20 f € A olmak iizere;

feclC(a) e zf' € S*(a)

onermesi saglanir [21]. m

zf'(2) zf''(z)
1
f@ R . f'(2)

herhangi birinin daha genel bir {ist fonksiyona subordine oldugu yildizil ve konveks

Ma ve Minda 1994 yilinda yaptiklar1 ¢alismada niceliklerinden

fonksiyonlarin gesitli alt siniflarin1 birlestirmiglerdir. Bu amagla, U birim diskinde
pozitif reel kisma sahip, ¢(0) = 1, ¢'(z) > 0 olan U yu 1 e gore yildizil ve reel eksene

gore simetrik bir bolgeye esleyen analitik bir fonksiyon diisiinmiislerdir.

Tamim 3.2.21 Ma-Minda yi1ldizil fonksiyonlar sinifi,

zf'(2)
f(2)

subordinasyonunu saglayan f € A fonksiyonlarindan olusur. Benzer sekilde Ma-

< ¢(2)

Minda konveks fonksiyonlar sinifi,
zf"(z)
f'(2)

subordinasyonunu saglayan fonksiyonlarin simifidir. Ayni diisiinceyle Ma-Minda

1+ < ¢(2)

siirli donen fonksiyonlar sinifi,

f'(2) < 9(2)

subordinasyonunu saglayan fonksiyonlarin siifi olarak tanimlanir [1].
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Bu bilgiler 15181nda;

zf'(z)
oy <O}
C(p) = {f €A1+ Zj’:,(g) < <p(z)},

R(p) ={f € A: f'(2) < 9(2)}

(@) ={fea

yazilabilir.

Katsay1 problemleri ile ¢alisilirken bazi durumlarda donme degismezligi kavramina

ihtiya¢ duyulur.

Tanim 3.2.22 (Déonme Degismezligi) f € A ve 8 € R olmak iizere, f fonksiyonunun
donmesi;

[ee]

fo(z) = e ®f(efz) =z + Z a, elmVozn 7 eU
n=2

seklinde tanimlanir. Eger her f € F icin, fy € F, (VO € R) oluyorsa, F C A ailesine

donme degismezligine sahip aile denir [21].

Ornegin; f € S* ve 6 € Rigin, fp(2z) = e ¥ f(e'®z) olsun. Bu durumda

fo'(@) = f'(e*z)

bulunur ve buradan

>0

Zg’(Z) B eiGZfl(eiQZ)
re[ ) = e e

elde edilir. Boylece S* sinifi donme degismezligine sahiptir.

Benzer diisiinceyle; konveks fonksiyonlar sinifinin da déonme degismezligine sahip

oldugu gosterilebilir.

Bir fonksiyon simnifi donme degismezligine sahip olsa bile, bu simiftaki tiim

fonksiyonellerin donme degismezligine sahip oldugu sdylenemez.
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Ornegin; eger f €S ve fy(z) = e ¥ f(e®z) (6 € R) olmak iizere; |aya, — a3
fonksiyonu doénme degismezligine sahiptir. Gergekten fp(z) = z + a,z? + -+

oldugundan;

. . N2
la,a, — a2| = |aze‘9a4e3‘9 — (aze??) | = |a,a, — a?

ile donme degismezligine sahip olur.

Bununla birlikte; 8 € R olmak iizere;

% — a?| = |(ase?)" - (aze®®)’| # a3 — a2

oldugundan, |a2 — a3| fonksiyoneli donme degismezligine sahip degildir.
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3.3  Logaritmik Katsayilar

Bu béliimde logaritmik katsayr ve ters logaritmik katsayi tanimlar1 verilecek ve bu

tanimlardan yararlanilarak tezde kullanilacak olan denklemler elde edilecektir.

Tamim 3.3.1 (Logaritmik Katsay1) f € S olmak iizere, z € U igin f in ¥, logaritmik

katsayilart:

Fr = log%Z) =2 z YnZ"
n=1

ile tanimlanir [21].

f fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak iizere; yukarida verilen Fy fonksiyonun

tiirevi aliarak logaritmik katsayilar:

V1 =5 (3.3)
1 1,

Y2 = E(as - Eaz) (3.4)
1 1 3

Y3 = §<a4 —azaz + §a2) (3.5)
1 2 1, 1,

y4=E<a5+a2a3—a2a4—§a3—za2) (3.6)
1

Vs = E(aé —a3a; + asa, + aya? — a,as — aza, + gag) (3.7)

seklinde elde edilir.

Logaritmik katsayilar, iinivalent fonksiyonlarin katsayilar1 ile ilgili problemlerde
siklikla kullanilir.

z € U igin, K(z) := z(1 — z)~% Koebe fonksiyonunun logaritmik katsayilari;

1

Yk = A
dir. Her f € S i¢in Koebe fonksiyonunun ekstremal olma 6zelligi nedeniyle, y;, < %

olmasi1 beklenir. Ancak bu varsayim k = 2 oldugunda bile yanlhistir. Tim S smifi igin

logaritmik katsayilarin kesin tahminleri sadece su durumlar i¢in bilinmektedir:
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ly.l < 1ve ly,| < % +e—12 = 0.6353....

k>3 olmast durumunda ise; logaritmik katsayilarin kesin tahminleri

bilinmemektedir.

Tamim 3.3.2 (Ters Logaritmik Katsayi) f € S olmak lizere, w € U, i¢in f “1linT,

ters logaritmik katsayilari:

_1 ®©
Fp1 = logf MEW) =2 z Lw™

n=1

ile tanimlanir [21].

fflw)=w+ i b,w

=w — a,w? + (2a3 — az;)w? — (5a3 — 5a,a; + a, )w* + -

oldugu hatirlanirsa, F-1 fonksiyonun tiirevi alinarak ters logaritmik katsayilar:

1
I—Z'l = __aZ (38)
2
1
I, = Z(—Za3 + 3a3) (3.9)
1
I; = 6(12a2a3 —10a3 — 3a,) (3.10)
1
r, = g(—4a5 — 60a3a; + 10a3 + 35a; + 20a,a,) (3.11)

1
I; = E(—Sa6 —105a,a3 — 105a2a, + 280a3a; — 126a5 + 30a,as + 30asa,)

(3.12)
seklinde elde edilir.
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34 Hankel Determinanti

Bu boéliimde elemanlar1 f € S fonksiyonunun katsayilar1 olan Hankel determinantinin
tanimi1  ve bazi fonksiyon smiflarinin  katsayilar1 ile hesaplanan Hankel

determinantlarinin {ist sinirlar1 ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 3.4.1 (Hankel Determinanti) f €S, q > 1 ve n > 1 olmak {izere g- uncu

Hankel determinantini

an An+1 an+q—1
An+1 An+2 an+q
Hy(n) =| 5 . (3.13)
an+q—2 an+q—1 an+2q—3
an+q—1 an+q an+2q—2

seklinde tanimlidir [21].

Hankel determinantlar1 S sinifinda 6nemli bir rol oynamamasina ragmen, son yillarda
elemanlar1 S nin alt siniflarindaki fonksiyonlarin katsayilar1 olan Hankel
determinantlarina pek ¢ok matematikgi bityiik ilgi gostermektedir. S smifinda H,(n)

icin kesin sonuclar bulmak agik¢a ¢ok zordur ve bu yonde ¢ok az sey bilinmektedir.

1
Belki de en 6nemli sonug¢ A mutlak sabit olmak tizere, H,(n) < Anz esitsizligidir [26].
H,(n) ile tanimlanan (3.13) de verilen Hankel determinantinda;

i. q=2ven =1 alinirsa;
_ % G2 _ 2
H,(1) = |a2 a3| =103 — 4z
elde edilir. f € S fonksiyonu i¢in a; = 1 oldugundan

H,(1) = a3 — a;

olur. Bu determinanta Fekete-Szego fonksiyoneli denir.

ii. q=2ven=2alinirsa;
a; as
— — a2
H,(2) = |a3 a4| = 04 — Az

elde edilir. Bu determinant ikinci Hankel determinanti olarak bilinir.
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iii. q = 3ven =1 alnirsa;
a, a; as
A Az a4
az Qi Gas

H;(1) = = az(aa, — a%) —as(ay — aza3) +as(az — a%)

ifadesi elde edilir. Bu determinant ii¢lincii Hankel determinanti olarak bilinir.

Tanim 3.4.2 (Logaritmik Hankel Determinanti) Girdileri f fonksiyonunun

logaritmik katsayilar1 olan;

Yn VYn+1 yn+q—1
Yn+1 Vn+2 Vn+q
Hyn(Fr/2) = : : : (3.14)
)/n+q—2 yn+q—1 yn+2q—3
yn+q—1 Vn+q Yn+2q—2

determinant, q. dereceden logaritmik Hankel determinanti olarak adlandirilir [8].

Baz1 6zel q ve n segimleri ile;

Hy,(Fr/2) = y1ys — v2 (3.15)
Hyy(F/2) = vovs — v2 (3.16)
Hsy (F;/2) = vs(V2Va — ¥ = Va(ri¥a — Va¥3) + ¥s(avs — v2) (3.17)

oldugu kolaylikla goriiliir.

H2,1(Ff9/2) = e4i9H2,1(Ff/2)
Hz,z(ng/Z) = eﬁigHz,z(Ff/z)
H3,1(Ff9/2) = 69i9H3,1(Ff/2)

oldugundan, H,;(Fs/2), H,,(Ff/2) ve H3;(Ff/2) fonksiyonellerinin donme

degismezligine sahip oldugunu belirtmek faydali olacaktir.
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Tamim 3.4.3 (Ters Logaritmik Hankel Determinant1) Girdileri f ! fonksiyonunun

logaritmik katsayilar1 olan;

Fn Fn+1 Fn+q—1
Fn+1 Fn+2 Fn+q
Hyn(Fp1/2) = : : : (3.18)
Fn+q—2 rn+q—1 Fn+2q—3
Fn+q—1 Fn+q Fn+2q—2

determinant, q. dereceden ters logaritmik Hankel determinanti olarak adlandirilir.

Baz1 6zel q ve n se¢imleri ile;

Hoy(Fp-1/2) = LI = I (3.19)
Hop(Fp-1/2) = L, — I (3.20)
H31(F-1/2) = (LI, — ) — (LG — LI) + (L1 — TF) (3.21)

oldugu kolaylikla goriiliir.

H2,1(Ff9—1/2) = e4i9H2,1(Ff-1/2)
Hz,z(ng—l/Z) = e6i9H2,2(Ff-1/2)
H3,1(Ff9_1/2) = 99i9H3,1(Ff-1/2)
oldugundan, Hy 1 (Ff-1/2), Hy 5 (F-1/2) ve Hs 1 (Fp-1/2) fonksiyonellerinin donme

degismezligine sahip oldugunu belirtmek faydali olacaktir.

Asagidaki teoremlerde yildizil fonksiyonlar simifindaki fonksiyonlar i¢in Fekete-
Szegd fonksiyonelinin ve ikinci Hankel determinanti i¢in kesin sinir1 ve {iglincii

Hankel determinant1 i¢in miimkiin olan en iyi katsay1 sinirlart verilmistir:

Teorem 3.4.4 f € S fonksiyonu (3.1) de verilen formda olsun.

u € C olmak tizere,
la; — pa3| < max{1, |4u — 3|}

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [21]. m

36



Janteng ve arkadaglar1 tarafindan f yildizil fonksiyon iken, H,(2) i¢in asagidaki

teoremi elde etmislerdir.

Teorem 3.4.5 f € S* fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak {izere,

|Hy(2)| = laza, —a3| <1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [27]. m

Kowalzcyk ve arkadaglari tarafindan elde edilen asagida verilen teorem, f yildizil
fonksiyon iken, H5(1) i¢in hesaplanan bu degerin bugiine kadarki en iyi tahmin

olmasina ragmen kesin olmadigin1 belirtmek gerekir.

Teorem 3.4.6 f € S fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak iizere,

8
|H3(1)| = |az(aya, — a%) —ay(a, — azaz) + as(az — a%)I < 9

esitsizligi saglanir [28]. m

Asagidaki teoremlerde ise konveks fonksiyonlar sinifindaki fonksiyonlar i¢in Fekete-
Szegd fonksiyonelinin ve ikinci Hankel determinanti i¢in kesin sinir1 ve {iglincii

Hankel determinanti i¢in katsay1 sinirlart verilmistir:

Teorem 3.4.7 f € C fonksiyonu (3.1) de verilen formda olsun.

u € C olmak tizere,
1
la; — paz| < gmax{1,3]1 - ul}

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [21]. m

Konveks fonksiyonlar sinifi i¢in Janteng ve arkadaslar1 H,(2) determinanti ile ilgili

asagidaki teoremi elde etmislerdir.

Teorem 3.4.8 f € C fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak iizere,
5 1
IH(2)] = lasa, — a3l < 5

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [27]. m
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Konveks fonksiyonlar smifi igin Kowalzcyk ve arkadaslart H5(1) determinanti ile

ilgili asagidaki teoremi elde etmiglerdir.

Teorem 3.4.9 f € C fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak iizere,

|H3(1)| = lag(aza, — a3) — a,(ay — azaz) + as(az — a3)| < 132

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [28]. m

a mertebeli yildizil ve a mertebeli konveks fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel

determinanti sinirlar1 agagida verilmistir:

Teorem 3.4.10 f fonksiyonu (3.1) de verilen formda olmak {izere,
i. Egerf € 5"(a) ise, bu durumda;
1
IH(2)] < (1 - 0)*|8 = 2a) (2a - D)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir [21].

ii. Egerf € C(a) ise, bu durumda

(1—-a)? 17a% — 36a + 36
144 ~ a?-2a+2

|H,(2)] <

esitsizligi saglanir [21]. m
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3.5  Bell Sayilan

Bu bolimde adimi Eric Temple Bell den alan Bell sayilarinin tanimina, sagladigi
yineleme bagintisina, Bell tiggenine ve katsayilar1 Bell sayilarini olusturan fonksiyona

deginilecektir.

Tamim 3.5.1 Negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in Bell sayilari, n elemanli bir kiimenin
bostan farkli alt kiimelere olasi ayrik parcalanislarinin ya da boliiniislerinin veya

izerindeki denklik bagintilarinin sayisin verir.

Ornegin; {a, b, c} kiimesinin boliimleri;

{{fa}, (b}, {c}}, {{ab}{c}}, {{ach{p}}, {bc}{a}}, {{abc}}
seklindedir.

Boliimler matematigin bir¢ok alaninda ortaya ¢ikar.

Ornegin; " = " bir S kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi ise; = nin denklik siniflar:
S nin bir bdliiniisiinii olusturur. Sonlu bir S kiimesinin bdliiniislerinin sayisi
diisiiniildiiginde; baska bir kiime s6z konusu olmadig siirece bu kiime

[n] = {1,2,3, ..., n} olarak alinir.

n elemanli bir kiimenin boliimlerinin sayis1 B,, ile gosterilen Bell Sayilaridur.
Yukarida verilen 6rnekten B; = 5 oldugu goriiliir. B, = 1, B; = 1, B, = 2 oldugunu
gormek oldukga basittir.

B, i¢in bilinen basit bir formiil yoktur. Bu nedenle yineleme bagintisindan yararlanilir.

Teorem 3.5.2 B, = 1 olmak iizere, Bell sayilari;

denklemini saglar [29].

Ik birkag Bell sayisin1 hesaplamak igin teoremde verilen yineleme bagimtist

kullanilirsa;
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p= Y (5= (o () =2
=Y ()= G (B (.=
5= ()= ()t ()8t ()Bas () = 15

sonuglari elde edilir.
1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, 678570, 4213597, 27644437, ...

seklinde devam eden Bell sayilar1 katlanarak biiyiir.

Teoremde verilen yineleme bagintist ile Bell sayilarmi hesaplamak ugrastirict bir
yoldur. Bu sayilar1 hesaplamanin bir baska yolu ise; yapica Pascal liggenine benzeyen

Bell liggeni diye ifade edilen farkli bir yinelemedir.

Tamm 3.5.3 Bell Sayilari, Bell iiggeni yardimiyla olusturulabilir. 1 sayis1 ile iggenin
ilk stitunu yazilmaya baslanir. Devaminda, her bir satirin ilk sayisi, bir 6nceki satirin
son sayist ile baslar ve her bir say1, bir iistiindeki satirda bulunan sayi ile toplanarak

yan tarafa yazilarak ilerlenir. Bu islemin tekrarlanmasiyla Bell tiggeni olusturulur.

Bell Uggeni
1
1 2
2 3 5

5 7 10 15
15 20 27 37 52
52 67 87 114 151 203

203

seklindedir. Her satirin son sayis1 Bell sayilarini verir.
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Kumar ve arkadaslari, 1 noktasina gore yildizil olan ve katsayilar1 Bell sayilarini

iireten asagidaki fonksiyonu ele almislardir.

Tamim 3.5.4 n > 0 olmak iizere, B, ile gosterilen Bell sayilari e’ -1 fonksiyonu

tarafindan

et—1 tn
e = Bn; , (t € R)
n=0 '

seklinde tiretilen katsayilar1 Bell sayilarini veren fonksiyondur [14].
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4. ARASTIRMA SONUCLARI

Bu béliimde once Bell sayilari ile iligkili sinirli donen fonksiyonlar sinifi tanimlanarak
aragtirmada kullanilan yardimci dnermeler verilecek, ardindan Bell sayilar ile iliskili
simirli donen fonksiyonlar smifi i¢in logaritmik katsayilart ve ters logaritmik

katsayilar1 hesaplanacaktir.

4.1  Bell Sayilariyla iligkili Stmirh Dénen Fonksiyonlar Sinifi

Tanim 4.1.1 U birim diskinde analitik olan ve

[oe]

fF) =2+ z a,z% ,(z € V) (4.1)

k=2

formuna sahip fonksiyonlarin smifinin A ile gosterildigi ve A sinifindaki {inivalent

fonksiyonlarin sinifinin S ile gosterildigi tiglincli boliimde verilmisti.

Ayrica, p € P fonksiyonlarinin, U birim diskinde analitik ve p(0) = 1 olmak iizere,
Rep(z) > 0 kosulunu saglayan
p(2) =14+ pz+pz°+ - +ppz™+ - = 1+anz" (4.2)
n=1
Taylor seri acilimina sahip fonksiyonlar oldugu yine iiciincii boliimde detayli olarak

verilmigti.

Oncelikle iinivalent fonksiyonlarin bir alt sinifi olarak, katsayilar1 Bell sayilari olan

fonksiyona subordine olan fonksiyonlarin sinifi tanimlanacaktir.

Tamim 4.1.2 f € S fonksiyonu (4.1) de verilen formda olmak iizere;

Ry = {f €A f'(z) < e 1 =Q(2), ZE [U}
biciminde tanimlanan fonksiyonlar sinifi, Bell sayilariyla iligkili sinirli dénen

fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir.
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Arastirma sonuglarimizin ispatlarinda kullanilmas: sebebiyle P  sinifindaki

fonksiyonlarin katsayilariyla ilgili bazi yardimc1 6nermeleri vermek uygun olacaktir.

Yardimer Onerme 4.1.3 Eger p € P, ¢; = 0 olmak iizere (4.2) formunda ise,
d, € [0,1] ve d,,d; € U= {z € C:|z| < 1} icin;
Cl = 2d1

olur.

d, € Uved, € U := {z € C: |z| = 1} i¢in ¢; ve ¢, degerlerinin (4.3) teki gibi oldugu
tek bir p € P fonksiyonu yani;

14 (dyd, + dy)z + dy2?
1 + (d_ldz i dl)Z + d2Z2 '

p(z) (zel)

dir [30].

Yardime1r Onerme 4.1.4 Eger p € P , (4.2) de verilen bicimde ise asagidaki
esitsizlikler gegerlidir [31]:

lcp,l <2, n=>1 (4.4)
|Chirk —HChe| <2, 0<pu<1 (4.5)
lcmen — kel <4, m+n=k+1 (4.6)
lcnsak —MCpci|l <2(14+2p) , p€ER (4.7)
A kompleks sayisi i¢in [32];
lc, — Ac?| < 2max(1, |2 — 1]). (4.8)

Yardime1 Onerme 4.1.5 p € P, (4.2) formunda ise;

|Kc3 — Lejcy, + Mcg| < 2|K| + 2|L — 2K| + 2|K — L + M| (4.9)
esitsizligi vardir [33].
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Yardimci1 Onerme 4.1.6 A, B, C birer reel say1 olmak lizere;

Y(4,B,C) := maks{|A+ Bz + Cz?| + 1—|z|? : z € U}

olsun. Bu durumda,

1. AC = 0 ise;
|Al + [B| + |C], |Bl = 2(1—|C])
Y(4,B,C) = B?
1+ Al + ———=, |B] < 2(1—|C))
At sa—on
2. Eger AC < 0 ise;
Y(4,B,0)
BZ
1—|Al+————,—4AC(C™2—1) < B? A |B| <2(1—|C])
A 3@ =1eD
— 2
1+ |A| + ———,B%? <min{4(1 + |C])? —4AC(C™?%2 -1
141+ iy B < minf4(1 +1CD? —44c(c ™ ~ 1)
R(A,B,C), diger
|Al + |B] = [C|, ICI(IB| + 4|A]) < |AB|
—|Al + B + [C|, |AB| < [CI(|B| — 4]A])
R(A,B,C) := B2
(al+1ch 1= diger
seklindedir [34].
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4.2 Bell Sayilan ile fligkili Stmirh Dénen Fonksiyonlar Smifi icin Logaritmik
Katsayilarin Hankel Determinantlar:

Bu boélimde Bell sayilariyla iliskili sinirli donen fonksiyonlarin Rz sinifina ait

fonksiyonlarin bazi baglangi¢ logaritmik katsayilari hesaplanmistir. Ayrica bu sinifa ait

fonksiyonlar i¢in H, ; (Fr/2) ve Hj; (Fr/2) logaritmik Hankel determinantlarinin {ist

sinirlar1 elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglarin bir kismi Dicle Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan gergeklestirilen 2. Uluslararast Fen Bilimleri

Lisansiistli Arastirmalar

Sempozyumunda

yayinlanmak iizere dergiye gonderilmistir.

Teorem 4.2.1 (4.1) de verilen f fonksiyonu Ry sinifinda ise;

esitsizlikleri saglanir.

I1k iic esitsizlik, asagidaki f;, f,, f5 fonksiyonlari ile kesindir.

ly,l <

=

<_
|V2| =%
sl < =
V3 =3
653
<—
= 3840
223

<
Ivsl < 1220

V4l

fi(z) = f (e¢1)dt,

f2(2) = fo (eetz‘l) dt,

zZ

f3(2) =f (eetS‘l) dt.

0
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(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)

(4.14)

(4.15)



Ispat: Subordinasyon tanimindan;

f'(z) = e @1 (4.16)
olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)| <1 kosulunu saglayan bir w(z) Schwarz

fonksiyonu vardir.

1+w(2)
1—-w(z)

olacak sekilde p fonksiyonu tanimlayalim.

p(z) = =1+cz+cz2+ 323 +cuzt+- (z€ )

Buradan da w(z) fonksiyonunu yalniz birakilirsa, z € U i¢in;

w(z) =B 1
p(z) +1
1 1 1 1 1
=§clz+z<cz—§clz)zz+§<c3+zc13—clcz>z3
1 3 1
+§<C4—§cf+zclzcz—clc3—§czz)z4
1 1 s 1, 3 3 2 5
+§<C5 +EC1 _ECICZ +ZC1C3 +ZC1C2 _61C4 _C2C3)Z + b

bulunur. Béylece p € P olur. Buradan;

w(z 1 1 1 1 1 1 1
e’ @121 et +§c222 + <§c3 —ch)f + <ﬁcf‘ —chcz +§c4)z4
1 5.1, 1, 1 2, 1 5
+<—ﬁc1+§clc2—ﬁclc3—ﬁclcz+§c5)z + - (4.17)
ve
f'(z2) =14 2a,z + 3a3z* + 4a,z3 + - (4.18)
(4.17) ve (4.18) de karsilik gelen katsayilar esitlenirse;
1
az == ch (4.19)
1
a3 == ECZ (4.20)
1 3
a4_ = @(24C3 - Cl) (4.21)
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1
as = =5 (64c, — 8cic, + ¢f) (4.22)

1
ag = M(ZALOCS —30c,¢2 — 30c?c3 + 15¢3c, — ) (4.23)
sonuglari elde edilir.

(3.3) ten (3.7) ye kadar ve (4.19) dan (4.23) e kadar olan denklemleri karsilastirirsak;

1
1=3g4 (4.24)
1 2
Y2 = 7g5 (162 = 3¢i) (4.25)
1
Vs = 35 3c ) (4.26)
1
Y4 = 95760 (4608c, — 96¢7 — 640c% + 87¢f — 1440c¢;c3) (4.27)
Ys = 11530 (480c5 — 20cyc? — 15c2cy + 38cc, — 5¢f — 144c,c, — 120c,c5)  (4.28)

degerlerini elde ederiz.

Yardime1 Onerme 4.1.4 te verilen (4.4) esitsizligi (4.24) e uygulandiginda;

bulunur.

Yardimc1 Onerme 4.1.4 te yer alan (4.8) esitsizliginde A = % almarak (4.25) e

uygulandiginda;

_ 2 2<12 1,|A-1 _1

12127~

16
degeri elde edilir.

Yardimcr Onerme 4.1.4 te bulunan (4.5) esitsizliginde p =§ alinarak (4.26) ya

uygulanirsa;

elde edilir.
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Y, ic¢in Ust smir elde etmek amaciyla (4.27) esitsizligine Once iiggen esitsizligi

uygulanir. Ardindan Yardimci1 Onerme 4.1.4 teki (4.4) esitsizligi, (4.5) esitsizliginde
U= % ile Yardimc1 Onerme 4.1.5 te bulunan (4.9) esitsizliginde K = 87, L = 96 ve

M = —1440 alinarak uygulanirsa;

1
lys| = W(L%OSC4 —96¢2 — 640c3 + 87cf — 1440c¢,¢c3)

1
< m<|01||87cf —96¢,c, — 1440c5| + 4608

653
<—=
~ 3840

)

Cy _%Cz

0.17.

elde edilir.

ys icin Ust smir elde etmek amaciyla (4.28) esitsizligine Once iiggen esitsizligi

uygulanir. Ardindan Yardimci Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi, (4.7)
esitsizliginde w, = —g, (4.5) esitsizliginde u, = 13—0 ve Yardimci Onerme 4.1.5 te

bulunan (4.9) esitsizliginde K = 38, L = 20, M = 120 alinarak uygulanirsa;

|y5|::(Iié56(480c5-20c1c§-15cfc34-38cfc2-5cf-— 144c,cq — 120c5¢3)
< ;<15|01|2 o +lclcl2 + |cz1|38¢3 — 20c; ¢, + 120c3| + 480 |cs —1C164 )
11520 3 10
< ﬁ ~ (0.154.
~ 1440
elde edilir.

()—f?etﬂﬂ— P I T
filz) = . e =zt5zi+gr + oz oz

_Zef2—1d_ 13155759
fz(z)—f0 (e ) t—z+§z +§Z +Ez +ﬁz + -

_Zef3—1d_ 1417110
f3(z)—f0 (e ) t_Z+ZZ +7Z +EZ + -

oldugundan, teoremde verilen ilk ii¢ esitsizligin kesinligi kolayca goriiliir. Bu ise ispati

tamamlar. m

48



Teorem 4.2.2 Eger f € R3 ise;

1
|H,1(Ff/2)| < (4.29)

36
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir.

Ispat: (4.1) ile verilen f fonksiyonu Rg sinifinda olsun. Teorem 4.2.1 de,

1
az :_Cl

1
a3 == ECZ

1 3
Ay = @(2403 —¢3)

oldugu elde edilmisti.

Rp smift ve |H2’1(Ff / 2)| donmenin degismezligi O6zelligine sahip oldugundan,
genelligi kaybetmeden a, > 0 kabul edebiliriz. Bdylece ¢ = ¢; € [0,2] ve dolayisiyla
Yardime1 Onerme 4.1.3 deki (4.3) esitlikleri sebebiyle d; € [0,1] olur. Béylece;

1

1
Hy 1 (F/2) =vivs — Vi = Z<a2a4 —aj + Eag)

1 2 4
= m (288C1C3 - 256C2 - 9C1

1 4 2 2 2 23 42 2 2
= 2304 (—di +16did,(1 —df) —8d5(1 — di)(df +8) + 72d,d3(1 — di)(1 — |d,|?)
(4.30)

elde edilir.

Bu son esitlikte d; e gore asagidaki durumlar s6z konusu olacaktir.

1. Durum: d; = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.30) denkleminden;

1

|H2,1(Ff/2)| = lyys — V22| = 2304

elde edilir.

2. Durum: d; = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.30) denkleminden;

1
2304

1 1

|H2,1(Ff/2)| = lyys — Y22| = (_8d%(1 - d%)(d% + 8))| = 36 |d,|? < 36
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bulunur.

3. Durum: d, € (0,1) oldugunu varsayalim. (4.30) ifadesine tliggen esitsizligi

uygulanirsa, |d;| < 1 ile birlikte;
|H2,1(Ff/2)| = |y1¥s — Y22|

—— (—d?* + 16d2d,(1 — d?) — 8d2(1 — d?)(d? + 8)

2304
1 —di 2 (di +8)d3
<~ d(1— e S M TS a2
< 35 %( )<‘72(1 2 tghd: oq, | "1l

1
=37 (1=di)(A+ Bd, + Cd3| +1 = |d,*)

elde edilir. Burada;

. —d3 B—zd o d? + 8
- 72(1 - d?)’ 97V 94,

seklindedir. d; € (0,1) oldugundan A < 0, B = 0 ve C < 0 oldugu agiktir.

Yardime1 Onerme 4.1.6 y1 uygulamak icin AC ¢arpimi incelendiginde, AC = 0 oldugu

goriiliir. Boylece Yardimci dnermenin birinci kismi uygulanabilir.

2 d>+8\ 2(2d>-9d, +8
|B|—2(1—|C|)=§d1—2(1—1 >=(1 1 +8)

9d, 9d,
2(d;, — 1)(d, — 8
> (d, — 1)(dy )>0
9d,

oldugu kolayca goriiliir. Bdylece Yardimc1 Onerme 4.1.6 ten;

1
|H2,1(Ff/2)| = |y1¥s — Y22| < §d1(1 - d%)Y(A; B, ()

1
=y d(1- di) (1Al + |B] + [C])

_1d(1 i) d3 zd +d2+8
— 321 72(1 — dz) 91" 94,
= i( 23d? — 40d? + 64)
2304 !
64
< —
= 2304
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sonucu elde edilir.

Yukarida incelenen ii¢ durum analiz edildiginde;

1
|Haoa (Fr/ )| < 5

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

Elde edilen sonucun kesin oldugunu gdstermek i¢in;

oo

1+ z?
P(Z):l_zz=1+222+224+...:1+ 272k

k=1

fonksiyonunu goz oniine alalim. p fonksiyonunun Rz sinifinda oldugu agiktir. Ayrica

¢, = ¢z = 0 ve ¢, = 2 oldugunu gérmek kolaydir. Buradan; a, = a, = 0 ve a; = g

elde edilir.
1 1 1
|H2,1(Ff/2)| = lnys —vil = |Z <a2a4 —aj + Eag) = 36
sonucu elde edilir.
Bu da ispat1 tamamlar. m
Teorem 4.2.3 Eger f € Rp ise, bu durumda;
| i < 25261 0.0456 (4.31)
V2Va — V3l = 552960 .

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.25), (4.26) ve (4.27) esitliklerinden yararlanilirsa;

2 1 2 1 2 2 4
VoVa — V5 = @(1662 — BCl)m (4608c, —96¢c;c, — 640c; + 87c;

2
1
- 1440C1C3) - (E (3C3 - C1C2)> )
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1
= ~T7e9a770 (13834cics — 4320cic; — 1680cic, + 10240c3

+ 69120c% + 261c8 + 7296c¢%c2 — 73728c,¢, — 23040, c,¢3)

Son esitlik tekrar diizenlendikten sonra her iki tarafin mutlak degeri alinip tiggen

esitsizligi uygulanir. Ardindan, Yardimc1 Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi,

NPT 13824 7296 261 .
(4.8) esitsizliginde Ay = ——, 4, = — , A3 = ———ve Yardimci Onerme 4.1.5
73728 10240 1680

te bulunan (4.9) esitsizliginde K = —4320, L = 23040, M = 69120 alinarak

uygulanirsa;
| 2| < 1 <73728| | 13824
Y2¥e T V31 = 17694720 2773728
+ |c3||—4320c¢3 — 23040¢;c, + 69120¢]
2 2 4 261 2
+ 10240]|c,|* |c, + 10240 i + 1680]|cy|* |c, + 1680l )
< 253 0.0456
T 552960
sonucu elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. m
Teorem 4.2.4 Eger f € Rp ise, bu durumda;
17
[Y1Va — v2v3| < 555 = 0.053 (4.32)

— 320

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27) esitliklerinden yararlanilarak;

YiVa — V2V3 = (640c,c2 — 720cZc; — 336¢3c, + 87cf + 4608¢; ¢, — 3840c,c3)

737280

yazilabilir.

Bu ifadeyi yeniden diizenleyip her iki tarafin mutlak degeri alinir, sonra iiggen

esitsizligi uygulanabilir. Ardindan, Yardimc1 Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi,

(4.5) esitsizliginde py = % , Uy = % ve (4.8) esitsizliginde A = % alinarak

uygulanirsa;
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1 3 87 720
[Y1Va — v2vsl < m<336|c1| C2 _ﬁﬁ +4608|cy| [c4 _mﬁ%
640
+ 3840]c,| |c3 — 3840 C1€2 )
< 17 ~ 0.053.
~ 320
elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m
Teorem 4.2.5 Eger f € R ise, bu durumda;
1263809
|Hs1(F/2)| < ceasto0g ~ 0-019 (4.33)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (3.17) denkleminden

H31(Fr/2) = va(ava = v3) = va(ra¥a = v2¥s) + vs(vavs — v3)
oldugu biliniyor. Bu ifadenin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa, liggen esitsizligini

kullanarak,

|Hs,1(Fr/2)| = lyallvays = Vil + vallyava = vavsl + lysllvays — vl
yazilabilir. Bu son ifade de Teorem 4.2.1 de elde edilen (4.12), (4.13), (4.14), Teorem
4.2.2 te elde edilen (4.29), Teorem 4.2.3 te elde edilen (4.31) ve Teorem 4.2.4 te elde
edilen (4.32) esitsizlikleri kullanilirsa;

1263809
1#:1(Fr/2)] = Ge355200

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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4.3 Bell Sayilar ile iligkili Stnirl Dénen Fonksiyonlar Sinifi i¢in Ters Logaritmik
Katsayilarin Hankel Determinantlari

Bu bdliimde Tanim 4.1.2 de verilen Bell sayilariyla iligkili sinirli donen fonksiyonlarin
Rz smifina ait fonksiyonlarin ters logaritmik katsayilarinin Hankel determinantlari
hesaplanmistir. Bu bdliimde elde edilen sonuglar yaymlanmak iizere dergiye

gonderilmistir.

Teorem 4.3.1 (4.1) de verilen f fonksiyonu i¢in f~! fonksiyonu Ry smifinda ise;

1

Il < 7 (4.34)
1

11| < 3 (4.35)
1

II3] < 3 (4.36)
33

|| < aod (4.37)
47

II5] < 30 (4.38)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: f €S olsun. Bu durumda Tamm 3.1.12 de verilen sartlar1 saglayan f~*
fonksiyonu vardir. Tanim 3.3.2 de f~! fonksiyonundan yararlanilarak logaritmik

katsayilar hesaplanmigtir. f~! fonksiyonunun logaritmik katsayilarinin verildigi

(3.8)-(3.12) denklemleri ile Rg smifinin tanimindan yazilan f'(z) = ge”@-1

esitliginde her iki tarafin katsayilarmin esitlenerek elde edilen (4.19)-(4.23)

denklemlerinden
1
L= —§C1 (4.39)
I, = 1 (—16 9c? 4.40
1
I; = —@(Zélc3 +9¢} — 32¢;¢,) (4.41)

1
I = 577¢g (—4608cs — 6624cfc, +3200c3 + 1203c} +7200¢;¢5) (4.42)
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1
s = — 55160 (3840c;5 + 6240c,cZ + 7080cics — 5376¢3c, + 695¢; — 6912¢; ¢, — 5760c,c5)

(4.43)

degerleri elde edilir.

Yardime1 Onerme 4.1.4 te verilen (4.4) esitsizligi (4.39) a uygulandiginda;

11
_8- -

ni=|-5
1l = €1 4

8

bulunur.

Yardimc1 Onerme 4.1.4 te yer alan (4.8) esitsizliginde A = % aliarak (4.40) ifadesine
uygulandiginda;

Iyl = -
21712

1 1
il <—=.2max(1,[A—-1|) ==

gy 6

CZ - E
degeri elde edilir.

Yardimci Onerme 4.1.5 te bulunan (4.9) esitsizliginde K =9, L. =32ve M =24

alinarak (4.41) e uygulanirsa;

1 s 1
T3] = ﬁ|2463 +9¢; — 32¢,0,| < 3

elde edilir.

[, icin st smir elde etmek amaciyla (4.42) esitsizligine Once liggen esitsizligi

uygulanir. Ardindan Yardimci Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi, (4.5)
esitsizliginde p = % ve Yardimci Onerme 4.1.5 te verilen (4.9) esitsizliginde

K = 1203, L = 6624, M = 7200 alinarak uygulanirsa;

1
Il = |m(_460864 — 6624cfc; +3200c] + 1203c] + 7200¢; c5)
<o (I 111203¢F — 6624c,c; + 7200c3] + 4608 |cy — oo c2 )
=92160\'! €1 €162 C3 ¢4~ 7608
33
< == 0.41.

80
elde edilir.
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Iz i¢in st sinir elde etmek amaciyla (4.43) esitsizligine Once iiggen esitsizligi

uygulanir. Ardindan Yardimci Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi, (4.5)

esitsizliginde u = %, (4.8) esitsizliginde A; = % ve A, = %fﬁ alinarak
uygulanirsa;

1
II5| = |m (3840cs + 6240c,c2 + 7080c2c; — 5376¢3 ¢, + 695¢?

- 6912C1C4 - 5760C2C3)

7080
2757601
+ 3840|c5|)

1
s-————<6912wﬂ + 5760 cs|

92160

R/
“ 759124
+ 5376|c |3

€2 = 53761

<47 1.5667
_30~ .

elde edilir. m

Teorem 4.3.2 Eger f € R3 ise;

1
|H2.1(Ff_1/2)| S

36 (4.44)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kesindir.

Ispat: (4.1) ile verilen f fonksiyonu Ry smifinda olsun. Teorem 4.2.1 de,

1
az :ZC:l
1
a3 == ECZ
1 3
Ay = @(2403 —¢)

esitlikleri elde edilmisti.

Rp sinifi ve |H2‘1(F 1/ 2)| donmenin degismezligi 6zelligine sahip oldugundan,
genelligi kaybetmeden a, > 0 kabul edebiliriz. Bdylece ¢ = ¢; € [0,2] ve dolayisiyla
Yardime1 Onerme 4.1.3 deki (4.3) esitlikleri sebebiyle d; € [0,1] olur. Bdylece;

2 _ 1 , ., 13,
Hp1(Fp-1/2) =13 = T3 = Z<“2a4 —as—azaz + ﬁaz)
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——— (—96¢%c, — 256¢5 + 27ct + 288¢;c3)

~ 36864
= 23104 (13d} + 32did,(1 — d?) + 8d3(1 — df)(d? + 8)
— 72d,d3(1 — df)(1 - |d,|*)
(4.45)
elde edilir.

Son esitlikte d; e gore asagidaki durumlar incelenirse;

1. Durum: d; = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.45) denkleminden;

13

|Hoa (Fpa/2)| = IR — 2] = 520

elde edilir.

2. Durum: d; = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.45) denkleminden;

_1|d|2<1
36 %' T 36

[Hoa s /2)] = IRE ~ 21 = |5 o3

bulunur.

3. Durum: d, € (0,1) oldugunu varsayalim. (4.45) ifadesine tiggen esitsizligi

uygulanirsa, |d;| < 1 ile birlikte;
|Hoa (Fp-2/2)| = LT = I

-1 4 2 2 2 2\( 42 2 2
- |m(13d1 +32d2d,(1 — d2) + 8d2(1 — d2)(d? + 8) — 72d,d5(1 — d2)(1 — |d,

1 13d3 4 (d? + 8)d?
—d,(1-d?)(|——2—+ 4t T2 INPRE
=32 1 )<‘72(1 dz) dldz 9d, +1-ldy|
1
= ﬁdl(l —d?)(|A+ Bd, + Cd3| + 1 — |d,|?)
elde edilir. Burada;
134} B_4d C_df+8
- 721 —d?)’ 9V " 9d,

seklindedir. d; € (0,1) oldugundan A > 0,B = 0 ve C > 0 oldugu agiktir.
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Yardime1 Onerme 4.1.6 y1 uygulamak icin AC ¢arpimi incelendiginde, AC = 0 oldugu

goriiliir. Boylece yardimci 6nerme birinci kismi uygulanabilir.

4 d>+8\ 2(3d>-9d,+8
|B|—2(1—|C|)=§d1—2(1—1 >=( 1 1 +8)

9d, 9d,
2(d, —1)(d, — 8
> (d, —1(dy )>0
9d,

oldugu kolayca goriiliir. Bdylece Yardimc1 Onerme 4.1.6 dan;

1
|[Hor(Fpa/2)| = IR — I < 55 di (1 - dD)Y (4,8, C)

1
= 3741 = dD) Al + B +1CD)

1 13d3 4 d? +8
=§d1(1—d%)( - - )

720 -d9) "9 T Tog,
1 4 2

= m(—27d1 - 24d1 + 64)
64

<L —

= 2304

1

36

sonucu elde edilir.

Yukarida incelenen ii¢ durum analiz edildiginde;

1
|Hy1 (Fp-1/2)| < 3%

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

[00]

1+ z2
1_Zz=1+222+224+---:1+ 22%k

p(z) =

k=1

fonksiyonunu g6z oniine alalim. p fonksiyonunun P sinifinda oldugu agiktir. Ayrica
¢, = ¢c3 = 0 ve ¢, = 2 oldugunu gérmek kolaydir. Buradan; a, = a, = 0 ve az = g
oldugu sonucu c¢ikar.

1

1 13
—<a2a4—a§ —asa; + 4) 36

4 12%

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. g

|H2,1(Ff—1/2)| = |I1[5 — 1—‘22| =
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Teorem 4.3.3 Eger f € R ise, bu durumda;

241
|IT, — I < =—— ~ 0.06276 (4.46)
3840

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.40), (4.41) ve (4.42) esitliklerinden yararlanilirsa;

1 1
I, — T2 = (@ (—16¢, + 9c12)> (m (—4608c, — 6624c2c, + 32002

2
-1
+ 1203cf + 7200C1C3)> — <@ (24c3 +9¢ — 320102)>

= Toeoa770 (41472ctcs +12960c] ¢; — 9744cic, — 51200c3
— 69120c% + 1107c¢? + 11904cfcZ + 73728c,¢4 + 69120¢, ¢ ¢3)

Son esitlik tekrar diizenlenip her iki tarafin mutlak degeri alinir ve sonra iiggen

esitsizligi uygulanabilir. Ardindan, Yardimc1 Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi,

11904 51200
212722 M3 = 73728

(4.5) esitsizliginde puy = 1, p, ve Yardimcit Onerme 4.1.5 te

verilen (4.9) esitsizliginde K = 1107, L = 9744 ve M = 12960 alinarak uygulanirsa;

< —
IL,T, F3|_17694720<69120|c3||c3 10|

+ ¢, 1311107¢3 — 9744c¢,¢c, + 12960c5]

+414720c, 2 ey — 2% 2 L 7370810, |, — 22220 2 )
|6 T 1472 21| = 73778

< 241 0.06276

3840 '
sonucu elde edilir ve bu da ispati tamamlar. m
Teorem 4.3.4 Eger f € R ise, bu durumda;

343
LT, — L] < ——— =~ 0.066 (4.47)

— 5120

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.39), (4.40), (4.41) ve (4.42) esitsizliklerinden yararlanilarak;

- 1280C2C3)
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Bu ifade yeniden diizenlenip her iki tarafin mutlak degeri alinir, sonra da iiggen

esitsizligi uygulanabilir. Ardindan Yardimec1 Onerme 4.1.4 te bulunan (4.4) esitsizligi,

(4.5) esitsizliginde p; = (4 7) esitsizliginde yu, = — % ve Uz = — % alinarak
uygulanirsa;
5 3 768
|, — L] < m<1680|01| 1680 ——c,c2| + 1536]cy | [cq + 1536C2C1
640
+ 1280]c, | |c ~ 1280 ©1¢2 )
< ﬁ ~ 0.066.
~ 5120

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 4.3.5 Eger f € Rp ise, bu durumda;

|Hs 1 (Fp-1/2)| < 873653 078 4.48
s1(Fr/2)| = 3555200 ~ (448)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (3.21) denkleminden
H31(Fp-1/2) = (LG — 1Y) — LGL — L) + (LG — 1)
oldugu biliniyor. Bu ifadenin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa, licgen esitsizligi

kullanilarak;

|H3,1(Ff—1/2)| = |F3||F2F4 - F32| + |F4||F1F4 - F2F3| + |F5||F1F3 - I‘22|
yazilabilir. Bu son ifade Teorem 4.3.1 de elde edilen (4.36), (4.37), (4.38), Teorem
4.3.2 de elde edilen (4.44), Teorem 4.3.3 te elde edilen (4.46) ve Teorem 4.3.4 te elde
edilen (4.47) esitsizlikleri kullanilarak,

873653

|H,1(Fy-1/2)] < 11059200

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmustur.

Giris boliimiinde kompleks analiz, iinivalent fonksiyonlar ve bazi alt simiflarinin
katsayilarinin hesaplanmast ile ilgili yapilan ¢aligsmalar hakkinda kisa bir bilgilendirme

yapilmustir.

Ikinci boliimde kompleks analizin temel kavramlari verilmistir. Elde edilen sonuglarin
anlasilir olabilmesi i¢in ihtiya¢ duyulan bazi temel tanim ve teoremler bu boliimde ele

alinmistir.

Ugiincii boliimde, iinivalent fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin bazi alt simiflar ile ilgili
tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica logaritmik katsayilar, Hankel
determinanti1 ve Bell sayilari agiklanarak arastirma sonuglarina ulasabilmek i¢in zemin

hazirlanmstir.

Dérdiincii bdliim ii¢ ana baslik altinda verilmistir. 11k olarak; Bell sayilar ile iliskili
siirli donen fonksiyonlarin Rg smifi tanimlanmig ve ispatlar1 yaparken kullanilan
yardimc1 Onermeler verilmistir. Daha sonra, bu siniftaki fonksiyonlarin logaritmik
katsayilarinin Hankel determinantlari i¢in sinirlar hesaplanmistir. Son boliimde ise; bu
smiftaki fonksiyonlarin ters logaritmik katsayilarinin Hankel determinantlari igin

sinirlar belirlenmistir.
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2014-2015 thrn.e/ Kesan Mesleki ve Teknik Anadolu Binen
Lisest
Gaziantep/Sehitkamil Sehit Serdal Sakir o
2015-2019 Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi Ogretmen
2019- Diyarbakir/Yenisehir 15 Temmuz Sehitleri Binen
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DICLE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
TEZ BENZERLIK BILDiRiMi FORMU

Ogrencinin Ad1, Soyadi Gizem Nur TUFAN
Ogrenci No 22804033
Ana Bilim Dali Matematik Ana Bilim Dali
Program Tiirii Proje OO Yiiksek Lisans Doktora O
Tez Danigsmani Prof. Dr. Sevtap SUMER
Bell Sayilariyla [liskili Sinirli Dénen Fonksiyonlar
Tez Bashig1 Snifi I¢in Logaritmik Katsayilarin Hankel
Determinantlar
RAPOR BILGILERI
Raporlama Asamasi Tez Savunma Sinavi Sonrast
Sayfa Sayis1 75
Raporlama Tarihi 06.07.2024
Benzerlik Oran (%) %13

Yukarida bilgileri verilen tez ¢alismamin toplam 75 sayfalik kismma iliskin, 06/07/2024
tarihinde tez damigmamm tarafindan TURNITIN isimli intihal tespit programindan asagida
belirtilen filtrelemeler uygulanarak alinmis olan intihal raporuna gore, tezimin benzerlik oranm
%13 olarak tespit edilmistir.

Uygulanan filtrelemeler:
OBaslangi¢ Boliimleri (Kabul ve Onay sayfasi, Tesekkiir sayfasi, Ozet/Abstract) haric

OKaynaklar harig
OAlntilar harig/dahil
@ Diger (Her sey dahil)

Tezimin benzerlik orani, Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Intihal Raporu Uygulama
Esaslarinda belirtilen {ist sinir benzerlik oranin1 agmamaktadir. Tez benzerlik orani {ist sinir
benzerlik oraninin altinda olsa dahi aksinin tespit edilmesi durumunda her tiirlii yasal
sorumlugu kabul ettigimi ve hukuki sonuglarina razi oldugumu bildirir,

geregini arz ederim.

Ogrencinin Gizem Nur TUFAN
Tarih:10.07.2024
1mza:

Damisman Prof. Dr. Sevtap SUMER Imza:
Tarih:10.07.2024

Ana Bilim Dali Baskam Prof. Dr. H. Ozlem GUNEY Imza:
Tarih:10.07.2024
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