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BELL SAYILARIYLA İLİŞKİLİ SINIRLI DÖNEN FONKSİYONLAR SINIFI 
İÇİN LOGARİTMİK KATSAYILARIN HANKEL DETERMİNANTLARI 

 

TUFAN, G1zem Nur 
Yüksek L1sans, Matemat1k Bölümü 

Danışman: Prof. Dr. Sevtap SÜMER 
Temmuz 2024, 75 sayfa 

 
Bu tezde katsayıları Bell sayıları olan fonks1yona subord1ne olan, sınırlı dönen 
fonks1yonların yen1 b1r alt sınıfı tanımlanarak bu alt sınıfa a1t fonks1yonların bazı 
başlangıç logar1tm1k ve ters logar1tm1k katsayı sınırları elde ed1lm1şt1r. Bu 
katsayılardan faydalanarak, Bell sayıları 1le 1l1şk1l1 sınırlı dönen fonks1yonların 𝐻/,$?𝐹- 2⁄ C logar1tm1k katsayılarının 1k1nc1 Hankel determ1nantı ve 𝐻/,$?𝐹-"# 2⁄ C ters 
logar1tm1k katsayılarının 1k1nc1 Hankel determ1nantı 1ç1n kes1n sınırlar bel1rlenm1şt1r. 
Ayrıca, tanımlanmış olan bu yen1 sınıfa a1t fonks1yonların logar1tm1k katsayılarının 𝐻0,$?𝐹- 2⁄ C üçüncü Hankel determ1nantı ve 𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ C ters logar1tm1k 
katsayılarının üçüncü Hankel determ1nantının sınırları hesaplanmıştır. Elde ed1len 
sonuçların daha anlaşılab1l1r olması 1ç1n öncel1kle kompleks fonks1yonlar teor1s1n1n 
temel1n1 oluşturan tanım ve teoremler ver1lm1ş, daha sonra ün1valent fonks1yonlar 
teor1s1n1n temel1n1 oluşturan tanım ve teoremler ver1lerek, bazı öneml1 alt sınıfları 
tanıtılmıştır. Bundan başka, Hankel determ1nantı ve Bell sayıları hakkında b1lg1 
ver1lerek tezde tanımlanan sınıfın ve sonuçların anlaşılab1l1rl1ğ1n1n sağlanması 
amaçlanmıştır. 

Anahtar Kel1meler: Un1valent fonks1yon; Hankel Determ1nantı; Logar1tm1k 

Katsayılar; Bell Sayıları. 
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ABSTRACT 

 

HANKEL DETERMINANTS OF LOGARITHMIC COEFFICIENTS FOR A 
CLASS OF BOUNDED TURNING FUNCTIONS ASSOCIATED WITH 

BELL NUMBERS 
 

TUFAN, G1zem Nur 

Master of Sc1ence of Department of Mathemat1cs 
Superv1sor: Prof. Dr. Sevtap SÜMER 

July 2024, 75 pages 
 

In th1s thes1s, a new subclass of bounded turn1ng funct1ons whose coeff1c1ents are 
subord1nate to the funct1on whose coeff1c1ents are Bell numbers 1s def1ned and some 
1n1t1al logar1thm1c and 1nverse logar1thm1c coeff1c1ent bounds of the funct1ons belog1ng 
to th1s subclass are obta1ned. Us1ng these coeff1c1ents, exact bounds for the second 
Hankel determ1nant of the logar1thm1c coeff1c1ents 𝐻/,$?𝐹- 2⁄ C  and the second Hankel 

determ1nant of the 1nverse logar1thm1c coeff1c1ents 𝐻/,$?𝐹-"# 2⁄ C of bounded turn1ng 
funct1ons assoc1ated w1th Bell numbers are determ1ned. Moreover,  bounds for the 
th1rd Hankel determ1nant of the logar1thm1c coeff1c1ents 𝐻0,$?𝐹- 2⁄ C  and the th1rd 

Hankel determ1nant of the 1nverse logar1thm1c coeff1c1ents 𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ C of funct1ons 
belong1ng to th1s new class are calculated. To enhance the clar1ty of the results, the 
thes1s f1rst presents the def1n1t1ons and theorems underly1ng the theory of complex 
funct1ons, followed by the def1n1t1ons and theorems underly1ng the theory of un1valent 
funct1ons, and 1ntroduces some 1mportant subclasses. Add1t1onally, the thes1s prov1des 
1nformat1on about the Hankel determ1nant and Bell numbers to fac1l1tate understand1ng 
of the def1ned class and the obta1ned results. 

Keywords: Un1valent funct1ons; Hankel Determ1nant; Logar1thm1c Coeff1c1ents; Bell 

Numbers.
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1. GİRİŞ 

Kompleks sayılar 16. yy. da üçüncü dereceden denklemler1n kökler1n1 veren formülde 

b1r rastlantı sonucu ortaya çıkmıştır. René Descartes 1637 yılında yayınladığı 

Geometr1 k1tabında negat1f sayıların karekökler1n1 “1maj1ner” olarak n1telem1şt1r. 

Leonhard Euler, −1 sayısının karekökünü 𝑖 sembolünü 𝑖 = √−1 veya eşdeğer olarak 𝑖/ = −1 şekl1nde tanımlayan ve bu sayıları ders k1taplarında da 1lk kez kullanan 

matemat1kç1d1r. 18. yy. da Alman matemat1kç1 Carl Fr1edr1ch Gauss bu tür sayılar 1ç1n 

ş1md1 yaygın olarak kullanılan “kompleks sayılar” 1fades1n1 1lk kez kullanmıştır. Gauss 

kompleks sayıları reel sayı s1stem1n1n b1r gen1şlemes1 g1b1 değerlend1rm1şt1r. 19. yy. da 

August1n Lou1s Cauchy ve Bernhard R1emann klas1k kompleks anal1z1n gel1ş1m1n1n 

büyük b1r kısmını tamamlamışlardır. 

 

Kompleks değ1şkenl1 geometr1k fonks1yonlar teor1s1, anal1t1k fonks1yonların 

geometr1k özell1kler1n1 1nceleyen kompleks anal1z1n öneml1 b1r dalıdır. 1851 yılında B. 

R1emann, 𝑧 − düzlem1n1n herhang1 b1r bas1t bağlantılı alt bölges1n1, 𝑤 − düzlem1n1n 

bas1t bağlantılı b1r bölges1 üzer1ne konformal olarak resmeden anal1t1k b1r fonks1yonun 

olduğunu gösterm1ş ve böylece geometr1k fonks1yonlar teor1s1n1n ortaya çıkmasına 

sebep olmuştur. Geometr1k fonks1yonlar teor1s1n1n en öneml1 konularından b1r1, 

ün1valent fonks1yonlar teor1s1d1r. Bu teor1 1907 yılında Koebe’ n1n, normal1ze ed1lm1ş 

ün1valent b1r fonks1yonun kend1s1n1n ve b1r1nc1 türev1n1n modüller1 üzer1ndek1 sınırları 

1spatlamaya çalışması 1le başlamıştır. 1916 yılında B1eberbach’ın bu tür fonks1yonların 

1k1nc1 katsayıları 1ç1n elde ett1ğ1 kest1r1m1 ve bu kest1r1m1n sonuçları ün1valent 

fonks1yonlar teor1s1n1n önem1n1 ortaya koymuştur. Katsayı problemler1 pek çok 

matemat1kç1n1n 1lg1s1n1 çekm1ş ve ün1valent fonks1yonların alt sınıfları üzer1nde b1rçok 

çalışma yapılmıştır. Öyle k1, 1916 yılında B1eberbach tarafından öne sürülen 𝑆 sınıfına 

a1t b1r fonks1yonunun Taylor açılımındak1 katsayı sınırları tahm1n1 1984 yılına kadar 

sadece altıncı ter1me kadar elde ed1leb1lm1şt1r. 1984 yılında tüm 𝑎, katsayıları 1ç1n 

Branges tarafından 1spatlanana kadar problem1n çözümü 1le 1lg1lenen matemat1kç1ler, 

bununla b1rl1kte b1rçok problem1 de 1ncelemeye almış, normal1ze ed1lm1ş anal1t1k ve 

ün1valent fonks1yonlar sınıfının bazı alt sınıflarını tanımlayarak bu sınıflara a1t 

fonks1yonlarla farklı bağıntılar elde etm1şlerd1r. Katsayı problemler1n1n çözülmüş 

olması, bu alanda çalışacak tüm problemler1n b1tt1ğ1 anlamına gelmem1ş, ters1ne 

ün1valent fonks1yonlarla teor1s1n1 daha da zeng1nleşt1rerek, bu alanda çalışan 
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matemat1kç1ler katsayı problem1n1 çalışmayı 𝑆 sınıfının farklı alt sınıfları 1ç1n devam 

ett1rm1şlerd1r. 

 

Geometr1k fonks1yon teor1s1nde 𝑆 sınıfının en öneml1 ve en temel a1leler1 arasında 𝑆∗ 
1le göster1len yıldızıl fonks1yonlar a1les1, 𝐶 1le göster1len konveks fonks1yonlar a1les1 

ve 𝑅 1le göster1len sınırlı dönen fonks1yonlar a1les1 yer almaktadır. 1994 yılında Ma-

M1nda [1] tarafından, 𝕌 b1r1m d1sk1n1 sağ yarı düzlemde 𝜑(0) = 1 e göre yıldızıl 

bölgeye resmeden ve reel eksene göre s1metr1k olan anal1t1k ün1valent fonks1yonlar 𝜑(𝑧) sınıfını tanıtmışlardır. Yakın zamanlarda, Kumar ve arkadaşları [2] b1r1m d1sk1 

b1r kard1o1d bölgeye resmeden Ma-M1nda t1p1 yıldızıl fonks1yonlar sınıfını tanıtmış ve 

temel özell1kler1n1 verm1şlerd1r. S1metr1k kard1o1d bölgeyle 1l1şk1l1 konveks 

fonks1yonlar sınıfı Mal1k ve arkadaşları [3] tarafından, Ma- M1nda t1p1 subord1nasyon 

koşulunu sağlayan ve h1lal şekl1ndek1 b1r bölgeyle 1l1şk1l1 anal1t1k fonks1yonların bazı 

alt sınıfları Sharma ve arkadaşları [4] tarafından araştırılmıştır. Wan1 ve Swam1nathan 

[5], nefro1d bölgeyle 1l1şk1l1 Ma-M1nda t1p1 yıldızıl ve konveks fonks1yonlar 

tanıtmışlardır. Mend1ratta ve arkadaşları [6] tarafından üstel fonks1yonla 1lg1l1 güçlü 

yıldızıl fonsk1yonlar, Ra1na ve Sokol [7] tarafından 1se Ma-M1nda t1p1 subord1nasyon 

koşulunu sağlayan lune 1le 1l1şk1l1 anal1t1k fonks1yonların bazı alt sınıfları çalışılmıştır. 

Bu çalışma da bunlardan yola çıkılarak Ma-M1nda t1p1 sınırlı dönen fonks1yonlar sınıfı 𝑅(𝜑) den yararlanılacaktır. 

 𝑆 dek1 her b1r 𝑓 fonks1yonu logar1tm1k katsayılar kuvvet ser1ler1 c1ns1nden 

tanımlanab1l1r. 𝑓 fonks1yonunun logar1tm1k katsayıları 𝛾, 1le göster1l1r. Logar1tm1k 

katsayılar, ün1valent fonks1yonların katsayılar 1le 1lg1l1 problemlerde sıklıkla kullanılır. 𝑆 sınıfının en öneml1 fonks1yonlarından b1r1 olan Koebe fonks1yonunun logar1tm1k 

katsayıları 𝛾, = 1/𝑛 d1r. Koebe fonks1yonunun ekstremal özell1kler1 neden1yle yıldızıl 

fonks1yonlar 1ç1n de |𝛾,| ≤ 1/𝑛 olması beklen1r. Ancak bu eş1ts1zl1k 𝑘 = 2 1ç1n b1le 

yanlıştır. 𝑘 ≥ 3 olması durumunda 1se logar1tm1k katsayıların kes1n tahm1n1 

b1l1nmemekted1r. Son zamanlarda, logar1tm1k katsayılar çeş1tl1 yazarlar tarafından 

çalışılmış ve 𝑆 sınıfının bazı öneml1 alt sınıflarındak1 fonks1yonların logar1tm1k 

katsayılarının üst sınırları elde ed1lm1şt1r. 
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Hankel determ1nantları 1se; 𝑆 sınıfı 1ç1n öneml1 b1r rol oynamamasına rağmen, son 

yıllarda elemanları  𝑆 n1n alt sınıflarındak1 fonks1yonların katsayıları olan Hankel 

determ1nantlarına büyük önem ver1lm1şt1r. 𝑆 sınıfında Hankel determ1nantı 1ç1n kes1n 

sonuçlar bulmak açıkça zordur ve bu yönde çok az şey b1l1nmekted1r. 𝐻*(𝑛) 1le 

göster1len Hankel determ1nantının doğru büyüme oranını bulmak açık b1r sorun 

olmaya devam etmekted1r. Her ne kadar 𝑆 sınıfı 1ç1n 𝐻/(2) n1n kes1n üst sınırı 

b1l1nmese de geometr1k fonks1yon teor1s1nde, anal1t1k fonks1yonların çeş1tl1 alt sınıfları 

1ç1n 1k1nc1 Hankel determ1nantı ve üçüncü Hankel determ1nantının kes1n üst sınırını 

hesaplama problem1 yaygın olarak çalışılmıştır. Çok yakın zamanda 1se Kowalzcyk ve 

Lecko [8], anal1t1k b1r fonks1yonun logar1tm1k katsayıları olan Hankel determ1nantı 𝐻*,,(𝐹- 2)⁄  y1 tanıtmıştır. Bu Hankel determ1nantının katsayılarının, logar1tm1k 

katsayılar 1le değ1şt1r1lm1ş hal1d1r. Yaptıkları çalışma da yıldızıl ve konveks 

fonks1yonlar sınıfı 1ç1n 𝐻/,$(𝐹- 2)⁄  determ1nantının kes1n sınırlarını elde etm1şler ve 

sonrak1 çalışmalarında 1se; 𝛼 mertebeden yıldızıl ve konveks fonks1yonlar sınıfı 1ç1n 𝐻/,$(𝐹- 2)⁄  determ1nantının kes1n sınırlarını hesaplamışlardır [9]. Güçlü yıldızıl ve 

güçlü konveks fonks1yonlar 1ç1n 𝐻*,,(𝐹- 2)⁄  determ1nantının kes1n sınırlarını 

hesaplama problem1 Sümer Eker ve arkadaşları [10] tarafından ele alınmıştır. Ayrıca 𝑆 

sınıfının bazı alt sınıfları 1ç1n logar1tm1k katsayıların 1k1nc1 Hankel determ1nantı 1ç1n 

üst sınırlar Sr1vastava ve arkadaşları [11], Sümer Eker ve arkadaşları [12] ve Sh1 ve 

arkadaşları [13] tarafından ele alınmıştır. 

 

Negat1f olmayan b1r n tamsayısı 1ç1n, Bell sayıları, n elemanlı b1r kümen1n boştan farklı 

alt kümelere olası ayrık parçalanışlarının veya eşdeğer olarak, üzer1ndek1 denkl1k 

bağıntılarının sayısını sayar. Bell sayıları, b1nom katsayılarını 1çeren b1r yen1leme 

bağıntısını sağlar. Kumar ve arkadaşları [14] 1 noktasına göre yıldızıl olan ve 

katsayıları Bell sayılarını üreten b1r fonks1yonu ele almışlardır. 

 

Bu çalışmada yukarıda bahsed1len f1k1rlere dayanarak, sınırlı dönen fonks1yonların 

Bell sayılarıyla 1l1şk1l1 olan fonks1yona subord1ne olduğu yen1 b1r sınıf tanımlanarak, 

g1rd1ler1 bu sınıftak1 b1r 𝑓 fonks1yonunun logar1tm1k katsayıları olan Hankel 

determ1nantı 1ncelenm1şt1r. Bunun 1ç1n öncel1kle tanımlanan yen1 sınıfa a1t 

fonks1yonların bazı başlangıç logar1tm1k katsayı sınırları elde ed1lm1şt1r. Daha sonra 
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bu sınırlardan faydalanarak 1k1nc1 Hankel determ1nantı 1ç1n kes1n sınırlar bel1rlenm1ş 

ve son olarak, Bell sayıları 1le 1l1şk1l1 sınırlı dönüş fonks1yonlarının logar1tm1k 

katsayılarının üçüncü Hankel determ1nantının sınırlarını hesaplanmıştır. 
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2. KOMPLEKS ANALİZİN TEMEL KAVRAMLARI 

 

Bu bölümde kompleks anal1z1n temel1n1 oluşturan ve tezde daha sonra kullanılacak 

olan temel tanımlar yapılacaktır. Tez boyunca 1ht1yaç duyulacak bazı öneml1 teoremler 

ve bunların sonuçları kanıtsız olarak ver1lecekt1r. 

 

Tanım 2.1 (Komşuluk) 𝜀 > 0 ve 𝑧' ∈ ℂ olsun. 

𝐷(𝑧'; 𝜀) = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧'| < 𝜀} 
kümes1ne  𝑧' noktasının 𝜀 − komşuluğu veya merkez1  𝑧' noktası, yarıçapı 𝜀 olan 

çember-n -ç- den1r. Bazen "𝐷(𝑧'; 𝜀) komşuluğu" yer1ne "ℂ de  𝑧' merkezl1, 𝜀 yarıçaplı 

açık d-sk" 1fades1 de kullanılab1l1r. 

 

𝐷(𝑧'; 𝜀) = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧'| ≤ 𝜀} 
kümes1ne 𝑧' merkezl1 𝜀 yarıçaplı kapalı d-sk, 

 

𝜕𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧'| = 𝜀} 
kümes1ne 𝑧' merkezl1 𝜀 yarıçaplı çember, 

 

𝐷(𝑧'; 𝜀) {𝑧'}⁄  

kümes1ne 1se 𝑧' noktasının del-nm-ş 𝜀 − komşuluğu den1r ve 𝐷∗(𝑧'; 𝜀) 1le göster1l1r. 

Bu kümen1n 

𝐷∗(	𝑧'; 𝜀) = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < |𝑧 −	𝑧'| < 𝜀} 
şekl1nde göster1leb1leceğ1 açıktır. 

 

Tanım 2.2 (İç Nokta) 𝐴 ⊂ ℂ ve 𝑧' ∈ 𝐴 olsun.  𝑧' noktasının en az b1r 𝜀 − komşuluğu 

tamamıyla 𝐴 kümes1nde kalıyorsa, 𝑧' noktasına 𝐴 kümes1n1n b1r 1ç noktası den1r. 

Başka b1r 1fadeyle 𝐷(𝑧'; 𝜀) ⊂ 𝐴 koşulunu sağlayan b1r 𝜀 > 0 sayısı bulunab1l1yorsa 𝑧' 

noktası 𝐴 kümes-n-n -ç noktası olarak adlandırılır. 𝑖ç𝐴 veya 𝐴° 1le göster1len ve 𝐴 

kümes1n1n 1ç1 olarak adlandırılan küme 𝐴 nın bütün 1ç noktalarının kümes1d1r. 
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Tanım 2.3 (Açık Küme) 𝐴 kümes1n1n her noktası b1r 1ç nokta 1se bu kümeye açık 

küme den1r. Başka b1r dey1şle	𝐴° = 𝐴 1se,	𝐴, ℂ de açık kümed1r. 

 

Tanım 2.4 (Yığılma Noktası) 𝐴 ⊂ ℂ olsun. 𝐴 ≠ ∅ ve 𝑧' ∈ ℂ ver1ls1n. 𝑧' noktasının 

her del1nm1ş komşuluğu 𝐴 kümes1n1n en az b1r noktasını 1çer1yorsa, 𝑧' noktasına 𝐴 

kümes1n1n yığılma noktası den1r. 

 

Tanım 2.5 (Kapalı Küme) Tüm yığılma noktalarını kapsayan kümeye kapalı küme 

den1r. 

 

Tanım 2.6 (Ayrık Küme) Kompleks sayılar kümes1nde boş olmayan 1k1 kümen1n ara 

kes1t1 boş 1se bu 1k1 kümeye ayrık küme den1r. Başka b1r dey1şle, 𝑈, 𝑉 ⊂ ℂ kümeler1 

ver1ls1n. 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅  oluyorsa bu kümelere ayrık küme den1r. 

 

Tanım 2.7 (Bağlantılı ve Bağlantısız Küme) 𝐴 ≠ ∅ olsun. 𝐴 ⊆ 𝑈 ∪ 𝑉, 𝐴 ∩ 𝑈 ≠ ∅ ve            𝐴 ∩ 𝑉 ≠ ∅, 𝐴 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şek1lde 𝑈 ve 𝑉 g1b1 boş olmayan 1k1 ayrık açık 

küme bulunamıyorsa, 𝐴 ⊂ ℂ kümes1ne bağlantılı küme den1r. Bağlantılı olmayan 

kümeye 1se bağlantısız küme den1r. (Şek1l 2.1) 

 

Örneğ1n; ℂ, ℝ ve	𝐴 = {𝑧:	|𝑧| < 1} kümeler1 b1rer bağlantılı kümed1r ancak                                    𝐵 = {𝑧: 𝐼𝑚𝑧 = 0	𝑣𝑒	𝑅𝑒𝑧	𝑟𝑎𝑠𝑦𝑜𝑛𝑒𝑙	𝑠𝑎𝑦𝚤} kümes1 bağlantısız b1r kümed1r. 

                      

Şek1l 2.1 Bağlantılı Küme ve Bağlantısız Küme 

 

Tanım 2.8 (Bölge) Kompleks düzlemde bağlantılı ve açık b1r küme bölge olarak 

adlandırılır. 

 

Örneğ1n; ℂ kümes1 hem bağlantılı hem de açık olduğundan b1r bölged1r. Ancak                            𝐵 = {𝑧: 𝐼𝑚𝑧 = 0	𝑣𝑒	𝑅𝑒𝑧	𝑟𝑎𝑠𝑦𝑜𝑛𝑒𝑙	𝑠𝑎𝑦𝚤} kümes1 bağlantısız olduğundan bölge 

bel1rtmez. 

z1 z2

· ·· · ·
z1 z2

·
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Tanım 2.9 (Eğr7) [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ olmak üzere, 𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℂ sürekl1 fonks1yonuna ℂ 

kümes1nde b1r eğr- den1r. Geometr1k olarak b1r eğr1 [𝑎, 𝑏] aralığının 𝛾 fonks1yonu 

altındak1 resm1 olarak tanımlanır. 

 𝑥 = 𝑥(𝑡) ve 𝑦 = 𝑦(𝑡) reel 𝑡 değ1şken1n1n reel değerl1 fonks1yonları olsun.     𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℂ eğr1s1 parametr1k olarak 

𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡),			𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

kuralı 1le ver1l1r. 

 𝛾(𝑎) eğr1n1n başlangıç noktası, 𝛾(𝑏) eğr1n1n b1t1ş noktası olarak tanımlanır. 𝑡, 𝑎 dan 𝑏 

ye artarkan buna karşılık gelen 𝛾(𝑡) n1n 𝛾(𝑎) dan 𝛾(𝑏) ye doğru sıralanması eğr1n1n 

yönünü bel1rt1r. (Şek1l 2.2) 

 

 

Şek1l 2.2 Eğr1 

 

Örneğ1n; 𝛾: [1,2] → ℂ	, 𝛾(𝑡) = 𝑡 + 2𝑖𝑡 1le ver1len fonks1yon sürekl1 olduğundan ℂ de 

b1r eğr1d1r. 

 

Uç noktalar dışında, kend1n1 kesmeyen eğr1ye bas-t eğr- den1r. Uç noktalar har1ç 

kend1n1 en az b1r noktada kesen eğr1ye bas-t olmayan eğr- den1r. (Şek1l 2.3) 

 

 

Şek1l 2.3 Bas1t eğr1 ve bas1t olmayan eğr1 

 

Başlangıç noktası, b1t1ş noktasına eş1t yan1 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏) 1se 𝛾 eğr1s1 kapalı eğr1 olarak 

adlandırılır. Kapalı b1r eğr1n1n yönü poz1t1f veya negat1ft1r. 

 

 
!(#) 

 

!(%) 

 

!(&) 

 

> 

 

Başlangıç noktası 

B.t.ş noktası 

· · ·

·
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Bas1t ve kapalı olan eğr1lere Jordan eğr-s- veya bas-t kapalı eğr- adı ver1l1r. 

Örneğ1n; 𝛾(𝑡) = 𝑒23	, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 b1r1m çember1 Jordan eğr1s1d1r. (Şek1l 2.4) 

 

Şek1l 2.4 Bas1t kapalı eğr1 

 𝛾4(𝑡) = 𝑥4(𝑡) + 𝑖𝑦4(𝑡) türev1 sıfırdan farklı ve sürekl1 1se 𝛾 eğr1s1ne düzgün eğr- den1r. 𝛾 ve 𝛾4 eğr1ler1n1n her 1k1s1 de parçalı yan1 𝛾 = 𝛾$ + 𝛾/ +⋯+ 𝛾, b1ç1m1nde 

yazılab1l1yor ve sürekl1 1se 𝛾 eğr1s1ne parçalı düzgün eğr- den1r. (Şek1l 2.5) 

 

                     

Şek1l 2.5 Düzgün eğr1 ve parçalı düzgün eğr1 

 

Tanım 2.10 (Kompleks Fonks7yon) Kompleks fonks1yon tanım kümes1 ve görüntü 

kümes1 ℂ n1n alt kümeler1 olan b1r fonks1yondur. Daha açık b1r 1fadeyle, 	𝐴 ⊂ ℂ ve 𝐴 ≠ ∅ olmak üzere; 𝐴 nın her b1r 𝑧 elemanına b1r 𝑤 ∈ ℂ sayısı karşılık get1ren 

kuraldır.	𝑓: 𝐴 → ℂ	, 𝑓(𝑧) = 𝑤 1le göster1l1r. 

 

Tanım 2.11 (Kompleks Fonks7yonun L7m7t7) L1m1t kavramı fonks1yonun b1r 

noktadak1 değer1 değ1l, o noktadak1 davranışıdır. 𝐴 ⊂ ℂ olmak üzere; 𝑓: 𝐴 → ℂ 

fonks1yonu ver1ls1n. 𝑧' ∈ ℂ , 𝐴 kümes1n1n b1r yığılma noktası olsun. Ayrıca 𝑤' ∈ ℂ  

ver1ls1n. Her 𝜀 > 0 ve 0 < |𝑧 − 𝑧'| < 𝛿 şartını sağlayan her 𝑧 ∈ 𝐴 1ç1n,                 |𝑓(𝑧) − 𝑤'| < 𝜀 olacak şek1lde 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı varsa 𝑧,  𝑧' a yaklaşırken 𝑓(𝑧) 
fonks1yonunun l1m1t1 𝑤' dır den1r ve bu durum lim

"→"$
𝑓(𝑧) = 𝑤' 1le göster1l1r. 

 

L1m1t1n tanımı aşağıdak1 şek1lde de ver1leb1l1r: 

 𝐴 ⊂ ℂ olmak üzere; 𝑓: 𝐴 → ℂ b1r fonks1yon 𝑧' ∈ ℂ , 𝐴 kümes1n1n b1r yığılma noktası 

olsun. Ayrıca 𝑤' ∈ ℂ ver1ls1n. Her 𝜀 > 0 1ç1n 𝑓?𝐴 ∩ 𝐷∗(𝑧'; 𝛿)C ⊂ 𝐷(𝑤'; 𝜀) olacak 

 

·

1

!(0) = !(2') ! 

·

·
γ1

·
γ2

·
γ3

·

· ·

γn

γ
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şek1lde 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı varsa 𝑧,	𝑧' a yaklaşırken 𝑓(𝑧) fonks1yonunun l1m1t1 𝑤' 

dır den1r. 

 

Tanım 2.12 (Kompleks Fonks7yonun Sürekl7l7ğ7) 𝐴 ⊂ ℂ olmak üzere; 𝑓: 𝐴 → ℂ b1r 

fonks1yon ve 𝑧' ∈ 𝐴 olsun. ∀𝜀 > 0 ve |𝑧 − 𝑧'| < 𝛿 şartını sağlayan her 𝑧 ∈ 𝐴 1ç1n |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧')| < 𝜀 olacak b1ç1mde 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı bulunab1l1yorsa	𝑓(𝑧) 
fonks1yonu 𝑧' noktasında sürekl-d-r den1r. 

 

Tanım 2.13 (D7ferans7yelleneb7l7rl7k) 𝐴	, ℂ kompleks sayılar kümes1n1n alt kümes1 

olmak üzere; 𝑓: 𝐴 → ℂ b1r fonks1yon ve 𝑧' ∈ 𝐴 olsun. Eğer 

lim
"→"$

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧')𝑧 − 𝑧'  

l1m1t1 varsa 𝑓  fonks1yonuna, 𝑧' noktasında d-ferans-yelleneb-l-r veya türevleneb-l-r 

fonks-yon den1r. Yukarıda ver1len l1m1t1n değer1 𝑓4(𝑧) veya 
6-

6"
(𝑧') 1le göster1l1r ve 𝑓  

fonks1yonunun 𝑧' noktasındak1 türev- den1r. 

 

Tanım 2.14 (Anal7t7kl7k) 𝐴 , ℂ kompleks sayılar kümes1n1n alt kümes1 olmak üzere; 𝑓: 𝐴 → ℂ fonks1yonu, 𝑧' noktasında ve bu noktanın uygun b1r komşuluğundak1 her 

noktada d1ferans1yelleneb1l1rse, 𝑓  e, 𝑧' noktasında anal-t-k fonks-yon den1r. 𝑓	 
fonks1yonu 𝑧' noktasında anal1t1k olma koşulunu sağlamıyorsa, bu noktaya 

fonks1yonun s-ngüler (tek-l) noktası den1r. ℂ de anal1t1k olan fonks1yona 1se tam 

fonks-yon den1r. 

 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 olmak üzere 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) fonks1yonu anal1t1k 1se; 

78

79
(𝑥, 𝑦) = 7:

7;
(𝑥, 𝑦)				ve    

78

7;
(𝑥, 𝑦) = − 7:

79
(𝑥, 𝑦) 

1le ver1len Cauchy-R1emann denklemler1n1 sağlar. 

 

Örneğ1n; 𝑓$(𝑧) = 𝑒" fonks1yonu ve 𝑓/(𝑧) = 𝑐 sab1t fonks1yonu ℂ n1n her noktasında 

anal1t1kt1r yan1, b1r tam fonks1yondur. 𝑓0(𝑧) = 𝑧̅  fonks1yonu 1se h1ç b1r noktada 

türevlenemed1ğ1nden h1ç b1r yerde anal1t1k değ1ld1r. 𝑓<(𝑧) = 𝑧/ fonks1yonu kompleks 

düzlem1n1n her 𝑧 noktasında d1ferans1yelleneb1l1r olduğundan anal1t1kt1r. 
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Teorem 2.15 (Cauchy İntegral Formülü) 𝑓 fonks1yonu bas1t bağlantılı b1r 𝐵 

bölges1nde anal1t1k ve 𝛾, tamamen 𝐵 de kapsanan bas1t kapalı b1r eğr1 olsun. 𝛾 1ç1ndek1 

herhang1 b1r 𝑧' noktası 1ç1n; 

𝑓(𝑧') = 12𝜋𝑖 � 𝑓(𝑧)𝑧 − 𝑧' 𝑑𝑧
	

>

 

eş1tl1ğ1 sağlanır [15].  

 

Teorem 2.16 (Türevler İç7n Cauchy İntegral Formülü) Bas1t bağlantılı b1r 𝐵 

bölges1nde 𝑓	anal1t1k ve 𝛾, tamamen 𝐵 bölges1nde kapsanan bas1t kapalı b1r eğr1 olsun. 𝛾 eğr1s1 1ç1ndek1 herhang1 b1r 𝑧' noktası 1ç1n, 𝑛 = 0,1, … olmak üzere; 

𝑓(,)(𝑧') = 𝑛!2𝜋𝑖 � 𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑧'),($ 𝑑𝑧
	

>

 

eş1tl1ğ1 gerçeklen1r [15].  

 

B1r bölgede anal1t1k olan b1r fonks1yonun her mertebeden türev1n1n var ve bu 

türevler1nde anal1t1k olması Türevler 1ç1n Cauchy İntegral formülünün en öneml1 

sonucudur. 

 

Bel1rl1 b1r 𝐵 bölges1nde anal1t1k olan 𝑓 fonks1yonunun uygun b1r komşuluğunda 

kuvvet ser1s1 olarak göster1leb1leceğ1n1 söyleyen Taylor Teorem1, Cauchy İntegral 

Formülünden er1ş1len öneml1 b1r kavramdır. 

 

Teorem 2.17 (Maks7mum Modül Teorem7)	𝑓, bas1t kapalı b1r γ eğr1s1 1le sınırlı 𝐵 

bölges1nde sab1t olmayan anal1t1k b1r fonks1yon olsun. Bu durumda |𝑓(𝑧)|, maks1mum 

değer1n1 𝛾 üzer1nde alır [15].  

 

Teorem 2.18 (Taylor Teorem7) 𝑓 fonks1yonu, b1r 𝐵 bölges1nde anal1t1k ve 𝑧', 𝐵 de 

b1r nokta olmak üzere	𝐷(𝑧'; 𝑟), 𝐵	n1n alt kümes1 olsun. Bu durumda 𝐷(𝑧'; 𝑟) d1sk1nde; 

𝑓(𝑧) = �𝑓(?)(𝑧')𝑘!
@

?A'

(𝑧 − 𝑧')? 
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d1r. Bu eş1tl1ktek1 ser1ye 𝑓 fonks1yonunun 𝑧' noktasında komşuluğundak1 Taylor ser-s- 

den1r [15].  

 𝑓(𝑧) fonks1yonunun anal1t1k olduğu 𝑧' ∈ 𝐵 noktasının komşuluğunda Taylor ser1s1ne 

açıldığında, bu ser1n1n yakınsaklık yarıçapı şu şek1lde bulunur: 𝑎, 𝑧' noktasına en 

yakın olan 𝑓(𝑧) fonks1yonunun anal1t1k olmadığı nokta olsun. 𝑧' noktasının 𝑎 

noktasına uzaklığı Taylor ser1s1n1n yakınsaklık yarıçapını ver1r. 

 

Tanım 2.19 (Maclaur7n Ser7s7) Taylor ser1s1nde özel olarak 𝑧' = 0 alınırsa; 

𝑓(𝑧) = �𝑓(,)(0)𝑛!
@

,A'

𝑧, 

olur. Bu ser1ye Maclaur-n ser-s- den1r [15]. 

 

Tanım 2.20 (Konform Dönüşüm) 𝑓 kompleks düzlem1n b1r 𝐵 bölges1nde tanımlı 

kompleks dönüşümü olsun. 𝑧' noktasında kes1şen 𝐶$ ve 𝐶/ düzgün eğr1ler1n1n 𝑧' 

noktasında aralarında 𝛼 açısı bulunmak üzere; bu eğr1ler1n 𝑓(𝐶$) ve 𝑓(𝐶/) res1m 

eğr1ler1n1n 𝜔' = 𝑓(𝑧') noktasında aralarında hem büyüklük hem yön bakımından 𝛼 

açısı varsa; 𝑓 fonks1yonuna 𝑧' noktasında konform dönüşüm den1r. 

 𝑓, her 𝑧' ∈ 𝐵 noktasında konform 1se; 𝑓	fonks1yonuna 𝐵 bölges1nde “konformdur” 

den1r. 

 

Başka b1r dey1şle; 𝜔 = 𝑓(𝑧) b1r 𝐵 bölges1nde tanımlı kompleks dönüşüm olsun. 𝐵 

bölges1ndek1 b1r 𝑧' noktasında kes1şen herhang1 1k1 eğr1 arasındak1 açıyı koruyan 

dönüşüme 𝑧' noktasında konformal dönüşüm den1r [15].  
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3. ÜNİVALENT FONKSİYONLAR 

 

Bu bölümde öncel1kle ün1valent fonks1yonlar ve bu fonks1yonların bazı öneml1 alt 

sınıfları hakkında b1lg1 ver1lm1şt1r. Ayrıca logar1tm1k katsayılar, Hankel determ1nantı 

ve Bell sayıları 1le 1lg1l1 temel tanımlara değ1n1lerek araştırmamız 1ç1n ön b1lg1 

oluşturmak amaçlanmıştır. 

 

3.1 Ün7valent Fonks7yonlar 

 

Tanım 3.1.1 (Ün7valent Fonks7yon) Kompleks düzlem1n 𝐵 alt kümes1 üzer1nde 

tanımlı b1r 𝑓  fonks1yonu, tanım kümes1ndek1 farklı 𝑧 değerler1ne karşılık farklı 

görüntüler oluşturuyorsa, bu fonks1yona 𝐵 bölges1nde ün-valentt-r den1r. Bu tanım şu 

şek1lde de ver1leb1l1r: 

 𝑓: 𝐵 → ℂ , 𝐵 ⊂ ℂ de açık ve bağlantılı küme olsun. 𝑧$, 𝑧/ ∈ 𝐵 olmak üzere;  

𝑧$ ≠ 𝑧/ ⇒ 𝑓(𝑧$) ≠ 𝑓(𝑧/) 
koşulu sağlanıyorsa,  𝑓 fonks1yonuna ün-valent fonks-yon den1r. 

 

Tanım 3.1.2 (Yerel Ün7valent Fonks7yon) Kompleks düzlem1n b1r 𝐵 ⊂ ℂ bölges1nde 

tanımlanan 𝑓 fonks1yonu b1r 𝑧' ∈ 𝐵 noktasının herhang1 b1r komşuluğunda ün1valent 

1se bu 𝑓 fonks1yonu 𝑧' noktasında yerel (lokal) ün-valent fonks-yondur den1r. 

 𝐵, ℂ kompleks düzlem1n1n b1r alt kümes1 olsun. Bu bölgede anal1t1k olan 𝑓	fonks1yonunun 𝑧' noktasında yerel ün1valent olması 1ç1n gerek ve yeter şart 𝑧' ∈ 𝐵 

noktasında 𝑓4(𝑧') ≠ 0 olmasıdır. D1ğer b1r dey1şle, 𝑧' noktasında anal1t1k olan b1r 𝑓 

fonks1yonu 1ç1n, 

𝑓4(𝑧') ≠ 0 ⇔ 𝑓	, 𝑧' da yerel ün-valent 

olur. 
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Teorem 3.1.3 (R7emann Dönüşüm Teorem7) ℂ kompleks düzlem1nde bas1t bağlantılı 

b1r 𝐵 bölges1 olmak üzere; her 𝑧' ∈ 𝐵 noktası 1ç1n 𝑓(𝑧') = 0 ve 𝑓4(𝑧') > 0 olacak 

b1ç1mde 𝐵 bölges1n1 𝕌 = {𝑧:	|𝑧| < 1} b1r1m d1sk1ne resmeden tek b1r 𝑓	fonks1yonu 

vardır [16].  

 

Bu teorem, ün1valent fonks1yonlar 1le 1lg1l1 problemler1n çözümü 1ç1n bas1t bağlantılı 

b1r bölge yer1ne, 𝕌 b1r1m d1sk1n1n kullanılab1leceğ1n1 söyler. 

 

Tanım 3.1.4 (Normal7ze Ed7lm7ş Fonks7yonlar) 𝕌 b1r1m d1sk1nde anal1t1k olan b1r 𝑔 

fonks1yonu; 

𝑔(𝑧) = 𝑏' + 𝑏$𝑧 + 𝑏/𝑧/ +⋯ = �𝑏,𝑧,@

,A'

 

şekl1nde b1r Maclaur1n açılımına sah1pt1r ve 𝑔 fonks1yonu b1r1m d1skte yakınsaktır. 

 𝕌 b1r1m d1sk1nde ün1valent olan b1r 𝑔(𝑧) fonks1yonuna, sab1t b1r 𝐶 sayısı eklemes1 

yapılarak elde ed1len 𝑔(𝑧) + 𝐶 fonks1yonu, yalnızca bölgey1 öteler. Bu sebeple 

fonks1yon 𝕌 da ün1valent olur. Bu sebeple yukarıda ver1len formüldek1 𝑏' sab1t ter1m1 

keyf1d1r. 𝑔(𝑧) fonks1yonundan 𝑏' sab1t ter1m1n1 çıkararak elde ed1len 𝑔(𝑧) − 𝑏' 

fonks1yonu b1r1m d1skte ün1valent olduğundan; 𝑏$ = 𝑔4(0) ≠ 0 dır. Böylece       𝑔(𝑧) − 𝑏' fonks1yonunu 𝑏$ e bölerek elde ed1len ℎ(𝑧) = �B(")%C$
C#

� fonks1yonunu göz 

önüne alab1l1r1z. Bu fonks1yon 
$

C#
 1le çarpıldığından res1m bölges1 sadece döner ve 

gen1şler veya daralır. Bundan dolayı, 𝑔(𝑧) fonks1yonu, 𝐵 bölges1nde ün1valent 1se, ℎ(𝑧) = �B(")%C$
C#

� fonks1yonu da 𝐵 bölges1nde ün1valentt1r. 

ℎ(𝑧) = 𝑧 + 𝑏/𝑏$ 𝑧/ + 𝑏0𝑏$ 𝑧0 +⋯ 

fonks1yonunda  
C%

C#
= 𝑎, dersek; 

𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑎/𝑧/ + 𝑎0𝑧0 +⋯ = 𝑧 +�𝑎,𝑧,@

,A/

					 (3.1) 
fonks1yonu elde ed1l1r. (3.1) denklem1 1le ver1len bu fonks1yona normal-ze ed-lm-ş veya 

normalleşt-r-lm-ş fonks-yon den1r. Eğer 𝑓 fonks1yonu (3.1) 1le ver1len b1ç1mde ve 



 14 

ün1valent 1se normal-ze ed-lm-ş ün-valent fonks-yondur den1r. 𝕌 b1r1m d1sk1nde anal1t1k 

ve normal1ze ed1lm1ş ün1valent fonks1yonlar sınıfı özel b1r öneme sah1pt1r. Bu yüzden 

özel b1r 1s1mle, 𝑆 sınıfı olarak adlandırılır. 

 𝐾(𝑧) = "

($%")!
 1le tanımlanan Koebe fonks1yonu 𝑆 sınıfındak1 fonks1yonların en temel 

örneğ1d1r. 

𝐾(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧)/ = 𝑧 + 2𝑧/ + 3𝑧0 + 4𝑧< +⋯ = 𝑧 +�𝑎,𝑧,@

,A/

 

Koebe fonks1yonu, 𝕌	b1r1m d1sk1n1 ℂ − �−∞,− $

<
� bölges1ne resmeder. 

 

Eğer Koebe fonks1yonu; 

𝐾(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧)/ = 14�1 + 𝑧1 − 𝑧�/ − 14 

olarak tekrar düzenlen1r ve 

𝑢(𝑧) = 1 + 𝑧1 − 𝑧 ,										𝑔(𝑧) = 𝑢/(𝑧),										𝑓(𝑧) = 14 (𝑔(𝑧) − 1) 
olarak düşünülürse; 

 𝑢(𝑧) fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1n1	𝑅𝑒𝑢 > 0 yarı düzlem1ne dönüştürür. 

 𝑔(𝑧) = 𝑢/(𝑧) fonks1yonu 𝑅𝑒𝑢 > 0 yarı düzlem1n1 negat1f reel eksen har1ç kompleks 

düzlem1n tamamına dönüştürür. 

 

Son olarak 𝑓(𝑧) = $

<
(𝑔(𝑧) − 1) fonks1yonu −∞ dan − $

<
 e kadar olan negat1f reel 

eksen har1ç bütün kompleks düzleme dönüştürür. 

 

Yukarıda açıklanan dönüşümler Şek1l 3.1 de ver1lm1şt1r. 
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Şek1l 3.1 𝕌 b1r1m d1sk1n1n Koebe fonks1yonu altındak1 görüntüsü 

𝑢(𝑧) = 1 + 𝑧1 − 𝑧 

𝑔(𝑧) = 𝑢/(𝑧) 

𝑓(𝑧) = 14 (𝑔(𝑧) − 1) 
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𝑆 sınıfına a1t d1ğer fonks1yon örnekler1 de aşağıdak1 g1b1d1r: 

 

!. 𝕌 b1r1m d1sk1n1 kend1s1 üzer1ne resmeden 𝑓(𝑧) = 𝑧 
b1r1m fonks1yonu, 
 

!!. 𝕌 b1r1m d1sk1n1 �𝑅𝑒𝑧 > − $

/
� sağ yarı düzleme resmeden 

𝑓(𝑧) = 𝑧1 − 𝑧 = 𝑧 + 𝑧/ + 𝑧0 +⋯ 

fonks1yonu, 

 

!!!. 𝕌 b1r1m d1sk1n1 �− D

<
< 𝐼𝑚𝑧 < D

<
� yatay şer1d1 üzer1ne resmeden 

𝑓(𝑧) = �12� log 1 + 𝑧1 − 𝑧 

fonks1yonu. 

 

Bununla b1rl1kte 𝑆 sınıfında toplama 1şlem1ne göre kapalılık özell1ğ1n1 yoktur. D1ğer 

b1r 1fadeyle, 𝑓	, 𝑔	 ∈ 𝑆 fonks1yonları 1ç1n 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝑆 olmak zorunda değ1ld1r. 

𝑓 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑓4(0) = 1 𝑔 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑔4(0) = 1 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝑆 ⇒ (𝑓 + 𝑔)4(0) = 𝑓4(0) + 𝑔4(0) ≠ 1 

O halde 𝑓 + 𝑔 ∉ 𝑆 d1r. Dolayısıyla toplamaya göre kapalı değ1ld1r. O halde 𝑆 kümes1 

b1r vektör uzayı değ1ld1r. 

 

Örneğ1n; 𝑓(𝑧) = � "

$%"
�,     𝑔(𝑧) = � "

$(2"
� fonks1yonları 𝑆 sınıfına a1tt1r. Fakat 𝑓 + 𝑔 

fonks1yonu 𝑆	sınıfına a1t değ1ld1r. 

𝑓4(𝑧) + 𝑔4(𝑧) = 1(1 − 𝑧)/ + 1(1 + 𝑖𝑧)/ = 2 − 2𝑧(1 − 𝑖)(1 − 𝑧)/(1 + 𝑖𝑧)/ 

 𝑧 = $

$%2
= $(2

/
 noktası 1ç1n;  𝑓4(𝑧) + 𝑔4(𝑧) = 0 olur.O halde 𝑓 + 𝑔, 𝕌’ da ün1valent 

olmaz. 
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𝑆 sınıfı b1rçok temel dönüşüm altında korunur. Bu dönüşümlerden bazıları şunlardır 

[16]: 

 

!. Eşlen-k alma (Conjugat-on): 𝑓 ∈ 𝑆 ve 

𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑧)̅������ = 𝑧 + 𝑎/���𝑧/ + 𝑎0���𝑧0 +⋯ = 𝑧 +�𝑎,���𝑧,@

,A/

					,				𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔(𝑧) fonks1yonu 𝕌 ‘ da b1reb1r, anal1t1k ve normal1ze koşullarını sağladığından 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

!!. Dönme dönüşümü (Rotat-on): 𝑓 ∈ 𝑆 ve 𝜃 ∈ ℝ olmak üzere, 

𝑔(𝑧) = 𝑒%2E𝑓?𝑒2E𝑧C = 𝑧 +�𝑎,@

,A/

𝑒2(,%$)E𝑧,	,						𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

!!!. Gen-şleme-Daralma dönüşümü (D-lat-on): 𝑓 ∈ 𝑆 , 0 < 𝑟 < 1 olmak üzere, 

g(z) = 1𝑟 𝑓(𝑟𝑧) = 𝑧 +�𝑎,𝑟,%$𝑧,	,@

,A/

				𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

!v. D-sk otomorf-zm-: 𝑓 ∈ 𝑆 ve |𝑧'| < 1 1ç1n, 

𝑔(𝑧) = 𝑓 � 𝑧 + 𝑧'1 + 𝑧'� 𝑧� − 𝑓(𝑧)(1 − |𝑧'|/)𝑓4(𝑧') 	,						𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

v. Atılmış Değer Dönüşümü: 𝑓 ∈ 𝑆 ,	𝑓(𝑧) ≠ 𝑤 olmak üzere, 

𝑔(𝑧) = 𝑤𝑓(𝑧)𝑤 − 𝑓(𝑧) 	,						𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

 

 

 



 18 

v!. Menz-l Dönüşümü: 𝑓 ∈ 𝑆 ,  𝜙	fonks1yonu	𝑓(𝕌) üzer1nde anal1t1k ve ün1valent 

olmak üzere, 

𝑔(𝑧) = (𝜙 ∘ 𝑓)(𝑧) − Φ(0)Φ4(0) 	,						𝑧 ∈ 𝕌 

1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 

v!!. n. Kök Dönüşümü: 𝑓 ∈ 𝑆 ,  𝑛 = 2,3,4, … olmak üzere, 𝑧 ∈ 𝕌 1ç1n; 

𝑔(𝑧) = �𝑓(𝑧,)% = 𝑧 + 𝑎/𝑛 𝑧,($ + 12𝑛0 (2𝑛𝑎0 − (𝑛 − 1)𝑎//)𝑧/,($ +⋯	 
1se; 𝑔 ∈ 𝑆 d1r. 

 𝑆 sınıfına a1t fonks1yonların katsayıları matemat1kç1ler1n uzun süreden ber1 uğraştığı 

b1r problem olmuştur. İlk defa B1eberbach 1916 yılında yaptığı b1r çalışmada, bu 

fonks1yonların Taylor ser1 açılındak1 1k1nc1 ter1m1n1n katsayısı olan 𝑎/ n1n kes1n 

sınırına yer verm1şt1r. 

 

Teorem 3.1.5 (B7eberbach Teorem7) 𝑆 sınıfındak1 her 𝑓	fonks1yonu 1ç1n, |𝑎/| ≤ 2 d1r. 

Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r. Eş1tl1ğ1n sağlanması 1ç1n gerekl1 ve yeterl1 koşul 𝑓(𝑧) n1n Koebe 

fonks1yonunun b1r dönmes1 olan; 

𝑓(𝑧) = 𝑒%2E𝐾?𝑒2E𝑧C = 𝑧(1 − 𝑒2E𝑧)/ 

olmasıdır [17].  

 

B1rçok matemat1kç1 B1eberbach' ın 1916 da yaptığı bu tahm1n1n üzer1nde araştırma 

yapmış ve kanıtlamaya çalışmışlardır. Bu varsayım y1rm1nc1 yüzyılın en ünlü 

matemat1k problemler1nden b1r1 hal1ne gelm1şt1r. 𝑆 sınıfına a1t b1r 𝑓 fonks1yonunun 

Taylor açılımındak1 katsayılarının üst sınırları 1le yapılan çalışmalar sonucu 1984 

yılına kadar sadece altıncı ter1me kadar elde ed1leb1lm1şt1r. N1hayet1nde 1984 yılında 

Lou1s de Branges,  |𝑎,| ≤ 𝑛 olduğunu göstererek, B1eberbach tahm1n1 yaklaşık 70 yıl 

sonunda kanıtlamıştır. 
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Teorem 3.1.6 (B7eberbach Tahm7n7-De Branges Teorem7) 𝑆 sınıfındak1 her 𝑓 

fonks1yonu 1ç1n 

|𝑎,| ≤ 𝑛, (∀𝑛 ≥ 2) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r. Eş1tl1ğ1n olması 1ç1n gerek ve yeter koşul 𝑓 

fonks1yonunun Koebe fonks1yonunun b1r dönmes1 olmasıdır [17], [18].  

 

Ver1len varsayımlar altında, eş1tl1ğ1n korunduğu b1r fonks1yon 1le eş1ts1zl1ğ1 

1y1leşt1rmek (yan1 b1r üst sınırı azaltmak ya da alt sınırı arttırmak) olanaksız 1se, bu 

eş1ts1zl1ğe kes-n eş-ts-zl-k adı ver1l1r. B1r eş1ts1zl1ğ1n kes1nl1ğ1, eş1tl1k durumunu 

sağlayan fonks1yon bulunarak göster1l1r. Eş1tl1k hal1n1 sağlayan fonks1yona 1se 

ekstramal fonks-yon den1r. 

 

Koebe’ ye a1t örtme teorem1, B1eberbach Teorem1n1n 1lk uygulamasıdır. Her b1r 𝑓 ∈ 𝑆 

fonks1yonu 𝑓(0) = 0 olduğundan 𝑓 fonks1yonunun görüntüsü or1j1n merkezl1 en az b1r 

d1sk1 kapsar. 1907 yılında Koebe, 𝜌 mutlak sab1t1 1ç1n, 𝑆 sınıfındak1 tüm fonks1yonların 

görüntü kümeler1n1n, ortak b1r |𝑤| < 𝜌 d1sk1n1 kapsadığını 1spatlamıştır [19]. Koebe 

fonks1yonu, 𝜌 ≤ 1/4 olmasını gerekt1r1r. 𝜌 sab1t1n1n 1/4 alınab1leceğ1 şekl1ndek1 

Koebe kest1r1m1, B1eberbach tarafından 1spatlanmıştır. 

 

Teorem 3.1.7 (Koebe Dörtte B7r Teorem7) 𝑆 sınıfındak1 her fonks1yonun görüntü 

kümes1 

�𝑤:	|𝑤| < 14	� 
d1sk1n1 1çer1r [16].  

 𝑆 sınıfındak1 fonks1yonlar 1ç1n B1eberbach Teorem1n1n kanıtlanmış olması, bu sınıfa 

a1t fonks1yonlar 1ç1n farklı sonuçların da ortaya çıkmasına sebep olmuştur. Bu 

kuramların başında Bükülme ve Büyüme Teoremler1 gel1r. 

 

Teorem 3.1.8 (Bükülme Teorem7) 𝑆 sınıfına a1t bütün 𝑓 fonks1yonları 1ç1n; 1 − 𝑟(1 + 𝑟)0 ≤ |𝑓4(𝑧)| ≤ 1 + 𝑟(1 − 𝑟)0 		,								 |𝑧| = 𝑟 < 1 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır [20].  
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Teorem 3.1.9 (Büyüme Teorem7) 𝑆 sınıfına a1t bütün 𝑓 fonks1yonları 1ç1n; 𝑟(1 + 𝑟)/ ≤ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟(1 − 𝑟)/ 		,								 |𝑧| = 𝑟 < 1 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır [20].  

 

Büyüme Teorem1 ve Bükülme Teorem1n1n b1rleşt1r1lmes1 1le aşağıdak1 teorem elde 

ed1l1r. 

 

Teorem 3.1.10 𝑆 sınıfında bulunan bütün 𝑓 fonks1yonları 1ç1n; 

1 − 𝑟1 + 𝑟 ≤  𝑧𝑓4(𝑧)𝑓(𝑧)   ≤ 1 + 𝑟1 − 𝑟		,												 |𝑧| = 𝑟 < 1 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır [21].  

 

Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.9, Teorem 3.1.10 de eş1tl1k hal1n1n olması 1ç1n gerek ve yeter 

koşul 𝑧 ∈ 𝕌 ve 𝑧 ≠ 0 1ken 𝑓 fonks1yonunun Koebe fonks1yonunun uygun b1r dönmes1 

olmasıdır. 

 𝑓 fonks1yonu b1r 𝐵 bölges1nde anal1t1k b1r fonks1yon olsun. Eğer 𝑓 ün1valent 1se 𝑓 

fonks1yonunun ters1 𝑓(𝐵) bölges1nde 𝑔?𝑓(𝑧)C = 𝑧 kuralı 1le ver1len 𝑔 fonks1yonudur. 𝕌 b1r1m d1sk1n1n her 𝑓 ∈ 𝑆 fonks1yonu altındak1 görüntüsünün 1/4 yarıçaplı d1sk1 1ç1ne 

aldığını b1l1nmekted1r. 𝑆 sınıfındak1 her fonks1yon 1ç1n, fonks1yonun ters1 aşağıdak1 

şek1lde tanımlanır: 

 

Tanım 3.1.11 Her 𝑓 ∈ 𝑆 fonks1yonu aşağıdak1 şartları sağlayan b1r 𝑓%$ fonks1yonuna 

sah1pt1r: 

𝑓%$(𝑓(𝑧)) = 𝑧				(𝑧 ∈ 𝕌) 
ve 

𝑓?𝑓%$(𝑧)C = 𝑤					(|𝑤| < 𝑟'(𝑓), 𝑟'(𝑓) ≥ 1/4). 
Buradak1 𝑓%$ fonks1yonu aşağıdak1 şek1lded1r: 

𝑔(𝑤) = 𝑓%$(𝑤) = 𝑤 +�𝑏,𝑤,

@

,A/

 

											= 𝑤 − 𝑎/𝑤/ + (2𝑎// − 𝑎0)𝑤0 − (5𝑎/0 − 5𝑎/𝑎0 + 𝑎<)𝑤< +⋯. 
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3.2 Ün7valent Fonks7yonların Bazı Alt Sınıfları 

 

Bu kısımda 𝑆 sınıfının öneml1 alt sınıfları olarak ele alınan sınıflara ve temel 

özell1kler1ne değ1n1lecekt1r. Bu alt sınıflar arasında sınırlı dönen fonks1yonlar, yıldızıl, 

konveks, 𝛼 mertebel1 yıldızıl ve 𝛼 mertebel1 konveks sınıflara değ1n1lecekt1r. Anal1t1k 

ve geometr1k özell1klere sah1p olan bu sınıfları vermeden önce bu alt sınıflar 1le 

yakından 1lg1l1 olan poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonlar sınıfı ve subord1nasyon 

kavramı vermek uygun olacaktır. 

 

Tanım 3.2.1 (Poz7t7f Reel Kısma Sah7p Fonks7yonlar Sınıfı) 𝑝, 𝕌 b1r1m d1sk1nde 

anal1t1k ve 𝑝(0) = 1 olsun. 0 ≤ 𝛼 < 1 1ç1n; 𝑅𝑒𝑝(𝑧) > 𝛼 koşulunu sağlayan 

𝑝(𝑧) = 1 + 𝑝$𝑧 + 𝑝/𝑧/ +⋯+ 𝑝,𝑧, +⋯ = 1 +�𝑝,𝑧,@

,A$

					 (3.2) 
Taylor ser1 açılımına sah1p 𝑝 fonks1yonlarının sınıfı 𝑃F 1le göster1l1r. 

 𝛼 = 0 olması hal1nde 𝑃' yer1ne 𝑃 göster1m1 kullanılır ve 𝑃 sınıfındak1 fonks1yonlar 

poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonlar veya Caratheodory fonks1yonları olarak 

adlandırılır. 

 𝑃F sınıfının en b1l1nen örneğ1; 

𝑝(𝑧) = 1 + (1 − 2𝛼)𝑧1 − 𝑧 = 1 + 𝑧1 − 𝑧 (1 − 𝛼) = 1 + 2(1 − 𝛼)�𝑧,@

,A$

 

fonks1yonudur. Bu fonks1yon  𝕌 b1r1m d1sk1n1  {𝑤: 𝑅𝑒𝑤 > 𝛼} yarı düzlem1ne üzer1ne 

resmeder. 

 

𝑝(𝑧) = 1 − (1 − 𝛼)𝑧,, (𝑛 ∈ ℕ) 
fonks1yonu 𝑃F sınıfında olan b1r başka örnek olarak ver1leb1l1r. Ancak bu fonks1yon 𝑛 ≥ 2 1ç1n ün1valent değ1ld1r. 𝑝(𝑧) fonks1yonunun ün1valent olması şart değ1ld1r. 
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Daha genel b1r fonks1yon olarak −1 ≤ 𝐵 < 𝐴 ≤ 1 olmak üzere; 

𝑝(𝑧, 𝐴, 𝐵) = 1 + 𝐴𝑧1 + 𝐵𝑧 = 1 + (𝐴 − 𝐵)�(−1),%$𝐵,%$𝑧,@

,A$

 

fonks1yonu ver1leb1l1r. Bu fonks1yon 𝕌 b1r1m d1sk1n1 çap uç noktaları 
$%G

$%H
 ve 

$(G

$(H
 olan 

ve reel eksene göre s1metr1k olan konveks b1r bölge üzer1ne resmeder. 

 𝐴 ve 𝐵 n1n değerler1n1 bel1rtmek poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonlara daha fazla 

örnek sağlar: 

 

!. 𝐴 = −𝐵 = 1	iç1n elde ed1len	𝑝(𝑧) = $("

$%"
= 1 + 2𝑧 + 2𝑧0 +⋯, fonks1yonu 

Möb1us fonks1yonu olarak 1s1mlend1r1l1r. Bu fonks1yon 𝑃 sınıfı 1ç1n öneml1 b1r 

rol oynar. 𝕌 da hem ün1valent hem de anal1t1kt1r. Ayrıca bu fonks1yon 𝕌 b1r1m 

d1sk1n1, sağ yarı düzlem üzer1ne eşler. 

 

!!. 0 < 𝐴 ≤ 1, 𝐵 = 0 1ç1n elde ed1len	 𝑝(𝑧) = 1 + 𝐴𝑧 fonks1yonu b1r1m d1sk1 

merkez1 1 ve yarıçapı 𝐴 olan bölgeye eşler. 

 

!!!. 𝐴 = 1 − 2𝛼 ve 𝐵 = −1 1ç1n yukarıda bahsed1len 𝑝(𝑧) = $(($%/F)"

$%"
 fonks1yonu 

elde ed1l1r. 

 1907 yılında Caratheodory, 𝑃 sınıfındak1 fonks1yonların katsayıları 1ç1n, aşağıdak1 

kes1n tahm1n1 kanıtlamıştır. Bu teorem 𝑆 sınıfının alt sınıflarındak1 fonks1yonlarla 

yapılan çalışmalarda temel öneme sah1pt1r. 

 

Teorem 3.2.2 (Caratheodory Teorem7) (3.2) 1le ver1len 𝑝(𝑧) fonks1yonu 𝑃 sınıfında 

1se; 

|𝑝,| ≤ 2, 𝑛 ∈ ℕ 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [22].  
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Tanım 3.2.3 (Schwarz Fonks7yonu-𝛀 Sınıfı) 𝕌 b1r1m d1sk1nde 𝜑(0) = 0 ve  |𝜑(𝑧)| < 1 koşullarını sağlayan anal1t1k fonks1yona Schwarz fonks-yonu den1r. 

Schwarz fonks1yonlarının sınıfı Ω sembolü 1le göster1l1r [23]. 

 

Poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonlar sınıfı 𝑃 1le Schwarz fonks1yonlarının sınıfı Ω 

arasında, 

𝑝(𝑧) ∈ 𝑃 ⟺ 𝑝(𝑧) = 1 + 𝜑(𝑧)1 − 𝜑(𝑧)	 , 𝜑(𝑧) ∈ Ω 

şekl1nde b1r 1l1şk1 vardır. Bu önerme poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonların 

özell1kler1nden Schwarz fonks1yonlarının özell1kler1n1n, Schwarz fonks1yonlarının 

özell1kler1nden poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonların özell1kler1n1n elde ed1lmes1ne 

yardımcı olur. 

 

Tanım 3.2.4 (Subord7nasyon) 𝑓 ve 𝑔, 𝕌 b1r1m d1sk1nde anal1t1k fonks1yonlar olsun. 

Eğer 𝑧 ∈ 𝕌 1ç1n, 𝑓(𝑧) = 𝑔?𝑤(𝑧)C olacak şek1lde b1r 𝑤 Schwarz fonks1yonu varsa,        𝑓 fonks1yonu, 𝑔 fonks1yonuna subord-ned-r den1r ve 𝑓 ≺ 𝑔 1le göster1l1r [23]. 

 

Eğer 𝑔 fonks1yonu ün1valent 1se subord1nasyon kavramı; her b1r |𝑧| < 𝑟 < 1 d1sk1n1n 𝑔	altındak1 görüntüsünün aynı d1sk1n 𝑓 altındak1 görüntüsünü 1çerd1ğ1n1 1ma eder. 

 

Aşağıda ver1len yardımcı önerme subord1nasyon kavramının en temel 

sonuçlarındandır: 

 

Yardımcı Önerme 3.2.5 𝑔, 𝕌 b1r1m d1sk1nde ün1valent fonks1yon ve 𝑓 de 𝕌 b1r1m 

d1sk1nde anal1t1k fonks1yon olmak üzere; 𝑓 ≺ 𝑔 olması 1ç1n gerek ve yeter koşul 𝑓(0) = 𝑔(0) ve  𝑓(𝑈) ⊆ 𝑔(𝑈) olmasıdır [21].  

 

Eğer 𝑓 ≺ 𝑔 1se; 𝑧 ∈ 𝕌 1ç1n |𝑤4(0)| ≤ 1 ve |𝑤(𝑧)| ≤ |𝑧| koşullarının sağlandığı 

Schwarz Yardımcı Önermes1nden görülür. Buradan 𝑟 ∈ [0,1) 1ç1n; 

|𝑓4(0)| ≤ |𝑔4(0)| ve 𝑓(|𝑧| ≤ 𝑟) ⊂ 𝑔(|𝑧| ≤ 𝑟) 
sonucu çıkar. 
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Eğer 𝑓 ≺ 𝑔 1se; max
|"|JK

|𝑓(𝑧)| ≤ max
|"|JK

|𝑔(𝑧)|,			(0 ≤ 𝑟 < 1) olması durumu, L-ndelöf 

subord-nasyon prens-b- olarak b1l1n1r. 

 

Tüm 𝑟 ∈ [0,1) değerler1 1ç1n 𝑓(𝕌K) ⊆ 𝑔(𝕌K) olması durumu 1se, yukarıda ver1len 

yardımcı önermeyle b1rl1kte subord-nasyon prens-b- olarak b1l1n1r. 

 

Teorem 3.2.6 (Subord7nasyon Prens7b7) 𝑓 fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1nde ün1valent ve 

anal1t1k olsun. 𝑔 fonks1yonu da 𝑈 b1r1m d1sk1nde ün1valent fonks1yon 1se 𝑓(0) = 𝑔(0) 
ve 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑔(𝑈) olması hal1nde 𝑟 ∈ (0,1) 1ç1n 𝑓(𝕌K) ⊆ 𝑔(𝕌K) kapsaması sağlanır 

[21]. 

 

Subord1nasyon prens1b1 kompleks anal1zde öneml1 b1r yere sah1pt1r. Son zamanlarda 

kompleks anal1z 1le 1lg1lenen pek çok matemat1kç1 tarafından ele alınmıştır. Kompleks 

b1r değ1şken1n 1k1 fonks1yonu arasındak1 subord1nasyon kavramı, reel b1r değ1şken1n 

fonks1yonları arasındak1 eş1ts1zl1k f1kr1n1n doğal b1r genellemes1d1r. Teor1k olarak, 

subord1nasyon kavramının kullanılmasındak1 temel amaç, özell1kler1 bell1 olmayan b1r 

fonks1yonu özell1kler1 b1l1nen b1r fonks1yon sayes1nde araştırab1lmekt1r.  

 

Tanım 3.2.7 (Sınırlı Dönen Fonks7yonlar Sınıfı) 𝑓 ∈ 𝐴 olsun. 𝑓4 ∈ 𝑃 olacak 

şek1ldek1 fonks1yonlar sınıfı ℛ 1le göster1l1r. 

𝛽 = 𝑎𝑟𝑔𝑓4(𝑧') 𝑧' noktasındak1 b1r doğru parçasının 𝑓(𝑧) fonks1yonu altındak1 görüntüsünün dönüş 

açısı olduğundan, ℛ sınıfındak1 fonks1yonlara sınırlı dönen fonks-yonlar den1r.              ℛ sınıfındak1 fonks1yonlar 1ç1n |𝛽| < 𝜋/2 d1r. 

 ℛ sınıfındak1 fonks1yonların katsayıları 1ç1n aşağıdak1 teorem geçerl1d1r: 

 

Teorem 3.2.8 𝑓 ∈ ℛ 1se; 

|𝑎,| ≤ 2/𝑛 

olur [20].  
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Tanım 3.2.9 (Yıldızıl Küme) B1r 𝐵 ⊂ ℂ bölges1 ve 𝑧' ∈ 𝐵 noktası ele alındığında, 

eğer 𝑧' noktasını her 𝑧 ∈ 𝐵 noktasına b1rleşt1ren [𝑧'𝑧] doğru parçası tümüyle 𝐵 bölges1 

1ç1nde kalıyorsa, 𝐵 bölges1ne 𝑧' noktasına göre yıldızıl küme adı ver1l1r. Özel olarak 𝑧' noktası or1j1n noktası seç1l1rse bu kümeye kısaca yıldızıl küme den1r. Başka b1r 

dey1şle, 𝐵 kümes1n1n tüm noktaları 𝑧'  noktasından görünüyor 1se, 𝐵 kümes1ne 𝑧' 

noktasına göre yıldızıl küme den1r. (Şek1l 3.2) 

          

Şek1l 3.2 Yıldızıl küme 

Tanım 3.2.10 (Yıldızıl Fonks7yon) 𝕌 b1r1m d1sk1n1 𝑧' noktasına göre yıldızıl b1r 

kümeye resmeden b1r 𝑓 fonks1yonuna 𝑧' noktasına göre yıldızıl fonks-yon den1r. Özel 

olarak, 𝑓 fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1n1 yıldızıl b1r kümeye resmed1yorsa, 𝑓 fonks1yonuna 

yıldızıl fonks-yon den1r. 𝕌 b1r1m d1sk1nde ün1valent ve normal1ze ed1lm1ş yıldızıl 

fonks1yonlar sınıfı 𝑆∗ 1le göster1l1r. Bu sınıf 1lk kez Alexander (1915) tarafından 

tanımlanmıştır. 

Örnek: Koebe fonks1yonu, 𝐾(𝑧) = "

($%")!
 yıldızıl fonks1yondur. 

 

Yıldızıl fonks1yonların anal1t1k karakter1zasyonu, poz1t1f reel kısma sah1p fonks1yonlar 

yardımıyla aşağıdak1 teoremde ver1ld1ğ1 g1b1 yapılab1l1r: 

 

Teorem 3.2.11 𝑓 ∈ 𝐴 olsun. 𝑓 ∈ 𝑆∗ olması 1ç1n gerek ve yeter koşul 
"-&(")

-(")
∈ 𝑃     

olması yan1; 

𝑅𝑒 ¨𝑧𝑓4(𝑧)𝑓(𝑧) © > 0 

olmasıdır [16].  
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Tanım 3.2.12 (Konveks Küme) 𝐵, ℂ kompleks düzlem1nde b1r küme olmak üzere; 𝐵 

den alınan herhang1 1k1 𝑧$ ve 𝑧/ noktalarını b1rleşt1ren [𝑧$𝑧/] doğru parçası tamamen 𝐵 kümes1 1ç1nde kalıyorsa; d1ğer b1r dey1şle 𝑧$, 𝑧/ ∈ 𝐵 ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 olmak üzere; 

𝑡𝑧$ + (1 − 𝑡)𝑧/ ∈ 𝐵 

koşulu sağlanıyorsa 𝐵 ye konveks küme adı ver1l1r. (Şek1l 3.3) 

 

Şek1l 3.3 Konveks küme 

 

Tanım 3.2.13 (Konveks Fonks7yon) B1r 𝑓 fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1n1 konveks b1r 

bölge üzer1ne resmed1yorsa bu fonks1yona konveks fonks-yon den1r. 𝕌 b1r1m d1sk1nde 

ün1valent ve normal1ze ed1lm1ş konveks fonks1yonlar sınıfı 𝐶 1le göster1l1r. 

 

Konveks ve yıldızıl fonks1yon sınıfları 1ç1n 𝐶 ⊂ 𝑆∗ ⊂ 𝑆 şekl1ndek1 kapsama 

bağıntısının sağlandığını görmek kolaydır. 

 

Konveks fonks1yonların anal1t1k karakter1zasyonu, poz1t1f reel kısıma sah1p 

fonks1yonlar yardımıyla aşağıdak1 şek1lde ver1leb1l1r: 

 

Teorem 3.2.14 𝑓 ∈ 𝐴 olsun. 𝑓 ∈ 𝐶 olması 1ç1n gerek ve yeter koşul 1 + "-&&(")

-&(")
∈ 𝑃 

olması yan1; 

𝑅𝑒 ¨1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) © > 0			(𝑧 ∈ 𝕌) 
olmasıdır [16].    
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Konveks ve yıldızıl fonks1yonlar arasındak1 1l1şk1 1lk defa J.W. Alexander tarafından 

ver1lm1şt1r. 

 

Herhang1 b1r 𝑓(𝑧) fonks1yonu 1ç1n; 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓4(𝑧) tanımlandığında; 

𝑧𝐹4(𝑧)𝐹(𝑧) = 𝑧?𝑧𝑓4(𝑧)C4𝑧𝑓4(𝑧) = 1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧)  

olur. Böylece 𝐹4(𝑧) ≠ 0 1ken  

𝑧𝐹4(𝑧)𝐹(𝑧) = 1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) 	
elde ed1l1r. 𝑘 −nıncı mertebeden sıfıra sah1p b1r 𝑓 fonks1yonu, son eş1tl1ğ1n her 1k1 

tarafı da or1j1nde anal1t1k olur. Bu eş1tl1k 1le yıldızıl ve konveks fonks1yonlar 1ç1n 

ver1len eş1ts1zl1kler karşılaştırıldığında;	
𝑅𝑒 ª𝑧𝐹4(𝑧)𝐹(𝑧) « = 𝑅𝑒 ª1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) « 

olduğundan aşağıdak1 teorem elde ed1l1r. 

 

Teorem 3.2.15 (Alexander Teorem7) 𝕌! = {𝑧: |𝑧| < 𝑅, 0 < 𝑅 < 1} şekl1nde ver1ls1n. 𝕌! bölges1nde 𝑓4(𝑧) ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝑓(𝑧) fonks1yonunun 𝕌! bölges1nde 

konveks olması 1ç1n gerekl1 ve yeterl1 koşul bu bölgede 𝑧𝑓4(𝑧) fonks1yonunun yıldızıl 

olmasıdır [24].  

 

Bu teorem1 matemat1ksel sembollerle; 

𝑓 ∈ 𝐶 ⟺ 𝑧𝑓4 ∈ 𝑆∗ 
şekl1nde 1fade edeb1l1r1z. 

 

Alexander teorem1ne b1r örnek vermek 1ç1n; 𝕌 b1r1m d1sk1n1 𝑅𝑒𝑤 > − $

/
 yarı düzlem1 

üzer1ne resmeden  

𝑓(𝑧) = 𝑧1 − 𝑧 = 𝑧 +�𝑧,@

,A/

 

fonks1yonunu göz önüne alalım. Bu 𝑓(𝑧) fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1nde konveks, 
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𝐹(𝑧) = 𝑧. 𝑓4(𝑧) = 𝑧. (1 − 𝑧) − 𝑧(−1)(1 − 𝑧)/ = 𝑧(1 − 𝑧)/ 

fonks1yonu 𝕌 b1r1m d1sk1nde yıldızıl fonks1yondur. B1l1nd1ğ1 üzere bu 1faden1n sağ 

tarafı Koebe fonks1yonudur. 

 

R. Nevanl1nna 1921 yılında yıldızıl fonks1yonun katsayılarının modülü 1ç1n b1r üst 

sınıra sah1p olduğunu söylem1şt1r. Bu üst sınır aşağıdak1 şek1lded1r: 

 

Teorem 3.2.16 𝑓 ∈ 𝑆∗ fonks1yonu (3.1) 1le ver1len formda olmak üzere; 𝑛 ∈ ℤ	ve     𝑛 > 0 1ç1n; 

|𝑎,| ≤ 𝑛 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k her 𝑛 1ç1n kes1nd1r. Eş1tl1k hal1 sadece 𝑛 ≥ 2 1ç1n 

gerçekleş1rse, o zaman 𝑓(𝑧), Koebe fonks1yonunun b1r dönmes1d1r [16].  

 

C. Loewner 1se 1917 yılında konveks fonks1yonun katsayılarının modülü 1ç1n b1r üst 

sınıra sah1p olduğunu söylem1şt1r. Bu üst sınır aşağıdak1 şek1lded1r: 

 

Teorem 3.2.17 𝑓 ∈ 𝐶 fonks1yonu (3.1) 1le ver1len formda olmak üzere; 𝑛 ∈ ℤ	ve      𝑛 > 0 1ç1n; 

|𝑎,| ≤ 1 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k her 𝑛 1ç1n kes1nd1r. Eş1tl1k hal1 sadece 𝑛 ≥ 2 1ç1n 

gerçekleş1rse, o zaman 𝑓(𝑧), 𝑧/(1 − 𝑧) fonks1yonunun b1r dönmes1d1r [16].  

 

1936 yılında Robertson 𝛼 mertebel1 yıldızıl ve 𝛼 mertebel1 konveks fonks1yon 

kavramları aşağıdak1 şek1lde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 3.2.18 (𝜶 Mertebel7 Yıldızıl Fonks7yon) 𝑓, (3.1) 1le ver1len fonks1yon olsun. 

Her 𝑧 ∈ 𝕌 ve 0 ≤ 𝛼 < 1 1ç1n,  

𝑅𝑒 ®𝑧𝑓4(𝑧)𝑓(𝑧) ¯ ≥ 𝛼 

şartı sağlanıyorsa; bu fonks1yon 𝛼 mertebel- yıldızıl fonks-yon olarak adlandırılır. Bu 

şek1ldek1 fonks1yonların sınıfı 𝑆∗(𝛼) 1le göster1l1r [25].  
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Tanım 3.2.19 (𝜶 Mertebel7 Konveks Fonks7yon) 𝑓, (3.1) 1le ver1len fonks1yon olsun. 

Her 𝑧 ∈ 𝕌 ve 0 ≤ 𝛼 < 1 1ç1n,  

𝑅𝑒 ®1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) ¯ > 𝛼 

şartı sağlanıyorsa; bu fonks1yon 𝛼 mertebel- konveks fonks-yon olarak adlandırılır. Bu 

şek1ldek1 fonks1yonların sınıfı 𝐶(𝛼) 1le göster1l1r [25].  

 

Aşağıda ver1len teorem; Alexander teorem1n1n 𝛼 mertebel1 konveks ve 𝛼 mertebel1 

yıldızıl fonks1yonlar sınıfları arasında da geçerl1 olduğunu göster1r. 

 

Teorem 3.2.20 𝑓 ∈ 𝐴 olmak üzere; 

𝑓 ∈ 𝐶(𝛼) ⟺ 𝑧𝑓4 ∈ 𝑆∗(𝛼) 
önermes1 sağlanır [21].  

 

Ma ve M1nda 1994 yılında yaptıkları çalışmada 
"-&(")

-(")
 veya 1 + "-&&(")

-&(")
 n1cel1kler1nden 

herhang1 b1r1n1n daha genel b1r üst fonks1yona subord1ne olduğu yıldızıl ve konveks 

fonks1yonların çeş1tl1 alt sınıflarını b1rleşt1rm1şlerd1r. Bu amaçla, 𝕌 b1r1m d1sk1nde 

poz1t1f reel kısma sah1p, 𝜑(0) = 1, 𝜑4(𝑧) > 0 olan 𝕌 yu 1 e göre yıldızıl ve reel eksene 

göre s1metr1k b1r bölgeye eşleyen anal1t1k b1r fonks1yon düşünmüşlerd1r. 

 

Tanım 3.2.21 Ma-M1nda yıldızıl fonks1yonlar sınıfı, 

𝑧𝑓4(𝑧)𝑓(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧) 
subord1nasyonunu sağlayan 𝑓 ∈ 𝐴 fonks1yonlarından oluşur. Benzer şek1lde Ma-

M1nda konveks fonks1yonlar sınıfı, 

1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧) 
subord1nasyonunu sağlayan fonks1yonların sınıfıdır. Aynı düşünceyle Ma-M1nda 

sınırlı dönen fonks1yonlar sınıfı, 

𝑓4(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧) 
subord1nasyonunu sağlayan fonks1yonların sınıfı olarak tanımlanır [1]. 
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Bu b1lg1ler ışığında; 

				𝑆∗(𝜑) = �𝑓 ∈ 𝐴:	 𝑧𝑓4(𝑧)𝑓(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧)�, 
													𝐶(𝜑) = �𝑓 ∈ 𝐴:	1 + 𝑧𝑓44(𝑧)𝑓4(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧)�, 

𝑅(𝜑) = {𝑓 ∈ 𝐴:	𝑓4(𝑧) ≺ 𝜑(𝑧)} 
yazılab1l1r. 

 

Katsayı problemler1 1le çalışılırken bazı durumlarda dönme değ1şmezl1ğ1 kavramına 

1ht1yaç duyulur. 

 

Tanım 3.2.22 (Dönme Değ7şmezl7ğ7) 𝑓 ∈ 𝐴 ve 𝜃 ∈ ℝ olmak üzere, 𝑓 fonks1yonunun 

dönmes1; 

𝑓E(𝑧) = 𝑒%2E𝑓?𝑒2E𝑧C = 𝑧 +�𝑎,@

,A/

𝑒2(,%$)E𝑧,	,						𝑧 ∈ 𝕌 

şekl1nde tanımlanır. Eğer her 𝑓 ∈ ℱ 1ç1n, 𝑓E ∈ ℱ, (∀𝜃 ∈ ℝ) oluyorsa, ℱ ⊂ 𝐴 a1les1ne 

dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p a1le den1r [21]. 

 

Örneğ1n; 𝑓 ∈ 𝑆∗ ve 𝜃 ∈ ℝ 1ç1n, 𝑓E(𝑧) = 𝑒%2E𝑓?𝑒2E𝑧C olsun. Bu durumda  

𝑓E4(𝑧) = 𝑓4?𝑒2E𝑧C 
bulunur ve buradan 

𝑅𝑒 ®𝑧𝑔4(𝑧)𝑔(𝑧) ¯ = 𝑅𝑒 ®𝑒2E𝑧𝑓4?𝑒2E𝑧C𝑓(𝑒2E𝑧) ¯ > 0 

elde ed1l1r. Böylece 𝑆∗ sınıfı dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1pt1r. 

 

Benzer düşünceyle; konveks fonks1yonlar sınıfının da dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p 

olduğu göster1leb1l1r. 

 

B1r fonks1yon sınıfı dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p olsa b1le, bu sınıftak1 tüm 

fonks1yoneller1n dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p olduğu söylenemez. 
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Örneğ1n; eğer 𝑓 ∈ 𝑆 ve 𝑓E(𝑧) = 𝑒%2E𝑓?𝑒2E𝑧C (𝜃 ∈ ℝ) olmak üzere; |𝑎/𝑎< − 𝑎0/| 
fonks1yonu dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1pt1r. Gerçekten 𝑓E(𝑧) = 𝑧 + 𝛼/𝑧/ +⋯ 

olduğundan; 

|𝛼/𝛼< − 𝛼0/| = ±𝑎/𝑒2E𝑎<𝑒02E − ?𝑎0𝑒/2EC/± = |𝑎/𝑎< − 𝑎0/| 
1le dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p olur. 

 

Bununla b1rl1kte; 𝜃 ∈ ℝ olmak üzere; 

|𝛼0/ − 𝛼//| = ±?𝑎0𝑒/2EC/ − ?𝑎/𝑒2EC/± ≠ |𝑎0/ − 𝑎//| 
olduğundan, |𝑎0/ − 𝑎//| fonks1yonel1 dönme değ1şmezl1ğ1ne sah1p değ1ld1r. 
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3.3 Logar7tm7k Katsayılar 

 

Bu bölümde logar1tm1k katsayı ve ters logar1tm1k katsayı tanımları ver1lecek ve bu 

tanımlardan yararlanılarak tezde kullanılacak olan denklemler elde ed1lecekt1r. 

 

Tanım 3.3.1 (Logar7tm7k Katsayı) 𝑓 ∈ 𝑆 olmak üzere, 𝑧 ∈ 𝕌 1ç1n 𝑓 1n 𝛾, logar1tm1k 

katsayıları: 

𝐹- = log 𝑓(𝑧)𝑧 = 2�𝛾,𝑧,@

,A$

 

1le tanımlanır [21]. 

 

𝑓 fonks1yonu (3.1) de ver1len formda olmak üzere; yukarıda ver1len 𝐹- fonks1yonun 

türev1 alınarak logar1tm1k katsayılar: 

𝛾$ = 12𝑎/																																																																																																		 (3.3) 
𝛾/ = 12 �𝑎0 − 12𝑎//�																																																																															 (3.4) 
𝛾0 = 12�𝑎< − 𝑎/𝑎0 + 13𝑎/0�																																																																 (3.5) 
𝛾< = 12 �𝑎L + 𝑎//𝑎0 − 𝑎/𝑎< − 12𝑎0/ − 14𝑎/<�																																				 (3.6) 
𝛾L = 12�𝑎M − 𝑎/0𝑎0 + 𝑎//𝑎< + 𝑎/𝑎0/ − 𝑎/𝑎L − 𝑎0𝑎< + 15𝑎/L�					 (3.7) 

şekl1nde elde ed1l1r. 

 

Logar1tm1k katsayılar, ün1valent fonks1yonların katsayıları 1le 1lg1l1 problemlerde 

sıklıkla kullanılır. 

 𝑧 ∈ 𝕌 1ç1n, 𝐾(𝑧) ≔ 𝑧(1 − 𝑧)%/ Koebe fonks1yonunun logar1tm1k katsayıları; 

𝛾? = 1𝑘 

dır. Her 𝑓 ∈ 𝑆 1ç1n Koebe fonks1yonunun ekstremal olma özell1ğ1 neden1yle, 𝛾? ≤ $

?
 

olması beklen1r. Ancak bu varsayım 𝑘 = 2 olduğunda b1le yanlıştır. Tüm 𝑆 sınıfı 1ç1n 

logar1tm1k katsayıların kes1n tahm1nler1 sadece şu durumlar 1ç1n b1l1nmekted1r: 
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|𝛾$| ≤ 1 ve |𝛾/| ≤ $

/
+ $

N!
= 0.6353… 𝑘 ≥ 3 olması durumunda 1se; logar1tm1k katsayıların kes1n tahm1nler1 

b1l1nmemekted1r. 

 

Tanım 3.3.2 (Ters Logar7tm7k Katsayı) 𝑓 ∈ 𝑆 olmak üzere, 𝑤 ∈ 𝕌K$ 1ç1n 𝑓%$ 1n Γ, 

ters logar1tm1k katsayıları: 

𝐹-"# = log 𝑓%$(𝑤)𝑤 = 2�Γ,𝑤,

@

,A$

 

1le tanımlanır [21]. 

𝑓%$(𝜔) = 𝑤 +�𝑏,𝑤@

,A/

 

															= 𝑤 − 𝑎/𝑤/ + (2𝑎// − 𝑎0)𝑤0 − (5𝑎/0 − 5𝑎/𝑎0 + 𝑎<)𝑤< +⋯ 

olduğu hatırlanırsa, 𝐹-"# fonks1yonun türev1 alınarak ters logar1tm1k katsayılar: 

𝛤$ = −12𝑎/																																																																																																																											 (3.8) 𝛤/ = 14 (−2𝑎0 + 3𝑎//)																																																																																																									(3.9) 𝛤0 = 16 (12𝑎/𝑎0 − 10𝑎/0 − 3𝑎<)																																																																																				(3.10) 𝛤< = 18 (−4𝑎L − 60𝑎//𝑎0 + 10𝑎0/ + 35𝑎/< + 20𝑎/𝑎<)																																														(3.11) 𝛤L = 110 (−5𝑎M − 105𝑎/𝑎0/ − 105𝑎//𝑎< + 280𝑎/0𝑎0 − 126𝑎/L + 30𝑎/𝑎L + 30𝑎0𝑎<) 	 						 (3.12) 
şekl1nde elde ed1l1r. 
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3.4 Hankel Determ7nantı 

 

Bu bölümde elemanları 𝑓 ∈ 𝑆 fonks1yonunun katsayıları olan Hankel determ1nantının 

tanımı ve bazı fonks1yon sınıflarının katsayıları 1le hesaplanan Hankel 

determ1nantlarının üst sınırları 1spatsız olarak ver1lecekt1r. 

 

Tanım 3.4.1 (Hankel Determ7nantı) 𝑓 ∈ 𝑆 , 𝑞 ≥ 1 ve   𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑞- uncu 

Hankel determ1nantını  

𝐻*(𝑛) = ··
𝑎,											𝑎,($ 						…						𝑎,(*%$𝑎,($							𝑎,(/ 									…								𝑎,(*⋮														⋮ 												… 										 ⋮𝑎,(*%/				𝑎,(*%$ 		…				𝑎,(/*%0𝑎,(*%$					𝑎,(* 							…				𝑎,(/*%/·

·					 (3.13) 
şekl1nde tanımlıdır [21]. 

 

Hankel determ1nantları 𝑆 sınıfında öneml1 b1r rol oynamamasına rağmen, son yıllarda 

elemanları 𝑆 n1n alt sınıflarındak1 fonks1yonların katsayıları olan Hankel 

determ1nantlarına pek çok matemat1kç1 büyük 1lg1 göstermekted1r. 𝑆 sınıfında 𝐻*(𝑛) 
1ç1n kes1n sonuçlar bulmak açıkça çok zordur ve bu yönde çok az şey b1l1nmekted1r. 

Belk1 de en öneml1 sonuç 𝐴 mutlak sab1t olmak üzere, 𝐻/(𝑛) ≤ 𝐴𝑛#! eş1ts1zl1ğ1d1r [26]. 

 𝐻*(𝑛) 1le tanımlanan (3.13) de ver1len Hankel determ1nantında; 

 

!. 𝑞 = 2 ve 𝑛 = 1 alınırsa; 

𝐻/(1) = ±𝑎$ 𝑎/𝑎/ 𝑎0± = 𝑎$𝑎0 − 𝑎// 

elde ed1l1r. 𝑓 ∈ 𝑆 fonks1yonu 1ç1n 𝑎$ = 1 olduğundan 

𝐻/(1) = 𝑎0 − 𝑎// 

olur. Bu determ1nanta Fekete-Szegö fonks-yonel- den1r. 

 

!!. 𝑞 = 2 ve 𝑛 = 2 alınırsa; 

𝐻/(2) = ±𝑎/ 𝑎0𝑎0 𝑎<± = 𝑎/𝑎< − 𝑎0/ 

elde ed1l1r. Bu determ1nant 1k1nc1 Hankel determ1nantı olarak b1l1n1r. 
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!!!. 𝑞 = 3 ve 𝑛 = 1 alınırsa; 

𝐻0(1) = ¹𝑎$ 𝑎/ 𝑎0𝑎/ 𝑎0 𝑎<𝑎0 𝑎< 𝑎L¹ = 𝑎0(𝑎/𝑎< − 𝑎0/) − 𝑎<(𝑎< − 𝑎/𝑎0) + 𝑎L(𝑎0 − 𝑎//) 
1fades1 elde ed1l1r. Bu determ1nant üçüncü Hankel determ1nantı olarak b1l1n1r. 

 

Tanım 3.4.2 (Logar7tm7k Hankel Determ7nantı) G1rd1ler1 𝑓 fonks1yonunun 

logar1tm1k katsayıları olan; 

𝐻*,,?𝐹- 2⁄ C = ··
𝛾,									𝛾,($ 				…						𝛾,(*%$𝛾,($				𝛾,(/ 						…								𝛾,(*⋮														⋮ 								… 										 ⋮𝛾,(*%/				𝛾,(*%$ 		…				𝛾,(/*%0𝛾,(*%$					𝛾,(* 							…				𝛾,(/*%/·

· 					 (3.14) 
determ1nant, 𝑞. dereceden logar1tm1k Hankel determ1nantı olarak adlandırılır [8]. 

 

Bazı özel 𝑞 ve 𝑛 seç1mler1 1le; 

𝐻/,$?𝐹- 2⁄ C = 𝛾$𝛾0 − 𝛾//					 (3.15) 𝐻/,/?𝐹- 2⁄ C = 𝛾/𝛾< − 𝛾0/					 (3.16) 𝐻0,$?𝐹- 2⁄ C = 𝛾0(𝛾/𝛾< − 𝛾0/) − 𝛾<(𝛾$𝛾< − 𝛾/𝛾0) + 𝛾L(𝛾$𝛾0 − 𝛾//)					 (3.17) 
olduğu kolaylıkla görülür. 

 

𝐻/,$(𝐹-' 2)⁄ = 𝑒<2E𝐻/,$(𝐹- 2)⁄  

𝐻/,/(𝐹-' 2)⁄ = 𝑒M2E𝐻/,/(𝐹- 2)⁄  

𝐻0,$(𝐹-' 2)⁄ = 𝑒O2E𝐻0,$(𝐹- 2)⁄  

olduğundan, 𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ , 𝐻/,/(𝐹- 2)⁄  ve 𝐻0,$(𝐹- 2)⁄  fonks1yoneller1n1n dönme 

değ1şmezl1ğ1ne  sah1p olduğunu bel1rtmek faydalı olacaktır. 
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Tanım 3.4.3 (Ters Logar7tm7k Hankel Determ7nantı) G1rd1ler1 𝑓%$ fonks1yonunun 

logar1tm1k katsayıları olan; 

𝐻*,,?𝐹-"# 2⁄ C = ··
𝛤,									𝛤,($ 				…						𝛤,(*%$𝛤,($				𝛤,(/ 						…								𝛤,(*⋮														⋮ 								… 										 ⋮𝛤,(*%/				𝛤,(*%$ 		…				𝛤,(/*%0𝛤,(*%$					𝛤,(* 							…				𝛤,(/*%/·

·					 (3.18) 
determ1nant, 𝑞. dereceden ters logar1tm1k Hankel determ1nantı olarak adlandırılır. 

 

Bazı özel 𝑞 ve 𝑛 seç1mler1 1le; 

𝐻/,$?𝐹-"# 2⁄ C = 𝛤$𝛤0 − 𝛤//						 (3.19) 𝐻/,/?𝐹-"# 2⁄ C = 𝛤/𝛤< − 𝛤0/						 (3.20) 𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ C = 𝛤0(𝛤/𝛤< − 𝛤0/) − 𝛤<(𝛤$𝛤< − 𝛤/𝛤0) + 𝛤L(𝛤$𝛤0 − 𝛤//)						 (3.21) 
olduğu kolaylıkla görülür. 

 

𝐻/,$(𝐹-'"# 2)⁄ = 𝑒<2E𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄  

𝐻/,/(𝐹-'"# 2)⁄ = 𝑒M2E𝐻/,/(𝐹-"# 2)⁄  

𝐻0,$(𝐹-'"# 2)⁄ = 𝑒O2E𝐻0,$(𝐹-"# 2)⁄  

olduğundan, 𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ , 𝐻/,/(𝐹-"# 2)⁄  ve 𝐻0,$(𝐹-"# 2)⁄  fonks1yoneller1n1n dönme 

değ1şmezl1ğ1ne  sah1p olduğunu bel1rtmek faydalı olacaktır. 

 

Aşağıdak1 teoremlerde yıldızıl fonks1yonlar sınıfındak1 fonks1yonlar 1ç1n Fekete-

Szegö fonks1yonel1n1n ve 1k1nc1 Hankel determ1nantı 1ç1n kes1n sınırı ve üçüncü 

Hankel determ1nantı 1ç1n mümkün olan en 1y1 katsayı sınırları ver1lm1şt1r: 

 

Teorem 3.4.4 𝑓 ∈ 𝑆∗ fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olsun. 

 𝜇 ∈ ℂ olmak üzere, 

|𝑎0 − 𝜇𝑎//| ≤ max
	
{1, |4𝜇 − 3|} 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [21].  
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Janteng ve arkadaşları tarafından 𝑓 yıldızıl fonks1yon 1ken, 𝐻/(2) 1ç1n aşağıdak1 

teorem1 elde etm1şlerd1r. 

 

Teorem 3.4.5 𝑓 ∈ 𝑆∗ fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olmak üzere,  

|𝐻/(2)| = |𝑎/𝑎< − 𝑎0/| ≤ 1 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [27].  

 

Kowalzcyk ve arkadaşları tarafından elde ed1len aşağıda ver1len teorem, 𝑓 yıldızıl 

fonks1yon 1ken, 𝐻0(1) 1ç1n hesaplanan bu değer1n bugüne kadark1 en 1y1 tahm1n 

olmasına rağmen kes1n olmadığını bel1rtmek gerek1r. 

 

Teorem 3.4.6 𝑓 ∈ 𝑆∗ fonks1yonu (3.1) de ver1len formda olmak üzere,  

|𝐻0(1)| = |𝑎0(𝑎/𝑎< − 𝑎0/) − 𝑎<(𝑎< − 𝑎/𝑎0) + 𝑎L(𝑎0 − 𝑎//)| ≤ 89 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır [28].  

 

Aşağıdak1 teoremlerde 1se konveks fonks1yonlar sınıfındak1 fonks1yonlar 1ç1n Fekete-

Szegö fonks1yonel1n1n ve 1k1nc1 Hankel determ1nantı 1ç1n kes1n sınırı ve üçüncü 

Hankel determ1nantı 1ç1n katsayı sınırları ver1lm1şt1r: 

 

Teorem 3.4.7 𝑓 ∈ 𝐶 fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olsun. 

 𝜇 ∈ ℂ olmak üzere, 

|𝑎0 − 𝜇𝑎//| ≤ 13max	 {1,3|1 − 𝜇|} 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [21].  

 

Konveks fonks1yonlar sınıfı 1ç1n Janteng ve arkadaşları 𝐻/(2) determ1nantı 1le 1lg1l1 

aşağıdak1 teorem1 elde etm1şlerd1r. 

 

Teorem 3.4.8 𝑓 ∈ 𝐶 fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olmak üzere,  

|𝐻/(2)| = |𝑎/𝑎< − 𝑎0/| ≤ 18 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [27].  
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Konveks fonks1yonlar sınıfı 1ç1n Kowalzcyk ve arkadaşları 𝐻0(1) determ1nantı 1le 

1lg1l1 aşağıdak1 teorem1 elde etm1şlerd1r. 

 

Teorem 3.4.9 𝑓 ∈ 𝐶 fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olmak üzere, 

|𝐻0(1)| = |𝑎0(𝑎/𝑎< − 𝑎0/) − 𝑎<(𝑎< − 𝑎/𝑎0) + 𝑎L(𝑎0 − 𝑎//)| ≤ 4135 

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [28].  

 𝛼 mertebel1 yıldızıl ve 𝛼 mertebel1 konveks fonks1yonlar 1ç1n 1k1nc1 Hankel 

determ1nantı sınırları aşağıda ver1lm1şt1r: 

 

Teorem 3.4.10 𝑓 fonks1yonu	(3.1) de ver1len formda olmak üzere, 

!. Eğer 𝑓 ∈ 𝑆∗(𝛼) 1se, bu durumda; 

|𝐻/(2)| ≤ 13 (1 − 𝛼)/|(3 − 2𝛼)(2𝛼 − 1)| 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r [21]. 

 

!!. Eğer 𝑓 ∈ 𝐶(𝛼)	1se, bu durumda 

|𝐻/(2)| ≤ (1 − 𝛼)/144 . 17𝛼/ − 36𝛼 + 36𝛼/ − 2𝛼 + 2  

eş1ts1zl1ğ1 sağlanır [21].  
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3.5 Bell Sayıları 

 

Bu bölümde adını Er1c Temple Bell den alan Bell sayılarının tanımına, sağladığı 

y1neleme bağıntısına, Bell üçgen1ne ve katsayıları Bell sayılarını oluşturan fonks1yona 

değ1n1lecekt1r. 

 

Tanım 3.5.1 Negat1f olmayan b1r 𝑛 tamsayısı 1ç1n Bell sayıları, 𝑛 elemanlı b1r kümen1n 

boştan farklı alt kümelere olası ayrık parçalanışlarının ya da bölünüşler1n1n veya 

üzer1ndek1 denkl1k bağıntılarının sayısını ver1r. 

 

Örneğ1n; {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümes1n1n bölümler1;  

½{𝑎}, {𝑏}, {𝑐}¾, ½{𝑎, 𝑏}, {𝑐}¾, ½{𝑎, 𝑐}, {𝑏}¾, ½{𝑏, 𝑐}, {𝑎}¾, ½{𝑎, 𝑏, 𝑐}¾ 
şekl1nded1r. 

 

Bölümler matemat1ğ1n b1rçok alanında ortaya çıkar. 

Örneğ1n; " ≡ " b1r 𝑆 kümes1 üzer1nde b1r denkl1k bağıntısı 1se; ≡ n1n denkl1k sınıfları 𝑆 n1n b1r bölünüşünü oluşturur. Sonlu b1r S kümes1n1n bölünüşler1n1n sayısı 

düşünüldüğünde; başka b1r küme söz konusu olmadığı sürece bu küme                       [𝑛] = {1,2,3, … , 𝑛} olarak alınır. 

 𝑛 elemanlı b1r kümen1n bölümler1n1n sayısı 𝐵, 1le göster1len Bell Sayılarıdır. 

Yukarıda ver1len örnekten 𝐵0 = 5 olduğu görülür. 𝐵' = 1, 𝐵$ = 1, 𝐵/ = 2 olduğunu 

görmek oldukça bas1tt1r. 𝐵, 1ç1n b1l1nen bas1t b1r formül yoktur. Bu nedenle y1neleme bağıntısından yararlanılır. 

 

Teorem 3.5.2 𝐵' = 1 olmak üzere, Bell sayıları; 

𝐵,($ =��𝑛𝑘�𝐵?@

?A'

 

denklem1n1 sağlar [29]. 

 

İlk b1rkaç Bell sayısını hesaplamak 1ç1n teoremde ver1len y1neleme bağıntısı 

kullanılırsa; 
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𝐵$ =��0𝑘�𝐵? = 1.1 = 1'

?A'

 

𝐵/ =��1𝑘�𝐵? = �10�𝐵' + �11�𝐵$ = 2$

?A'

 

𝐵0 =��2𝑘�𝐵? = �20�𝐵' + �21�𝐵$ + �22�𝐵/ = 5/

?A'

 

𝐵< =��3𝑘�𝐵? = �30�𝐵' + �31�𝐵$ + �32�𝐵/ + �33�𝐵0 = 150

?A'

 

sonuçları elde ed1l1r. 

1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, 678570, 4213597, 27644437, … 

şekl1nde devam eden Bell sayıları katlanarak büyür. 

 

Teoremde ver1len y1neleme bağıntısı 1le Bell sayılarını hesaplamak uğraştırıcı b1r 

yoldur. Bu sayıları hesaplamanın b1r başka yolu 1se; yapıca Pascal üçgen1ne benzeyen 

Bell üçgen1 d1ye 1fade ed1len farklı b1r y1nelemed1r.  

 

Tanım 3.5.3 Bell Sayıları, Bell üçgen1 yardımıyla oluşturulab1l1r. 1 sayısı 1le üçgen1n 

1lk sütunu yazılmaya başlanır. Devamında, her b1r satırın 1lk sayısı, b1r öncek1 satırın 

son sayısı 1le başlar ve her b1r sayı, b1r üstündek1 satırda bulunan sayı 1le toplanarak 

yan tarafa yazılarak 1lerlen1r. Bu 1şlem1n tekrarlanmasıyla Bell üçgen1 oluşturulur. 

 

Bell Üçgen1  

1       

1 2      

2 3 5     

5 7 10 15    

15 20 27 37 52   

52 67 87 114 151 203  

203 … … … … … … 

şekl1nded1r. Her satırın son sayısı Bell sayılarını ver1r. 
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Kumar ve arkadaşları, 1 noktasına göre yıldızıl olan ve katsayıları Bell sayılarını 

üreten aşağıdak1 fonks1yonu ele almışlardır. 

 

Tanım 3.5.4 𝑛 ≥ 0 olmak üzere, 𝐵, 1le göster1len Bell sayıları 𝑒N(%$ fonks1yonu 

tarafından 

𝑒N(%$ =�𝐵, 𝑡,𝑛!
@

,A'

	 , (𝑡 ∈ ℝ) 
şekl1nde üret1len katsayıları Bell sayılarını veren fonks1yondur [14]. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI 

 

Bu bölümde önce Bell sayıları 1le 1l1şk1l1 sınırlı dönen fonks1yonlar sınıfı tanımlanarak 

araştırmada kullanılan yardımcı önermeler ver1lecek, ardından Bell sayıları 1le 1l1şk1l1 

sınırlı dönen fonks1yonlar sınıfı 1ç1n logar1tm1k katsayıları ve ters logar1tm1k 

katsayıları hesaplanacaktır. 

 

4.1 Bell Sayılarıyla İl7şk7l7 Sınırlı Dönen Fonks7yonlar Sınıfı 

 

Tanım 4.1.1 𝕌 b1r1m d1sk1nde anal1t1k olan ve  

𝑓(𝑧) = 𝑧 +�𝑎?𝑧?@

?A/

	 , (𝑧 ∈ 𝕌)					 (4.1) 
formuna sah1p fonks1yonların sınıfının 𝐴 1le göster1ld1ğ1 ve 𝐴 sınıfındak1 ün1valent 

fonks1yonların sınıfının 𝑆 1le göster1ld1ğ1 üçüncü bölümde ver1lm1şt1. 

 

Ayrıca, 𝑝 ∈ 𝑃 fonks1yonlarının, 𝕌 b1r1m d1sk1nde anal1t1k ve 𝑝(0) = 1 olmak üzere, 𝑅𝑒𝑝(𝑧) > 0 koşulunu sağlayan 

𝑝(𝑧) = 1 + 𝑝$𝑧 + 𝑝/𝑧/ +⋯+ 𝑝,𝑧, +⋯ = 1 +�𝑝,𝑧,@

,A$

					 (4.2) 
Taylor ser1 açılımına sah1p fonks1yonlar olduğu y1ne üçüncü bölümde detaylı olarak 

ver1lm1şt1. 

 

Öncel1kle ün1valent fonks1yonların b1r alt sınıfı olarak, katsayıları Bell sayıları olan 

fonks1yona subord1ne olan fonks1yonların sınıfı tanımlanacaktır. 

 

Tanım 4.1.2 𝑓 ∈ 𝑆 fonks1yonu (4.1) de ver1len formda olmak üzere; 

ℛℬ = ½𝑓 ∈ 𝐴:	𝑓4(𝑧) ≺ 𝑒N)%$ = 𝑄(𝑧), 𝑧 ∈ 𝕌¾ 
b1ç1m1nde tanımlanan fonks1yonlar sınıfı, Bell sayılarıyla -l-şk-l- sınırlı dönen 

fonks-yonlar sınıfı olarak adlandırılır. 
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Araştırma sonuçlarımızın 1spatlarında kullanılması sebeb1yle 𝑃 sınıfındak1 

fonks1yonların katsayılarıyla 1lg1l1 bazı yardımcı önermeler1 vermek uygun olacaktır. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.3 Eğer 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑐$ ≥ 0 olmak üzere (4.2) formunda 1se,          	𝑑$ ∈ [0,1] ve 𝑑/, 𝑑0 ∈ 𝕌 ≔ {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| ≤ 1} 1ç1n; 

𝑐$ = 2𝑑$ 𝑐/ = 2𝑑$/ + 2(1 − 𝑑$/)𝑑/ 𝑐0 = 2𝑑$0 + 4(1 − 𝑑$/)𝑑$𝑑/ − 2(1 − 𝑑$/)𝑑$𝑑// + 2(1 − 𝑑$/)(1 − |𝑑/|/)𝑑0					 (4.3) 
olur. 

 𝑑$ ∈ 𝕌 ve 𝑑/ ∈ 𝜕𝕌 ≔ {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| = 1} 1ç1n 𝑐$ ve 𝑐/ değerler1n1n (4.3) tek1 g1b1 olduğu 

tek b1r 𝑝 ∈ 𝑃 fonks1yonu yan1; 

𝑝(𝑧) = 1 + ?𝑑$𝑑/ + 𝑑$C𝑧 + 𝑑/𝑧/1 + ?𝑑$𝑑/ − 𝑑$C𝑧 + 𝑑/𝑧/ , (𝑧 ∈ 𝕌) 
d1r [30]. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 Eğer 𝑝 ∈ 𝑃 , (4.2) de ver1len b1ç1mde 1se aşağıdak1 

eş1ts1zl1kler geçerl1d1r [31]: 

|𝑐,| ≤ 2				,				𝑛 ≥ 1 (4.4) |𝑐,(? − 𝜇𝑐,𝑐?| ≤ 2				,				0 ≤ 𝜇 ≤ 1												 (4.5) |𝑐P𝑐, − 𝑐?𝑐Q| ≤ 4				,				𝑚 + 𝑛 = 𝑘 + 𝑙		 (4.6) |𝑐,(/? − 𝜇𝑐,𝑐?/| ≤ 2(1 + 2𝜇)				,				𝜇 ∈ ℝ						 (4.7) 𝜆 kompleks sayısı 1ç1n [32]; 

				|𝑐/ − 𝜆𝑐$/| ≤ 2𝑚𝑎𝑥(1, |𝜆 − 1|).				 (4.8) 
 

Yardımcı Önerme 4.1.5 𝑝 ∈ 𝑃, (4.2) formunda 1se; 

|𝐾𝑐$0 − 𝐿𝑐$𝑐/ +𝑀𝑐0| ≤ 2|𝐾| + 2|𝐿 − 2𝐾| + 2|𝐾 − 𝐿 +𝑀|					 (4.9) 
eş1ts1zl1ğ1 vardır [33]. 
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Yardımcı Önerme 4.1.6 𝐴, 𝐵, 𝐶	b1rer reel sayı olmak üzere; 

𝑌(𝐴, 𝐵, 𝐶) ∶= 𝑚𝑎𝑘𝑠½|𝐴 + 𝐵𝑧 + 𝐶𝑧/| + 1 − |𝑧|/ ∶ 𝑧 ∈ 𝕌¾ 
olsun. Bu durumda, 

1. 𝐴𝐶 ≥ 0 1se; 

𝑌(𝐴, 𝐵, 𝐶) = Å |𝐴| + |𝐵| + |𝐶|,																											|𝐵| ≥ 2(1 − |𝐶|)1 + |𝐴| + 𝐵/4(1 − |𝐶|),																	 |𝐵| < 2(1 − |𝐶|) 
 
 

2. Eğer 𝐴𝐶 < 0 1se; 𝑌(𝐴, 𝐵, 𝐶) 
=
⎩⎪⎨
⎪⎧1 − |𝐴| + 𝐵/4(1 − |𝐶|) , −4𝐴𝐶(𝐶%/ − 1) ≤ 𝐵/ 	∧ 	 |𝐵| < 2(1 − |𝐶|)
1 + |𝐴| + 𝐵/4(1 + |𝐶|) , 𝐵/ < 𝑚𝑖𝑛{4(1 + |𝐶|)/, −4𝐴𝐶(𝐶%/ − 1)}𝑅(𝐴, 𝐵, 𝐶),																																																							𝑑𝑖ğ𝑒𝑟	

 

 
 
 

𝑅(𝐴, 𝐵, 𝐶) ∶=
⎩⎪⎨
⎪⎧ |𝐴| + |𝐵| − |𝐶|,																		|𝐶|(|𝐵| + 4|𝐴|) ≤ |𝐴𝐵|−|𝐴| + |𝐵| + |𝐶|,																|𝐴𝐵| ≤ |𝐶|(|𝐵| − 4|𝐴|)
(|𝐴| + |𝐶|)Ì1 − 𝐵/4𝐴𝐶 ,																																														𝑑𝑖ğ𝑒𝑟	

 

şeklindedir [34]. 
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4.2 Bell Sayıları ile İlişkili Sınırlı Dönen Fonksiyonlar Sınıfı için Logaritmik 
Katsayıların Hankel Determinantları 

 

Bu bölümde Bell sayılarıyla ilişkili sınırlı dönen fonksiyonların ℛℬ sınıfına a1t 

fonks1yonların bazı başlangıç logar1tm1k katsayıları hesaplanmıştır. Ayrıca bu sınıfa a1t 

fonks1yonlar 1ç1n 𝐻/,$(𝐹- 2)⁄  ve 𝐻0,$(𝐹- 2)⁄  logar1tm1k Hankel determ1nantlarının üst 

sınırları elde ed1lm1şt1r. Bu bölümde elde ed1len sonuçların b1r kısmı D1cle Ün1vers1tes1 

Fen B1l1mler1 Enst1tüsü tarafından gerçekleşt1r1len 2. Uluslararası Fen B1l1mler1 

L1sansüstü Araştırmalar Sempozyumunda sunulmuş olup gen1şlet1lm1ş hal1 

yayınlanmak üzere derg1ye gönder1lm1şt1r. 

 

Teorem 4.2.1 (4.1) de ver1len 𝑓 fonks1yonu ℛℬ sınıfında 1se; 

|𝛾$| ≤ 14											 (4.10) 
|𝛾/| ≤ 16												 (4.11) 
|𝛾0| ≤ 18												 (4.12) 
|𝛾<| ≤ 6533840					 (4.13) 
|𝛾L| ≤ 2231440					 (4.14) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

İlk üç eşitsizlik, aşağıdaki 𝑓$, 𝑓/, 𝑓0 fonksiyonları ile kesindir. 

																										𝑓$(𝑧) = � ?𝑒N(%$C𝑑𝑡"

'

, 
																										𝑓/(𝑧) = � �𝑒N(!%$� 𝑑𝑡,"

'

 

𝑓0(𝑧) = � �𝑒N(*%$� 𝑑𝑡"

'

.					 (4.15) 
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İspat: Subord1nasyon tanımından;  

𝑓4(𝑧) = 𝑒N+())%$					 (4.16) 
olacak şekilde	 𝑤(0) = 0 ve |𝑤(𝑧)| ≤ 1 koşulunu sağlayan b1r 𝑤(𝑧) Schwarz 

fonks1yonu vardır. 

 

𝑝(𝑧) = 1 + 𝑤(𝑧)1 − 𝑤(𝑧) = 1 + 𝑐$𝑧 + 𝑐/𝑧/ + 𝑐0𝑧0 + 𝑐<𝑧< +⋯					(𝑧 ∈ 𝕌) 
olacak şekilde 𝑝 fonksiyonu tanımlayalım. 

Buradan da 𝑤(𝑧) fonksiyonunu yalnız bırakılırsa, 𝑧 ∈ 𝕌 için; 

𝑤(𝑧) = 𝑝(𝑧) − 1𝑝(𝑧) + 1 

											= 12 𝑐$𝑧 + 12 �𝑐/ − 12 𝑐$/� 𝑧/ + 12 �𝑐0 + 14 𝑐$0 − 𝑐$𝑐/� 𝑧0 

											+ 12 �𝑐< − 18 𝑐$< + 34 𝑐$/𝑐/ − 𝑐$𝑐0 − 12 𝑐//� 𝑧< 

											+ 12 �𝑐L + 116 𝑐$L − 12 𝑐$0𝑐/ + 34 𝑐$/𝑐0 + 34 𝑐$𝑐// − 𝑐$𝑐< − 𝑐/𝑐0� 𝑧L +⋯ 

 

bulunur. Böylece 𝑝 ∈ 𝑃 olur. Buradan; 

 

𝑒N+())%$ = 1 + 12 𝑐$𝑧 + 12 𝑐/𝑧/ + �12 𝑐0 − 148 𝑐$0� 𝑧0 + � 1128 𝑐$< − 116 𝑐$/𝑐/ + 12 𝑐<� 𝑧< 

								+ �− 1480 𝑐$L + 132 𝑐$0𝑐/ − 116 𝑐$/𝑐0 − 116 𝑐$𝑐// + 12 𝑐L� 𝑧L +⋯						 (4.17) 
ve 

𝑓4(𝑧) = 1 + 2𝑎/𝑧 + 3𝑎0𝑧/ + 4𝑎<𝑧0 +⋯					 (4.18) 
 

(4.17) ve (4.18) de karşılık gelen katsayılar eş1tlen1rse; 

𝑎/ = 14 𝑐$																																																																																											 (4.19) 
𝑎0 = 16 𝑐/																																																																																											 (4.20) 
𝑎< = 1192 (24𝑐0 − 𝑐$0)																																																																			 (4.21) 
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𝑎L = 1640 (64𝑐< − 8𝑐$/𝑐/ + 𝑐$<)																																																		 (4.22) 
𝑎M = 12880 (240𝑐L − 30𝑐$𝑐// − 30𝑐$/𝑐0 + 15𝑐$0𝑐/ − 𝑐$L)					 (4.23) 

sonuçları elde ed1l1r. 

 

(3.3) ten (3.7) ye kadar ve (4.19) dan (4.23) e kadar olan denklemler1 karşılaştırırsak; 

𝛾$ = 18 𝑐$																																																																																																																									 (4.24) 𝛾/ = 1192 (16𝑐/ − 3𝑐$/)																																																																																															 (4.25) 𝛾0 = 148 (3𝑐0 − 𝑐$𝑐/)																																																																																																			 (4.26) 𝛾< = 192160 (4608𝑐< − 96𝑐$/ − 640𝑐// + 87𝑐$< − 1440𝑐$𝑐0)																											 (4.27) 
𝛾! = 1

11520 *480𝑐! − 20𝑐"𝑐#
# − 15𝑐"#𝑐$ + 38𝑐"$𝑐# − 5𝑐"! − 144𝑐"𝑐% − 120𝑐#𝑐$1	 (4.28) 

değerler1n1 elde eder1z. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 te ver1len (4.4) eş1ts1zl1ğ1 (4.24) e uygulandığında; 

|𝛾$| = Í18 𝑐$Í ≤ 18 . 2 = 14 

bulunur. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 te yer alan (4.8) eş1ts1zl1ğ1nde	 𝜆 = 0

$M
 alınarak (4.25) e 

uygulandığında; 

|𝛾/| = 112 Í𝑐/ − 316 c$/Í ≤ 112 . 2max(1, |𝜆 − 1|) = 16 

değer1 elde ed1l1r. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇 = $

0
 alınarak (4.26) ya 

uygulanırsa; 

|𝛾0| = 116 Í𝑐0 − 13 c$c/Í ≤ 18 

elde ed1l1r. 
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𝛾< 1ç1n üst sınır elde etmek amacıyla (4.27) eş1ts1zl1ğ1ne önce üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanır. Ardından Yardımcı Önerme 4.1.4 tek1 (4.4) eş1ts1zl1ğ1, (4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇 = L

0M
 1le Yardımcı Önerme 4.1.5 te bulunan (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde 𝐾 = 87, 𝐿 = 96 ve 𝑀 = −1440 alınarak uygulanırsa; 

|𝛾<| = Í 192160 (4608𝑐< − 96𝑐$/ − 640𝑐// + 87𝑐$< − 1440𝑐$𝑐0)Í 
																	≤ 192160 �|𝑐$||87𝑐$0 − 96𝑐$𝑐/ − 1440𝑐0| + 4608 Í𝑐< − 536 𝑐//Í� 

																											≤ 6533840 ≈ 0.17. 
elde ed1l1r. 

 𝛾L 1ç1n üst sınır elde etmek amacıyla (4.28) eş1ts1zl1ğ1ne önce üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanır. Ardından Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, (4.7) 

eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇$ = − $

0
,  (4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇/ = 0

$'
 ve Yardımcı Önerme 4.1.5 te 

bulunan (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde	𝐾 = 38, 𝐿 = 20, 𝑀 = 120 alınarak uygulanırsa; 

|𝛾!| = 7 1
11520 *480𝑐! − 20𝑐"𝑐#

# − 15𝑐"#𝑐$ + 38𝑐"$𝑐# − 5𝑐"! − 144𝑐"𝑐% − 120𝑐#𝑐$17 

								≤ 1
11520915|𝑐"|

# 7𝑐$ + 13 𝑐"𝑐"
#7 + |𝑐#|:38𝑐"$ − 20𝑐"𝑐# + 120𝑐$: + 480 7𝑐! − 3

10 𝑐"𝑐%7; 

								≤ 2231440 ≈ 0.154. 
elde ed1l1r. 

 

𝑓$(𝑧) = � ?𝑒N(%$C𝑑𝑡 ="

'

𝑧 + 12 𝑧/ + 13 𝑧0 + 524 𝑧< + 18 𝑧L +⋯ 

𝑓/(𝑧) = � �𝑒N(!%$�𝑑𝑡 ="

'

𝑧 + 13 𝑧0 + 15 𝑧L + 542 𝑧R + 572 𝑧O +⋯ 

𝑓0(𝑧) = � �𝑒N(*%$�𝑑𝑡 ="

'

𝑧 + 14 𝑧< + 17 𝑧R + 112 𝑧$' +⋯ 

olduğundan, teoremde ver1len 1lk üç eş1ts1zl1ğ1n kes1nl1ğ1 kolayca görülür. Bu 1se 1spatı 

tamamlar.  
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Teorem 4.2.2 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se; 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð ≤ 136						 (4.29) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r. 

 

İspat: (4.1) 1le ver1len	𝑓 fonks1yonu ℛℬ sınıfında olsun. Teorem 4.2.1 de, 

𝑎/ = 14 𝑐$ 

𝑎0 = 16 𝑐/ 

																							𝑎< = 1192 (24𝑐0 − 𝑐$0) 
olduğu elde ed1lm1şt1. 

 ℛℬ sınıfı ve Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð dönmen1n değ1şmezl1ğ1 özell1ğ1ne sah1p olduğundan, 

genell1ğ1 kaybetmeden 𝑎/ ≥ 0 kabul edeb1l1r1z. Böylece 𝑐 = 𝑐$ ∈ [0,2] ve dolayısıyla 

Yardımcı Önerme 4.1.3 dek1 (4.3) eş1tl1kler1 sebeb1yle 𝑑$ ∈ [0,1] olur. Böylece; 

𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ = 𝛾$𝛾0 − 𝛾// = 14 �𝑎/𝑎< − 𝑎0/ + 112𝑎/<� 

= 136864 (288𝑐$𝑐0 − 256𝑐// − 9𝑐$<)	
= 1
2304 (−𝑑"

% + 16𝑑"#𝑑#(1 − 𝑑"#) − 8𝑑##(1 − 𝑑"#)(𝑑"# + 8) + 72𝑑"𝑑$(1 − 𝑑"#)(1 − |𝑑#|#)								 (4.30)	
elde ed1l1r. 

 

Bu son eş1tl1kte 𝑑$ e göre aşağıdak1 durumlar söz konusu olacaktır. 

1. Durum: 𝑑$ = 1 olduğunu varsayalım. Bu durumda (4.30) denklem1nden; 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð = |𝛾$𝛾0 − 𝛾//| = 12304 

elde ed1l1r. 

 

2. Durum: 𝑑$ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda (4.30) denklem1nden; 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð = |𝛾$𝛾0 − 𝛾//| = Í 12304 ?−8𝑑//(1 − 𝑑$/)(𝑑$/ + 8)CÍ = 136 |𝑑/|/ ≤ 136 
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bulunur. 

 

3. Durum: 𝑑$ ∈ (0,1) olduğunu varsayalım. (4.30) 1fades1ne üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanırsa, |𝑑0| ≤ 1 1le b1rl1kte; 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð = |𝛾$𝛾0 − 𝛾//| 
			= Í 12304 (−𝑑$< + 16𝑑$/𝑑/(1 − 𝑑$/) − 8𝑑//(1 − 𝑑$/)(𝑑$/ + 8)+ 72𝑑$𝑑0(1 − 𝑑$/)(1 − |𝑑/|/)Í 

																									≤ 132𝑑$(1 − 𝑑$/) ª  −𝑑$072(1 − 𝑑$/) + 29𝑑$𝑑/ − (𝑑$/ + 8)𝑑//9𝑑$   + 1 − |𝑑/|/« 

																									= 132𝑑$(1 − 𝑑$/)(|𝐴 + 𝐵𝑑/ + 𝐶𝑑//| + 1 − |𝑑/|/) 
 

elde ed1l1r. Burada; 

𝐴 = −𝑑$072(1 − 𝑑$/) , 𝐵 = 29𝑑$, 𝐶 = −𝑑$/ + 89𝑑$  

şekl1nded1r. 𝑑$ ∈ (0,1) olduğundan 𝐴 ≤ 0,	𝐵 ≥ 0 ve 𝐶 ≤ 0 olduğu açıktır. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.6 yı uygulamak 1ç1n 𝐴𝐶 çarpımı 1ncelend1ğ1nde, 𝐴𝐶 ≥ 0 olduğu 

görülür. Böylece Yardımcı önermen1n b1r1nc1 kısmı uygulanab1l1r. 

|𝐵| − 2(1 − |𝐶|) = 29𝑑$ − 2ª1 − 𝑑$/ + 89𝑑$ « = 2(2𝑑$/ − 9𝑑$ + 8)9𝑑$  

																																																																																	≥ 2(𝑑$ − 1)(𝑑$ − 8)9𝑑$ > 0 

olduğu kolayca görülür. Böylece Yardımcı Önerme 4.1.6 ten; 

		Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð = |𝛾$𝛾0 − 𝛾//| ≤ 132𝑑$(1 − 𝑑$/)𝑌(𝐴, 𝐵, 𝐶) 																= 132𝑑$(1 − 𝑑$/)(|𝐴| + |𝐵| + |𝐶|) 
																																										= 132𝑑$(1 − 𝑑$/) ª 𝑑$072(1 − 𝑑$/) + 29𝑑$ + 𝑑$/ + 89𝑑$ « 

																																																					= 12304 (−23𝑑$< − 40𝑑$/ + 64) 																																																					≤ 642304 
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																																																					= 136 

sonucu elde ed1l1r. 

 

Yukarıda 1ncelenen üç durum anal1z ed1ld1ğ1nde; 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð ≤ 136 

eş1ts1zl1ğ1n1n doğru olduğu görülür. 

 

Elde ed1len sonucun kes1n olduğunu göstermek 1ç1n; 

𝑝(𝑧) ≔ 1 + 𝑧/1 − 𝑧/ = 1 + 2𝑧/ + 2𝑧< +⋯ = 1 +�2𝑧/?@

?A$

 

fonks1yonunu göz önüne alalım. 𝑝 fonks1yonunun ℛℬ sınıfında olduğu açıktır. Ayrıca                𝑐$ = 𝑐0 = 0 ve 𝑐/ = 2 olduğunu görmek kolaydır. Buradan; 𝑎/ = 𝑎< = 0 ve 𝑎0 = $

0
 

elde ed1l1r. 

Ð𝐻/,$(𝐹- 2)⁄ Ð = |𝛾$𝛾0 − 𝛾//| = Í14 �𝑎/𝑎< − 𝑎0/ + 112𝑎/<�Í = 136 

sonucu elde ed1l1r. 

 

Bu da 1spatı tamamlar. 

 

Teorem 4.2.3 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

|𝛾/𝛾< − 𝛾0/| ≤ 25261552960 ≈ 0.0456					 (4.31) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

 

İspat: (4.25), (4.26) ve (4.27) eş1tl1kler1nden yararlanılırsa; 

𝛾/𝛾< − 𝛾0/ = Ñ 1192 (16𝑐/ − 3𝑐$/) 192160 (4608𝑐< − 96𝑐$/𝑐/ − 640𝑐// + 87𝑐$<
− 1440𝑐$𝑐0) − ª 148 (3𝑐0 − 𝑐$𝑐/)«/Ò 
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																											= − 117694720 (13834𝑐$/𝑐< − 4320𝑐$0𝑐0 − 1680𝑐$<𝑐/ + 10240𝑐/0+ 69120𝑐0/ + 261𝑐$M + 7296𝑐$/𝑐// − 73728𝑐/𝑐< − 23040𝑐$𝑐/𝑐0) 
 

Son eş1tl1k tekrar düzenlend1kten sonra her 1k1 tarafın mutlak değer1 alınıp üçgen 

eş1ts1zl1ğ1 uygulanır. Ardından, Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, 

(4.8) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜆$ = $0S/<

R0R/S
 ,	𝜆/ = − R/OM

$'/<'
, 𝜆0 = − /M$

$MS'
 ve Yardımcı Önerme 4.1.5 

te bulunan (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde 𝐾 = −4320, 𝐿 = 23040, 𝑀 = 69120 alınarak 

uygulanırsa; 

|𝛾/𝛾< − 𝛾0/| ≤ 117694720 �73728|𝑐<| Í𝑐/ − 1382473728 𝑐$/Í+ |𝑐0||−4320𝑐$0 − 23040𝑐$𝑐/ + 69120𝑐0|+ 10240|𝑐/|/ Í𝑐/ + 729610240 𝑐$/Í + 1680|𝑐$|< Í𝑐/ + 2611680 𝑐$/Í� 

																							≤ 25261552960 ≈ 0.0456. 
 

sonucu elde ed1l1r ve bu da 1spatı tamamlar.  

 

Teorem 4.2.4 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

|𝛾$𝛾< − 𝛾/𝛾0| ≤ 17320 ≈ 0.053					 (4.32) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

 

İspat: (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27) eş1tl1kler1nden yararlanılarak; 

𝛾"𝛾% − 𝛾#𝛾$ = 1
737280 *640𝑐"𝑐#

# − 720𝑐"#𝑐$ − 336𝑐"$𝑐# + 87𝑐"! + 4608𝑐"𝑐% − 3840𝑐#𝑐$1 
yazılab1l1r. 

 

Bu 1fadey1 yen1den düzenley1p her 1k1 tarafın mutlak değer1 alınır, sonra üçgen 

eş1ts1zl1ğ1 uygulanab1l1r. Ardından, Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, 

(4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇$ = R/'

<M'S
 , 𝜇/ = M<'

0S<'
 ve (4.8) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜆 = SR

00M
 alınarak 

uygulanırsa; 
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|𝛾$𝛾< − 𝛾/𝛾0| ≤ 1737280 �336|𝑐$|0 Í𝑐/ − 87336 𝑐$/Í + 4608|𝑐$| Í𝑐< − 7204608 𝑐$𝑐0Í+ 3840|𝑐/| Í𝑐0 − 6403840 𝑐$𝑐/Í� 

																															≤ 17320 ≈ 0.053. 
elde ed1l1r. Bu da 1spatı tamamlar.  

 

Teorem 4.2.5 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

Ð𝐻0,$?𝐹- 2⁄ CÐ ≤ 126380966355200 ≈ 0.019						 (4.33) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

 

İspat: (3.17) denklem1nden 

𝐻0,$?𝐹- 2⁄ C = 𝛾0(𝛾/𝛾< − 𝛾0/) − 𝛾<(𝛾$𝛾< − 𝛾/𝛾0) + 𝛾L(𝛾$𝛾0 − 𝛾//)	
olduğu b1l1n1yor. Bu 1faden1n her 1k1 tarafının mutlak değer1 alınırsa, üçgen eş1ts1zl1ğ1n1 

kullanarak,	Ð𝐻0,$?𝐹- 2⁄ CÐ = |𝛾0||𝛾/𝛾< − 𝛾0/| + |𝛾<||𝛾$𝛾< − 𝛾/𝛾0| + |𝛾L||𝛾$𝛾0 − 𝛾//| 
yazılab1l1r. Bu son 1fade de Teorem 4.2.1 de elde ed1len (4.12), (4.13), (4.14), Teorem 

4.2.2 te elde ed1len (4.29), Teorem 4.2.3 te elde ed1len (4.31) ve Teorem 4.2.4 te elde 

ed1len (4.32) eş1ts1zl1kler1 kullanılırsa; 

Ð𝐻0,$?𝐹- 2⁄ CÐ ≤ 126380966355200 

sonucu elde ed1l1r. Bu da 1spatı tamamlar. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 54 

4.3 Bell Sayıları ile İlişkili Sınırlı Dönen Fonksiyonlar Sınıfı için Ters Logaritmik 
Katsayıların Hankel Determinantları 

 

Bu bölümde Tanım 4.1.2 de ver1len Bell sayılarıyla ilişkili sınırlı dönen fonksiyonların ℛℬ sınıfına a1t fonks1yonların ters logar1tm1k katsayılarının Hankel determ1nantları 

hesaplanmıştır. Bu bölümde elde ed1len sonuçlar yayınlanmak üzere derg1ye 

gönder1lm1şt1r. 

 

Teorem 4.3.1 (4.1) de ver1len 𝑓 fonks1yonu 1ç1n 𝑓%$ fonks1yonu ℛℬ sınıfında 1se; 

|𝛤$| < 14					 (4.34) 
|𝛤/| < 16					 (4.35) 
|𝛤0| < 18					 (4.36) 
		|𝛤<| < 3380					 (4.37) 
		|𝛤L| < 4730					 (4.38) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

İspat: 𝑓 ∈ 𝑆 olsun. Bu durumda Tanım 3.1.12 de verilen şartları sağlayan 𝑓%$ 

fonksiyonu vardır. Tanım 3.3.2 de 𝑓%$ fonksiyonundan yararlanılarak logaritmik 

katsayılar hesaplanmıştır. 𝑓%$ fonksiyonunun logaritmik katsayılarının verildiği  

(3.8)-(3.12) denklemleri ile ℛℬ sınıfının tanımından yazılan 𝑓4(𝑧) = 𝑒N+())%$ 

eşitliğinde her iki tarafın katsayılarının eşitlenerek elde edilen (4.19)-(4.23) 

denklemlerinden 

 

𝛤$ = −18 𝑐$																																																																																																																									 (4.39) 𝛤/ = 1192 (−16𝑐/ + 9𝑐$/)																																																																																															 (4.40) 𝛤0 = − 1384 (24𝑐0 + 9𝑐$0 − 32𝑐$𝑐/)																																																																												 (4.41) 𝛤< = 192160 (−4608𝑐< − 6624𝑐$/𝑐/ + 3200𝑐// + 1203𝑐$< + 7200𝑐$𝑐0)											 (4.42) 
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𝛤! = − 1
92160 )3840𝑐! + 6240𝑐"𝑐#

# + 7080𝑐"#𝑐$ − 5376𝑐"$𝑐# + 695𝑐"! − 6912𝑐"𝑐% − 5760𝑐#𝑐$1									 						 (4.43) 
değerler1 elde ed1l1r. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 te ver1len (4.4) eş1ts1zl1ğ1 (4.39) a uygulandığında;  

|Γ$| = Í−18 𝑐$Í ≤ 18 . 2 = 14 

bulunur. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4 te yer alan (4.8) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜆 = O

$M
 alınarak (4.40) 1fades1ne 

uygulandığında; 

|Γ/| = 112 Í𝑐/ − 916 c$/Í ≤ 112 . 2max(1, |𝜆 − 1|) = 16 

değer1 elde ed1l1r. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.5 te bulunan (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde 𝐾 = 9, 𝐿 = 32 ve      𝑀 = 24 

alınarak (4.41) e uygulanırsa; 

|Γ0| = 1384 |24𝑐0 + 9c$0 − 32𝑐$𝑐/| ≤ 18 

elde ed1l1r. 

 Γ< 1ç1n üst sınır elde etmek amacıyla (4.42) eş1ts1zl1ğ1ne önce üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanır. Ardından Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, (4.5) 

eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇 = 0/''

<M'S
 ve Yardımcı Önerme 4.1.5 te ver1len (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde         𝐾 = 1203, 𝐿 = 6624, 𝑀 = 7200 alınarak uygulanırsa; 

|Γ<| = Í 192160 (−4608𝑐< − 6624𝑐$/𝑐/ + 3200𝑐// + 1203𝑐$< + 7200𝑐$𝑐0)Í																							≤ 192160 �|𝑐$||1203𝑐$0 − 6624𝑐$𝑐/ + 7200𝑐0| + 4608 Í𝑐< − 32004608 𝑐//Í�																	≤ 3380 ≈ 0.41. 
elde ed1l1r. 
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𝛤L 1ç1n üst sınır elde etmek amacıyla (4.43) eş1ts1zl1ğ1ne önce üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanır. Ardından Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, (4.5) 

eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇 = M/<'

MO$/
, (4.8) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜆$ = R'S'

LRM'
 ve 𝜆/ = MOL

L0RM
 alınarak 

uygulanırsa; 

|𝛤L| = Í 192160 (3840𝑐L + 6240𝑐$𝑐// + 7080𝑐$/𝑐0 − 5376𝑐$0𝑐/ + 695𝑐$L− 6912𝑐$𝑐< − 5760𝑐/𝑐0)Í 
								≤ 192160 �6912|𝑐$| Í𝑐< − 62406912 𝑐//Í + 5760|𝑐0| Í𝑐/ − 70805760 𝑐$/Í+ 5376|𝑐$|0 Í𝑐/ − 6955376 𝑐$/Í + 3840|𝑐L|� 

								≤ 4730 ≈ 1.5667 

elde ed1l1r.  

 

Teorem 4.3.2 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð ≤ 136					 (4.44) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. Bu eş1ts1zl1k kes1nd1r. 

 

İspat: (4.1) 1le ver1len 𝑓 fonks1yonu ℛℬ sınıfında olsun. Teorem 4.2.1 de, 

𝑎/ = 14 𝑐$ 

𝑎0 = 16 𝑐/ 

																							𝑎< = 1192 (24𝑐0 − 𝑐$0) 
eş1tl1kler1 elde ed1lm1şt1. 

 ℛℬ sınıfı ve Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð dönmen1n değ1şmezl1ğ1 özell1ğ1ne sah1p olduğundan, 

genell1ğ1 kaybetmeden 𝑎/ ≥ 0 kabul edeb1l1r1z. Böylece 𝑐 = 𝑐$ ∈ [0,2] ve dolayısıyla 

Yardımcı Önerme 4.1.3 dek1 (4.3) eş1tl1kler1 sebeb1yle 𝑑$ ∈ [0,1] olur. Böylece; 

𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ = Γ$Γ0 − Γ// = 14 �𝑎/𝑎< − 𝑎0/ − 𝑎//𝑎0 + 1312𝑎/<� 
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= 136864 (−96𝑐$/𝑐/ − 256𝑐// + 27𝑐$< + 288𝑐$𝑐0) = − 12304 (13𝑑$< + 32𝑑$/𝑑/(1 − 𝑑$/) + 8𝑑//(1 − 𝑑$/)(𝑑$/ + 8)− 72𝑑$𝑑0(1 − 𝑑$/)(1 − |𝑑/|/) 						 (4.45) 
elde ed1l1r. 

 

Son eş1tl1kte 𝑑$ e göre aşağıdak1 durumlar 1ncelen1rse; 

 

1. Durum: 𝑑$ = 1 olduğunu varsayalım. Bu durumda (4.45) denklem1nden; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð = |𝛤$𝛤0 − 𝛤//| = 132304 

elde ed1l1r. 

 

2. Durum: 𝑑$ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda (4.45) denklem1nden; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð = |𝛤$𝛤0 − 𝛤//| = Í 136𝑑//Í = 136 |𝑑/|/ ≤ 136 

bulunur. 

 

3. Durum: 𝑑$ ∈ (0,1) olduğunu varsayalım. (4.45) 1fades1ne üçgen eş1ts1zl1ğ1 

uygulanırsa, |𝑑0| ≤ 1 1le b1rl1kte; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð = |𝛤$𝛤0 − 𝛤//| 
= 3 −12304 (13𝑑"

% + 32𝑑"#𝑑#(1 − 𝑑"#) + 8𝑑##(1 − 𝑑"#)(𝑑"# + 8) − 72𝑑"𝑑$(1 − 𝑑"#)(1 − |𝑑#|#)3 

≤ 132𝑑$(1 − 𝑑$/) ª  13𝑑$072(1 − 𝑑$/) + 49𝑑$𝑑/ + (𝑑$/ + 8)𝑑//9𝑑$   + 1 − |𝑑/|/« 

= 132𝑑$(1 − 𝑑$/)(|𝐴 + 𝐵𝑑/ + 𝐶𝑑//| + 1 − |𝑑/|/) 
 

elde ed1l1r. Burada; 

𝐴 = 13𝑑$072(1 − 𝑑$/) , 𝐵 = 49𝑑$, 𝐶 = 𝑑$/ + 89𝑑$  

şekl1nded1r. 𝑑$ ∈ (0,1) olduğundan 𝐴 ≥ 0, 𝐵 ≥ 0 ve 𝐶 ≥ 0 olduğu açıktır. 
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Yardımcı Önerme 4.1.6 yı uygulamak 1ç1n 𝐴𝐶 çarpımı 1ncelend1ğ1nde, 𝐴𝐶 ≥ 0 olduğu 

görülür. Böylece yardımcı önerme b1r1nc1 kısmı uygulanab1l1r. 

|𝐵| − 2(1 − |𝐶|) = 49𝑑$ − 2ª1 − 𝑑$/ + 89𝑑$ « = 2(3𝑑$/ − 9𝑑$ + 8)9𝑑$  

																																																			≥ 2(𝑑$ − 1)(𝑑$ − 8)9𝑑$ > 0 

olduğu kolayca görülür. Böylece Yardımcı Önerme 4.1.6 dan; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð = |𝛤$𝛤0 − 𝛤//| ≤ 132𝑑$(1 − 𝑑$/)𝑌(𝐴, 𝐵, 𝐶) 																																																								= 132𝑑$(1 − 𝑑$/)(|𝐴| + |𝐵| + |𝐶|) 
																																																								= 132𝑑$(1 − 𝑑$/) ª 13𝑑$072(1 − 𝑑$/) + 49𝑑$ + 𝑑$/ + 89𝑑$ « 

																																																								= 12304 (−27𝑑$< − 24𝑑$/ + 64) 		≤ 642304 

		= 136 

sonucu elde ed1l1r. 

 

Yukarıda 1ncelenen üç durum anal1z ed1ld1ğ1nde; 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð ≤ 136 

eş1ts1zl1ğ1n1n doğru olduğu görülür. 

 

𝑝(𝑧) ≔ 1 + 𝑧/1 − 𝑧/ = 1 + 2𝑧/ + 2𝑧< +⋯ = 1 +�2𝑧/?@

?A$

 

fonks1yonunu göz önüne alalım. 𝑝 fonks1yonunun 𝑃 sınıfında olduğu açıktır. Ayrıca                𝑐$ = 𝑐0 = 0 ve 𝑐/ = 2 olduğunu görmek kolaydır. Buradan; 𝑎/ = 𝑎< = 0 ve 𝑎0 = $

0
 

olduğu sonucu çıkar. 

Ð𝐻/,$(𝐹-"# 2)⁄ Ð = |Γ$Γ0 − Γ//| = Í14 �𝑎/𝑎< − 𝑎0/ − 𝑎//𝑎0 + 1312𝑎/<�Í = 136 

sonucu elde ed1l1r. Bu da 1spatı tamamlar. 
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Teorem 4.3.3 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

|𝛤/𝛤< − 𝛤0/| ≤ 2413840 ≈ 0.06276					 (4.46) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

 

İspat: (4.40), (4.41) ve (4.42) eş1tl1kler1nden yararlanılırsa; 

Γ/Γ< − Γ0/ = ª 1192 (−16𝑐/ + 9𝑐$/)« ª 192160 (−4608𝑐< − 6624𝑐$/𝑐/ + 3200𝑐//
+ 1203𝑐$< + 7200𝑐$𝑐0)« − ª−1384 (24𝑐0 + 9𝑐$0 − 32𝑐$𝑐/)«/ 

																			= 117694720 (−41472𝑐$/𝑐< + 12960𝑐$0𝑐0 − 9744𝑐$<𝑐/ − 51200𝑐/0− 69120𝑐0/ + 1107𝑐$M + 11904𝑐$/𝑐// + 73728𝑐/𝑐< + 69120𝑐$𝑐/𝑐0) 
 

Son eş1tl1k tekrar düzenlen1p her 1k1 tarafın mutlak değer1 alınır ve sonra üçgen 

eş1ts1zl1ğ1 uygulanab1l1r. Ardından, Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, 

(4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇$ = 1, 𝜇/ = $$O'<

<$<R/
, 𝜇0 = L$/''

R0R/S
 ve Yardımcı Önerme 4.1.5 te 

ver1len (4.9) eş1ts1zl1ğ1nde 𝐾 = 1107, 𝐿 = 9744 ve 𝑀 = 12960 alınarak uygulanırsa; 

|Γ/Γ< − Γ0/| ≤ 117694720 �69120|𝑐0||𝑐0 − 𝑐$𝑐/|+ |𝑐$|0|1107𝑐$0 − 9744𝑐$𝑐/ + 12960𝑐0|+ 41472|𝑐$|/ Í𝑐< − 1190441472 𝑐//Í + 73728|𝑐/| Í𝑐< − 5120073728 𝑐//Í� 

																						≤ 2413840 ≈ 0.06276. 
sonucu elde ed1l1r ve bu da 1spatı tamamlar.  

 

Teorem 4.3.4 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

|𝛤$𝛤< − 𝛤/𝛤0| ≤ 3435120 ≈ 0.066				 (4.47) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

   

İspat: (4.39), (4.40), (4.41) ve (4.42) eş1ts1zl1kler1nden yararlanılarak; 

Γ$Γ< − Γ/Γ0 = 1245760 (640𝑐$𝑐// − 1680𝑐$/𝑐0 + 768𝑐$0𝑐/ − 131𝑐$L + 1536𝑐$𝑐<− 1280𝑐/𝑐0) 
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Bu 1fade yen1den düzenlen1p her 1k1 tarafın mutlak değer1 alınır, sonra da üçgen 

eş1ts1zl1ğ1 uygulanab1l1r. Ardından Yardımcı Önerme 4.1.4 te bulunan (4.4) eş1ts1zl1ğ1, 

(4.5) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇$ = M<'

$/S'
, (4.7) eş1ts1zl1ğ1nde 𝜇/ = − $0$

$MS'
 ve 𝜇0 = − RMS

$L0M
 alınarak 

uygulanırsa; 

|Γ$Γ< − Γ/Γ0| ≤ 1245760 �1680|𝑐$|/ Í𝑐0 + 1311680 𝑐$𝑐$/Í + 1536|𝑐$| Í𝑐< + 7681536 𝑐/𝑐$/Í+ 1280|𝑐/| Í𝑐0 − 6401280 𝑐$𝑐/Í� 

																										≤ 3435120 ≈ 0.066. 
 

elde ed1l1r. Bu da 1spatı tamamlar. 

 

Teorem 4.3.5 Eğer 𝑓 ∈ ℛℬ 1se, bu durumda; 

Ð𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ CÐ ≤ 87365311059200 ≈ 0.078					 (4.48) 
eş1ts1zl1ğ1 sağlanır. 

 

İspat: (3.21) denklem1nden 𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ C = 𝛤0(𝛤/𝛤< − 𝛤0/) − 𝛤<(𝛤$𝛤< − 𝛤/𝛤0) + 𝛤L(𝛤$𝛤0 − 𝛤//)	
olduğu b1l1n1yor. Bu 1faden1n her 1k1 tarafının mutlak değer1 alınırsa, üçgen eş1ts1zl1ğ1 

kullanılarak; 

Ð𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ CÐ = |Γ0||Γ/Γ< − Γ0/| + |Γ<||Γ$Γ< − Γ/Γ0| + |ΓL||Γ$Γ0 − Γ//| 
yazılab1l1r. Bu son 1fade Teorem 4.3.1 de elde ed1len (4.36), (4.37), (4.38), Teorem 

4.3.2 de elde ed1len (4.44), Teorem 4.3.3 te elde ed1len (4.46) ve Teorem 4.3.4 te elde 

ed1len (4.47) eş1ts1zl1kler1 kullanılarak, 

Ð𝐻0,$?𝐹-"# 2⁄ CÐ ≤ 87365311059200 

sonucu elde ed1l1r. Bu da 1spatı tamamlar. 
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5. SONUÇLAR 

 

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmuştur.  

 

G1r1ş bölümünde kompleks anal1z, ün1valent fonks1yonlar ve bazı alt sınıflarının 

katsayılarının hesaplanması 1le 1lg1l1 yapılan çalışmalar hakkında kısa b1r b1lg1lend1rme 

yapılmıştır. 

 

İk1nc1 bölümde kompleks anal1z1n temel kavramları ver1lm1şt1r. Elde ed1len sonuçların 

anlaşılır olab1lmes1 1ç1n 1ht1yaç duyulan bazı temel tanım ve teoremler bu bölümde ele 

alınmıştır. 

 

Üçüncü bölümde, ün1valent fonks1yonlar ve bu fonks1yonların bazı alt sınıfları 1le 1lg1l1 

tanımlara ve teoremlere yer ver1lm1şt1r. Ayrıca logar1tm1k katsayılar, Hankel 

determ1nantı ve Bell sayıları açıklanarak araştırma sonuçlarına ulaşab1lmek 1ç1n zem1n 

hazırlanmıştır. 

 

Dördüncü bölüm üç ana başlık altında ver1lm1şt1r. İlk olarak; Bell sayıları 1le 1l1şk1l1 

sınırlı dönen fonks1yonların ℛℬ sınıfı tanımlanmış ve 1spatları yaparken kullanılan 

yardımcı önermeler ver1lm1şt1r. Daha sonra, bu sınıftak1 fonks1yonların logar1tm1k 

katsayılarının Hankel determ1nantları 1ç1n sınırlar hesaplanmıştır. Son bölümde 1se; bu 

sınıftak1 fonks1yonların ters logar1tm1k katsayılarının Hankel determ1nantları 1ç1n 

sınırlar bel1rlenm1şt1r. 
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İmza: 

 

Öğrenc*n*n Adı, Soyadı G*zem Nur TUFAN 

Öğrenc* No 22804033 

Ana B*l*m Dalı Matemat*k Ana B*l*m Dalı 

Program Türü Proje ☐ Yüksek L*sans ☐ Doktora ☐ 

Tez Danışmanı Prof. Dr. Sevtap SÜMER 

Tez Başlığı 
Bell Sayılarıyla İl*şk*l* Sınırlı Dönen Fonks*yonlar 

Sınıfı İç*n Logar*tm*k Katsayıların Hankel 
Determ*nantları 

RAPOR BİLGİLERİ 

Raporlama Aşaması Tez Savunma Sınavı Sonrası 

Sayfa Sayısı 75 

Raporlama Tar*h* 06.07.2024 

Benzerl*k Oranı (%) %13 

Danışman Prof. Dr. Sevtap SÜMER 
Tar*h:10.07.2024 

İmza: 

Ana B'l'm Dalı Başkanı Prof. Dr. H. Özlem GÜNEY  
Tar*h:10.07.2024 

İmza: 


