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OZET

BELLI TIPTEN KISMI TUREVLI DENKLEMLER
ICIN STURM-TIPI KARSILASTIRMA
TEOREMLERI

SAHINER, Sinem

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Prof. Dr. Emine MISIRLI,
Ikinci Damgmani: Prof. Dr. Aydin TIRYAKI
Mayis 2015, 73 sayfa

Belli tipten kismi tiirevli denklemler ig¢in Sturm-tipi karsilagtirma teo-
remleri baglikli bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde ¢aligmanin konusu ve tarihsel geligimi hakkinda genel
bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde konuya iliskin temel kavramlar iizerinde durulmus, lineer
ve half lineer tipten diferensiyel denklemler icin karsilastirma teoremleri ele
alinmig ve bu teoremlerin baz uygulamalarina yer verilmisgtir.

Ugiincii boliimde, literatiirde yer alan amaca yonelik kargilagtirma teo-
remlerini igeren caligmalar verilmistir.

Dordiincii boliimde belli tipten kismi tiirevli denklemler i¢in 6nce Pi-
cone tipli egitsizlikler olusturulmug ve bu esitsizlikler yardimiyla Sturm-tipi
karsilagtirma sonuglar: verilmistir. Bu boliimde verilen tiim sonuglar 6zgtindiir.

Beginci boliim sonug boliimidiir.

Anahtar Sézciikler: Eliptik denklemler, Picone tipli 6zdeglikler /egitsizlikler,

Sturm karsilagtirma teoremleri, salinimhlik.
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ABSTRACT

STURMIAN COMPARISON THEOREMS FOR
CERTAIN TYPE OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

SAHINER, Sinem

Ph.D. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emine MISIRLI
Co-Supervisor: Prof. Dr. Aydin TIRYAKI
May 2015, 73 pages

This thesis entitled by Sturmian comparison theorems for certain type
of partial differential equations consists of five chapters.

In the first chapter, the subject of the study and the historical develop-
ments in the area have been introduced.

The second chapter focuses on the definitions of the fundamental concepts
of the issues discussed. The the comparison theorems for linear and nonlinear
differential equations are discussed and some examples for the applications of
these theorems are given.

In the third chapter, we investigate the previous work about the
comparison theorems for partial differential equations in the literature.

In the fourth chapter, Picone type inequalities are observed for the certain
type of partial differantial equations and Sturmian comparison results are given
via the Picone type inequalities. The results are given in this chapter are
original.

The fifth chapter is the conclusion.

Key Words: Elliptic equations, Picone type identities/inequalities, Sturm

comparison results, oscillation.
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1 GIRIS

Doga bilimleri, miihendislik ve daha birgok alandaki problemler diferan-
siyel denklemlerle modellenmigtir. Bu nedenle pek ¢ok arastirmac: diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri tizerinde ¢alismigtir. Bilindigi iizere diferansiyel den-
klemlerin ¢ok kiiglik bir simifinin analitik ¢oziimlerini elde etmek miimkiindiir.
Cozlimii elde edilemeyen bazi diferansiyel denklemlerin yapilarina ve baz 6zel-
liklerine gore ¢oziimleri hakkinda bilgi edinmek miimkiindiir. Diferansiyel den-
klemleri ¢ozmeden, bu denklemlerin ¢oziimleri hakkinda bilgi edinme kalitatif
teorinin temel problemlerinden biridir. Bir denklemin eger varsa, ¢éziimlerinin
sifirlarimin konumu, ¢éziimlerin sayisi, diger ¢oziimii ya da ¢oziimlerinin sifirlar:
ile karsilastirilmasi son derece 6nemlidir. Bu tip incelemeler Sturm teorisi iginde

yer alir.

Bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin sifirlarindan hareketle bagka
bir diferansiyel denklemin g¢oziimlerinin sifirlarinin konumu hakkindaki ilk
calismalar Fransiz Matematik¢i Jacques Charles Frangois Sturm tarafindan
yapilmigtir (Sturm, 1836). Sturm’un bu konuda 6ncii sayilan caligmasindan
sonra aragtirmacilar Sturm teorisi olarak anilan bu teoriyi cegitli diferansiyel
denklemler icin geligtirmiglerdir. Italyan matematik¢i Mauro Picone ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in Sturm karsilagtirma teoremlerini
vermek amaciyla kendi adiyla bilinen Picone 6zdesligini tanimlamistir (Picone,

1909).

Daha sonraki yillarda, ikinci mertebeden half (yar1) lineer denklemler
igin Picone tipli ozdeslik Jaro§ ve Kusano tarafindan elde edilmig ve bu
ozdeglikler kullamlarak, zorlanmig terimli (forced term) ve zorlanmug terimli
olmayan (unforced term) half-lineer denklemler igin Sturm kargilagtirma
teoremleri verilmigtir (Jaro§ and Kusano, 2002). Lineer denklemlere iligkin
Picone ozdeslikleri ve karsilagtirma teoremleri icin (Kreith, 1973, 1975), half
lineer eliptik denklemler igin (Allegretto, 2000, 2001; Allegretto and Huang,
1998, 1999; Bognar and Dosly, 2003; Clarck and Swanson, 1965; Dunninger,
1995; Kusano et. al., 2000; Yoshida, 2008a, 2008b, 2009a, 2009b) 6ncelikli



referanslar olarak verilebilir.

Miihendislik ve fizik gibi bir ¢ok uygulama alanlarindaki problemlerde,

A(z) birim matris veya skalar bir fonksiyon olmak iizere
div (A(z)||Vu| P> Vu)

geklinde p-Laplasyen modellerle kargilagilir. (Ahmed, 1969; Aris, 1975; As-
tarita, 1974; Diaz, 1985; Oden, 1978; Pelissier; 1975, Schoenauer; 1983) Bu
nedenle p-Laplasyen igeren genellestirilmis eliptik tipten denklemler i¢in Sturm

teorisi ile ilgili sonucglarin elde edilmesi onemlidir.

Bu tezde p-Laplasyen modeller igin, Picone tipli egitsizlikler yardimiyla
bazi 6zel tipten denklemlerin ¢ézlimlerinin sifirlarinin kargilagtirilmas: tizerinde

durulacaktir.

Bu tez beg bolimden olugmaktadir. Birinci bolim girig bolimiidiir.
Ikinci bélimde konu ile ilgili temel tamm ve teoremlere yer verilmigtir.
Uciincii boliimde, 6zel tipten kismi tiirevli denklemler icin literatiirdeki meveut
olan baz kargilastirma teoremleri ele alinmugtir. Tezin orijinal béliimii olan
dordiincii boliimde, daha once literatiirde ele alinmamig, genellestirilmis
eliptik tipten operatorler géz ontinde bulundurularak Picone tipli egitsizlikler
yardimiyla Sturm-tipi karsilagtirma teoremleri elde edilmigtir. Elde edilen
sonuglarin bir uygulamasi olarak bu operatorlere karsilik gelen denklemlerin
salimmliliklar: hakkinda 6zgilin sonuglar verilmigtir. Bu sonuglar, genellegtirilmis
eliptik tipten denklemleri ¢bzmeden, bu denklemlerin ¢oziimlerinin sifirlar:
hakkinda bilgi edinilmesine imkan saglar. Fizik ve miihendislik problemlerinin
matematiksel modellerinde p-Laplasyen denklemler genig bir yer tutmakta olup
bu tip denklemlerin kalitatif incelenmesi oldukca onemlidir. Elde edilen bu
sonuclar p-Laplasyen igeren denklemlerin ya da bu denklemlerin 6zel hallerinin

kalitatif incelenmesinde kullamlabilir. Beginci bolim sonu¢ bolimidir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca ele alinacak olan konuya iligkin bazi temel

kavramlara yer verilecektir.

2.1 Diferensiyel Denklemlerin Salinimliligi fle ilgili Kavram-

lar

Tkinci mertebeden
W = flz,uu), £20 (1)

seklinde verilen diferensiyel denklemi ele alahm. u(z), [0,00) arahginda (1)

denkleminin agikar olmayan bir ¢oziimii olsun.
Tanim 2.1

u(z), (1) denkleminin bir ¢ézlimil olsun. u(z*) = 0 ise z = z* noktasina

u(z) in bir syfers denir.
Tanim 2.2

zo > 0 olmak fizere [zg,00) araliginda (1) denkleminin agikar olmayan
u(z) ¢oziimii sonsuz sayida sifira sahipse u fonksiyonuna salinembidir diger

durumda salinymsizdir denir.

(1) denkleminin agikar olmayan biitiin ¢ozlimleri salinimliysa denkleme

salinymly diger durumda denkleme salinimsizdir denir.

Ornein; v’ + u = 0 denklemi salimmlidir. Ciinkii bu denklemin genel
¢ozimii u(z) = Acosz + Bsinz dir. Kolaylikla gosterilebilir ki [0, 00)
arahiginda u(z) ¢bziimi, n =0,1,2,... ve AB > 0 olmak {izere n + arctan(%)

noktalarinda sonsuz sayida sifira sahiptir.



u" —u =0, z > 0 denklemini gbz 6niine alalim. Bu denklemin genel
¢oziimi u(z) = Ae®+ Be *dir. Denklemin ¢6ziim fonksiyonlari olan u; (z) = €*
ve uy(z) = e ®lerin her ikisi de salimmh degildir.

a € C([0,0), R) ve b € C([0,00), R) olmak tizere

' +a(z)u + b(z)u=0, >0 (2)

lineer homojen denklemi ele alalim:

Teorem 2.1 (Rao, 1979) o/ € C([0,00), R) olsun. (2) denkleminin salimimiz

olmasu igin gerek ve yeter sart; c(x) = b(z) — 1a*(z) — 1a'(z) olmak iizere
v +e(z)u=0 (3)

denkleminin salinaml olmasidir.

(3) denkleminin salimmlilig ile ilgili caligmalar literatiirde onemli bir yer

tutar. 0rne§;in;

(C1) limy—e c(x) = o0, (Fite, 1918)

(C2) limyoo 2 f;n c(t)dt = oo, (Wintner, 1949)

T

(C3) —oo < liminf, 00 2 fwa; c(t)dt < limsup,_,, 7 [ c(t)dt < oo, (Hartman,

g
1952)

(C4) limgmoo 75 fafu(s — t)%c(t)dt = 0o, a > 1, (Kamenev, 1978)

yeter kogullar: altinda (3) denkleminin salinimliligini garanti eden ve iyi bilinen

onemli calismalardan bir kismidir.

Teorem 2.2 (Rao, 1979) w, ve us fonksiyonlars, (2) denkleminin lineer

bagimsiz iki ¢ozumi olsun, bu durumda u; ve ug ortak sifira sahip degildir.

Teorem 2.3 (Rao, 1979) (2) denkleminin asikar olmayan bir ¢éziminin

sifirlary izole nokta ozelligine sahiptir.



Teorem 2.4 (Sturm Aywrma Teoremi) (Rao, 1979) (3) denkleminin
agikar olmayan lineer baqimsiz iki ¢oziimi u(z) ve v(x) olsun. v nin ardisik
tki sifire arasinda u nun bir sifur vardr. Bir baska ifadeyle v ve v nin sifirlar

ardigiktar.

2.2 Sturm Karsilagtirma Teoremi

Teorem 2.5 (Kreith, 1973; Swanson, 1968) p(z) > 0, P(z) > 0 olmak 1izere
g, @, p ve P, (a, p)de strekli reel degerli fonksiyonlar olsun. Ayrica u(zx)
ve v(z) fonksiyonlar: (a, ) arabginda siraswyla asagrdaki denklemlerin agikar

olmayan ¢ozumleri olsun;

(p(z)'(z)) + g(z)u(z) = O (4)

(P(z)v'(z)) + Q(z)v(z) = 0 ()

z € (a, B) igin p(z) = P(z) ve Q(x) > q(x) ise, (a, B)da u nun ki ardgik

sifire arasinda v nin en az bir sifirt vardr.

Picone, 1909 yilinda , Picone 6zdegligi olarak bilinen agagidaki 6zdegligini
elde etti: (Picone, 1909)

(Picone Ozdesligi ) u, v, pu', Pv' ler diferensiyellenebilir ve v(z) # 0
olsun,

d U / / o n/ uz " 2 / u / 2
= [G(Upu ——uP’u)] = u(pu') —?(P’U) + (p — P)u +P(u —;v) (6)
dir (Kreith, 1973). Picone bu ozdeslik ile Sturm teoremini agagidaki gibi

genigletti.

Teorem 2.6 (Sturm-Picone Teoremsi) (Kreith, 1973) x € (o, 0] olmak
tizere 0 < P(z) < p(z) ve q(z) < Q(z) olsun. u(z) (4) denkleminin bir agikar
olmayan bir ¢ézimi ve o ve (3, u(z)in ardigik sifirlars ise, (5) denkleminin v

cozimii asagidaki ozelliklerden birine sahiptir:



(i) v (a0, B) aralijinda bir sifira sahiptir, ya da

(i) v, u nun sabit bir katidur.

Teorem 2.6, kapali aralik igin agsagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 2.7 (Sturm-Picone Kargilagtirma Teoremi) (Kreith, 1973)
a <z < @ arabginda p(x) > P(z) > 0 ve g(z) < Q(z) olsun. Eger (4)
denkleminin u(a) = u(3) = 0 olacak sekilde agikar olmayan bir u ¢ézumi varsa

(5) denkleminin her v ¢ozimi (o, 5] araliinda bir sifira sahiptir.

Ispat. u(z) ve v(z) sirasiyla (4) ve (5) denklemlerinin ¢oziimleri olsun.
z € [a, ] olmak tizere v(z) # 0 ise (6) ile verilen Picone 6zdesligi gegerlidir:
d U ! ! _ 2 12 ' U ] 2
% [E('vpu —uPv )] =(g—Qu*+ (p— P)u*+ P (u Uv)
a dan (3 ya bu 6zdegligin her iki yaninin integrali alinirsa
3
u 2
0 Zf {(q—Q)uz-l-@—P)u’z-i-P(u’— —fu’) ]dm >0

v
o

elde edilir. Buradan ¢(z) = Q(z), p(z) = P(x), ve

bulunur.

ifadesinden

u(z) ,
oE) C (sabit)

elde edilir. Burada u(a) = 0 = C = 0 = u(z) = 0 elde edilir. Bu da u(z)in

agikar olmasi ile geligir. Bu celiski v(z) in sifirdan farkli kabul edilmesinden



kaynaklanmaktadir. Oyleyse v(z), [o, 8] araliginda bir sifira sahiptir.

Picone 6zdesligi ve Picone tipli esitsizlikler, kalitatif teoride 6zellikle difer-
ensiyel denklemler ve kismi tiirevli denklemlerin Sturm teorisinde dnemli bir
rol oynamaktadir. Baz1 6zel tipten diferensiyel denklemlerin Picone dzdeslikleri
ile ilgili bir ¢ok makale ve kitap bulunmaktadir (Allegretto, 1998; Jaros and
Kusano, 1999; Jaros et. al., 2002, 2006; Swanson, 1968; Yoshida, 2008a, 2008b,
2009b). Picone ozdeglikleri, hem Sturm karsilagtirma teoremleri icin, hem de
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salimmhliginin ele alinmasi, bir bolge
tizerinde 6z degerlerin monotonlugunun arastirilmasi, varligi ile ilgili sonuglarin
elde edilmesi ve bazi tipten problemlerin gesitli 6z degerleri igin sonuglarin elde
edilmesine iligkin konularda son derece 6nemli bir aragtir (Allegretto, 1999;

Yoshida, 1987).

Sturm-Picone teoremi 1962 yilinda Leighton tarafindan, bir varyasyonel

lemma. ile geligtirildi (Leighton, 1962). Bu baglamda, a, § ardigik sifirlar ve,
D = {u €', 8] : u(a) = u(f) = 0}

olmak {izere J : D — R fonksiyoneli

Fu] = /j (Pu' - Qu2)d:r:.

olarak tamimlansin. Leighton, (7) fonksiyonelini kullanarak agagidaki teoremi

ifade etmistir.

Teorem 2.8 (Swanson, 1968) (Leighton) u(z), (o, ) arabginda u(a) =
u(fB) = 0 olacak sekilde (4) denkleminin agikar olmayan reel bir ¢ozumi olsun.
Viu] > 0 ise bu durumda (5) denkleminin her ¢ozimi (o, ) arabginda bir

sifira sahiptir. Burada

Jlul = /j (pu’2 - quz)dm u € Dy (7)



ve

dir.

Ozel olarak V[u] > 0 yerine daha zayif V[u] > 0 kosulu ahinrsa agagidaki

sonug elde edilir:

Teorem 2.9 (Swanson, 1968) {u = 0 denkleminin (o, 8) araliginda
u(a) = u(B) = 0 olacak sekilde asikar olmayan reel bir ¢ézima varsa ve Vu] >
0 ise, bu durumda Lv = 0 denkleminin her v ¢ozumi asagidaki ozelliklerden

birine sahiptir:

(i) v, (a, B)de bir sifira sahiptir, ya da

(ii) v, u nun sabit bir katidur.

Ornek 2.1 (Kreith, 1973) (4) ve (5) denklemlerinde p(z) = P(z) = —1,
g(z) = q ve Q(z) = Q alinsin.

Eger u(z) ve v(z) ,

—u’ 4+ qu=0
ve
- +Qu=0

denklemlerinin sirasiyla asikar olmayan ¢ézimleri olsun ve q ve Q) sabit olmak

tzere, asagqidaki sonuclar verilebilir;



(i) @ < q ise, u(z) in ardwgk iki sifirn arasinda v(x) nin bir sifir vardsr,
(it) g > 0 ise, u(z) herhangi bir aralikta en fazla bir sifira sahiptir,

(iii) eder Q@ < 0 ise, v(z) , her [a, 00) araliginda bir sifira sahiptir.

Ornek 2.2 (Swanson, 1968) p(x) = P(z) = q(z) =1 ve Q(z) = 2+ 1 —k
olarak alindiginda, 0 < k < 7/2 olmak tzere 0 < z < 7 araliginda (4) ve (5)

diferensiyel denklemleri sirasiyla

v+ (z+1-klv=0 (10)

denklemlerine donisir. (9) denkleminin u(x) = sinz ¢ézimi u(0) = u(r) =0

kosulunu saglar. V[u] varyasyonu

Viu] = /Ow(:r — k)sin*zdz,

olarak elde edilir, buradan baz basit hesaplamalaria

sonucuna varir. Baylece Teorem 2.8 'den (10) denkleminin her ¢ézimii, (0, )

araliginda bir sifira sahiptir denir.

Ornek 2.3

v +zv =0 (11)
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Airy denkleminin her ¢oziminin z,(n = 1,2, ...) positif stfirlarinin sonsuz bir

dizisine sahip oldugu gdsterilebilir. Bu dizinin sonlu bir limit noktast yoktur.

Bu sonug, Sturm’un klasik teoremi Teorem 2.5%in (9) ve (11) denklemlerine
uygulanmas: ile elde edilebilir. p(z) = P(z) = 1 ve q(z) = 1 < z = C(x)
durumunda (n = 1,2, ...) olmak tzere her [nm, (n+1)n| arahginda, u(z) = sinz
¢oztimi u(nm) = u((n + 1)m) = 0 kosulunu sagladije igin (nm,(n + 1)n)
araliginda (11) denkleminin her reel ¢ozimi bir sifira sahiptir (Swanson,

1968).

2.3 Half-Lineer Denklemler I¢in Sturm-tipi Teoremler

1999 yilinda Jaro$ et al., bir 6nceki kesimde yer verilen, lineer denklemler
icin Sturm karsilastirma sonuclarini asagidaki formda verilen half-lineer den-

klemler igin genellestirdi (Jaros et al., 1999):

la(u) = (p(2)p () + q(2)p(w) =0 (12)

La(v) = (P(z)p (V') + Q(z)p(v) = 0 (13)

burada p(u) = |[u|*'u, u € R, & > 0 reel bir sabit, p, ¢, P ve Q lar da
amaca uygun bir I aralifinda reel degerli ve p(z) > 0, P(z) > 0 ozelligine

sahip yeterince diizgiin fonksiyonlardir.

¢, operatoriiniin D, ¢(I) tamm bolgelesi, I da u ve pp(u') siirekli
diferensiyellenebilir oldugu tiim siirekli reel degerli u fonksiyonlarimin bir
kiimesi olarak tamimh olsun. L, min D,L(I) tanim bélgesi de benzer gekilde

tammlanabilir.

(12) ve (13) operatorleri half-lineer (half-linear) veya o« dereceden

homojen (homogeneous of degree «) olarak adlandirilir. Gergekten de



|

ornegin, (12) ile tamimh £, operatorii ele alindiginda,

£o(cu) = |c|* el (u)

dir. Bu bize u(z), (12) denkleminin bir ¢dziimii ise cu(z) in de aym denklemin

¢Ozlimii oldugunu gosterir (Jaros and Kusano, 1999).

Burada, half-lineer denklemler igin Picone tipli 6zdeglik ve diger temel

teoremler tizerinde durulacaktir.

(Picone tipli 6zdeslik) Iy C I olsun. u € Dy(ly) ve v € Dp(Ip) olmak

tizere z € Iy igin v(z) # 0 ise, bu durumda half-lineer denklemler i¢in Picone

ozdegligi olarak bilinen

d U ' !
- {m [e(v)pp(u’) — @(u)Po(v )]}

= (Q-gul* + (p— P)lu/|**!

- — (a+ D'y (%ﬂ) }

+ (P—Fa{cp(v)fa(u) — ¢(u)La(v)}

v’

+ P {|'u,’|‘”"'1 +a

ozdegligi saglanir (Jaros and Kusano, 1999).

U={neCa, b:n(a) =nd) =0 and n(t) #0,t € [a,b]}

olsun ve J, : U — R fonksiyoneli

b
Tkl = [ PO @ - Q@in@)+]ds

seklinde taniml olsun.

(14)
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Teorem 2.10 (Wirtinger tipli egitsizlik) (13) ile tansmh L,(v) = 0
denkleminin, (o, B) arahginda v(z) # 0 olacak sekilde bir v ¢ézimi varsa,

herhang: bir n € U ig¢in

Ja[n] 2 0 (15)

dir. Burada esitlik durumu n, v nin sabit bir kot oldugunda gerceklenir (Jaros

and Kusano, 1999).
Teorem 2.10 dan asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 2.1
Jal) <0 (16)

olacak sekilde bir n € U wvarsa bu durumda L,(v) = 0 denkleminin her v
¢oziimi ¢ bir sabit olmak tizere v = cn olmadik¢a (o, B) araliginda bir sifira

sahiptir.
Asagidaki teorem, Teorem 2.9 in bir genellemesi olarak verilecektir.

Teorem 2.11 (Leighton-tipi Kargilastirma Teoremi) (Jarod and Ku-
sano, 1999) n € U, £,(u) = 0 denkleminin bir agikar olmayan ¢ozimii olsun.
Eder,

b

Valn] = / [(p(z) = P(x)) [ ()" + (Qz) — ¢(z)) In(z)|*"]dz 2 0 (17)

a

kosulu saglamyorse, bu durumda (13) denkleminin her v ¢ézimi asagidaki

ozelliklerden birine sahiptir;

(i) v, (e, B) aralginda bir sifira sahiptir,
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(i) v, u nun bir katudur.

Sonug 2.2 (Sturm-Picone Karsilagtirma Teoremi) (Jarod and Ku-
sano, 1999) u € U, £,(u) = 0 denkleminin agikar olmayan bir ¢ozimi olsun.

Verilen bir [a, 8] C R araliginda,
p(m) = Plz)>10 (18)
ve

Q(z) > g(z) (19)

ise Lo(v) = 0 denkleminin herhangi bir v ¢ézimi (o, ) araliginda bir sifira

sahiptir ya da v, ile u lineer bagimldar.

Ornek 2.4 (Jaroi and Kusano, 1999) Lineer durumda basit harmonik den-

klemine karsilik gelen

/!
(|u'|“'1u’) +oful*u=0, a>0 (20)

half-lineer denklem ile

!
(|’u’|"‘_1v’) + Bz > lw=0, >0 (21)

half-lineer tipten Airy denklemini ele alalim. Burada o, [ wve 7 lar pozitif

sabitlerdir.

Genellestirilmis sinis fonksiyonu olarak adlandirdan wi(x) = s(kz)

fonksiyonu

!
(|ur|a—1u1) 3 aka+1|u|a—lu =0
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N,
denkleminin bir ¢ézimddir. Bu ¢ézim ——, n = 1,2, ... sifir noktalarnin bir

k

sonsuz dizisine sahiptir.

k € N, z > T, icin Bz7 > ok®' olacak sekilde bir Ty wvar
oldugundan, Sonu¢ 2.2 nin bir uygqulamas: olarak, n € N olmak fizere
2%a > Ty yeterince biiyik ise, (21) denkleminin asikar olmayan herhangi bir v

¢cozuma (%&, ("—%&) araliinda bir sifira sahiptir. Sonug olarak denkleminin

tum astkar olmayan cozimleri salinvmiidar.

2.4 p-Laplasyen Denklemler

div(|Vulf?Vu) =0 (22)

denklemi p-Laplasyen denklemi olarak bilinir ve p-Laplasyen operatorii agik

formda

Ay = div(|Vulf2Vu) (23)
2
VP4Vt Au + (p— 2)n._ 2L Ou O (24)

T
d or; ij 83:1-83:3-

seklinde de ifade edilir. Bu denklemin ¢oziimleri Dirichlet simir kosullar1 goz

oninde bulundurularak,

2

0%u\ 2 u\?|’
_ B — il Al
I(u)_—/n|Vu| dz /n/n [(8$§) + ...+ (5‘3:%)] dxq...dz,

integrali ile tanimh enerji fonsiyonelini minimize eder. Ayrica (22) denklemi,

I(u) fonksiyoneli i¢in Euler denklemi olarak da bilinir.

(23) denkleminde genellikle p > 1 dir. p = 2 olarak alindiginda bilinen
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Py 0%y
ATL.—EES"%”+82+ +@—U

Laplace denklemi elde edilir. Bu Laplace denklemine kargilik

D) = /vu|2dx_f f[(a_ml) T +(§22> rd:cl...d:r:n

Dirichlet-integrali yazilir.

Vu = 0 denkleminin kritik noktalarindan otiiri (22) denklemine p > 2
icin dejenere, p < 2 tekil (singiiler) denklem denir ve ¢goziimleri de p-harmonik

fonksiyon olarak adlandirlir. (Lindqvist, 2006)

Asagida p’nin baz o6zel degerleri i¢in (22) denkleminin 6zel durumlarini

irdeleyelim:

p=1 Durumu

Aqu dw(gu[) H,

denkleminde H, ortalama egrilik operatoriidiir (mean curvature operator) ve
iki boyut durumunda;

2 2
Uy Uy — 2UgUyUgy + Uz Uy

H= S
(uf +uj)?

olur. (Lindgvist, 2006)
pP=2 Durumu
Bilinen Laplace operatorii;
Agu=Nu=3p 2 13:::

Bu operatore elektrostatik ile ilgili problemlerde oldukga sik rastlanmaktadir.

Ornegin —A® = 47p denkleminde, p, bir Q bélgesinde yitk yogunlugu,
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olusacak potansiyel ise ® dir. Ya da daha genel bir érnek olmasi agisindan;
A(z) her z igin, simetrik, pozitif tanimli ve bilegenleri a olan matris degerli

bir fonksiyon olsun,

Lu= —82- (a”(:c)@iu) + b’c?ju + cu

eliptik operatorii, ikinci mertebeden lineer eliptik diferensiyel operatoriiniin
diverjans formunda verilmis en genel halidir. A = I almirsa Laplace op-
eratorii elde edilir. Polarize edilmis ortamda elektrostatik ile ilgili problemlerde

bu operatore rastlamlir. (Lindqvist, 2006)
p=n Smir Durumu

n bagimsiz degigkenlerin sayisi olmak tizere, A,u = 0 denklemi Md&bius
déniigimt altinda konformal degigmezdir (conformally invariant). Ornegin,

koordinat fonksiyonlarinin y = a + =25 ile doniigiimii (Mobius doniigiimii) n-

T—a
[z—al?

harmoniktir. Bu sebeple p = n durumu quasikonformal déniigiimler teorisinde

onemli yer tutar (Aranson, 1967).

p-Laplace operatoriiniin kullamildig:r diger alanlar arasinda potansiyel
teori, fizikte; reoloji (siv1 akisi ile ilgilenen bilim dah), glasiyoloji (buzullar
inceleyen bilim dali), 1s1 yayilimi, plastik kaplama gibi dallar vardir.(Evans,

1998; Lindqvist, 2006)

2.5 Nodal Salinimhilik ve Salinimhlik

(a(:c)@) +e(x)u=0, z € (25)

. 0
Ll = 5 5z,

hi=1 8271

lineer eliptik denklemini ele alalim, burada Q, R™ Oklid uzayinda smirsiz bir
bolge, ve a(z) € C*(Q, R) ve c¢(z) € C(Q, R) dir. Ayrica z € R" i¢in | - | de

Oklid normudur.
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Tanim 2.3

G de {[u] = 0 ve 9G simurinda u = 0 olacak gekilde bir agikar olmayan
u € C?(G,R)NC(G, R) fonksiyonu varsa G' C Q bélgesine (domain) bir nodal

bolge denir.
Tanim 2.4

r>0veQ, =0N{z € R;|z| > r} olsun. £[u] = 0 denkleminin agikar
olmayan u ¢oziimii ),.de bir nodal bdlge iceriyorsa £[u] = 0 denklemine Q2 nodal

(nodally) salinimbidir denir.

G, C' siufindan parcali reel degerli u fonksiyonlarimi iceren bir bolge

olsun ve M|[u, G] fonksiyoneli asagidaki gibi tanimlansin:

Teorem 2.12 (Yoshida, 2008b) Q2 bélgesi,

(i) Gilar sinarlarm pargaly C* sinafindan, dizgiin swmarh bélgeler,
1) r > 0 igin Gy C 8, olacak sekilde bir k(r) € N vardwr;
(r)
(iii) OGy da u, = 0 ve Mlug,Gi] < 0, (k = 1,2,...) olacak sekilde Gyda

tamaml C* simfindan asikar olmayan vy, fonksiyonu vardar.

ozelliklerine sahip Gy, (k =1,2,...) bélgelerinin bir dizisini iceriyorsa £[u] = 0

denklemi Q0 da nodal salinimbider denir.
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n—1
T, = ’rHsinﬂj
j=1
n—i
T; = rcos(}n_Hleinﬂj
j=1
T, = 7rcost;

0<r<o0,0<6; <7 (1=1,2,....,n—2,0<6,; <2m))
olmak tizere (r, ) , R"de hiperkiresel koordinatlar1 gostersin (Yoshida, 2008b).
Ozel halde; n = 2 i¢in

1 = 7rsind;

Ty = rcosby

kutupsal koordinatlar: ve n = 3 igin

1 = rsinfisind,
Ty = rcosfsind,
x3 = rcost

kiiresel koordinatlar1 verdigi goriiliir.

z = (r,0) ve z = (r,0) da &(r,0) = c(z) olsun ve (a;;(z)) matrisinin en
bityiik \(x) zdegeri A(r,6) ile gosterilsin. A(z) ve c(x) fonksiyonlar: kiiresel

anlamda agagidaki gibi tanimlanabilir:

_ 1 1 [ -
) = oo Aads = - /S 0 O)ds
] 1 1l

) = — /S cla)dS = - fS &l )

burada S, = {z € R" : |z| = r} (n — 1) boyutlu kiire ve w, da S; birim

kiiresinin yiizey alamdir (Yoshida, 2008).

n = 2 ve n = 3 ozel durumlarinda sirasiyla asagidaki esitlikler elde edilir:
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ve
A(r) L [ @wis=2L [ 3, 0)dw
T = — = —
wsr? Jg 2 drw fg ’
) = — [ dwag=—r [ droia
ke = war? Srczz: Cdm fg, '
Teorem 2.13
(A (r)y) + e (r)y = 0 (26)

diferensiyel denklemi salinsml ise (25) denklemi R™de nodal salimambidir denir.

Teoremin ispat1 (Yoshida, 2008b)de ayrmtili olarak ele alinmigtir.

Not.

Burada n = 2 durumu goz 6ntinde bulunduralim. y(r), (26) denkleminin

bir ¢oziimii olmak iizere, u(z) = y(|z|),
Au+é(|lz))u=0

denkleminin bir radial simetrik ¢ozlimidir. Bu durumda (26) denklemi

salmiml ise (25) denklemi R™de nodal salinymlidir denir.

Sonug 2.3

/R2 c(z)dr = oo
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olsun. Bu durumda

Au+c(z)u=0

denklemi R*de nodal salimimlbidir denir.

(R*de teoremin ispat1 igin (Yoshida, 2008b), R™de ispat1 i¢in (Glazman,
1965) ¢alismalarina bakilabilir.)

Tanmim 2.5

Eger (25) denklemi © da nodal salimmli degilse, (25) denklemine nodal

salinimsiz denklem denir.

(25) denkleminin ve yiiksek mertebeden eliptik denklemlerin nodal
salimimliligl ya da salinimsizligina iligkin pek sonug ile literatiirde karsilagmak
miimkiindiir. Baglica kargilagilabilecek caligmalara ornek olarak icin gerek
ve yeter sart ile ilgili caligmalar Kuks (Kuks, 1962) tarafindan verilmistir.
Ayrica yiiksek mertebenden eliptik denklemlerin nodal salinimhihg ile ilgili
diger caligmalara (Headly, 1969; Noussair, 1971; Noussair, 1975) ve yiiksek
mertebeden eliptik denklemlerin nodal salimimsizlig: ile ilgili caligmalara da
(Allegretto, 1976; Allegretto, 1977a; Allegretto 1977b, Headly, 1986; Headly,
1989; Noussair and Yoshida, 1975; Yoshida, 1976) galigmalar1 6rnek olarak

verilebilir.

Half-lineer denklemler igin de salmimhlk ile ilgili benzer tanimlar

asagidaki gibi verilebilir.

Q,7rg>01i¢in Q D {z € R" : |z| > ro} Ozelligine sahip R™ de bir dig
bolge olsun. A(z) € C(£,(0,00)) ve C(z) € C(2, R) olmak tizere

P,(v) = V- (A(z)|Vu|*'Vu) + C(z)|u[*Tu =0 (27)
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denklemi goz éntinde bulundurulsun. P, nin Dp, (Q) bolgesi, A(z)|Vu|*1Vu €
C1(2, R™) ozelligine sahip tiim u € C*(€, R) fonksiyonlarinin kiimesi olarak

tanmumlidir.
0, =N {z €™ : 2| 3¢}

olmak tzere, keyfi bir r > 0 i¢in, (27) denkleminin bir u € CYQ,R)
¢ozlimi (2.de bir sifira sahipse, o zaman u € C'(Q, R) ¢oziimii salmimhdir

denir.

(r" Ay [T + T Oyl Ty =0 (28)

half-lineer diferensiyel denkleminin bir ¢éziimi y(r) olsun. Bu durumda r =
|z| olmak iizere u(z) = y(|z|) ile tanimh simetrik dairesel (radyal) fonksiyon

agagidaki denklemin bir ¢oziimidir:

V - (A(je))|Vul*~'Vu) + C(le)|ul*~u = 0.

A(|z]) ve C(|z|) fonksiyonlar1 daha 6nce tanimlandigi gibi A(z) ve C(z)
fonksiyonlarmin kiiresel anlamdaki ifadeleridir (Yoshida, 2008b).

Teorem 2.14 (Yoshida, 2008b) Ejer (28) half-lineer denklemi salimimly ise
(27) half-lineer eliptik denklemin her uw € Dp, ¢ozimi de Q0 da salimymbdar.

Tanim 2.6

2 C R"™ acik bir kiime olsun. 1 < p < oo ve f Lebesque dlgiilebilir

fonksiyonlar olmak iizere

P(Q):={f: Q2= R: /&;|f|pd$<oo}
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olarak tanimh uzaya LP Uzay1 denir ve bu uzay

151l = ([ 177a)’

normuna gore bir Banach uzayidir (Lebedev et. al., 2003).

2.6 Zayif Tiirev Kavrami ve Sobolev Uzay:

Analizden bilinen agagidaki tiirev tanimz;

i) = ,lllf}] u(z + h}z —u(x)

tirevin "lokal” tamimi olarak bilinir ve w'(z) siirekli oldugunda u lokal

integrallenebilirdir denir.

_ Ou
Bju = E, ve

alely
@i 928> ..0xx

a=(o,0s..,0,), %u=

ozelliklerine sahip goklu indeks (multi-indeks) olsun. @ C R™ agik baglantih

bolge, 0 ve 89, sirasiyla 2 nin kapanisi ve simr1 olsun.
Tanim 2.7

u, {dda lokal integrallenebilir olsun. Her ¢ € CJ]Q'(Q) fonksiyonu igin,

/ﬂ vpdr = (—1) /ﬂ u(0%¢)dx

esitligi saglaniyorsa, v lokal integrallenebilir fonksiyonuna » nun a — inci zayif

tiirevi denir ve v = D*u ile gosterilir (Evans, 1998).
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Tanim 2.8

Her |a| < k i¢in D*u € LP(Q) olmak lizere k defa zayif tiireve sahip u
fonksiyonlarini iceren uzaya Sobolev uzay1 denir ve genellikle % tilirevlenebilme,

p de integrallenebilme sayisi olmak iizere Sobolev uzay1 W*?(Q) ile gosterilir.

W*P(§2) Sobolev uzaylar,

fulbsn = ([ 3 10"’

0 \al<k

normu ile taniml Banach uzaylaridir. W%?(Q) uzaymin LP(Q) uzay1 oldugu
goriilebilir. p = 2 durumunda da H*?(Q) = W*?(Q) notasyonu kullanilir
(Evans, 1998).

2.7 Bazi Onemli Esitsizlikler

Bu bolimiin bu kisminda ileride birer arag¢ olarak kullamlacak onemli

bazi esitsizlikler hatirlatilacaktir (Kreyszig, 1978).

Young Esitsizligi

p>1ve % + % = 1 olsun. & ve @ lar pozitif reel sayilar olmak {izere

oPf q
0f < =+ =
r q

dir.

Holder esitsizligi

1<p<oo, s+ =1veVf, g€ Ly fonksiyonlan olsun,
b b 1 b 1
[ gl < ([1r@p) ([ lo@re)*

dir.
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Minkowski egitsizligi

1<p<ooveVf, g€ L, fonksiyonlar: olsun, bu durumda
1
([r@+o@r) < ([ 1@r) +( [ @)’
dir.

Lemma 2.1

1€1°7 + aln|**t — (a+1)[n|*"E-n >0

esitsizligi herhangi £ € R™ ve n € R™ igin gegerlidir, esitlik £ = n durumunda
elde edilir (Hardy, 1988; Kusano et al., 2000).
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3 BAZI KISMI TUREVLI DENKLEMLER
ICIN LITERATURDE VERILEN STURM-
TiPI TEOREMLER

Literatiire bakildiginda diferensiyel denklemler i¢in verilmis Sturm teo-
remlerinin bazi ozel tipten kismi tiirevli denklemlere genigletildigi goriilir.
Ornegin eliptik tipten kismi tiirevli denklemler i¢in Sturm karsilastirma
teoremleri ile ilgili bir ¢ok galigma vardir (Allegretto and Huang, 1998, 1999;
Allegretto, 2000; Bognar and Dosly, 2003; Dunninger, 1995; Jaro3 et al., 2002;
Kreith, 1973, 1975; Swanson, 1966, 1968; Yoshida, 2003, 2005, 2008b).

Ozellikle Dunninger ’in bu konu ile ilgili ilk caligma olarak kabul edilen
caligmasi pek ¢ok caligmaya bir temel olugturmustur (Dunninger, 1995).

1995 de Dunninger agsagidaki half-lineer operatorleri ele aldi:
pa(u) := V- (a(z)|Vu|*'Vu) + c(z)|u|* (29)

Py(u) :=V - (A(z)|Vv[* Vo) + C(z)[v|* o, (30)

burada - skaler ¢arpim, & > 0 bir sabit ve | - | Oklid uzunlugudur. G, R" de
smirh bir bolge ve 0G sir parcal diizgiindiir. Ayrica katsay:r fonksiyonlar
a(z), A(z) € C(G;(0,00)), c(z), C(z) € C(G; R) smiflarina ait olarak kabul

edilmigtir.

Po 1 Dy, (G) bélgesi C1(G; R) sinifindan ve a(z)|[Vu|*~Vu € CY(G; R™)N
C(G; R™) bzelligini saglayan tiim u fonksiyonlarmmn bir kiimesi olarak tanimbdur.

P, nin Dp_ (G) bolgesi de benzer gekilde tanimhidir.

Diferensiyel denklemlerde oldugu gibi, Picone 6zdesligi veya Picone tipli
egitsizlikler, kismi tiirevli denklemlerde ozellikle kargilagtirma teoremlerinin
ifade edilmesinde son derece onemli bir aragtir. Bunun igin agagida, (29) ve
(30) operatorler i¢in Sturm kargilagtirma teoremleri, bir Picone tipli dzdeslik

ile birlikte ele alinacalktir.
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Teorem 3.1 (Picone Ozdesligi) (Dunninger, 1995) v € D, (G), v €
Dp, (G) ve G de v # 0 olsun bu durumda literatirde Picone dzdegligi olarak

bilinen asaqrdaki ozdeslik saglanar:

YW(waﬂMwM@WMP”Vu—wWM%ﬂVM”W%D

= (a(z) — A(2))|Vul|** 4 (C(z) — e(z))|ul|*+!
+A@E) [[vul +al2veT - @+ )59 T (Ve Bve)] )
+j%wwmw—wmawL

burada ¢(s) = |s|*s (s € R) olarak tansmhdar.

Teorem 3.2 (Sturm-tipi Kargilastirma Teoremi) (Dunninger, 1995)
u € D, (G), pa(u) = 0 denkleminin 0G simrinda u = 0 olacak sekilde asikar
olmayan bir cozumi olsun.

V) = f [(alz) — A@) [Vul** + (C(x) — cfa)) [ul**]dz >0 (32)
G

ise, Py(v) = 0 denkleminin her v € Dp, (G) ¢ézimii G de bir sifira sahiptir.

Teorem 3.3 (Kusano et. al, 2000) G € C' ve G simrinda u = 0 ozellifine
sahip asikar olmayan bir u € C*(G; R) fonksiyonu olsun.

Mol 5= /G [A() [V — O(2)[ul**dz < 0,

esitsizligi saglanwyorsa, Py(v) = 0 denkleminin her v € Dp (G) ¢oziimi ya G

de bir sifira sahiptir ya da v, u nin bir katudur.

Sonug 3.1 (Sturm-tipi Kargilastirma Teoremi) (Kusano et. al, 2000)
0G € C*! olsun. 8G de u = 0 olacak sekilde po(u) = 0 denkleminin agikar
olmayan bir u € D, (G) ¢ozimi varsa ve (32) saglanyorsa, Pn(v) = 0
denkleminin her v € Dp (G) ¢ozimi v, u nun sabit bir katr olmadikca, G

de bir sifira sahiptir.
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Uyar1. Teorem 3.3 de M,[u] < 0 durumunda (ya da Sonug 3.1 deki
Valu] > 0 durumunda) P,(v) = 0 denkleminin her v € Dp_(G) ¢oziimii G de
bir sifira sahiptir (Yoshida, 2008).

Bu ¢aligmanin devaminda Kusano et. al., R* de 7y > 0 olmak iizere 2 D {z €
R™ |z| > 7o} ozelligine sahip bir Q dig bolgesinde P,(v) = 0 denklemi icin

salimmilik ile ilgili sonuglar elde ettiler (Kusano et. al., 2000).

2002 yilinda Dosly,

- el Ly, o
axi) +c(z)|u|*fu =10

seklinde verilen half-liner eliptik-tipi kargilagtirma teoremleri ile salimmhlik ile

ilgili sonuclar verdi (Do3lyg, 2002).

2003’de Bogndr and Dodly, bu ¢aligmay1

d Ou
; e (ai(w) 52

formundaki daha genel bir denkleme genislettiler ve agagida tamimlanan half

a—1 Bu a1
6_:1:,-) + (@) u* M = 0

lineer eliptik denklemler icin Sturm kargilagtirma teoremlerini verdiler (Bognar

and Dosly, 2003):

=, 8 g
) = 3 5 (4 g,
im1 i i

=19y
32:1-

) +c@lultu =0

v ’a—l ov

(Ai(:n)‘a—% a_m) + C(@)o]e " = 0

" ~ 0
‘Pa(v) = ; 31,1_
burada o > 0 bir sabittir. G, R" de simirli bir bdlge ve simr1 G de parcal
diizgiin ve a;(z), A;(z) € C(G;(0,00)), (i = 1,2,...,n) ve c(z), C(z) €

- a—1 =
C(G; R) olsun. p, min D, (G) bolgesi a;(x) g—; € CYG; R)NC(G;R) (i =

Bu
oz,
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1,2,...,n) ozelligini saglayan C'(G; R) simifindan tiim v fonksiyonlarmin bir

kiimesidir. v nin Dp«(G) bolgesi de benzer gekilde tanimlidur.

Teorem 3.4 (Sturm-tipi Kargilagtirma Teoremi) (Bognir and Do3ly,
2003) pj,(u) = 0 denkleminin asikar olmayan bir u € Dy (G) ¢oziimi olsun ve

0G sinarinde v = 0 olsun.

f Z(a; — Ai(z))

saglanwyorsa, PX(v) = 0 denkleminin her v € Dps(G) ¢ézimi G de bir sifira

+ (C(z) — e(z))|u|*"]dz > 0,

sahiptir.

Teorem 3.5 (Bognar and Dosly, 2003; Yoshida, 2008b)0G € C* olsun. 8G

da v = 0 olacak sekilde asikar olmayan bir u € CY(G; R) fonksiyonu varsa ve
[13- 4@ 24— ol <0
G o1 0z, T

saglanwyorsa, P}(v) = 0 denkleminin her v € Dp:(G) ¢ozimi, v, u nun bir

kati olmadikca Gde bir sifira sahiptir.

Bilindigi gibi fiziksel problemlerin matematiksel modellerinde genig yer
tutan soniimlii terim igeren half-lineer eliptik denklemler de aragtirmacilar

tarafindan ele alinan 6nemli problemlerdendir. érnegin,
P,(u) =V - (A(2)|Vu|*"'Vu) + (e + 1)|Vu|* ' B(z) - Vu + C(z)|u|*  u

half-lineer operatorinii goz éntinde bulunduralim. Burada
(@ + 1)|Vu|*1B(z) - Vu terimi sénimli terim olarak adlandinhr. G, R" de
sinirh bir bolge, 0G smir1 da pargali diizgiin olsun. a > 0 olmak tizere, A(z) €

C(G,(0,00)), B(z) € C(G, R*) ve C(z) € C(G, R) dir (Yoshida, 2003, 2008b).

P, yukaridaki gibi tanimh operator olmak tizere, bu operator ile ilgili
pek gok aragtirma vardir. Arastirmacilar, P,(u) = 0 denkleminin ve bu den-
klemin 6zel hallerinin salmimliligini Picone tipli 6zdeglikler ya da esitsizlikler

yardimiyla ele aldilar (Jarod et. al., 2002, Yoshida, 2008b).
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Son yillarda bu ¢aligmalarin yan sira zorlanmig (forced) terimli diferen-
siyel denklemler ve onlarin salimimliliklan ile ilgili konular da aragtirmacilarin
oldukca ilgisini ¢ekmektedir. Yoshida, ikinci mertebeden, zorlanmig terimli
eliptik denklemlerin salinimhliklar: iizerine bir makale yayimladi (Yoshida,
2010). Salmimhhk ile ilgili sonuglar1 Sturm-tipi kargilagtirma teoremleri ile
verdi ve bu teoremleri vermek icin Picone tipli 6zdeslikler ve esitsizliklerden
faydalandi. Zorlanmig terim igeren half-lineer eliptik denklemlerin salinimlilig
ile ilgili (Jaros et al., 2001; Jaros et al., 2006; Yoshida, 2010) makaleler ve bu

makalelerde referans gosterilmis ¢aligmalar incelenebilir.

2002 yilinda Jaro$ et al.,
V- (A()|Vu|* Vo) + C(z) v v = f(z), B>a> 0) (33)

seklinde verilen siiper lineer zorlanmig terim iceren eliptik denklem igin Picone
tipli 6zdeglikleri genellegtirerek, bu ézdeglige dayali salmmlilik sonuglar elde
ettiler (Jarod and Kusano, 1997; Jaros et al., 2002, Yosahida, 2008b, 2010a,
2010b).

Hem zorlanmig terim iceren hem de soniimlii terim igeren denklemler igin
de benzer sonuglar elde edilebilir mi sorusuna cevap bulmak amaciyla Yoshida,

B > a > 0 olmak iizere,
V - (A(x)|Vvo|* V) + (a + 1)|VU|““1B($) Vo + C(:r:)lvlﬁ“lfu = f(z), (34)

denklemini ele aldi. Bu denklemi ile ilgili bir Picone tipli egitsizlik elde ederek,
denklemin salimmlilig ile ilgili sonuglar elde etti (Yoshida, 2006). Daha sonra
bu ¢aligmasimi daha genel tipten denklemler igin genigletti (Yoshida, 2007,
2008b). Bu ¢alismanmn ardindan, Yoshida, bu ¢aligmalari séniimli terim igeren

daha genel denklemleri ele alarak genisletti (Yoshida 2006).
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4 BELLI TIPTEN KISMI TUREVLI
DENKLEMLER ICIN STURM-TIiPI
KARSILASTIRMA TEOREMLERI

Bu béliimde, soniimlii terim igeren ya da hem sontimlii hem de zorlanmis
terim iceren eliptik tipten o6zel yapili denklemler i¢in amaca uygun Picone
tipli egitsizlikler elde edilerek, Sturm-tipi sonuglar verilecektir. Verilen tiim bu

sonuglar ozgiindiir.

4.1 Soniimlii Terim Iceren Kismi Tiirevli Denklemler

Icin Sturm-Tipi Karsilagtirma Teoremleri

Uciincii boliimde de belirtildigi gibi soniimlii terim iceren denklemler
ve bu denklemlerin bazi 6zel halleri i¢in salinimliliklar ile ilgili sonuglar elde
edilmigtir. Ancak literatiire bakildiginda bu tiir caligmalarin oldukga az oldugu
sonucu ile kargilagilir. Ayrica mevcut literatiirde yapilmig olan arasgtirmalarda
sonimli terim igeren denklemler ile ilgili kargilagtirma teoremlerinin ele

alindig1 ¢aligmalarin da az oldugu goézlemlenmigtir.

Bu béliimde bu diiglinceden hareket ile séniimlii terim iceren denklemler

icin kargilagtirma teoremleri ingaa edilecektir.

pH(u) :=V - (a(z)|Vul*"'Vu) + (o + 1)|Vu|*'b(z) - Vu + c(z)[u[* T u (35)

P*(v) ==V (A(z)|Vo|*"'Vv) + (a+ 1)|Vo|* ' B(z) - Vv + g(z,v)  (36)
ve

g9(z,v) = Cla)v|* 1v+ZD )[v] = v+ZE Yo"y, (37)
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g T
| - | Oklid uzunlugudur, &« > 0 sabittir, V = (aim,...,%) , (burada T
transpozdur) ve B; > ¢ >y > 0; (( = 1,2,...8 § = 1,2,...,m ) olarak

kabul edilmistir.

G, R"de smirh bir bolge ve bu bolgede diverjans teoremi gegerli
olsun. a(zx) € C(G,R"), A(x) € C(G,RY), b(z) € C(G,R"), B(zx) €
C(G,R"), c(z) € C(G,R), C(z) € C(G,R), Ds(z),e C(G,[0,00)), E;(z) €
GG, [Uyoa)ili= 152, wy B = 1,2, wym) algam,

p* operatériiniin D, (G) bolgesini, C*(G, R) simifindan, a(z)|Vu|*1Vu €
CY(G, R")NC(G, R") ézelligine sahip tiim u fonksiyonlarinin kiimesi ile tanimlayalim.,

P* operatoriiniin Dp«(G) bolgesi de benzer gekilde tamimlidir.

N = min{f,m} olsun,

(8,0 D), B@) = =1 (£25)7 (0B ey
olacak sekilde,
Cy(x) := C(z) + ZH(@-, a,vi; D;(x), Ei(z)) (38)

tammlansin.

Lemma 4.1 (Yoshida, 2008b). F(z) € C(G,R*) ve F(z) > a > 0 olsun.
Bu durumda, keyfi u € C*(G, R) skaler fonksiyonu ve w € C(G, R") wvektor

fonksiyonu i¢in

F(z)

|F(z)w(z)]**
Flz) -«

|Vu|“+1 + F(w) = ‘uia+1

|Vu — uw(z)|*! <

esitsizligi saglanr.
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4.1.1 Picone tipli egitsizlikler

Teorem 4.1 (Picone tipli esitsizlik) F(z) € C(G,R") ve F(z) > a olsun.
u € Dpe(G), v € Dp«(G) ve G’de v # 0 ise,

V. (ﬁ [o(v)a(z)|Vul*" Vi — p(u) A(z)| Vo[>~ Vo))
> (a(e) - alb(a)| - Ale) o ) Vufe
FeEa™"
+(Cala) — (o) = b(e)| = Ale) = )l (39)
+A(z) ”Vu - ”f(g) " ‘%V’U e (Ve "f(g)) -cI)(%V )
+— (p()p*(u) — (W) P*(v)),

¢(v)

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢(s) = |s|*7ts, s € R, ®(§) = |£|*71¢, £ € R™ ve
C1, (38) ile tanvmlandige gibidir.

Bundan sonra (39) esitsizligi Picone tipli esitsizlik olarak adlandirilacaktir.

isPat.
(ua(z)|Vu|* V) = a(z)|Vu|*T — c(z)|u|>T
V- (ua(@)|Vu|*~'Vu) = a(z)| V| ()]l (40)
+up™(u) — (a + 1)ub(z) - ®(Vu)
dir. Amaca uygun cebirsel iglemler yapildiginda
o A(z)|Vv|* Vo
v (w2
wB(z a+1
= — A(z) |Vu— ji))
uB(z)|*™ u 1 uB(z u
+A(x) UV = A(;)) + ;V’U‘ ' —(a+1)(Vu-— A(Es))) @(EV)
(41)
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elde edilir. (40) ile (41) birlikte degerlendirilirse:

V- (m [go(v)a(w)|Vu|°‘_ Vu — @(u)A(z)| Vu|*~ Vv])

= a(@)|[Vul™ - c(z)[ul**

—(a + Lub(z) - ©(Vu) — A(z) |Vu — ujg) )
sl 2,v) + ——[p(v)p* () — @(u)P*(v
o) g(z,v) + o) [p(v)p" (w) — ¢ (u) P*(v)] (42)
+A(z) UVu - “jg) +alive (et )(Vu— ujg)) . @(%V’U)}
sonucuna varilir. Young esitsizligi kullanilarak,
MQ@ v) > Cla)ul** + (XNJH(@' o, %i; Di() Ez‘(x)))|u|a+l
p(v) 7T = (43)
= Cy()lul**!
(a+ Dub(z) - B(Vu) < |b(z)| (Jul*™ + a|Vu|*T) (44)

elde edilir. Burada Lemma 4.1 goz ¢nilinde bulundurulursa,

Bl a+1
WB@™_ F@) o an FOR

bulunur. (43)-(45) ile (42) birlikte degerlendirilirse, gosterilmek istenen Picone
tipli (39) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2 v € Dp«(G) olsun ve G’de v # 0 kosulu saglansin, bu durumda

keyfi bir u € CY(G, R) i¢in asaqidaki egitsizlik gecerlidir:
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_v. (”;"(S‘;) A(sc)IV'u|°‘”1Vv) > —A(z) |Vu — “}ﬁg) "
+ Gl - P (46)
b 4w |[vu- 2 ot
= fali{u— ""jg)) . @(%Vv)}

burada ¢(s), ®(§) ve Ci(x) daha dnce Teorem 4.1de tanimlandign gibidir.

Ispat. (41) ile (43) birlikte degerlendirilirse (46) esitsizligi dogrudan elde

edilir.

4.1.2 Sturm-tipi karsilastirma teoremleri

Teorem 4.3 (Sturm-tipi karsilagtirma teoremi) F(z) € C(G, R") ve
F(z) > a kosulu saglansin. Ejer, 0G smmirinda u = 0 olacak sekilde p*(u) = 0

denkleminin agikar olmayan bir u € Dy (G) ¢ozimi varsa ve

V*(u) := /G (a(x) — alb(z)| _A(m)FF(—m)

(z) — a) [Vl

a+1

|F(z) 5

F(z)—a

+(Ci(2) - e(x) - [b(z)| - A(z) Jul*+dz >0 (47)

kosulu saglanwyorsa, P,(v) = 0 denkleminin her v € Dp«(G) ¢éziimi G de bir

sifira sahiptir.

Ispat. Olmayana ergi yontemi kullamlarak P*(v) = 0'm G’de v # 0
kogulunu saglayan bir v € Dp«(G) fonksiyonu olsun. (39) egitsizliginin G

izerinde her iki tarafinin integrali alinirsa ve ardindan diverjans teoremi
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uygulanirsa,

a+1

+oz’—V'u
U

0> v*(u)+/GA(x) Uw_%

— (a+1) (Vu - uf’(;:;)) . (D(%VU)“ dx

>0

elde edilir. (47) ve Lemma 2.1 goz oniinde bulunduruldugunda

0> LA(:L‘) ‘Vu - uﬁ;ﬁ) 0‘+1 +a ’%Vﬂ !
= fo 4 1)(Vu - “f(g;)) «p(%w)} dz >0 (48)
yazilabilir. Buradan
wB(z) & -
/GA(m) ”V’u - j;)) i ‘EVU !
— i + 1)(vu - ”ﬁg)) : @(%vu)} dz =0, (49)

sonucuna varihr. A, G de pozitif oldugundan bu esitsizligi saglayan integrand

sifira esit olmalidir. Lemma, 2.1 goz oniinde bulundurulursa, G de

veya

v (i’f) _Blu_, (50)

oldugu goriiliir. Cy bir sabit ve Va(z) = ﬁg; olmak iizere G’de

% = Cgea(w) (51)
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elde edilir (Jaros et. al., 2006). 0G'de u = 0 oldugu igin Cy = 0’diwr, bu da

u'nun agikar olmasiyla celigir, boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1 F(z) € C(G, R") olsun ve F(z) > « kogulu saglansin ve G’de

a(z) > a|b(z)| + A(m)%:{)—a (52)
[Pl rl
Ci(z) = e(z) + |b(z)| + A(z) (53)

F(z) -
olsun. Eder, 0G sinirinda u = 0 olacak sekilde p*(u) = 0 denkleminin agikar
olmayan bir u € Dy (G) ¢éziimi varsa, P*(v) = 0 denkleminin her v € Dp«(G)

coziimii Gde bir sifira sahiptir.

Teorem 4.4 G bélgesinin G stmarinda u = 0 olacak gekilde asikar olmayan

bir u € C*(G, R) fonksiyonu olsun. Eger

uB(z) ot — Cy(2)[u|* }dz < 0 (54)

Vu— Alz)

= [ (A@)

kosulu saglanayorsa, P*(v) = 0 denkleminin her v € Dp-(G) ¢ozimi asagidaki

ozelliklerden birine sahiptir:

i) v, G de bir sifira sahiptir,

B
it) Co # 0 bir sabit ve Va(z) = AEZU% olmak tizere, u = Cpe*®@u dir.
i

Ispat. P*(v) = 0 denkleminin v € Dp-(G) ¢oziimii G’de v # 0 olsun. G € C?,
u € CYG, R) ve 8G’de u = 0 oldugundan u, W, **'(G) Sobolev uzaymm bir
elemanidir. Bu Sobolev uzay1 kompakt destekleri G de olan her mertebeden

tlirevlenebilir C§°(G) smnifinin

1

ful = [ (ol + 190l az) ™ (55)
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normuna gore kapamsgidir (Adams, 2003; Evans, 1998). Bu durumda (55) ile
tamiml norma gore u'ya yakmsayan bir u; € C§°(G) dizisi vardir. Diverjans

teoremini uygulayarak

M*(uy) >
/G_A(.’.U) [Vuk — uiii;c) " + o %V@ o
—(a+1) (Vuk - uiﬁiz)}:)) P (%V’U)} dz (56)
> 0.

olur. 4, C, D ve E fonksiyonlar1 G'de smrh olduklarindan,

A(LE) S K]_ ve }C]_(CB” S K]_ (57)

olacak sekilde bir K; > 0 sabiti vardir. Bu durum goz éniinde bulundurularak

a+1 a+1

urB(z)
A(z)

uB(x)

WA~ A(z)

dz

M () — M* (w)] < Kq fG

+K1/ | |*T! = |ul*F!| dz. (58)
G

oldugu goriiliir. Ortalama deger teoreminden

o2 e
< (a+1) (‘v k—””“f()) +1vu_%:)) )

V(up — u) AE:::; (ug — u)

X

B, |, [B@)
(@ 1) (19l + 1930+ By ET ) (o

x (V( u)| + |BE$))||uk—u|),

IA




39

elde edilir. G'de B (z) suurh oldugundan, G'de ligmi | < K, olacak sekilde bir
T

K5 sabiti vardir. K3 = maxz{1, K>} olsun. (59) esitsizliginden

a+1 a+1

_ uB(z)
A(z)

[ 25257

- qu,

< (o+ DEFT (IVug| + [Vl + fug] + [u])*

X (IV (up — )| + [ug — ul). (60)

bulunur. (60) esitsizlige Hélder esitsizligi uygulamlarak

s

’U,kB(iE) a+l a+1

Afz)

uB(x)
A(z)

V’U.k, 7=

— ‘V’u_ dz

T
< (a+ K5 ( [ (5 19+ ) da:)
G

" (/G (IV (ur = w)| + |ug — ul)** dm) =

< (ot DEF flug — ull (Juell + lul)® (61)

elde edilir. Benzer gekilde,

/G s =+ = [l de < (@ + 1) (gl + Nul)® e —ull - (62)

oldugu gortlir. Ky = Ky(K;, K2, K3) olmak iizere (58), (61) ve (62) birlikte
degerlendirilir ise,

M (ug) — M*(u)] < Ky ([lugll + 1wl vz — wl] (63)

yazilabilir. (63) ifadesine limit iglemi uygulandiginda klhf M*(ug) = M*(u)
elde edilir. (54) ve (56) birlikte degerlendirildiginde M*(u) = 0 olarak bulunur.
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B C G olacak sekilde B keyfi bir kiire olsun ve w € C'(G, R) olmak

lizere,

a+1

Quw) = [ A) UW R
(v tg) G e

olarak tamimlansin. Qg (ux), (64) integralinde B yerine G ve w = u; alinarak

elde edilebileceginden,

0 < Qu(ur) < Qalur) < M (ug), (65)

oldugu gorilir. Burada Qg(ux), (64) integralinde B yerine G ve w = wuy

alinarak elde edilen sag taraftir.

Bazi cebirsel iglemler uygulanirsa, ¢ = “—I—l, k dan bagimsiz K5, Kg ve K7
sabitler ve B alt indisli norm, (55) normunda integralin G yerine B fizerinde
alinmas ile elde edilmig norm olmak iizere ve ¢ : L*™(G) — L9(G) siirekli

operatori i¢in (Ambrosetti and Malchiodi, 2007),

|Qs(ux) — Qp(w)| < Ks (||uklls + [|ulls)® lux — ulls

+ K (|lunll)® e — ulls + Krllp(ur) — (w1, llulls, (66)

elde edilir. Burada |ux — ull¢ — 0 iken ||ux — u||g — 0 dir. Boylece, (65)’de
k — oo limitine gegilirse, @g(u) = 0 olarak bulunur. B de A(z) > 0 sirh

oldugundan, B de

a+1 u B
+ o ’—V'U
v

- Al)

~(a4 1) (vu - ”f(g)) ¥ (%vv)] =0 (67)

”Vu uB(z)
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oldugu goriiliir. Lemma, 2.1 goz éniinde bulundurularak Bde

uB(z)
A(x)

B(z) u _

V= Alz)v

= EV’U veya V (E) -
v v

elde edilir. Buradan Teorem 4.3 de oldugu gibi Cj keyfi bir sabit ve a(z) siirekli

bir fonksiyon olmak iizere B’de L Cpe®@ olarak bulunur. B, B C G olacak
v

sekilde keyfi bir kiire oldugundan bu esitlik G de de saglanmig olur. u agikar

olmayan bir fonksiyon oldugundan, ve®® in bir katidir.

Sonug 4.2 (Sturm-tipi karsilastirma teoremi) F(z) € C(G,R™) olsun ve
F(z) > o kogulu saglansin. 0G swmirinda w = 0 olacak sekilde p*(u) = 0
denkleminin nontrivial bir u € Dy« (G) ¢dzimi varsa ve (47) saglamyorsa, bu
durumda, u = Coe*®v olmadikga, P*(v) = 0 denkleminin her v € Dp.(G)
¢ozimi G’de bir sifira sahiptir. Burada G’de Cy # 0 bir sabit ve Va(z) =

B(CC 271
A_(a:% dir.
ispat.

(40), (44), (45), (54) ve Sonug 4.1 kullanilarak

M*(u) < /G [V - (ua(z)|Vu|*"'Vu]) — up(u)] dz = 0.

egitsizligine varilir. Teorem 4.4 {in hipotezi saglandigindan ispat Teorem 4.4 ile

tamamlanir.

4.1.3 Uygulamalar

€2, 7o > 0 olmak tlizere @ D {z € R™: |z| > ro} olacak sekilde R™'de bir
dig bolge olsun. ) bélgesinde tammli,
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p*(w) = 0 (68)

Prlw] =0 (69)

denklemlerini g6z oniinde bulundururalim. p* ve P* sirasiyla (35) ve (36) ile
tamml olup, a,A € C(Q,R*), b,B € C(},R"), ¢,C € C(Q,R), D,,E; €
C(Q,[0,00)),(:=1,2,....,4,j=1,2,...,m) dir.

D,+(Q) bolgesi, p*'nin C*(1, R) smifindan a(z)|Vu|*'Vu € C(Q, R")
ozelligini saglayan tiim wu fonksiyonlarmin kiimesi olarak tanimhdir. P*'nin

Dp«(2) bolgesi de benzer gekilde tammlanir.

(68) denkleminin u € D, (2) ¢dzlimii (veya (69) denkleminin v € Dp«(£2)

¢Ozlimii ) keyfi bir » > 0 i¢in
Q.=0n{zeR":|z| >r}

olacak sekilde €2,.’de bir sifira sahipse, {¥’da salinsmiidir denir.

0G'de u = 0 olmak iizere G'de p*(u) = 0 olacak sgekilde agikar olmayan
bir u € Dp+(G) fonksiyonu varsa, G C  olmak iizere G sirh bolgesi (68)
denklemi igin bir nodal bolgedir. Keyfi bir » > 0 igin (68) denklemi (2,’de bir

nodal bolge igeriyorsa, (68) denklemine nodal salinwmbidir denir.

Teorem 4.5 F(z) > a olmak uzere F(x) € C(G, R") olsun. Q’da

a(z) 2 afb(z)| + A(x)% (70)
Fo) 22"
Ci(z) > c(z) + |b(z)| + A(ﬂf)m (71)

kosullar: saglansin.(68) denklemi Q’da nodal salinvmly ise (69) denkleminin her

v € Dp-(G) ¢ozimi 2’da salinsmbdar.
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Ispat. (68) denklemi Q’da nodal salimmli oldugundan, herhangi bir
r > 0i¢in @ C €, olacak gekilde bir nodal bolgeye sahiptir. Oyleyse
p*(u) = 0 denkleminin G smirinda u = 0 olacak sekilde asikar olmayan
bir u € Dy+(G) ¢Oziimii vardir. (70) ve (71) ile verilen esitsizlikler goz 6niine
alinsin, bu durumda V*(u) > 0 oldugu goriiliir. Sonug 4.1’den (69) denkleminin
her v € Dp«() ¢oziimii G’de bir sifira sahiptir. Béylece teoremin ispati

tamamlanmig olur.

F(z) = a+1, b(z) = B(z) = 0 ve m = 1 durumunda Teorem 4.5’den
agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3 V- (a(m)|Vu|°‘_1Vu)

ﬁ—v(ﬁ—a = = 8o

+HCW@ + o= a_ﬁy) (D)5 (B()) ™ Hul*u =0 (72)

denklemi {¥’da nodal sahmiml ise, D;(z) = D(z), Ei(z) = E(z) , vy = q,

v1 = <y olmak tizere

_ 1
V- (a(w)|Vv|“ IVU) + a—_l_lg(a:,'u) =)

denkleminin her v € Dp«(Q2) ¢oziimii ’'da salimmbidir.

Nodal salimimhiligin ikinci boliimde de verilen sonuglarindan biri kul-
lamilarak (68) denkleminin bir 6zel durumu icin agagidaki sonuglar elde

edilebilir.

Sonug 4.4 Kabul edelim ki,

i) [pe C(z)dz = o0,

i) [ C(z)dz < 00 ve [p, (D(z))F (E(x))"7dz = o0
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kosullarindan biri saglansin, o = 1, a(z) = 1 olmak tzere (68) denklemi Q’da

nodal salinimbdur.

Uyart. a =1,m =1, a(z) = 1, C(z) = 0 aindiginda Sonug 4.3 ve Sonug

4.4 iin sirastyla Sonug 3 ve Sonug 4 e (Jaro3 et. al, 2001) indirgendigi goriliir.

(46) esitsizliginden faydalanilarak, P*(v) = 0 lineer olmayan eliptik
denklemi igin bir esitsizlik elde edelim. Literattirde bu tip denklemler Wirtinger
tipli esitsizlikler olarak adlandirilir (Hardy, 1988).

Teorem 4.6 P*(v) = 0 denkleminin bir v € Dp«(G) ¢iziimi G'de v # 0 ve
0G € C' olsun. Ayrica 8G'de u = 0 olacak sekilde u € C(G, R) ézellifine

sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda denklemin katsaylar: ile u fonksiyonu

/G Az)

seklinde tanaml Wirtinger tipli esitsizlik gecerlidir.

arasimnda

uB (CE) a+1

- Alz)

Vu

de/C’l(a:)|u|“+ld:c‘ (73)
G

Uyar1. B(z) = 0 alindiginda, 0 < M*(u) = M"(cov) = 0 elde edilir,
buradan da M*(u) = 0 sonucuna varilir. B(z) = 0, D;i(z) = E;(z) =0, (i =
1,2,...,47=1,2,..,m) alindiginda Teorem 4.6 nin (Yoshida, 2009)’daki Sonug
4.2'yi verdigi goriiliir.

4.2 So6niimli Terim ve Zorlanmig Terim Igeren Kismi
Tirevli Denklemler igin Sturm-Tipi Karsilagtirma

Teoremleri

Ikinci béliimde kismi tiirevli lineer denklemlere iligkin konu ile ilgili baz
sonuglar verilmigtir. Lineer denklemler ile ilgili bu konuda yapilan mevcut
literattirde pek cok caligma olmasina ragmen lineer olmayan denklemler igin

konu ile ilgili yapilan calismalarin yeterli olmadigy goriilmektedir. Ancak
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lineer durumda ¢oziimlerin konumu ve davraniglarina iligkin bilinen sonuglar
goz onlne almarak lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglarin
aragtirmak oldukga 6nemlidir. Bu baglamda, 2006 yilinda Jaro3 et. al., 6zel
yapili bir denklem sinifi i¢in bu konu ile ilgili sonuclar elde etmigtir. (Jaros
et. al., 2006). Bu kesimde bu galigmadan hareketle Jaro3 et. al. in ele aldig
denklem modellerini de kismen iceren 6zel yapili denklemler icin karilagtirma

teoremleri lizerinde durulacaktir (Sahiner et. al., 2015).

Eliptik tipten séniimlii terim igeren
L(u) =V - (a(z)Vu) + 2b(z) - Vu + c¢(z)u (74)
lineer operatorii ile,

Po(v) :=V - (A(2)|Vv|*'Vv) + (@ + 1)|Vo|*' B(z) - Vv + g(z,v)  (75)

£ m

g9(z,v) = C(@)v[* v + > Di(@)w[* v+ Ey(x) )" v

i=1 j=1
seklinde tanmimli lineer olmayan operatorii goz 6niine alalim. Burada daha once
verildigi gibi |-|, Oklid uzunhgu, - de i¢ carpimdir. a, §;, viler0 <y <a< g
(t=1,2,..,437=1,2,...,m) ozelligine sahip reel sabitlerdir. Bu bélimde

Pa(”) = f(m)

denklemleri i¢in Picone tipli esitsizlikler yardimiyla Sturm-tipi kargilagtirma

teoremleri elde edilecektir.

4.2.1 Picone tipli esitsizlikler

G, R™"de smirh bir bélge 0G s diizgin smir olsun, yani diverjans
teoremi uygulanacak sekilde bir G bolgesi yeterince diizgiin olsun. a(z) €
C(G,R*), A(z) € C(G,R*), b(z) € C(G,R"), B(z) € C(G,R"),
c(z) € C(G,R), C(z) € C(G,R), Di(z) € C(G,RTU{0}), E;=) €
C(G,R*U{0}), i=1,2,...,65=1,2,..,m) ve f(z) € C(G, R) olsun.
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£'nin Dy(G) bélgesi, C}(G, R) simfindan olan ve a(z)Vu € CYHG, R*) N
C(G, R") ozelligine sahip tiim u fonksiyonlarmm kiimesi ve P,’nin Dp, (G)
bolgesi de A(z)|Vv|*~1Vv € CYG, R*) N C(G, R") ozelligine sahip tiim v

fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanmimbhdir.

N = min{/, m} olmak iizere

Q™
—~
™
|
\_/Q
i
i

gl(/@: a, D(ﬂ:), f(ﬂ:)) = (

seklinde tamimlansin.

Teorem 4.7 (Picone tipli esitsizlik) u € Dy(G) fonksiyonu £(u) = 0 denklem-
inin ¢ézumi olsun. v € Dp (G) olmak tizere G'de v # 0 ve vf(z) < 0 kosulu

saglansin. Bu durumda bir u € C*(G, R) i¢in asagidaki Picone tipli esitsizlik

V- (cp(v) [(,o(v)a(a:)Vu — p(u)A(z)|Vu|*~ V’u])
> —Az)|Vu - ”ﬁg + G () ul* — %[Pa(v) — f(z)]
+(Vu) T (a(z) — [b(2)]) (V) = (b(z)] + c(2)) (u)’ (76)
a+1 L
+A(z) Hvu _ "‘f(g) ta Evv "
—(e+ 1)(Vu — %&3))@(%%)]

saglanar. Burada p(s) = |s|*7!s, s € R, ®(€) = |£|*72, € € R* ve

Ca(z) = C(z) + Z G1(8i, a, Di(x), f(x))

dir.

Ispat. £(u) = 0 denkleminden kolaylikla
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V - (ua(z)Vu) = (Vu)Ta(z)(Vu) — 2b(z)u - Vu — c(z)u? (77)

oldugu goriiliir. p = 2 i¢in Young esitsizligi kullanilarak,

2ub(x) - Vu < |b(z)|(u? + (Vu)?) (78)

yazilabilir. (77) ve (78) ifadeleri birlikte degerlendirilirse,

V- (g lP®ale)Vul) > (V)T (a(z) = @) )(Ve) — (b(e)] +efa). (79

bulunur. Diger yandan asagidaki 6zdegligin saglandig1 goriilebilir:

A(z)|Vv|*~ Vv B(z)|*™
—V - (up(u) ( ”90(11) ) = —A(z) ‘Vu - uA(g)
+208 g(0.0) - £) - LR, ) - (0] (50)
+A(z) [ Vu — E%g a ‘;V'v = (a4 1)(Vu - ujg))@(%VU)] :

E; >0,j=1,2,..,m oldugundan

='“"P( )( (z)|v]*~ 1U+ZD(35 |v|’8 1U+ZE o L 'U_f(m))

~( m>+ZD (@ule -—wﬁﬂv) e

yazilir. vf(z) < 0 kosulu ve Young esitsizligi kullamlarak
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Bl ZDf(iﬂ)lU[ﬁi_av . A C(z) + Z Di(z)|v]* v + [#(=)l

"Ula_l'b’

> Ca(x)

elde edilir. Son iki egitsizlik birlikte degerlendirilirse,

up(u) — i ) |wloH
o) (9(z,v) = f(z)) = Ca(z)lul (81)

sonucuna varilir. (79), (80) ve (81) ifadeleri birlikte degerlendirilirse, goste-

rilmek istenilen egitsizlik elde edilir.

Teorem 4.7 de (74) ve (75) operatérleri igin verilen Picone tipli esitsizlikten
hareket ile keyfi bir u € C*(G, R) fonksiyonu icin (75) operatérii géz oniinde
bulundurularak agagidaki egitsizlik kolayca elde edilebilir.

Teorem 4.8 Eger, v € Dp (G) ise, G'de v # 0 ve vf(zx) < 0 ise, bir
u € CYG, R) fonksiyonu icin asaqidaki egitsizlik saglanar:

-V (“5(“)A(a:)|w|a-1vu)

> A |vu- 2 s a@l
_uwp(W)h N
o pa() - (@) (52)
+A(z) “Vu - ”f(g‘;) +a ‘%w il
—(a+1) (Vu = “ﬁg))q)(%vv)] .

Yoshida’nin (Yoshida, 2010a) galigmasindaki diigiince kullanilarak, zor-
lanmig terim f(z) iizerindeki kogul kaldirihp fakat v tizerinde |v| > kg gibi yeni
bir kosul konulursa benzer sekilde asagidaki gibi Picone tipli egitsizlikler elde
edilebilir.
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Teorem 4.9 £(u) = 0 denkleminin u € Dy(G) ¢ézimi ve v € Dp (G) olsun
ve |v| > ko kosulu saglansin. Bu durumda u € C*(G, R) i¢in asaqidaki Picone

tipli esitsizlik,

V- (w_f(u;)_ [e(v)a(z)Vu — p(u)A(z)|[Vo|* ' V])
a+l
> —A(z) |Vu-— uzg)

(V) (ae) — [b(z) ) (V) — (b(e)] + (&) (u)?
+(Cof) — K f @Dl — Py — @) (83)

p(v)
uB(z)|*™ u_ |e+]
+A(z) qu— A +a‘;Vv

<o 4 1) (Vu - “jg))@(%vu)]

saglanar. Burada ¢(s) = |s|*1s, s € R, ®(¢) = [¢]*7k, ¢ € R™,

03(.’15) = C(ﬂi‘) € Z gz(ﬁi, &, Vi, D,;(.’L‘), El('r)):

| s .
(8,01, D(a), Bl&) = =2 (£=2) 7 0y F o)

olarak tansmlidar.

Teorem 4.10 v € Dp (G) ve |v| > ko olsun, bu durumda herhangi bir u €
CY(G, R) igin, Picone tipli esitsizlik

V- (uga(u) [A(z)|Vv|* Vo))

o(v)

> ) [vu- 2O (0y(0) - kel
+A(z) Uvu - ujg) s Evu o
—(a+1) (Vu - ”ﬁg))@(%vm} (84)
e CIORE®)

saglanar. Burada ¢(s) = |s|*"'s, s € R, ®(&) = [{|*71¢, & € R™ dir ve C3(x)

daha once Teorem 4.9 de tamwmlandige gibidir.
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4.2.2 Sturm-tipi karsilagtirma teoremleri

Bu kesimde 4.2.1 kesiminde verilen Picone tipli esitsizlikler kullanilarak

Sturm-tipi kargilagtirma teoremleri verilecektir.

Teorem 4.11 Swnarl G bolgesinin 0G sinarinda u = 0 ézelligine sahip agikar
olmayan bir u € CY(G, R) fonksiyonu mevcut olsun. Ayns bu u fonksiyonu icin

P,(v) = f(z) denkleminin katsaylar arasindaki

a+1

P a@hte<o (8)

Vu — e

Ml = fG {Alz)

esitsizligi saglasin. Bu durumda G’de vf(x) < 0 kosulunu saglayan P,(v) =
f(x) denkleminin her v € Dp_(G) ¢oziimi G ’de bir sifira sahiptir. Yukaridaki
kogullara ek olarak G € C' ise P,(v) = f(z) denkleminin her v € Dp (G)

coztimi asagidaks ozelliklerden birini saglar:

(1) v, G'de bir sifira sahiptir,

(2) Va(z) = iézg olmak iizere u, e*®v in bir katdsr.

Ispat. Olmayana ergi yontemini kullanalim. Buna gére Flu) = Jm)
denkleminin G’de vf(z) < 0 kosulunu saglayan ve G’de v # 0 olan bir v €
Dp, (@) ¢oziimi olsun. Teorem 4.8'deki (83) esitsizligi saglanir. Bu esitsizliginin

her iki yanminin G’de integrali alinir ve diverjans teorem uygulanirsa:

Mlu] > /GA(ac) ['Vu _ Ujg) at1 o ’%VU ot
Rt u«ﬁg))@éw)] (36)

elde edilir. A(z) > 0 ve Lemma 2.2 den integralin ici negatif olamayacagindan

> (buyiiktiir) durumunda geligki oldugu agiktir. Esitlik durumu icin G'de % =
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coe® @y dir. u fonksiyonu siirekli oldugundan G de de % = ¢oe®@y egitligi
gecerlidir. G de u = 0 oldugundan ¢y = 0 elde edilir. Bu da » nun agikar
olmayan bir fonksiyon olmasi ile geligir. Béylece teoremin ilk kisminin ispati

tamamlanmig olur.

Hipotezlere ek olarak dG € C! olsun. P,(z) = f(z) denkleminin G’de
vf(z) < 0 kogulunu saglayan ve G de v # 0 olan bir v € Dp_(G) ¢dziimiinii goz
6niine alalim. v € CY(G, R) ve 8G smirmnda u = 0 oldugundan, u € Wy * (@)
dir. u ayn1 zamanda (55) normuna gore C§°(G) 1n kapamginin bir elemanidir.
(Adams, 2003; Evans, 1998) Bu durumda (55) normuna gore u'ya yakinsayan
bir ur € C§°(G) dizisi vardir. u = uy alip (83) egitsizliginin her iki yanimn

G’de integrali alinip diverjans teoremi uygulanirsa,

Mug) 2 /GA(x) Uvuk _ uz?i:)c) o+l i %vv i
~(a+1)(Vux - uﬁg))@(% W)} - .

olur. A(z), C(z), Di(z) (i = 1,2,..,£), ve f(x) fonksiyonlar1 G'de smirh
oldugundan, bir K; > 0 sabiti i¢in,

A(z) < Ky and |Ci(z)| < K.

yazilabilir, buradan,

T W e uiB(z) | _ | uB(z) | .
Ml = M| < K [ |[ou - SEEFT oy B0
LK, fc [l — fufo*] de. (88)

dir. (88) esitsizliginin ikinci yaninin ilk integraline ortalama deger teoremi

uygulanilirsa
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B ukB(:c) a+1 B " ’U,B(LE) a+l
vty
u,B(z) uB(z) [\
< G+ (|7 - 5+ o= 222 )
X |V(up —u) + ig; (uk — )
< (a+1) | |[Vu| + |Vul + [B()] luk| + 15(2)) |
A(z) Az)

X ([V(uk —u)| + igz; \ug — u|)

_ B
elde edilir. B(z) de G de smirli oldugundan | AE:?l < K, olacak sekilde K,
z

sabiti vardir. K3, K3 := maz{l, K3} sayis: olarak tanimlansin yukaridaki son

egitsizlikten

< (e + DEF (V] + [Vl + Juel + [u))® (IV (uk — u)| + ux — u[)X89)

bulunur. (89) esitsizligine sirasiyla Holder ve Minkowski egitsizlikleri uygu-

lanirsa,

b

a+l a+1

uxB(z)
A(x)

uB(zx)
A(z)

Vuk = dx

_'W_

i+
a+1

< (ot DK ( [ (5] 193]+ e + dm)
G

% UG (I (e — )| + g — ) dz) =

< (a+ DK [( [+ |uk|)“+1dm)%“ +([aval + pias) _]

9 ( [ (9 = 0]+ e = dm)“_“
< (o DEE (] + [l sk - . (90)

elde edilir. Benzer gekilde (88) esitsizliginin ikinci yamnin ikinei integrali igin

fc |wel* = [u|*" do < (a+ 1) (fluxll + [[ul)® [lux = ul] (91)
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yazilabilir. (88), (90) ve (91) ifadeleri birlikte degerlendirilirse, pozitif bir K,

sabiti i¢in

| M[uy] — Mu]| < Ky (|Jull + [lul)® [lux — w

dir. Bu pozitif K, sabiti, sadece K, K5, K3 ve « sayilarina baglidir. Buradan
limy_, o M[ug] = Mu| elde edilir. Bu limit islemi (86) ve(87) ile birlikte goz

oniinde bulundurulursa

0> Mlu] >0

olur. Buradan da M[u] = 0 elde edilir.

Teorem 4.4 iin ispatinda oldugu gibi B C G

kiiresi olsun ve w € C'(G; R) igin

a+1

wB(z)
A(z)

Qulu] = [ 4Ga) ||vu-

~(a+1)(Vo - w}ﬁi?)@(

olacak sekilde bir keyfi B

w a+1
+a'—Vv
v

%vv)} (92)

tanumlansin. Q¢luk], (92) ifadesinin sag yaninin w = uy, ve B yerine G olarak

alinmasiyla elde edilir ve boylece,

0 < Qplux] < Qglux] < Mug, (93)

oldugu gosterilebilir.

Burada amaca uygun cebirsel iglemler yapilirsa, ¢ : L**YG) — LI(G)

stirekli operatorii igin (Ambrosetti, 2007),
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Qslue] — @sull < Ko (sl + ulls)® sk —uls+ Ko (o) i
+ Ko olua] — ol s [l (94)

elde edilir. Burada ||uy — u|l¢ — 0 iken |lux — ul|g — 0 dir. Boylece, (65)'de
k — oo limitine gegilirse, @p(u) = 0 olarak bulunur. B de A(z) > 0 siirh

oldugundan, B de

a+1

“vu BT ot
—(a+1) (Vu - “jg)) @ (%w)] =0 (95)
oldugu goriiliir.
Lemma 2.1’den B’de
Vu— u}ig) = %V'v veya V (E) — igg% =0

yazilabilir. Buradan, bir ¢ sabiti ve siirekli a(z) fonksiyonu igin B’de L.
v
coe®® yazlabilir. B C G olacak sekilde B keyfi bir kiire oldugundan G’de

Uu
co # 0 olmak lizere — = cgeo‘(z) sonucu elde edilir.
v

Sonug 4.5 G de f(z) > 0 (veya f(z) <0 ) olsun. Eder G simarinda u = 0
olacak sekilde asikar olmayan bir u € C*(G, R) fonksiyonu varsa ve Mu] <0
kosulu saglamyorsa, o zaman P,(v) = f(x) denkleminin G ’de negatif (veya

pozitif) ¢ozimi yoktur.

Ispat. P,(v) = f(z) denkleminin G de negatif bir ¢oziimii olsun. G’de
vf(z) < 0 oldugundan ve bdylece Teorem 4.11 in hipotezleri saglandigindan
Teorem 4.11 den G de v = 0 elde edilir ki bu da v < 0 kabuliiyle geligir. Boylece
v, G de bir sifira sahiptir denir. Pozitif ¢dziimiiniin olmadig1 da benzer sekilde

gosterilir.
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Teorem 4.12 (Sturm-tipi Karsilastirma Teoremi) u € Dy(G), £(u) = 0
denkleminin 0G smwrinde w = 0 olacak sekilindeki agikar olmayan bir

coztimi olsun. Eger

vmy=1;vwfmww—wunnvm—uﬂ@ e
+Co @)l — (Ib(z)| + () ? 2 0

Vu— (96)

kogulu saglanwyorsa, Pa(v) = f(z) denkleminin G’de vf(z) < 0 kosulunu

saglayan her v € Dp (G) ¢dzimii i¢in asagidaki ozelliklerden birini saglanar;

(1) v, G’de bir sifira sahiptir

(2) co # 0 bir sabit ve Va(z) = % olmak fizere u = coe*®v dir.

Ispat. Teoremin ispati, bir 6nceki teoremin ispatinda oldugu gibi,
(77) esitsizliginin integrali alinarak verilebilir. Ancak burada Mu] ve V[u]

tamimlarimdan faydalanilarak alternatif bir ispat verilecektir. Bu durumda,

Mm=—wm+L«wmmwwwumwm—@w+w@mﬂm

(85) esitsizligine G tizerinde diverjans teoremi uygulanarak ve V[u] ifadesinin
isareti gozontnde bulundurularak Mu] < 0 elde edilir. Boylece Teorem 4.11

in gartlar1 saglanmig olur. Buradan ispat tamamlanmig olur.

Aynica P,(v) = f(z) denkleminin

£ m
P(v) = V- (A(z)Vo) + Cz)v + Z Dy(@) v+ Y Bj(w)|o" M = f(z)

i=1 Jj=1

(97)
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seklindeki bir 6zel durumunu gozoniine alalim. Buna gore asagidaki sonuglar

verilebilir:

Sonug 4.6 (Picone tipli 6zdeslik) u € De(G), £(u) = 0 denkleminin ¢ézimi ise
ve G’de v € Dp,(G), v # 0 ve vf(zx) <0 kogullar: saglanwyorsa, bu durumda
her hangi bir u € C1(G, R) i¢in asagqidaki Picone tipli egitsizlik gecerlidir:

U

v (w(v)

[(p(ﬂu)a(m)Vu - tp(u)A(m)V'vD

> (VT (alo) - @) - A)(Ve) - TP - )] (08

+(C@) + Y GenlBi 1, Dila), (@) = (@) = o)) (u)

+A(x) (Vu — EVU)Z

v

burede G;, v;ller v; < 1 < G, (i = 1,2,...,4,7 = 1,2,...,m) olacak sekilde

gercel sabitlerdir.

Sonug 4.7 Eder 0G simrinda u = 0 olacak sekilde agikar olmayan bir u €

CYG, R) fonksiyonu varsa ve

Mglu] := /G{(VU)TA(:C)(VUJ —(C(z) + E G1(Bi, 1, Di(z), f(x)))u*}dz < 0(99)

kosulu saglanwyorsa, (97) denkleminin G'de vf(x) < 0 kosulunu saglayan her
v € Dp,(G) ¢oziimii G’de bir sifira sahiptir. Ayrica ejer G € Ct ézelligine
sahipse bu durumda G’de vf(z) < 0 kosulunu saglayan her v € Dp (G)

coziimiu asaqidaki ozelliklerden birine sahiptir:

(1) v, G'’de bir ssfira sahiptir,

(2) u, v nin sabit bir katuder.
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Ispat, Teorem 4.11’in ispatinda oldugu gibi verilebilir.

Teorem 4.13 {(u) = 0 denkleminin 0G sinwrinda u = 0 olacak gekilde agikar

olmayan bir u € Dy(G) ¢6zimii olsun ve
Velu == [ (V)7 (ale) ~ o) — A@)(VW) + (Cz)  (100)
+igl(m, 1, Di(a), (@) - [b(z)| — o(2)) (@)(w)*}da > 0
kosulu sagz;nsm, bu durumda G'de vf(z) < 0 kosulunu saglayan her v €

Dp, (G) ¢oziimii G’de bir sifira sahiptir.

Ispat. (97) denkleminin G’de vf(z) < 0 kogulunu saglayan v € Dp (G)
¢Ozimil olsun ve v # 0 olsun. (99) egitsizliginin her iki yaninin G tzerinde

integrali alinarak diverjans teoremi uygulanilanirsa,

- 2
0> Velu +/ A(zx) (Vu — —V'v) dz >0
el v
elde edilir buradan da G de
o U
Vu—;Vv:O veya V(;) =0

bulunur, bu esitlikler siireklilikten G de de gecerlidir. Keyfi bir ¢, sabiti icin
u/v = ¢y yazilir. G smirinda u = 0 oldugundan ¢y = 0 elde edilir, bu da u

nun agikar olmayan bir fonksiyon olmasi ile geligir boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.8 G'de
a(z) 2 |b(z)| + A(z) (101)

ve

Clx) +Zgl(ﬁi: 1, Di(z), f(z)) = [b(z)] + c(z) (102)
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kosullary saglansin. £(u) = 0 denkleminin, OG’de u = 0 olacak sekilde asgikar
olmayan bir uw € Dy(G) ¢ozimi varsa, (97) denkleminin vf(z) < 0 kosulunu

saglayan her v € Dp, (G) ¢ozimi G de bir sifira sahiptir.

Ozel halde £(u) = 0 denkleminde b(z) = 0 ve P,(v) = f(z) denkleminde
f(z) = 0 alindiginda yani,

V- (a(z)Vu) + c(x)u =0 (103)

2 m
V- (A(z)Vv) + C(z)v + Z D;(z)[v|% v + Z E(x)lv" =0 (104)

=1 ]

denklemleri ele alindiginda, agagidaki sonug, Teorem 4.13 iin bir 6zel hali olarak

verilebilir:

Sonug 4.9 G'de
a(z) = A(z)

ve
Glz) 2 elz):
olsun. (103) denkleminin 8G de u = 0 olan agikar olmayan bir u ¢ézimi varsa,

bu durumda (104) denkleminin her v ¢éziimii G 'de bir sifira sahiptir.

Burada, o = 1 ve b(z) = B(z) = 0 alindiginda lineer ve lineer olmayan
bu iki denklem igin ilgin¢ sonuglar elde edilir. Bu durumda bu sonuglar
literatiirde iyi bilinen diger sonuglarla ortiigiir. Ornegin, b(z) = B(z) = 0
ile soniimlii terimler yok edilirse ve C(z) = 0, Di(z) = C(z), 51 = G,
Ei(z) = D(z), » =y and Di(z) = Eij(z) =0 (1 =2,3,...,4 §=2,3,....m)
alinirsa elde edilen bu sonuglarin, (Jaros et al., 2001)’da verilen a;;(z) = a(z)

ve A;j(z) = A(z) durumlarindaki sonuglara indirgenmis oldugu goriiliir.

Teorem 4.14 G bélgesi (n—1)-boyutlu parcaly dizgiin hiperyizeyler yardimayla

Gy de f(x) >0 we Gade f(x) <0 (105)
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olacak sekilde Gy ve Gy gibi ki alt bolgeye ayrilsin. OGy simarlarinda uy, = 0

olacak sekilde asikar olmayan w, € CY(Gy, R) fonksiyonlar: varsa ve
Mol = [ (V) "{A)(Vun)
Gk

N
- (C(a:) +>Gi(8i, 1 Di(w), f(a)))uf}dz <0, k=12 (106)

i=1

kosulu saglanwyorsa, (97) denkleminin her v € Dp (G) ¢ozimi G de bir sifira

sahiptir.

Ispat. (97) denkleminin G’de sifir1 olmayan bir v € Dp, (G) ¢dziimii ol-
sun. Bu durumda G'de ya v < 0 ya da v > 0 olur. G’de v < 0 olsun. Bu
durumda G| iizerinde v < 0 olur buradan da G;’de vf(z) < 0 kogulu saglandig
goriiliir. Sonug 4.5 kullanilirsa, Gy ’de P(v) = f(z) denkleminin negatif bir
¢oziimii yoktur sonucuna varilir. Bu da G de v < 0 olmasi ile gelisir. G’de v > 0

durumu da benzer sekilde gosterilebilir. Béylece teoremin ispati tamamlanir.

Yoshida, benzer bir problem ele alarak Picone tipli 6zdeglikler yardimiyla
ele aldig1 problemin salimimlilig: ile ilgili baz1 sonuglar verdi (Yoshida, 2010).
Yoshida'nin bu caligmasinda Picone tipli esitsizlikleri yazarken kullandig
diigiince ile elde edilen 4.9 ve 4.10 teoremlerindeki Picone tipli esitsizlikler
ile karsilagtirma teoremleri agsagidaki gibi verilebilir. Bu teoremlerin ispatlari
Teorem 4.11, 4.12 ve (Yoshida, 2010a) daki Teorem 1’in ispatlari ile benzer
sekilde yapilabilir.

Teorem 4.15 ko > 0 bir sabit olmak tzere, 0G sitmirinda u = 0 olacak sekilde

u € CYG; R) fonksiyonu varsa ve

a+1
— (Cs(x) — kg *|f (@) ul**' }d

<0 (107)

uB(z)
Az)

Vu —

) = [ {A)

kosulu saglanwyorsa, bu durumda Py(v) = f(x) denkleminin her v € Dp,(q)

icin ya v, G’de bir sifira sahiptir ya da xo € G olmak tizere, |v(zo)| < ko dir.
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Teorem 4.16 £(u) = 0 denkleminin G simirinda u = 0 olacak sekilde agikar

olmayan bir u € Dy(G) fonksiyonu olsun ve

a+1

V) = w)T (a(z) — |b(z ) = ax L
V[u].wfc(v) (a(z) — [b(2)]) (V) — A(z) Ax)

+(Cs(@) — kg | (@)Dul*" = (lb(x)] + c(z)) u* > 0

Vu—

(108)

kosulu saglansin. Bu durumdae P,(v) = f(z) denkleminin v € Dp (G)
¢éziimii ya G de bir sifira sahiptir ya da o € G olmak tizere |v(xg)| < ko

dir.

Yukaridaki teoremlerde goriilecegi gibi Teorem 4.15 ve Teorem 4.16
sirasiyla Teorem 4.11 ve Teorem 4.12 ile kiyaslandiginda, Teorem 4.15 ve
Teorem 4.16 de f(z) tizerindeki kogulun kalktig1 ancak, bu teoremlerin v nin

G de bir sifir1 olmasini garantilemedigi goriiliir.

4.2.3 Uygulama

ro > 0 olsun. Q, R" de @ D {z € R : |z| > ro} geklinde tanmli dig bolge

olmak {iizere, bu bolgede
f(u)=0 (109)
ve

P(v) = f(z) (110)

denklemlerini gozoniine alalim. Burada £ ve P; operatorleri daha 6nce tanimlandigi
gibidir, a,A € C(Q,R*"), b,B € C(Q,R"), ¢,C € C(R, R), D, E; €
CQ,RYU{0D) (¢ = 1,2,....45 = 1,2,....,m) ve f € C(R, R) ve G;, v;'ler

v; < 1 < f3; olacak sekilde gercel sabitlerdir.

nin Dy(Q) bélgesi CH(Q, R) siufindan a(z)Vu € C'(£2, R"™) ozelligini
saglayan tiim u fonksiyonlarinin kiimesi olarak tamimlidir. Dp, (€2) bolgesi de
benzer gekilde tanimhidir. Bolim 2 de verilen salinimhlik tanimlar géz oniine

alimrsa, Q, = Q({z € R" : |z| > r} seklinde tanimh £, de (109) (veya (110))
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denkleminin ¢oziimlerinin bir sifir1 varsa, (109) (veya (110)) denklemine 2’da

salimmlidir denir.

Teorem 4.17 G, r > 0 olmak tuzere, ). bolgesinde sinarly bir bélge olsun. Bu
bélge (n — 1)-boyutlu hiperyizeyler yardvimiyla Gy ve Gy gibi tki alt bolgeye
ayrilsin. Bu alt bélgeler igin Gy ’de f(z) > 0 ve Gy'de f(z) <0 olsun. Ayrica,
G'de Di(z) >0 (i =1,2...,4), E;(z) >0 (j =1,2,...,m) ve 0Gy, sumrlarinda
ur = 0 olacak sekilde asikar olmayan w, € CY(Gy,R) fonkssyonlar: igin
Mg, Juk) <0, (k = 1,2) kosulu saglansin. Bu durumda (110) denkleminin

her v € Dp () ¢ozimi Q’da salinsmbidar.

Ispat. Amacimz icin 6nce G C , bélgesinde v'nin bir sifira sahip
oldugunu gostermektir. Verilen hipotezlerden kolaylikla gosterilebilir ki Teorem
4.14 {in kosullar saglamir. Boylece v, G de ve G C €, oldugundan €, de bir

sifira sahiptir sonucuna varilir. Tanimdan v,  da salimimhidir.

Ornek. (110) denkleminin ézel bir durumu olan,

v 0% . . 81 : ) 261
F-I—ﬁ-l—Kl(smxl sin zg)|v]” " v + Ko (sin @ sin zq) [v|* v
Ty x3

= COS 7 Sin I (111)

denklemini goéz oniine alalim. 8 > 1 ve K; ve K, ler ikisi aym anda sifir

olmayan negatif olmayan sabitler olsun. £ bolgesi de R?’de

[2m, 00) % [0, 7] C Q2

seklinde tamiml yatay serit bolgeleri iceren simirsiz bir bolge olsun. j = 1,2, ...

olmak iizere,

G7 = (2jm, (25 + L)m) x (0,)
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seklindeki dikdértgensel alt bolge tizerinde z; = (25 + (1/2))7 diigey dogrular

yardimiyla istenilen ozellikleri saglayan G{ ve Gg

G = (2m, (2 + (1/2)7) x (0, 7)
Gy = (274 1/2)m, (25 + 1)m) x (0, )

biciminde elde edilir. G’de f(z) > 0 ve G%'de f(z) < 0 oldugunu kolaylikla
goriilebilir. Dy(z) = Ki(sinzysinz,) > 0, Da(z) = Ky(sinz; sinzg) > 0 dir.
uy = sin 2z sinzy (k = 1,2) secimi 0Gy'de ug = 0 6zelligini saglar. Bazi basit

cebirsel hesaplamalarla,

MG{c[uk]
= /{ O 2-4— Ouy 2—[[3(5—1)%(11{ sinz sinsc)%lcos:c sinz |!%
= Ju'\oz B 1 1 2 1 2
+28(28 — I)I;ZEE(KQ sin z; sin scg)flﬂ'| COS I sin:c2|ggﬁ;1] up ydx (112)
57’(’2 8 1/8 1-8 3 1 1
= 4 —zK"BB-1)F B §+%,2—%
Lo nEE#p (3 L L
620 - 1) K B(2+4ﬂ,2 "

elde edilir. Burada B(s, t) beta fonksiyonudur. Eger K; ve K, agagidaki kogulu

saglayacak sekilde segilirse:

1572 1/8 1-p 3 1 1
< = a Ceeafe ST D
= 3 1 1
12826 — 1) KY*B (5 Uik E)

herhangi bir sabit j € N igin k = 1,2 olmak iizere MG{_ [ux] < 0 olur. Béylece
Teorem 4.17 ile Q bolgesinde yeterince biiylik K; ve K, sabitleri igin (111)
denkleminin her v ¢oziimil salimmhdir sonucu elde edilir. Ornegin K7, K, ve
0 yukaridaki esitsizligi saglayacak gekilde K; = 1, Ky = 95 ve § = 2 olarak

secilebilir.
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5 SONUC

Sturm’un 19. Yiizyildaki ¢aligmasindan bu yana, Sturm teorisi diferan-
siyel denklemlerin kalitatif incelenmesinde énemli aragtirma alanlarindan birisi

olmustur.

Newtonyen olmayan sivilarm akigi, yavag diflizyon problemi, 1s1 yalitimi
gibi gesitli fiziksel ve biyolojik olaylardaki uygulamalari nedeniyle p-Laplasyen

iceren denklemler ile half-lineer denklemler son yillarda biiyiik ilgi cekmektedir.

Pek ¢ok uygulama alaninda, A(z) birim matris veya skalar bir fonksiyon

olmak tizere
div (A(z)||Vul|[P~*Vu)

seklinde p-Laplasyen modellerle kargilagilir. Bu nedenle p-Laplasyen igeren
genellegtirilmig eliptik tipten denklemler i¢in Sturm teorisi ile ilgili sonuclarin

elde edilmesi oldukg¢a énemlidir.

Bu tezde, amaca yonelik Picone tipli egitsizlikler ingaa edilmis, bu
egitsizlikler yardimiyla bazi 6zel tipten denklemler icin Sturm tipi karsilagtirma
sonuclar1 elde edilmistir. Ayrica, hem soniimli, hem de zorlanmig terimi
birlikte igeren 6zel yapili denklem tipleri i¢in de benzer sonuglar elde edilmigtir.
Elde edilen bu 6zgiin sonuglar iki ayr1 ¢aligma olarak yaymlanmigtir (Tiryaki

and Sahiner, 2014; Sahiner et. al., 2015).

Bu tezde ele aldigimiz denklem tiplerinin katsayi fonksivonlarinin daha
genel bicimde, 6rnegin matris yapili olarak segilmesi durumunda, karsilagtirma
sonuglarinin incelenmesi de ilging bir problem olacaktir. Bu problemlerin
katsay1 fonksiyonlarinin genellegtirilmig haliyle ilgili kargilagtirma teoremlerinin

elde edilmesi literatiire katki saglayacaktir.
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