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Danisman: Dog¢. Dr. Bahar KARAMAN

Bu tez calismasinda bazi kismi diferansiyel denklemler tanitilip, bu denklemlerin
Bernoulli dalgacik siralama metodu kullanilarak niimerik ¢éziimleri bulunmustur. Bu
metodu kullanabilmek i¢in ise ilk 6nce Bernoulli polinomlar1 tanitilmis, Bernoulli
dalgacik ailesi de tanmitilip integralleri hesaplanarak bulunan integrallerin fonksiyonel
matrisleri elde edilmistir. Daha sonra ise bulunan matrislerin yardimi ile ele alinan
denklemler cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiistiir. Elde edilen sistemler ise Maple
ve Matlab programlarinin yardimiyla ¢oziilmiistiir. Bernoulli dalgacik siralama
metodunun ele alinan kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi sonucunda elde edilen
niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimler kiyaslanmis, niimerik ¢6ziimiin kesin ¢dziim
yakinsamasi sekiller araciligi ile gosterilmistir. Kullanilan yontem ile niimerik ¢oziimiin

tam ¢Oziime iyi bir yaklagim sagladig1 gortilmiistiir.

Anahtar Sozciikler: Bernoulli Polinomlari, Bernoulli Dalgaciklari, Bernoulli Dalgacik
Siralama Metodu
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH BERNOULLI WAVELET COLLOCATION METHOD

Aysel KOKSAL

Department of Mathematics
Programme in Appplied Mathematics
Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, March 2025
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bahar KARAMAN

In this thesis, some partial differential equations were introduced, and their
numerical solutions were obtained using the Bernoulli wavelet collocation method. To
employ this method, Bernoulli polynomials were first introduced, and the Bernoulli
wavelet family was defined. Subsequently, the integrals of these wavelets were
calculated, and the functional matrices of the obtained integrals were derived. Then, with
the aid of these matrices, the considered equations were transformed into a system of
algebraic equations. The resulting systems were solved using the Maple and Matlab
programs. The numerical solutions obtained by applying the Bernoulli wavelet
collocation method to the partial differential equations were compared with the exact
solutions, and the convergence of the numerical solution to the exact solution was
demonstrated through figures. It was observed that the method used provides a good

approximation of the numerical solution to the exact solution.

Keywords: Bernoulli Polynomials, Bernoulli Wavelets, Bernoulli Wavelet Collacation
Method
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1. GIRIS
1.1. Literatiir Ozeti

Dalgaciklar farkli frekanstaki sinyallerin analizinde kullanilan o6zellikle
miihendislik ve matematik alanlarinda sikg¢a karsilasilan terimlerdir.

Tarihsel olarak bakildiginda dalgacik analizleri Joseph Fourier’in ¢aligmalarina
dayanir. Fourier 1800’lerin baglarinda fonksiyonlarin kosiniis ve siniis ile ifade
edilebilecegini kesfetmistir. Uzun yillar siiresince bilim insanlar1 Fourier analizinin
temelini olusturan kosiniis ve siniis fonksiyonlarindan daha uygun fonksiyonlara ihtiyag
duymustur. Ciinkii Fourier serileri kullanilarak dalgali sinyallerdeki frekanslarin
zamanlar1 belirlenememektedir ve dalgacik analizinde verinin 6lgegi ¢ok Onemlidir.
Ayrica sinilis ve kosiniis fonksiyonlar1 keskin uc¢lara yaklasmakta zayif kalmaktayken
dalgaciklar keskin ve sivri uclara daha iyi yaklasim saglamaktadir. Dalgaciklar cesitli
fonksiyon ve operatdrlerin hatasiz bir sekilde gosterilmesini saglamaktadir.

Matematiksel fizigin bircok problemi adi diferansiyel denklemler, integral
denklemler, fark denklemler, kismi diferansiyel denklemler olarak ifade edilebilir.
Integral ve diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde dalgacik metodu kullanilmasinin
avantajlar1 vardir. Bu avantaj cebirsel denklem sistemlerinin katsayilar matrisinin seyrek
olmasi sebebiyle hizli algoritmalar kullanilmasi ve hesaplamalar i¢in gereken zamanin
daha az olmasdir.

Birgok dalgacik ailesi vardir. Haar, Chebyshev, Morlet, Biorthogonal,
Daubechies, Coiflet, Shannon, Mexican Hat, Bernoulli dalgacik ailesi bunlardan
birkacgidir. Dalgaciklar sinyal islemede sik¢a kullanilirlar dolayisiyla dalgaciklarin
seciminde analiz edilecek sinyalin tiirii olduk¢a onemlidir. Ornegin keskin gegisler
onemli ise Haar dalgaciklari, sikistirma uygulamalar1 i¢in Biorthogonal dalgaciklar
tercih edilebilir. Haar dalgaciklar1 basit oldugu igin bircok arastirmaci tarafindan
kullanilmistir (Islam, Imran ve Bozidar, 2010; Bujurke, Sihiralashetti ve Salimath , 2009;
Bujurke, Sihiralashetti ve Salimath, 2008; Bujurke, Sihiralashetti ve Salimath, 2007,
Lepik, 2007; Shiralashetti ve Deshi, 2016). Fakat bu dalgaciklarin niimerik yaklagiminin
dogrulugunun diisiik olmasi1 bir dezavantaj olmustur. Bu tez ¢alismasinda ise Bernoulli

dalgacik ailesi kullanilacaktir.



1.2. Tezin Amaci

Bu caligmanin amact Korteweg de Vries, Equal Width, Advection ve Burger
denklemlerinin niimerik ¢6ziimii i¢in Bernoulli dalgacik siralama metodunun
avantajlarin1 géstermektir. Yontemin asil amaci verilen denklemlerin kesin ¢oziimlerine
Bernoulli dalgaciklar ile en iyi yaklagimi saglamaktir. Bunun i¢in oncelikle Bernoulli
polinomlart ve Bernoulli dalgacik ailesi tanitilip, dalgaciklarin integralleri bulunduktan
sonra fonksiyonel matrisleri elde edilecektir. Nihai amacg, KdV, EW, Advection ve Burger
denklemlerine siralama metodu uygulandiktan sonra elde edilen cebirsel denklem
sistemini maple programi ile ¢oziip, uygulanan metodun lineer olmayan kismi

denklemlerin sayisal ¢ozlimlerini elde etmede elverisli oldugunu gostermektir.



2. BERNOULLI POLINOMLARI VE BERNOULLI DALGACIKLARI
2.1. Bernoulli Polinomlar

Bernoulli polinomlari, matematikte 6zellikle de analiz alaninda olduk¢a 6nemli bir
yere sahip olan 6zel bir polinom dizisidir. Bu polinomlar, Bernoulli sayilari ile yakindan
iligkilidir ve bircok matematiksel problemde kullanilirlar.

Bernoulli polinomlarinin tarihi, Isvicreli matematik¢i Jakob Bernoulli'nin (1654-
1705) caligmalarina dayanir. Bernoulli, "Ars Conjectandi" adli eserinde bu polinomlari
ilk kez detayli bir sekilde incelemistir. Ancak, bu eser oliimiinden sonra, 1713 yilinda
yayimlanabilmistir.

Bernoulli, bu polinomlari, ardisik tam sayilarin kuvvetlerinin toplamini hesaplama
problemi iizerinde ¢alisirken kesfetmistir. Ozellikle, Yp_; kP toplamini, yani ilk n tam
sayinin p-inci kuvvetlerinin toplamini kapali bir formiille ifade etmek i¢in bu polinomlar1
kullanmistir. Bernoulli polinomlari, o giinden bugiine matematik, fizik, istatistik ve
bilgisayar bilimi gibi bir¢ok alanda kullanilmaya devam etmektedir.

Bernoulli polinomlari, matematik tarihindeki 6nemli kesiflerden biri olarak kabul
edilir ve giiniimiizde hala aktif olarak kullanilmaktadir. iste Bernoulli polinomlarinin baz
kullanim alanlarini asagidaki gibi siralayabiliriz.

Matematik:

* Toplam Sembollerinin Hesaplanmasi: Ardisik tam sayilarin kuvvetlerinin toplamini
bulmak i¢in kullanilirlar. Ornegin, ilk n tam saymin p-inci kuvvetlerinin toplamu,
Bernoulli polinomlari ile ifade edilebilir.

* Euler-Maclaurin Formiilii: Bu formiil, toplamlari1 integrallere baglar ve Bernoulli
polinomlari, bu formiiliin kalan terimini ifade etmek i¢in kullanilir.

* Taylor Serisi A¢ilimlari: Baz1 fonksiyonlarin Taylor serisi acilimlarinda Bernoulli
sayilar1 ve dolayisiyla Bernoulli polinomlari ortaya ¢ikar.

* Diferansiyel Denklemler: Bazi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde Bernoulli
polinomlar1 kullanilabilir.

Uygulamali Bilimler:

* QOlasiik ve Istatistik: Bernoulli dagilimi gibi bazi olasiik dagilimlarinin
incelenmesinde Bernoulli polinomlar1 kullanilabilir.

* Finans Matematigi: Bazi finansal modellerde ve hesaplamalarda Bernoulli

polinomlarina rastlanabilir.



* Bilgisayar Bilimi: Bernoulli polinomlari, bazi algoritmalarin analizinde ve
gelistirilmesinde kullanilabilir.
m. mertebeden Bernoulli polinomlar1, i = 0,1,2,---,mvem =0,1,---,M — 1 i¢in

a; ler Bernoulli sayilar1 olmak tizere

m

bn() = > () amiat @1)

i=0
ile tanimlhdir. (2.1) esitliginde verilen Bernoulli sayilari ise bir iirete¢ fonksiyonu araciligt

ile tanimlanir. Urete¢ fonksiyonu, Bernoulli sayilarin1 katsay1 olarak igeren bir iistel

X xt
—— =Zaiﬁ 2.2)

(o]
=0

fonksiyondur.

esitligi ile Bernoulli sayilar tistel fonksiyonun seri agilimindaki katsayilar olarak ifade
edilir.
[lk birkag Bernoulli sayis1,

1 1 1 5

30°" T 220 T T 30010 T 6
691 7 3617
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ile verilir. Oyle ki i = 1,2,3, - i¢in ay;4; = 0 dr.

1
a,=1,a, =—=,a, =8,a4 = —

Bernoulli polinomlarindan ilk birkag tanesi ise,

bo =1,
1
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8 30+ 3 3 + 3 X’ +x
3x 21x° 8
- 2 3 _ 7 _ 9
by 10 X c 6x > +x
5 3x? 8
- _ = 4 _ 7,6 _E.9 10
bio 0 > + 5x x° + 5x7 + x
bigimindedir.

Ik bes Bernoulli polinomunun grafikleri

B(x) B, (x) B;(x)

-0.05¢

40.15¢}

Bs(x)

Sekil 2.1. /lk Bes Bernoulli Polinomunun Grafikleri

ile verilir.

2.2. Dalgaciklar

Son yillarda dalgacik analizinde 6nemli ilerlemeler katedilmis ve yeni uygulama
alanlar1 ortaya ¢ikmustir. Ozellikle sinyal islemede, sinyal giiriiltiisiinii giderme, goriintii
sikistirma ve c¢ozinirlik iyilestirmede dalgaciklar yaygin olarak kullanilmaktadir.
Diferansiyel denklemler ve adi diferansiyel denklemleri ¢6zmede kullanilan onemli
uygulama alanlarindan biri olmustur. Dalgacik tekniklerini kullanarak, ele alinan
denklemler cebirsel denklemler sistemine indirgenebilir ve bu da denklemleri klasik
yontemlerin yardimiyla kolayca ¢oziilebilir hale getirir. Bu yaklasim, geleneksel
yontemlere kiyasla dogruluk, esneklik, hesaplama verimliligi gibi avantajlar sunar.
Dalgacik tabanli yontemler bilim, miihendislik ve matematikteki cesitli problemler i¢in

basar1 ile kullanilmis, modelleme, simiilasyon ve analizdeki gelismelere katkida



bulunmustur. Dalgaciklarin ¢ok sayida uygulama alani bulunmaktadir. Bunlardan
bazilarin1 sinyal isleme, bilgisayarli gdrme, iletisim miihendisligi, biyoteknoloji,
biyomedikal miihendisligi, veri analizi, yonetim, elektrik miihendisligi, kontrol teorisi,
ulagim, insaat miihendisligi, astronomi, sinirsel aglar, fraktal analiz, sayisal analiz olarak
siralayabiliriz. (Openheim vd., 2013; Baleanu, 2012)

Sinyal islemede dalgaciklar sinyallerin verimli bir sekilde temsil edilmesini saglar.
Ayni zamanda dalgaciklarin goriintii sikistirma ve ¢oziliniirliik iyilestirme igin etkili
oldugu da gézlemlenmistir. (Rafael ve Wintz, 1987)

Dalgaciklar biyomedikal miihendisliginde de Onemli uygulamalara sahiptir.
Dalgaciklar elektrokardiyogramlardaki anormallikleri tespit etmek, beyin dalgasi
modellerini tespit etmek ve tibbi goriintiilerdeki belirli 6zellikleri belirlemek igin

kullanilir. Bu sayede saglik hizmetlerindeki ilerlemelere katkida bulunur. (Aldroubi ve
Unser, 2017)

Dalgaciklar veri analizi ve yonetimi alaninda da kullanilir. Burada zaman serisi
analizi, siniflandirma ve kiimeleme gibi gorevlerde kullanilirlar. Veri madenciligi ve
Oriintii tantmada 6nemli bir rol oynar. (Morettin , Pinheiro ve Vidakovic, 2017)

Elektrik miihendisliginde dalgaciklar sistemlerin kararliligini ve performansini

arttirarak kontrol sistemlerine katkida bulunur. (Sarkar, Salazar-Palma ve Michael, 2002)

Insaat miihendisliginde dalgaciklar yapisal analiz ve hasar tespiti icin
kullanilmaktadir. (Stepinski, Uhl ve Staszewski, 2013)

Dalgaciklar ayn1 zamanda astronomide de yerini bulmus, gecici sinyallerin tespitine
ve spektral verilerin analizine yardimcei olmustur. (Starck ve Murtagh, 2013)

Literatiirde farkli 6zelliklerde birden ¢ok dalgacik vardir. Bunlardan birkagini,
Haar, Chebyshev, Morlet, Daubechies, Coiflet, Shannon, Mexican Hat, Bernoulli
dalgacik ailesi olarak siralayabiliriz.

Bu tez ¢alismasinda Bernoulli dalgaciklari ele alinacaktir. Bernoulli dalgaciklarinin
diger dalgacik ailelerine gore avantajlarindan bahsedecek olursak; dalgaciklarda zaman
ve frekans c¢ozlnilirligi oldukg¢a Onemlidir, bazi dalgaciklarda yiiksek frekans
¢cozlnllirligi mevcutken bazilarinda ise yiiksek zaman c¢ozilinilirliigii mevcuttur.
Bernoulli dalgaciklarinda ise zaman ve frekans ¢oziintirliikleri dengeli bir haldedir. Haar
dalgaciklar1 ¢cok daha keskin gecislere sahipken Bernoulli dalgaciklari diizgiin bir yapiya
sahiptir. Bernoulli dalgaciklar1 genellikle goriintii sikistirma ve giiriiltii gidermede sik¢a

kullanilir.



2.2.1. Bernoulli dalgaciklar:

k herhangi bir pozitif tamsay, m =0,12,---,M —1,n=1,2,---,2%1 ve
A=n—1 olmak iizere, Bernoulli dalgaciklart 6(k,n,m,x) = 6, ,, seklinde dort
arglimana bagli olarak ifade edilir. Bernoulli dalgaciklari, b,,(x)’ler m. mertebeden

Bernoulli polinomlar1 ve a,,,’ler Bernoulli sayilar1 olmak tizere [0,1) araliginda,

( 1, m=20
- 1
o =i ot "o @3)
m)!  %m
i¢in,
k—1_ i n+1
—= k=1, _ =~
By (%) = {2 2 by(2°7 ' x — 1), o= <x< T (2.4)
0, diger durumlar

ile verilir (Keshavarz, 2014).
(2.4) esitliginde k=1 i¢in birka¢ tane Bernoulli dalgacigi,
91,0(x) =1,
0,,(x) = V3(2x — 1),
61 ,(x) = V5(6x2 — 6x + 1),
0, 3(x) = V210(x — 3x? + 2x3),

1
0, 4(x) = 10V21 (— 30 +x2 —2x3+ x4),

462
015(x) = T(—x + 10x3 — 15x* — 126x° + 42x°),

143
016(x) = W(l —21x? + 105x* — 126x5 + 42x9%),

o

14

w

017(x) =2 (x — 7x3 + 21x% — 21x° + 6x7),

<]

015(x) = 7(—1 + 20x2% — 70x* + 140x° — 120x7 + 30x®),

[OSR NN
N
O

N w

1939938

219335 (=3x + 20x3 — 42x° + 60x7 — 45x8 + 10x°),

91,9(x) =

H



61 (x) = 2 125970 /5  3x? e ; +15x8 59 4 510
11000 =22 |7 gg — S - XAx)
676039
— _ 3 5 __ 7 9 __ 10 11
0;11(x) = 854513 (5x —33x° 4+ 66x> — 66x” 4+ 55x° —33x™° + 6x™1)
(2.5)
seklindedir.

Bernoulli dalgaciklarinin grafikleri,

-100 L
E]

Sekil 2.2. Bernoulli Dalgaciklarinin Grafikleri

ile verilir.

2.2.2. Bernoulli dalgacigi ile fonksiyonel yaklasim
Dogrusal olmayan u(x,t) kismi diferansiyel denkleminin ¢dziimiinii Bernoulli
dalgacik tabanli ifade edebilmek i¢in,
u(x, t) = 0T (x)K6(t) (2.6)
yaklagimini kullanacagiz.
(2.6) esitliginde,
HT(X) = [61,0(35)» "'»91,M—1(x):92,0(x) 92M 1(x) zk 10(x) zk 1y— 1(x)]

(2.7)
H(t) = [el,o(t);""el,M—l(t)vHZ,O(t) GZM 1(t) zk 10(t) zk 1 M- 1(t)]

2.8)



ve K= [k;] i=12--,2¥%j=01,--,M—1igin 2¥"*M x 2¥"*M boyutunda

matristir.

2.2.3. integralin fonksiyonel matrisi

T

010(x) = [91,0(95):91,1(96)»91,2(35)'91,3(95)'91,4(35),91,5(95),91,6(35)'91,7(x):91,8(x);91,9(x)]
(2.9)

ile belirtelim. (2.5) de buldugumuz Bernoulli dalgaciklarindan ilk on esitligin 0’dan x ’ye

integralini alinip Bernoulli taban fonksiyonlarinin lineer birlesimi seklinde ifade edilirse,

X

Ofel,o(x)dx=% % 000000 O 0]910(96),

X

f@ll(x)dx;— L o 00000 0 O]OIO(x),
S L 2V3 2V15

X _

fel,z(x)dx=_0 0 0 \/% 0000 0 0]910(x),

0
X

f 013(x)dx =

0

[ V7
— 0 0 0 —
2v/30 2V10

0 0 0 O olelo(x),

X

[ V5
f91,4(x)dx= 00000 —— 0 0 0 0[6,0),

. 3v/22
; )
11 V691
jel,s(X)dx= — /= 0 0 0 0 0 0 0 0]|610(x)
J 210 10v273
; )
j916(x)dx= 000 0 O0O0 0 35 0 0|6i0x),
;o 1382
X _

V143 3617
j91’7(X)d.x= —_— 0 0 O O 0 O O O Hlo(x)l
, 20V7 20357
X

[ V219335

B16(x)dx=0 0 0 0 0 0 0 O ———|[6,0(x),

Ojlg _ 3v962122)
X

[ V146965 l

O10(x)dx=|—-————= 0 0 0 0 0 0 0 0 0|68,

j ¢ | V2895222 10

0

O



V1222277

+—0 x),
10v482537 1.10(%)
esitliklerini buluruz. Burada
P10x10
! 0 0 0 0 0 0 0 0
2 243
! 0 ! 0 0 0 0 0 0 0
2v/3 2V/15
1
0 0 0 — 0 0 0 0 0 0
V42
V7 1
— 0 0 0o — 0 0 0 0
2v/30 210
0 0 0 0 0 ﬂ 0 0 0 0
3v22
= 11 V691
- 1510 0 0 0 0 0 07T 0 0
0 0 0 0 0 0 AN 0
1382
V143 0 0 0 0 0 0 0 3617
20v7 20357
0 0 0 0 0 0 0 0 V219335
34962122
_ V146965 0 0 0 0 0 0 0 0 0
| /2895222
(2.10)
ve
_ 0 -
0
0
0
~ 0
010(x) = 0 (2.11)
0
0
0
V1222277 0
| 10v282537 1,10(%) |
olmak iizere,
X
[ 0GIx = Proaobio() + Bro@) 2.12)
0

ile tanimlanir.
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Bernoulli dalgaciginin iki kere integrali alinirsa,

X X
1 1 1
Oox)dxdx=|- — —— 0 0 0 0 0 O 0]9 X),
Ofoj‘ 1,0() _6 4‘\/§ 12\/§ 10()
9()dd_1101000000]9()
x)axax = |—m—= = —— X),
1,1 _4\/§ 12 6m 10

X X
ofof
X X
ffe()dd'looo ! 00000]9()
x)axax = |—m—= [p— X),
J ) 1.2 11245 4105 10
[T V7T 7
7 7 1
fj91,3(x)dxdx = _— 0 0 0 Ol elﬂ(x)i
) 44/30 12V10 1211
X X \/—
1 691
014(x)dxdx=-—— 0 0 0 0 0 —— 0 O 0]9 (x),
Ofoj 5 6v21 630030 10
[  VIT VAT
11 11 1
f]@l,S(x)dxdx= — 0000 0 —2©0 0]910(96),
) | 24210 6V70 2v/390
X X
[ V143 V3617
fj91,6(x)dxdx = 0 O 0 0 O 0 0 ——— 0 010(X),
) 144/6910 4+/352410
X X
[ V143 V143 43867
J]91,7(x)dxdx = O O 0 O O 0 0 s — 910(x)r
g 40v70 4021 8449690
X X
5221
9,(x)dxdx=l—— 000 0O0TO 00O ole (x)
Ojoj L8 67119361 w0
174611

0 g0 (x
647559530 1.10(%)

X X
V146365 146365
019(x)dxdx = |—
) 242895222 61965074

4 V77683
2430268230

0000 0O o]elo(x)

91,11 (x)

elde ederiz.
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Burada

P'10x10
1 I
6 43 125
_ _1 0 —L
43 12 6370
1
o 0 0 0
2430 12410
1
Pt 0 0 0
R VL 0 0
2+/210 670
Va3 0 0 0
44/6910
I B
40V7 40421
_ S22t 0 0 0
6119361
_ V146965 146965 4
L 24/2895222 61965074
ve
0 -
0
0
0
0
_ 0
B10(x)" = 0
0
V174611 8, 10(x)
e X
617559530
V77683 8,110
E— X
| 2v/30268230

olmak iizere,

ile tanimlanir.

12

X X
ff@(x)dxdx = P’ 10x10010(x) + 015" ()
00

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
V3617
4+/352410
V143867
84/9690
0 0
0 0
(2.13)
(2.14)
(2.15)



Bernoulli dalgaciginin ii¢ kere integrali alinirsa,

X X X

f f f 01,0 (x)dxdxdx

o 0 O

=[i 1 ! ! 00 0 0 0]910(x),
24 12413 2445 12210

X X X
J. f f 01 1 (x)dxdxdx
(o] 0

0
_ l—\/§ -1 1, 1
40 24 24415 120V7

Of Oj Oj 012 (x)dxdxdx
|

0 0 0O olelo(x)

1 1 1
0 0 0
24+/5 24+/15 12462

Of bf bf 0, 3(x)dxdxdx

0 0 0 0]910(x)

1 7 V7 V691
= 0 0 ——— 0 0 olelo(x)
24210 2410 1206 1203003
X X X
j ] ] 01 4(x)dxdxdx
o 0 O
[_1 1 500 0 0 ! 00]9()
— X
12v21 36V7 12v/429 10
X X X
f f f 01 5(x)dxdxdx
o 0 O
-17V/11 /11 =11 V3617
= 000 0 0 —— 0|60
120v/210 12V70 60V42 12015470
X X X
j j j 016 (x)dxdxdx
o 0 O
V143 V143 V43867
=[ 0000 00 0 ————|6,0(x)
8V6910 820730 24+/4687053

X X X
j j j 01 7 (x)dxdxdx
o 00
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V91 V143 /143
=l 0 00 0O 0 0 0]B10x)
90v11 80v21 2035

4 V174611
120v746130

X X X
J. f f 0,1 g(x)dxdxdx
o 00

_l —5v221  —-5V221 143
12¢/119361 36v39787 20v35

+ V77683
2v33193203

1
X X X
f J j 01 g(x)dxdxdx
00

0

_[ —3859+/323 V146965 —/26393
601317326010 12v965074 12+/2895222

V236364091

91,10(95)

000 0 0 0[6,(

91,11(x)

0 0 0 0 0|80

+ 01,12(x)
120v1009949941
elde ederiz.
Burada
r
P ox10
! ! ! ! 0 0 0 0 0 0
24 1213 245 12+/210
V3 -1 -1 0 ! 0 0 0 0 0
40 24 244/15 1247
! ! 0 0 0 ! 0 0 0
244/5 244/15 12+/462
1 V7 V7 0 0 V691 0 0 0
2+/210 2410 120V6 120+/3003
-1 -1 1
— — 0 0 0 0 0 —— 0 0
12v/21 36v7 12+/429
= —-17V/11 —/11 —/11 0 0 0 0 0 V3617
120+/210 1270 60V42 12015470
V143 V143 0 0 0 0 0 0 0 V43867
86910 8120730 24+/4687053
V91 V143 V143
— 0 0 0 0 0 0
90v11 80v21 240435
—5v221 —5v221
0 0 0 0 0 0 0
124/119361 36439787
—3859+/323 —/146965  —/29393 0 0 0 0 0 0
l60v1317326010 121965074 122895222
(2.16)

Ve
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9_10(35)”

S OO OO oo

=| Vi7aeil . (2.17)

_— X

120v746130 *°
V77683

1233193203
V236364091

1120/1009949941

olmak iizere,

6111(x)

01,12 (x)

X X X
jfje(x)ddedx = P”10><10910(X) + 0_10”(9() (218)
o 0 0

ile tanimlanir.
Aynmi sekilde farkli n degerleri i¢in farkli boyutlarda fonksiyonel matrisler

tanimlanir.

2.3. Yakinsakhk Analizi ve Bernoulli Dalgaciklar Ile Tlgili Bazi Teoremler

L?>(R) Fonksiyon Uzayi: Gergel sayilarda karesi integrallenebilen tiim
fonksiyonlarin olusturdugu uzaydir.

L?(R)’de Siirekli Fonksiyonlar: u(x, t), L?>(R) uzayinda [m, n] araliginda taniml1
olsun. Bu durumda u(x, t) fonksiyonu t € [m,n] degiskenine gore L?(R) de siireklidir
ancak ve ancak V t € [m,n] igint’ — t iken u(x,t") = u(x,t) dir.

Bu tamima goére eger u(x,t) fonksiyonu t € [m,n] degiskenine gore [m,n]
araliginda siirekli ise o zaman || u(x, t) || normu da t degiskenine gore [m, n] araliginda
stireklidir.

Riesz Fischer Teoremi: L? uzayinda {r}2; dizisi yine L? uzayinda bir fonksiyona
yakmsar. Yani L? uzayimnda bir {r;}32; dizisi tammlarsak bu dizinin limiti de her zaman

L? uzayinda yer alur.
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Teorem 1 (Kumbinarasaiah ve Mulimani, 2023): u(x, t), L>(R X R) uzayinda siirekli,
simirht ve [0,1) X [0,1) araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. O halde u(x,t)’ nin
Bernoulli dalgacik agilim1 u(x, t)’ye diizgiin yakinsar.

Ispat: u(x,t),[0,1) X [0,1) araliginda tamimli, siirekli ve L?(R X R) uzayina ait bir
fonksiyon olsun. Ayrica u(x,t) fonksiyonu u reel sayisi ile smirli olsun. O zaman
u(x, t)’nin yaklasima,

= (u(x, t),0;;(x), Hi,j(t)) ve {, ) i¢ carpim olmak iizere,

u(x,t) = i i c;j0;;(x)0;;(t)

i=1 j=0

olur. 6; ;j(x) ve 6; ;(t) [0,1) araliginda ortogonal fonksiyonlardir. Dolayisiyla,

00

(=D™m1(m!)?
m)!  %m

1 k-1
Z(T
Cl,j = ffu(x, t) bm(Zk_lx —-—n+ 1) GL,J(t)dxdt
0 I

n-—1 n
k-17 k-1

2(5)

i J(—l)m-lm!)z

m)!  %m

olur. Oyleki I = [ ] 2k=1x —n + 1 ifadesinin yerine r yazarsak,

11

r—1+n dr
ffu e )bm(r)F 6, (t)dt
00

elde ederiz.

J( 1)m_1(m')z Jlf r_zkl-ll-n )bm(r)% 6;;(t)dt.

(Zm)' aom 0
Integral igin genellestlrllmls ortalama deger teoreminden,

- 1
E—14+n

Cij = f k-1
(- 1)m 1(m')2 2
J Zm)! m

1
,t) 6, (t)dt Of b, (r)dr

elde edilir. £ € (0,1) igin, f b,,(r)dr = A dersek,
R TN
D m f ) D™ (D)2
(2m)! Zm)! azm

b, (2¥t —n + 1)dt

16



A E—14+n e
‘0 = EDm 1 ml)? w(F ) @ ek e
(2m)! 2m

2¥=1x —n + 1 = s kabul edersek,

1

A E—14+ns—1+n ds
W T CD )2 f”( 2k-1 7 k-1 )bm(s)ﬁ
(Zm)' Azmo
A27k+1 g E—14+ns—1+n
i T CD)m1(m))? f ( ok—-1 ' k-1 )bm(s)ds.
2m)! A2m o

Integral igin genellestirilmis ortalama deger teoreminden,

1
A27k+1 E—14+ns—1+n
u( )fbm(s)ds,
0

Cij = (—D)™L(m))2 o ok-1 ' k-1
(2m)! m

& € (0,1) igin, [} by (r)dr = B dersek,

AB27F+1 E—14+né&—-1+n
1 = T () Ve € O
m)!  %m
Dolayistyla,
AB27Fk+1 E—14+n & —-1+n
|cii| = (—D)™1(m!)2 | ( k-1 ' k-1 >|

m)! ‘em
olur. u, u ile siurl oldugundan,
_lAlBlR2T
lcii| = (—1)™1(m!)2
| em)r  ‘m

olur. Dolayisiyla, ¥.i2, Y72, ¢; j yakinsaktir. Bu sebeple u(x, t)'nin Bernoulli dalgacik

acilimi diizglin yakinsaktir.

Teorem 2 (Kumbinarasaiah ve Mulimani, 2023): [m,n] araliginda L?(R) de

[ee)

f&’fﬁ%ﬁt@art)@larak tanimlanan Bernoulli dalgacik dizisi {91-’]-

s=1

, [m,n]

araliginda t degiskenine gore L?(R) de diizgiin olarak u(x,t) fonksiyonuna

yakinsiyorsa, o zaman u(x, t) fonksiyonu da [m,n] arahiginda ¢ degiskenine gore

L?(R) de siireklidir.
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ispat: Bernoulli dalgack dizisi {Hl-s,j (x, t)}(::l, L*(R) de u(x,t)’ye dizgin
yakinsadigindan,

Ve > 0igin [|67;(x, ) — u(x, 0)|| <2, Vt € [m,n] (2.19)
olacak sekilde s = s, vardir.

Ayrica, {Hls i t)}:; dizisi L?(R) de t iizerinde [m,n] aralifinda siirekli oldugundan,
Ve > 0 igin bir § = §, sayis1 vardir ki,

It" = tll < 8,vt € [m,n] igin [|65;(x, ") — 65;(x, 0)]| < 3 (2.20)
olur. Simdi ||u(x, t") — u(x, t)|| l¢ pargaya ayirip (2.19) ve (2.20) numaral esitsizlikleri
de kullanirsak,

lulx, t') —ulx, Ol

= ||u(x, th — Hfj(x, t" + ij(x, th — ij(x, t) + ij(x, t) —u(x, t)”

< |luCx, t) = 65,06, || + |67 (x, t) = 65, G, )| + (167, £) — ulx, o)

<$+€+€_
37373 &

elde edilir. Bu da’nin [a, b] araliginda #degiskenine gore L?(R) de siirekli oldugunu
gosterir.

Teorem 3 (Kumbinarasaiah ve Mulimani, 2023): Bernoulli dalgacik dizisi
{67;(x, t)}:;, L*(R) de t iizerinde [m, n] araliginda kendisine diizgiin yakinsiyorsa,
o zaman, L?(R) de t iizerinde [m, n] arahginda siirekli bir u(x, t) fonksiyonu vardir ve
Vvt € [m,n] igin 111_1;{310 6;;(x,t) =u(x,t) olur.

Ispat: Riesz Fischer teoremi geregi,

Vvt € [m,n] igin Ilim 6;;(x,t) =u(x,t) (2.21)

olacak sekilde bir u(x,t) € L?(R) fonksiyonu vardir. Simdi,

1
Si / Si
| 67+ (x,t') — 61 (x, t)” <o V€ [ah] (2.22)
olacak sekilde, {6%(x,£)}  bir alt dizisi disinelim. Bu alt diziyi kullanarak w(x, t)
! s=1
fonksiyonunu,
u(x, t)

= lim 67(x,6) =674, 0) + (67 (1. ) = 03 0)) + (63721, ) = 05 (6,0 + -

seklinde yazariz. (2.22) numarali esitsizligi kullanirsak,
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[ute t) = 651, 0| < 1635 @ 0) = 655G 0| + (1635 e ) = 657 G ] + -+

1 1
= ?-I_ 2i+1

olur. Bu da {9?}(9@ t))}oo ) alt dizisinin , L?(R) de t lizerinde [m, n] araliginda u(x, t)
3 o=

+ .. =123,

= Zi—l’l

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigim gésterir. Teorem 2 geregi u(x,t) fonksiyonu L?(R)

de t lizerinde [m, n] aralifinda siireklidir.

3. KDV DENLEMININ BERNOULLI DALGACIK SIRALAMA METODU iLE
SAYISAL COZUMU

3.1. KdV Denklemi

Dalga davraniglarinin dinamigini agiklamak i¢in birden fazla matematiksel model
kullanilmistir (Peregrine, 1996; Peregrine, 1967; Bahadir, 2005; Ozer ve Kutluay, 2005;
Khalfallah, 2007). KdV denklemi de bunlardan biridir. Korteweg-de Vries (KdV)
denklemi, Diederik Johannes Korteweg ve Gustav De Vries tarafindan sig ve dar
kanallardaki diisiikk genlikli su dalgalarint modellemek i¢in 1895'te ilk kez tanitilan
dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir (Korteweg ve De Vries, 1985).

KdV denklemi, soliton ¢oziimlere sahiptir. Solitonlar, hizlarin1 ve sekillerini
koruyan, dogrusal olmayan dalgalardir. Bu sayede uzun mesafeler boyunca bozulmadan
hareket edebilirler. KAV denklemi matematik, fizik ve miihendislikte bir¢ok uygulama
alaninda kullanilir. Su dalgalari, plazma fizigi, optik bu uygulama alanlarindan
bazilaridir.

KdV denklemi, 8, a gercek sayilar, baglangic kosullari,

u(x,0) =ug,a<x<bhb (3.1)
sinir kosullart,
u(a,t) =u(b,t) =0,0<t<T (3.2)
olmak tizere
U + auy, + By, =0 (3.3)

ile ifade edilir.
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3.2. Bernoulli Dalgacik Siralama Metodunun KdV Denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda ele alinan yontemin (3.3) denklemine uygulanisini ele alacagiz. (3.3)
denklemi f = 1, @ = 1 olmak iizere

ou(x,t) ou(x,t) 93u(x,t)
T A P

(3.4)

seklindedir.

Bernoulli dalgaciklari,

0" (x) = [91,0 (), 5 Oy p—1(%), 020(x), -+, 04 g1 (%), -+, Ogi=1 o (), -+, sz—l,M_l(x)]
ve, K = [ki_j] i=1,2,-,2%1j=0,1,-,M — 1 olmak iizere,

0*u(x, t)
dx30t

esitligini kabul edelim. Simdi (3.5) esitliginin t’ye gore integralini alalim,

=0T (x)KO(t) (3.5)

d%u(x,t) 0%u
ax3 0

E; " J 0" (x)Ko(t)dt
0

0%u(x,t)  0°u(x,0)
x> 0x3

elde edilir. (3.6) esitliginin x’e gore integralini alalim,

+ 0T ()K[PO(t) + 6(1)] (3.6)

+ f 0T (x)K[PO(t) + 6(t)]dx
0

0%u(x,t)  9%u(0,t) N 0%u(x,0) 0%u(0,0)
ox2  Ox? d0x? dx?

0%u(x,t) _ 0%u(0,t) N 9%u(x,0) B 2%u(0,0) L IPOCY) + BOOTTKIPOCE) + (O]

dx? dx? d0x? dx?
(3.7)
olur. (3.7) esitliginin x’e gore integralini alalim,
ou(x,t) _ ou(0,t) iy Iazu(O, t) _ azu(0,0)l N ou(x,0) _ ou(0,0)
dx 0x d0x? 0x? ox ox
x
n f [POC) + BEOTTKIPOCE) + B(D)]
0
ou(x,t) _ ou(0,t) iy Iazu(O, t) _ azu(0,0)l N ou(x, 0) _ ou(0,0)
dx 0x 0x? 0x? dx dx
+[P'o(x) + 8] K[PO(D) + 8(D)] (3.8)

elde edilir. Simdi de (3.8) esitliginin x’e gore integralini alirsak,
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0%u(0,t) 9%u(0,0)

ou(0,t) ou(0,0)] =x2
u(x,t) =u(0,t) + x[ % ox + > | 352 %2 + u(x,0)
—u(0,0) + [P"0(x) + ()] K[PO(E) + 8(D)] (3.9)
olur. (3.9) esitliginde t’ye gore tiirev alalim,
ou(x,t) 0u(0,t) 0%u(0,t) N x?[93u(0,t)
ot ot | axot 2 | axzae
_ d _
+[PoG) + 070 K—[PO(®) +0()] (3.10)

elde edilir. (3.6)-(3.10) esitliklerini (3.4) esitliginde yerine koyup, fiziksel kosullari
2i-1

. k=1ng 1250 — 4 =
kullanalim. i=12,-,[2'M |%igin x; =t; = W

kolakasyon noktalarini

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu denklem sistemini ¢ozersek
Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerini buluruz. Bu katsay1 degerlerini (3.9) da yerine

yazarsak (3.4) denkleminin sayisal ¢éziimiinii elde etmis oluruz.

3.3. Test Problemi 1

(3.3) esitliginde, @ = —6, f = 1 i¢in fiziksel kosullari,

w00 = -, w0 = "1
6(1—1t) 6
ve kesin ¢oziimii,
1/x—-1
wx6) = E(l - t>
olan,
3
(')u((;;, 5 _ 6u(x, t) 6u(§9;, ) + 0 gf; 2 (3.11)
KdV denklemini ele alalim ve denklemin k = 1, M = 2 igin niimerik ¢6ziimiini
bulalim.
0(x) = [Hllo(x),elll(x)]T Bernoulli dalgaciklarnt K = [I;; Il:z] olmak tizere,

Boliim 3.2. de uyguladigimiz Bernoulli dalgacik siralama metodunu kullanalim.
0*u(x,t)
dx30t

kabul edelim. Simdi (3.12) esitliginin t’ye gore integralini alalim,

=0T (x)KO(t) (3.12)
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t
3
% f 0" (x)KO(t)dt
0
3
%xx;t) =0T (x)K[PO(t) + 6(t)] (3.13)

elde edilir. (3.13) esitliginin x’e gore integralini alalim,

2 X
% J 0" (X)K[PO(L) + 6(t)]dx
0
2
%};’0 = [PO(x) + O(xX)]"K[PO(t) + 6(t)]
(3.14)
olur. (3.14) esitliginin x’e gore integralini alalim,
ou(x, t) 1 :
ax  6(1= t) — + J [PO(x) + 6(x)]TK[PO(t) + O(D)]
0
ou(x,t) B ) 5’ K _ Is
ox 60D +[P'o(x) +6'(x)] K[PO() + 8(D)] (3.15)
elde edilir. Simdi de (3.15) esitliginin x’e gore integralini alirsak,
x— 1 1
ubot) = e = [6(1 9 6] "5
+[P”9(x) + F(x)] K[PO(t) + 6(t)] (3.16)
olur. (3.16) esitliginde t’ye gore tiirev alalim,
ou(x,t) 1 pr _ d
TR s +[P"0(x) + 6 (x)] K P9(t) +6(8)] (3.17)

elde edilir. (3.13)-(3.17) esitliklerini (3.11) esitliginde yerine koyup, fiziksel kosullar

2i—

kullanalim. i=1,2,-,[2¥IM]? i¢in x; =t; = m

kolakasyon noktalarini

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz.

Bu denklem sistemini ¢ozersek Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerini

0.335391378 0.09916333 ]
0.372983532 0.91211620254

seklinde buluruz. Bu katsay1 degerlerini (3.16) de yerine yazarsak (3.11) denkleminin

-

sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz. Elde ettigimiz ¢6ziimler sonucunda hata degerleri

L,=0.0531, L, = 0.1527 seklinde bulunmustur.
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Sekil 3.1. x € [0,1] ,t € [0,0.1], h=0.001, At= 0.01 i¢in KdV denkleminin tam ¢oziimii

Sekil 3.2. x € /0,1],t € [0,0.1], h=0.001, At= 0.01 igin KdV denkleminin sayisal ¢éziimii
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3.4. Test Problemi 2

(3.3) esitliginde, @ = 6, = 1 igin fiziksel kosullari,

u(0,t) %sech2 (? (=ct) — x0> ,u(x,0) = %sech2 <§x - x0>

ve kesin ¢0ziimii,

u(x, t) = %sech2 <§ (x —ct) — x0>

olan,
ou(x,t) ou(x,t) 93%u(x,t)
= A
5% + 6u(x,t) % + Fpe 0 (3.18)
KdV denklemini ele alalim ve denklemin k = 1, M = 2 i¢in nlimerik ¢oziimiinii
bulalim.
_ T g _d ki1 ki ..
0(x) = [91 0(x), 6, 1(x)] Bernoulli dalgaciklart K = olmak tizere,
4 ' k21 ka2
*u(x,t)
) K 1
= = 6T ()KO(D) (3.19)

kabul edelim. Boliim 3.2. de uyguladigimiz Bernoulli dalgacik siralama metodunu
kullanarak Test Problemi 1’de yapilan islemlere benzer sekilde, t ve x e bagl integrellari

3ulxt) 9%u(xt) ou(xt) du(xt)
ox3 ' o9x%2 ' oax ’ ot

sirasi ile aldigimizda, , u(x,t) degerleri buluruz.

Xo = 7,¢ = 0.5 i¢in bulunan degerleri (3.18) esitliginde yerine koyarak fiziksel kosullari

_ 2i-1
[2k-1m ]

kullanalim. Béylece i=1,2,---,[2¥ M ]? i¢in x;=¢; kolakasyon

noktalarini kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz.
Bu denklem sistemi maple yardimiyla ¢oziildiiglinde Bernoulli dalgacik katsay1 degeri

_ [ 5.16616662 x 1077 —1.78989756 x 1077
1.652568240 X 10°® 6.551024138 x 1077

seklinde bulunur. Bu katsay1 degerlerini u(x, t) de yerine yazarsak (3.18) denkleminin

sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz.

Tablo 3.1. t=3 icin KdV Test Problemi 2 Hata Degerleri

At L, L.,
0.02 (Orug, Bulut, & Esen, 2016) 3.89100¢-04 852346¢-05
0.02 8.5228¢-07 8.9540¢-08
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Sekil 3.3. x € /0,40] ,t € [0,3], h=0.001, At= 0.01 ve c=0.5 i¢in KdV denkleminin tam ¢éziimii

0.25 <

u(x,t)

10

Sekil 3.4. x € [0,40] ,t € [0,3], h=0.001 At= 0.01 ve c=0.5 igin KdV denkleminin sayisal ¢oziimii
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4. EW DENKLEMININ BERNOULLI DALGACIK SIRALAMA METODU iLE
SAYISAL COZUMU

4.1. EW Denklemi

EW denklemi dogrusal olmayan dagitic1 dalga denklemlerinden birisidir, 6zellikle
plazma dalgalarinin ve s1g su dalgalarinin modellenmesini kullanilir. Denklemin terimleri
bagimli degiskenin dogrusal olmayan fonksiyonlarini igerir ve soliton ¢oziimlere sahiptir.

EW denkleminin genel formu u reel sabit, baslangic kosullari,

u(x,0) = uy(x) 4.1)
sinir kosullari,
u(a,t) = a,u(b, t) = ay,u,(a,t) =u,(at) =0 4.2)
olmak iizere,
U +UU — PUyye =0, a<x < b, t>0 (4.3)

seklindedir.

EW denklemi analitik olarak ¢oziilmesi zor bir denklemdir bu sebeple genellikle
sayisal yontemlerle ¢oziiliir. Sonlu farklar, sonlu elemanlar ve spektral yontemler bu
sayisal yontemlerinden bazilaridir. Bu tez calismasinda Bernoulli dalgacik siralama

metodu kullanilarak sayisal ¢oziimi hesaplanacaktir.

4.2. Bernoulli Dalgacik Siralama Metodunun EW Denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda ele alinan yontemin (4.3) denklemine uygulanisini ele alacagiz. (4.3)
esitligi p = 1 olmak tizere,

ou(x,t) ou(x,t) 93u(x,t)
T A PR o ra

(4.4)

seklindedir.
Bernoulli dalgaciklari,

HT(x) = [91,0(95)' "ty 91,1\/1—1(95); 02,0 (x), -, 92,M—1(x)' . 921{-1,0(x), . sz-l'M_l(x)]
ve, K = [kl-,j] i=1.2,-,2¥1j=0,1,+,M — 1 olmak iizere,

0*u(x, t)
0x20t?

esitligini kabul edelim. Simdi (4.5) esitliginin t’ye gore integralini alalim,

=0T (x)KO(t) (4.5)
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t

u(x,t) _ 9°u(x,0) T
0x20t  0x20t +f8 Gk
0
3 3
0rulbet) _07ul0) s kipace) + 8] (4.6)

dx20t  0x2%0t
elde edilir. (4.6) esitliginin tekrar t’e gore integralini alalim,

+ | 8T (x)K[PO(L) + B(t)]dx

0

0%u(x,t)  9*u(0,t) N 03u(x,0)
ax2  0x? 0x2%0t

0%u(x,t)  0%u(x,0)  0°u(x,0)
dx2  Ox? dx20t
olur. (4.7) esitliginin x’e gore integralini alalim,

ou(x,t)  0u(0,t) N ou(x, 0) B ou(0,0) o lazu(x, 0) 0%u(0,0)

+ 6T (K [P'o() + 6/ (1) (4.7)

ox 0x 0x 9x dxdt  0xot
+ f o7 (x)K [p'e(t)+5 (t)]
0

ou(x,t)  ou(0,t) du(x,0) du(0,0) 0%u(x,0) 09%u(0,0)

ox  ox | ox  ox +t[ oxdt  oxot
+[Po(x) + B@)]" [P'6() + 6 (1) (4.8)

elde edilir. Simdi de (4.8) esitliginin x’e gore integralini alirsak,

w(x,t) = u(0,t) + x [6”(0‘ _ 6u(0,0)l + u(x, 0) — u(0,0)
ox ox
t [au(axt, 0_ 6(2);0) —x 62;;;);0)] +[P'o(x) + 9_'(x)]T K[P'6(t) + 6'(t)]
4.9)
olur. (4.9) esitliginde t’ye gore tiirev alalim,
ou(x,t) ou(0,t) 0%u(0,t)] ou(x,0) 09(0,00 0%u(0,0)
at ot xl dxot l at ot oxde
+[P'o(x) + 8(x)] K[PO(E) + 8(D)] (4.10)
elde edilir. (4.6)-(4.10) esitliklerini (4.4) esitliginde yerine koyup, fiziksel kosullari
kullanalim. i=1,2,---,[2¥ M )? i¢in x; =¢t; = [2:—+1:1]2 kolakasyon noktalarini

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu denklem sistemini maple

yardimiyla ¢6zersek Bernoulli dalgacik katsayilarimin degerlerini buluruz. Bu katsay1
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degerlerini (4.9) de yerine yazarsak (4.4) denkleminin sayisal ¢ozliimiinii elde etmis

oluruz.

4.3. Test Problemi

(4.3) esitliginde, u = 1 ig¢in fiziksel kosulu,
u(x,0) = 3csech?(s(x — x,))

ve kesin ¢oziimii,

u(x, t) = 3csech?(s(x — xo — vt)) 4.11)
olan,
ou(x,t) ou(x,t) 93%u(x,t)
5t + u(x, t) % 920t 0 (4.12)

EW denklemini ele alalim ve denklemin k = 1,M = 2 i¢in niimerik ¢oziimiinii
bulalim. (4.11) esitliginde verilen baslangic kosulunda s = %,v =c=0.1,x,=10

kabul edelim.

kl,l k1,2

0(x) = [Hllo(x),QLl(x)]T Bernoulli dalgaciklari K = [
ka1 ka2

] olmak iizere,

boliim 3.2. de uyguladigimiz Bernoulli dalgacik siralama metodunu kullanalim.
0*u(x,t)
dx?20t?

kabul edelim. Boliim 4.2'de yapilan islemlere benzer sekilde, ¢ ve x e bagli integrellari

=0T (x)KO(t) (4.13)

d3ulx,t) 0%u(xt) ou(xt) du(xt)

ile aldig d ’ ’
siras1 1le aldigimizda, Ox20t 9x2 Ox at

u(x, t) degerleri buluruz.

Bulunan degerleri (4.12) esitliginde yerine koyarak fiziksel kosullar1 kullanalim. Bu
2i-1

durumda i=12,-,[2¥M]* i¢in x;=¢; = Pl

kolakasyon noktalarini

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz.
Bu denklem sistemini ¢ozersek Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerini

K = 2.91859750 x 107 —0.00006396332006]
0.00007457854633 3.301837974 x 107°

olarak buluruz. Bu katsayi degerlerini u(x,t) de yerine yazarsak (4.12) denkleminin
sayisal ¢ozlimiinii elde etmis oluruz. . Elde ettigimi ¢ézlimler sonucunda hata degerleri

L,=0.0034, L, = 1.2239¢e — 05 seklinde bulunmustur.
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0.3 <

- (x,t)

Sekil 4.1. x € /0,30] ,t € [0,80], h=0.03 At= 0.05 ve ¢=0.1 i¢in EW denkleminin tam ¢éziimii

Sekil 4.2. x € [0,30] ,t € [0,80], h=0.03 At= 0.05 ve c=0.1 i¢in EW denkleminin sayisal ¢oziimii
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5. ADVECTION DENKLEMINIiN BERNOULLI DALGACIK SIRALAMA
METODU iLE SAYISAL COZUMU

5.1. Advection Denklemi

Advection denklemi akigskanlar mekanigi, ¢evre miihendisligi, meteoroloji gibi
alanlarda ¢ok 6nemli bir yere sahip olan kismi diferansiyel denklemdir. Temel olarak bir
akiskanin (gaz veya sivi) igindeki bir 6zelligin (is1, kirlilik, yogunluk,...) akiskanin
hareketi ile nasil tasindigim1 agiklar. Advection denklemi bu tasima siirecinin
matematiksel olarak ifade edilmesini saglar. Advection eklemenin uygulama alanlar1
asagidaki gibi siralayabiliriz,

Okyanus bilim: Okyanus akintilarindaki tuzluluk, kirlilik, sicaklik tagimnima.
Meteoroloji: Atmosferdeki sicaklik ve nem gibi 6zelliklerinin taginima.
Cevre miihendisligi: Kirlilige sebep olan maddelerin tagmimi. Ornegin, fabrika
dumaninin riizgarla taginmas.
Kimya miihendisligi: Kimyasal reaksiyonlarda maddelerin taginima.
Akiskanlar mekanigi: Akiskanlar igindeki cesitli dzelliklerini tasinmasi. Ornegin, bir
borudaki sivinin i¢inde bir kimyasal madde taginmas.
Advection denklemi a,u sabit reel sayilar, baslangi¢ ve sinir kosullari,
u(x,0)=f(x),a<x<b
u(a,t) = u(b,t) =0, u,(a,t) =u,(b,t) =0, t €[0,T] (5.1)
olmak iizere,
U + AUy Uy =0, a<x<Db (5.2)
seklindedir.

5.2. Bernoulli Dalgacik Siralama Metodunun Advection Denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda ele alinan yontemin (5.2) denklemine uygulanisini ele alacagiz. (5.2)
esitligi o = u = 1 olmak iizere,
Up + Uy — Uy =0 (5.3)
seklindedir.
Bernoulli dalgaciklari,
0" x) = [91,0 (x), -, 91,1\/1—1(35): 32,0 (x), -, HZ,M—l(x); "y 02"‘1,0 (x), -, 02k—1'M_1(X)]
ve,K = [k;;] i=12,-,2¥1j=0,,-,M — 1 olmak iizere,
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3u(x, t)
0x20t

esitligini kabul edelim. Simdi (5.4) esitliginin t’ye gore integralini alalim,

=0T (x)KO(t) (5.4)

t

0%u(x,t) 0%u(x,0)
axz2  0x? +f o COKO(Ode
0
2 2
0utot) _ 0G0 | grikipece) + 8] (5-3)

d0x? 0x?
elde edilir. Simdi de (5.5) esitliginin x’e gore integralini alirsak,
ou(x,t) 0u(0,t) 0du(x,0) 0u(0,0)
ox  ox * ax  ox
Simdi de (5.6) esitliginin tekrar x’e gore integralini alirsak,
ou(0,t) 0u(0,0)
ax  ox )
+[P'8(x) + 6'(x)]TK[PO(L) + 6(t)] (5.7)
olur. (5.7) esitliginde t’ye gore tiirev alalim,
ou(x,t) ou(0,t) du(0,t)
o~ ot T ox
elde edilir. (5.5)-(5.8) esitliklerini (5.3) esitliginde yerine koyup, fiziksel kosullari

+ [PO(x) + B()]TK[PO(t) + 6(t)] (5.6)

u(x, t) = u(0,t) + u(x,0) —u(0,0) + x<

+[P'o(x) + 8'(0)]T Ko(t) (5.8)

= [2:: Ml_]z kolakasyon noktalarini

kullanalim. i =1,2,---,[2¥ 1M ]? i¢in x; =¢;
kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu denklem sistemini ¢ozersek
Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerlerini buluruz. Bu katsay1 degerlerini (5.7) de

yerine yazarsak (5.3) denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz.

5.3. Test Problemi
(5.2) esitliginde, « = 1 ve u=0 i¢in fiziksel kosulu,

u(x,0) = 10exp (— (x;—yxzo)2>

ve kesin ¢0ziimi,

(5.9)

(x — xo — at)?
2y?

u(x,t) = 10exp (—

olan,
ur+u, =0 (5.10)

Advection denklemini ele alalim.
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k =1,M = 2 i¢in niimerik ¢6ziimiinii bulalim. (5.9) esitliginde verilen baslangic
kosulunda @ = 0.5,y = 264, x, = 2 kabul edelim.

k1,1 k1,2

0(x) = [91 O(x),Hll(x)]T Bernoulli dalgaciklari K = [
' ' ka1 koo

] olmak iizere,

boliim 5.2. de uyguladigimiz Bernoulli dalgacik siralama metodunu kullanalim.
0%u(x,t)

dxat
esitligini kabul edelim. Boliim 5.2°de yapilan islemlere benzer sekilde, t ve x e bagh

ou(x,t) ou(x,t)
ox ~ 0Ot

=0T (x)KO(t) (5.11)

integrellari siras1 ile aldigimizda, u(x, t) degerleri buluruz. Bulunan

degerleri (5.10) esitliginde yerine koyarak fiziksel kosullar1 kullanalim. Bu durumda

[2’62—i+1;]2 kolakasyon noktalarimi1 kullanarak bir

i = 1)2) Tty [zk_lM ]Zlqln xi = ti =
cebirsel denklem sistemi elde ederiz.
Bu denklem sistemini ¢ozersek Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerini

K = [2.91859750 X 1076 —0.00006396332006]
0.00007457854633 3.301837974 x 10~°

olarak buluruz. Bu katsayi degerlerini u(x,t) de yerine yazarsak (5.10) denkleminin
sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz. Elde ettigimi ¢oziimler sonucunda hata degerleri

L,=9.1131e-04, L, =1.0834¢-04 seklinde bulunmustur.
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Sekil 5.2. x € [-1,1] ,t € [-1,1], h=At= 0.01 i¢in advection denkleminin sayisal ¢oziimii
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6. BURGER DENKLEMININ BERNOULLI DALGACIK SIRALAMA METODU
ILE SAYISAL COZUMU

6.1. Burger Denklemi

Burger denklemi akiskanlar mekaniginde oldukga sik kullanilan bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemdir. Bu denklem hem i¢ siirtiinmeli (viskoz) hem de siirtiinmesiz
(viskoz olmayan) akigskanlarin davraniglarini modellemede kullanilir. Burger denklemi,
adin1 Johannes Martinus Burgers'den alir. (Burgers, 1948)

Burger denklemi tiirbiilans adindaki karmasik akis davranislarini basitlestirilmis
modelle aciklar ve bu sayede su akisi, hava akimi gibi dogal olaylarda ve miihendislik
uygulamalarinda kullanilan simiilasyonlar yapilabilir.

Burger denklemi sok dalgalari gibi ani degisimlerin oldugu durumlart modelleme
de kullanilir. Bu durum patlamalar ve ses hizini asan hareketlerin anlasilmasi i¢in oldukga
Oonemlidir.

Burger denkleminin analitik ¢6ziimii vardir fakat dogrusal olmayan yapisi
nedeniyle analitik olarak ¢6ziilmesi ¢ok zordur. Farkli dalgacik yaklasimlar: yardimiyla
denklemin ¢oziimii ile ilgili birden fazla calisma mevcuttur. (Qian ve Weiss, 1993;
Avudainayagam ve Vani, 1999; Chiavassa , Guichaoua ve Liandrat, 2002)

Denklemin bazi uygulama alanlarini,

* Akiskanlar mekanigi

» Plazma fizigi

» Trafik akis1

= Opsiyon fiyatlandirmasi
= Popiilasyon dinamikleri

sekilde siralayabiliriz.

Kisaca Burger denklemi akiskanlarin davranislarin anlamak igin fazlasiyla
giicliidiir ¢linkli karmasik fiziksel olaylar1 nispeten daha basit matematiksel yapi ile ifade
eder ve bir¢ok farkli alanda uygulanabilirligi mevcuttur.

Baslangic kosullari,

u(x,0)=f(x),a<x<b (6.1)
sinir kosullart,
u(a, t) = g,1(t),u(b,t) = g,(t),t >0 (6.2)

olmak iizere,
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U + UUy = DUy, (6.3)
ile verilen denkleme Burger denklemi denir. (6.1), (6.2) esitliklerindeki
f(x),g.1(t), g(t) degerleri bilinen degerler olup, v > 0 degeri ise akigkanin kinematik
viskozitesidir. (Celikten, 2020)

6.2. Bernoulli Dalgacik Siralama Metodunun Burger Denklemine Uygulanmasi

Bu kisimda ele alinan yontemin (6.3) denklemine uygulanisini ele alacagiz. (6.3)
esitligi v = 1 olmak lizere,
Up + Uy = Uyy (6.4)
seklindedir.
Bernoulli dalgaciklari,
GT(X) = [91,0(35)» "y 91,M—1(x)' 02,0 (x5, 92,M—1(x); y 921(—1’0(96), y ezk—l,M_l(x)]
ve, K = [ki,]-] i= 1,2,---,2""_1,j =0,1,:--,M — 1 olmak lizere,

d3u(x, t)

T
= K .
%201 0" (x)K6(t) (6.5)
esitligini kabul edelim. Simdi (6.5) esitliginin t’ye gore integralini alalim,
t
0%u(x,t) 0%u(x,0)
= + | 8" (x)Keo(t)dt
e =+ [ oK
0
0%u(x,t) 0%u(x,0 _
(rnt) 9w )+ 0T (X)K[PO(t) + 6(b)] (6.6)

0x? d0x?

elde edilir. Simdi de (6.6) esitliginin x’e gore integralini alirsak,

ou(x,t) B o0u(0,t) N ou(x,0) B 0u(0,0)
0x 0x 0x 0x

Simdi de (6.7) esitliginin tekrar x’e gore integralini alirsak,

ou(0,t) B 6u(0,0)>

+ [PO(x) + 6(x)]TK[PO(t) + 6(t)] (6.7)

u(x,t) =u(0,t) + u(x,0) —u(0,0) + x
0x 0x
+[P'0(x) + 6'(x)]TK[PO(t) + 6(t)] (6.8)
olur. (6.8) esitliginde t’ye gore tiirev alalim,

ou(x,t) B 0u(0,t) N 0u(0,t) N
ot ot 7 ox
elde edilir. (6.6)-(6.9) esitliklerini (6.4) esitliginde yerine koyup, fiziksel kosullari

[P'8(x) + 6'(x)]T K6O(t) (6.9)

2i—-1

. k=1p712 i - =
kullanalm. i =1,2,-,[2“"'M ]* i¢in x; =t; = [2F1M ]

= kolakasyon noktalarini

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu denklem sistemini ¢ozersek
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Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerlerini buluruz. Bu katsay1 degerlerini (6.8) de

yerine yazarsak (6.4) denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz.

6.3. Test Problemi

(6.3) esitliginde,v = 1 i¢in saglanan fiziksel kosulu,
u(x,0) =x,u(0,t) =0

ve kesin ¢0ziimii,

X
ult) =377

olan,
Up + Uty = Uyy (6.10)

Burger denklemini ele alalim.

k k
0(x) = [Ql'o(x),el,l(x)]T Bernoulli dalgaciklannt K = [kl’l kl’z] olmak tizere,
21 Kz

boliim 6.2. de uyguladigimiz Bernoulli dalgacik siralama metodunu kullanalim.

d3u(x,t)
d0x?0t

esitligini kabul edelim. Boliim 6.2°de yapilan islemlere benzer sekilde, t ve x e bagh

=0T (x)KO(t) (6.11)

2%u(x,t) ou(xt) ou(x,t)
ox2 ' o9x ° ot

integrellari sirasi ile aldigimizda, u(x,t) degerleri buluruz.

Bulunan degerleri (6.10) esitliginde yerine koyarak fiziksel kosullar1 kullanalim. Bu

2i—-1

| = k-1 2 sas =, = T
durumda i=12,---,[2M]? i¢cin x;=¢t; = |

kolakasyon noktalarim

kullanarak bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz.
Bu denklem sistemini ¢ozersek Bernoulli dalgacik katsayilarinin degerini

_ [ 1.11x 1078 6.788397111 x 107° ]
1.290238813 x 10~° —9.244820013 x 10~10

olarak buluruz. Bu katsayi degerlerini u(x,t) de yerine yazarsak (6.10) denkleminin
sayisal ¢oziimiinii elde etmis oluruz. Elde ettigimi ¢oziimler sonucunda hata degerleri

L,=1.0752e-07, Lo, =1.0619¢-08 seklinde bulunmustur.

Tablo 6.1. t=1 icin Burger Denklemi Hata Degerleri

At L, Lo,
0.01 (Palav & Pradhan, 2025) 8.8797¢-08 1.2335¢-07
0.01 1.0752e-07 1.0619¢-08

36



i

/
N

[
\

/
\ /

I
U
:\\:
\\\\\\\\““
§

|

-
o

o

06

04

02

)

i
im
Ozl
¢o

m

ta

n

n

lem
wak
v

e

rg

Bu

in

'Gl

1i

v =

1'

0.

t =

A

1’

0

0.

h
1],
[0,

€

t

(.
(S

X

1.

6.

il

kl

Se

—

\“N

—

/

i

7

I

.

|

|

\

il

\
\

\\MW\\\

(

I
Il
\“\\

1l

\

I

08

0.6

\

=

o

125

\

-
o

1
im
OZU

%)

l¢

isa
'y

sa

n

in

m

e

denkl
”

e

rg

Bu
icin

Lig
v =

1,

0.

b=
A

1,

0

0.

h
1],
[0,

€

t

(0.1
€

X

2-

6.

il

kl

Se

37



7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Bernoulli dalgacik siralama metoduna dayali etkili bir sayisal ¢oziim
algoritmasi1 sunarak ele aldigimiz bazi1 kismi diferansiyel denklemleri basariyla ¢ozdiik.
Onerilen algoritmayi yiiriitmek i¢in Maple ve Matlab programlarmi kullandik. Her iki
yazilimda da ele aldigimiz kismi diferansiyel denklemleri, Bernoulli dalgacik yontemini
kullanarak ¢6zmek ve grafikleri ¢cizmek i¢in gerekli kodlar gelistirdik.

Bernoulli dalgacik siralama metodunu tanimlayarak siras1 ile KdV, EW, Advection
ve Burger denklemlerini Bernoulli dalgacik siralama yontemi ile ¢ozdiik. Bu ¢alismada
elde edilen edilen ¢oziimlerin kesin ¢oziimlere oldukca iyi yaklasimlar sagladigini
gordiik. Yontemimizi literatiirdeki mevcut yontemlerin ¢oziimleri ile karsilastirip, L, ve
Lo, hatalarini inceledigimizde oldukea iyi sonuglar elde edildigi gordiik. Tiim sonuglari
degerlendirdigimizde ise Onerilen algoritmanin Bernoulli dalgacik siralama yontemini
kullanarak kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmede etkili ve giivenilir bir performans
gosterdigi agiktir.

Bu tezde elde edilen sonuglarinin farkli alanlardaki c¢alismalara katkida
bulunabilecegi ongoriilmektedir. Gelecekte, yontem farkli denklemlere uygulanarak veya

farkli k ve M degerleri alinarak ¢alismalar genisletilebilir.
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