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OZET

BERNSTEIN KOPULA ILE HAYAT DISI SIGORTASINDA
BAGIMLILIGIN MODELLENMESI

Pinar OZER UYAR
Yiiksek Lisans, Aktiierya Bilimleri Boliimii
Tez Damismant: Dr. Ogr. Uyesi Murat BUYUKYAZICI
Haziran 2018, 50 Sayfa

Kopula rasgele degigkenler arasindaki bagimliligin modellenmesinde kullanilan dagilim

fonksivonlaridir. Bu nedenle bagimlilik ¢aligmalart kapsaminda siklikla kullanilmaktadir.

Bu ¢aligmada hayat dis1 sigorta risklerinin Bernstein kopula ile modellenmesinin etkinligi,
diger kopula modelleri ile kargilagtinlarak incelenmigtir. Tezin uygulama kisminda
Tiurkiye’de hayat dig1 sigorta alaninda hizmet veren bir girkete ait kasko, trafik, ihtiyari
mali mesuliyet, konut/yangin, konut/hirsizlik, konut/cam kirilmasi, ferdi kaza, kasko
koltuk ferdi kaza, bireysel saglik sigortalar1 i¢in 72 avlik ddenen hasar verileri alinmugtar.
Oncelikle aralarinda yiiksek korelasyon olan kasko-trafik, trafik-bireysel saghk, kasko-
imm sigortalar1 segilmig ve bu veri giftlerine ait dagilim ve parametreleri belirlenmigtir.
Kopula model se¢imi i¢in uyum 1iyiligi él¢timii olarak 6klid uzakliklarina bakilmigtir. Son
olarak hasar veri ¢iftleri kullanilarak her bir kopula modeli i¢in tahmin edilen toplam hasar
verilerinin riske maruz degerleri (VaR) hesaplanmugtir. Caligmanin sonuglan sigorta
sirketleri ve duzenleyicilerinin risk modellemelerinde Bemnstein kopula modelini de

dikkate almalarinin yararh olabilecegini gostermigtir.

Anahtar Kelimeler: Bagimlilik, hayat dig1 sigorta riski, kopula, Bernstein kopula



ABSTRACT

DEPENDENCE MODELING OF NON-LIFE INSURANCE USING
THE BERNSTEIN COPULA

Pinar OZER UYAR
Master of Science, Department of Actuarial Sciences
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Murat BUYUKYAZICI
June 2018, 50 pages

Copula is distribution functions which is used in modelling dependency between random

variables. For this reason, it is frequently used in dependency studies.

In this study, the effectiveness of the modeling of non-life insurance risks with the
Bernstein copula was examined by comparing with other copula models. Study’s data got
from an insurance company which is operating in the field of non-life insurance in Turkey.
This data includes paid incurred for 72 months in the area of traffic insurance, car
insurance, liability insurance (imm), residential fire insurance, residential theft insurance,
residential glass breakage insurance, personal accident insurance, seat personal accident
insurance and personal health insurances. First of all, car insurance-traffic, traffic-personal
health and car insurance-imm were selected which have high correlation between them.
Than the distribution and parameters of these data pairs were determined. In order to select
the model, Euclidean distances were calculated. Finally, for each copula model Risk

exposure values (VaR) were calculated.

The results of the study showed that it would be useful for insurance companies and

regulators to consider the Bernstein copula model in risk models.

Key Words: Dependency, Non-life insurance risk, Copula, Bernstein Copula

11



TESEKKUR

Tez ¢aligmamin her agamasinda bilgi ve deneyimleriyle destegini esirgemeyen, ¢aligmam

stiresince bana yol gosteren damigmanim Sayin Dr. Ogr. Uyesi Murat BUYUKYAZICI va;

degerli gorig ve katkilann igin tez juri tUyelerim  Sayin  Dog¢. Dr. Canan
HAMURKAROGLU, Dog. Dr. Duygu ICEN, Dr. Ogr. Uyesi Ugur KARABEY ve Dr.
Ogr. Uyesi Basak BULUT KARAGEYIKe;

bu stireg boyunca desteklerini ve sevgilerini her an hissettigim Ankara’da ki ailem, Ars.

Gor. Mige YELDAN, Melis ERKAN, Tugge Se¢il TEKTEN ve N. Selvi YILDIRIM a;

her daim aldigim kararlarin arkasinda duran, sonsuz sevgi ve giiven duygulartyla beni

buyviiten aileme;

hayatimin her asamasinda tim varlifiyla yamimda olan, sevgisiyle beni giizellestiren

degerli esim Ogr. Gor. Mevliit UYARa

tegekkiirlerimi sunarmm.

111



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ettt etttk ettt ea e R R R Rt nn ket nreeneeann e 1
ABSTRACT L.ttt ettt ettt ee e et s ea e e e R et e s e e e ennes i
0 O U U il
N T oot A A S v
SEKILLER ..ovcvetitetetet et etsistesses st et ess st ess s ess et essss st esssesess s ans s esssesesesssesesssesennsnnes vi
CIZELGELER ......ooiioie ettt s s s s s s s vii
L GIRIS et e 1
2 BACTNITTTTE cnnsssssissssossrasssssiinsssssisses s 888805 84000 A AT 65 4
2.1. Dogrusal BagimliliK ..o e 4
2.2, Tam BaSimlliK. ..o 5
2.3 Sira Korelagyonln Bapimhilik ccommmmmmmmmmmesssems s s s s 5
2.3.1. Kendall’in Tau KatSaYIST...uueiiieeiieeiiieeeiieesstieeesiseeestaeeessseeessseeessesessaesesnsnsesnsnsesnsesas 5
2.3.2. Spearman’in Rho KatSAYIST ..coiueriiiieiiiie ettt et svae e v e sne e nnnnannne e 6
2.3.3. Kendall’in Tau Katsayis1 ile Spearman’in Rho Katsayis1 Arasindaki iligki ............... 7
2. KUk Ba oI IR ST s s s s s s s i e ms e eSS i R R 8
T S0 ) o 15 OSSR SRR 9
3.1. Kopula Tanimi ve OzelliKIEri..........o.ocoovivieiioeeee e, 10
BT BRIAT TOOEOMI voocumnsocomommmmsesmississs s i s i s L 12
3.3. Frechet-Hoeffding S1nirlart ..........ooiivieeiiiiis e ee et 14
3.4, Yasam KOPULAST....cooiii e e e e 14
3.5 Parametrik Kopulalar. ...cuumuamimmmmmssmmmm s i s s o 15
3.3 Blptik Jeopmlaie o s s s s s v s s s S s 15
3.5.1.1. Gaussian Kopula........ccooouiiiii e e e 15
R T T 0 1 o 16

v



3.5.2. Arsimedyan Kopula.......cooo e 17

3.5.2.1. Iki Degiskenli Argimedyan KOpula .........cco.oveiiiieeivivieis i eeeee e een e e 17
3.5.2.2. Baz1 Onemli Arsimedyan Kopula Aleleri.....coccoveevvivieciiiiieceserisssesieeresssvssessne e 19
3.5.2.2.1. GUMDE] KOPUIA...iiiiii it ee e en et enn s 19
3.5.2.2.2. Clayton KOPULA........ceiiueeiiiir it ciee e st aes s aes st ses e e sts e sreen e snneeessaessneaens 19
3.5.2.2.1. Fratlk Kopula...ccommmsocmmmmms i s i o o 19
3.5.2.3. Cok Degiskenli Argimedyan Kopula...........coooo i, 20
3.6. Parametrik Olmayan Kopula ... 20
3.6.1. Deneysel (Empirical) Kopula ... 21
3:6.2. Kopula. Paklagimlars. .c.usumismmmmmmssmimms s i s s s 21
3.6.2.1. Bernstein Polinomlart YaKlagimi.......ccoooieiiiiiiiniie e 21
3.6.2.2. Grid-Type Kopula Yaklagimi ......cooooiriiir e 27
3.7. Bernstein Kopula ile Rasgele Say1 Uretme .........ococoooeiviveeieioeee e, 28
4. UYGUN KOPULA MODEL SECIMI UYGULAMASI.....ccccceiennrersiresererseeenesessennns 30
4.1. Odenen hasar verisi 61 iNCEIEMEST ....vovvvivevireeiceetiriee e eer s e 31
N v 2 < TR 37
4.3, RiSK MOdellemesi...oo.uee i e 39
B GONUIE v ORI TR s ssss s o i i s s suiiss 42
KAYNAKLAR -ttt ettt re et et et nn e e e em e neeere e ennnens 44
EERLER L.ttt et ettt et en e e n e nnnens 47
OZIGECMIS ..ottt ettt e e e e s e s s e 49



SEKILLER

Sayfa
Sekil 2. 1: Sturekli rasgele degigken ¢iftleri igin T ve p SINIFIALT «ovveivvveeic e e 8
Sekil 3. 1: Tam (a) ve tam olmayan (b) Tireticiler ve tersIert .....oocoovveeiiiien e, 18
sekil 3: 20 Bowi(l) Bra(l) Bernstein PolTiGmuih: s st s s s i ssssm sy 22
Sekil 3. 3v-Bys(t); Bys(t); Bs 501 Bemstein polinomlart ....comusmasmrmmsiomvsmusassmsi 22
Sekil 3. 4: By 3(t), By 3(t), By 5(t), B3 3(t) Bernstein polinomlart ... 23
Sekil 4. 1: Hasar Verilerine Ait Korelasyon Matris Grafigl ..o 31
Sekil 4. 2: Kasko ve Trafik verisine ait sagilim grafiSi.........ccccevvvieiiiiies i 34
Sekil 4. 3: Trafik ve Bireysel saglik sigortast verisine ait sagilim grafigi.........occceeveeiiier e, 34
Sekil 4. 4: Kasko ve Imm verisine ait sagilim grafifi.......ccccocoviiveviieiienine s s s sessees 34

Sekil 4. 5. Kasko ve Trafik verilerine ait deneysel kopula yogunluklan yizey grafigi ile
Bernstein kopula yogunluklart YUZeY grafifl ......cccoeoveriiiiesiiinsieiesseies s e et sneaens 35

Sekil 4. 6: Trafik ve Bireysel saglik sigortast verilerine ait deneysel kopula yogunluklan yiizey
grafigi ile Bernstein kopula yogunluklan ylizey grafigi.........ccooooiiiiiiniee e, 35

Sekil 4. 7: Kasko ve Imm verilerine ait deneysel kopula yogunluklar1 viizey grafigi ile
Bernstein kopula yogunluklart yzey grafifi .....ocoooe i 35

Sekil 4. 8: m=5 i¢in Kasko Trafik veri ¢iftine ait Bernstein kopula yogunluklan viizey grafigi

Sekil 4. 10: m=135 i¢in Kasko Trafik veri ciftine ait Bernstein kopula yogunluklan yiizey
e 1 4 36

Nekil 4. 112Optimal grid Srafiller .o e S 39

vi



CIZELGELER

Sayfa

Cizelge 3. 1: Kendall’in sira korelasyon katsayisi ve kopula aileleri i¢in kuyruk bagimhilik

T ST RR 20
Cizelge 4. 1: Hasar Verilerine Ait Korelasyon Matrisi ..o, 32
Cizelge 4. 2: Verilere uygun dagilim ve parametreler..................ccoooiiiini i, 33
Cizelge 4. 3: Model segimi i¢in parametre tahminleri................coooiiiiiiiia s 37

Cizelge 4. 4: 72’lik orneklemler igin 1000 similasyondan elde edilen ortalama oklid
UZAKTIKTATT (.ot e e 38

Cizelge 4. 5: %99,5 gliven diizeyinde VaR degerleri (Milyon TL) ..o, 40

vil



1. GIRIS
Rasgele degigkenler arasindaki bagimhihig: iligkilendirmek olasilik ve istatistikte en ¢ok
incelenen konulardan biridir. Bagimhiliklarin dlgiilmesinde ve derecelendirilmesinde ise
cesith vaklagim ve modellemeden yararlanilir. Kopula bagimlilik ¢aligmalarinda segilen ve
rasgele degigkenler arasinda iligkilerin belirlenmesinde kullanilan énemli fonksiyonlardan
biridir. Kopula latince sozlik de ‘iligkilendirmek, birlestirmek, baglamak” anlamina gelir.
Ik olarak kopula kavrami ise 1959 yilinda Abe Sklar tarafindan matematiksel ve
istatistiksel anlamiyla kullamilmigtir. A. Sklar kopula tizerine yaptigi caligmasinda
olasiliksal metrik uzaylar teoremini gelistirmigtir [1]. Kopula fonksivonu genel anlamda
bagimhilik yapisini analiz eder ve bagimhilik yapisinin derecesi hakkinda bilgi verir [2].
Kopula tek degigkenli marjinal dagilimlarindan ¢ok degigkenli dagilim fonksivonu veren
bir yapidir. Tek degiskenlerin her birinin 6zelliklerinden ziyade bagimlilik yapisinin
incelenmesine imkan vermesi onu oldukga kullanigh kilmistir. Kopulaya olan ilgi arttikga
literatiir genislemeye devam etmistir. Doksanh yilllarin sonuna dogru bu kavram finans,
aktiierya ve sigortacilik gibi bir ¢ok uygulama alanlarindaki sorulara cevaplar aramaya

baglamugtir [3].

1997 vyilinda ki calisgmasinda Wang [4] sigorta poligeleri ile toplam kayip dagilimi
arasindaki iligkiyi modellemek ve birlestirmeyi saglamak i¢in kopulayr kullanmugtir.
Caligmasinda ayr1 fakat birbiriyle iligkili ig smiflar i¢in toplam kayip dagilimlarim ‘nasil
birlegtiririm” sorusuna cevap aramig. 1998 vilinda Frees ve Valdez [5] calismasinda sigorta
hasar verileri igin iki degigkenli kopula modeli kullanmigtir. 1999 yilinda Klugman ve
Parsa [6] iki degiskenli sigorta hasar verilerini modellemek i¢in kopulay:r kullanmagtir.
1999 yilinda Shemyakin ve Noun [7] genelde evli giftlerin kullandig1 ortak yasam poligesi
tzerine bir calisma gerceklestirmigtir. Bu ¢alismada ciftler arasindaki yag farkini degigken
olarak belirleyip bu yas farkina bagh olarak ciftlerin yagam fonksiyonunu olugturmustur.
Olusturdugu kopula modeli giftler arasinda yag farkina bagl olarak iligki parametresi ile
marjinal fonksiyonlarina dayanmigtir. Calismanin sonucu son kalan yagam sigorta
fivatlandirnilmas1 (last survivor policy) acisindan faydali olmugtur. 2002 yilinda
caligmalarinda Embrechts, Mcneil ve Straumann [8] bagimlilik yapilarim incelerken
benzetim teknigi ile galigmalarini desteklemigtirler. Bu galigmaya dayanarak 2001 yilinda
Embrechts, Mcneil ve Lindskog [9] kopula, kopula gesitleri ve kopulanin kullanimini
finansal alanda uygulayarak kapsamli bir bakis agis1 sunmuslardir. Genest ve Rivest [10],

[11] ve Genest ve MacKay [12] iki degiskenli kopula ve ¢ok degiskenli kopula ile dogrusal



olmayan bagimhliklarin modelllenmesini deneysel verilerle gergeklestirmistir. Hayat
tablolarinin tahmininde kullanilmak tizere Oakes [13],[14] iki degiskenli ve ¢ok degiskenli
yagam modellerini kullanmigtir. Frees ve Valdez [15], Youn ve Shemyakin [16], Youn,
Shemyakin ve Herman [17], Anderson [18] bagimli yagam stirelerinin dogru tahminlerini
yapabilmek, coklu yasam sigorta sozlesmelerinde fiyatlandirma ve risk olgtimlerinin
degerlendirilebilmesi i¢in ¢alismiglardir. Joe [19] ve Nelsen [1] bagimhlik &l¢timlerini,
kopula ve gesitlerini, bagumliliklarin modellenmesinde kullanilan kopulalart kapsamh bir

sekilde analiz etmiglerdir.

Iki binli yillarda McNeil ve Demarta [20], Aas [21], Luo, Ryde ve Shevchenko [22]
caligmalarinda eliptik kopula wve argimedyan kopula tirlerini kullanarak benzetim
caligmalann yapmuglardir. Eliptik kopula ve Argimedyan kopulalar ile ¢aligmalar devam
ederken 2004 vilinda Sancetta ve Satchell [23],[24] ¢alismalarinda yeni bir kopula modeli
olarak Bernstein kopulay1 tamimlamiglardir. Bernstein kopula 6zelliklerini, kopula tahmin
edicilerini ve kopulanin ileri boyutlu analizlerde kullanimi hakkinda bilgiler vermiglerdir.
2012 yilinda Diers, Elling ve Marek [25] caligmasinda Bernstein kopulayr kullanarak
gozleme dayal verilerle bagimliligit modellemiglerdir. Pfeifer ve Cottin [26], Bernstein
kopulay1 bazi deneysel kopula tiirleri ile kargilagtirip Bernstein kopulasinin da deneysel bir
kopula oldugu izlenimine varmigtir. 2015 yilinda Yang, Chen ve Wang [27] ¢alismasinda
¢ok boyutlu kopulalarin yeni bir smifi olarak bilegik Bernstein kopulay1 tanitmiglardir.

Bu tezin yazilmasindaki amag¢ hayat dig1 sigorta trtinleri arasindaki bagimliliklarin
modellenmesinde Bernstein kopula etkinligini, diger kopula modelleri ile kargilagtirmaktar.
Ortaya konulan modelleme ile sektore ve literatiire katki saglayacagi digtniilmektedir.

Caligmada modelleme olusturulurken benzetim tekniginden vararlanilmagtir.

Caligmanin ikinci bolimiinde bagimlilik kavrami, bagimlilik ¢esitleri, bagimlilik dlgtimleri

ve bu dlgtimler arasindaki iligkiler agiklanmistir.

Caligmanin tiglincti bolumiinde ilk olarak kopulanin tanimi ve o6zellikleri agiklanmigtir.
Daha sonra parametrik ve parametrik olmayan kopula ¢egitleri tammlanarak, bu
kopulalarin 6zellikleri Gzerinde durulmustur. Calismanin temelini olugturan Bernstein
kopuladan rasgele sayi uretilme agamalart anlatilmig ve parametrik olmavan kopula

yaklagimlar1 hakkinda bilgiler verilmigtir.

Caligmanin  dordiinctt  béltiimiinde Tiurkiyve’de hayat digi sigorta alaninda faaliyet

gostermekte olan bir sigorta girketinin farkli branglara ait hasar verilerinin kopula



modelleri i¢in parametre tahminleri yapilmigtir. Gergek veri ile farklhh kopula tahminleri
arasinda uyum 1yiligi testi vapilmisg ve bu kogullar altinda en uygun model belirlenmigtir.
Bernstein kopula modelinin veri setlerine bagh olarak optimal grid sayisinin bulunmasi
icin MATLAB programi kullanilarak tahminler yapilmigtir. Risk degerlendirmesinin
yapilabilmesi i¢in tim kopula modelleri ile rasgele bagimh veriler tiretip toplam hasarin

VaR sonuglan kargilagtirilmigtir.

Caligmanin son boltimiinde ise uygulama sonuglari tartigilarak dneriler sunulmustur.



2. BAGIMLILIK

Rasgele degiskenler arasindaki bagimliligin ¢aligilmasinda bir ¢ok élgtim kullanilmaktadir.
Bagimlilik o6zellikleri ile bu dlgtimler birbiriyle iligkilidirler. Kopulalar ise rasgele
degiskenler arasindaki bagimliligi incelemek ve Olgmek icin dogal bir yol saglar.
Kopulanin temel 6zelligi rasgele degigkenlerin olugturdugu kesin stirekli, artan déntisiimler
altinda degismezliktir [9]. Bu bolimde bagimlilik dlgtimleri; dogrusal (lineer) bagimlilik,
tam bagimhilik, sira korelasyonu olarak bagimlilik ve kuyruk bagimliligi olarak ele

alinmaktadir.

2.1. Dogrusal Bagimhhk

Dogrusal korelasyon yaygin olarak kullanilan bagimlilik élgtimlerinden biridir. Dogrusal
korelasyon katsayisi Pearson bagimlilik katsayist olarak da bilinmektedir. (X, Y)
varyanslan sifir olmayan sonlu varyanslar ile rasgele degigkenlerin bir vektorii olmak

tizere X ve Y arasindaki dogrusal korelasyon katsayisi;

Cov(X,Y)

VVarGoyvar@;’

Cov(X,Y), (X, Y)'nin kovaryansi, Var(X) ve Var(Y) sirastyla X ve Y’nin varyanslarmi

pX. Y) = Cov(X,Y) =E (XY) - ECOE(Y)

gostermektedir.

Dogrusal korelasyon bir bagimhilik 6lgimudiir. p, dogrusal korelasyon katsayisi olarak
adlandmrilir ¢inki bu dl¢tim rasgele degiskenler arasindaki dogrusal bagimliligi verir.

Aslinda p (X, Y) hakkindaki iligkinin yoniine iligkin bilgi, dogrusal regresyondaki

Y= fX+e esitligindeki § bilgisine egittir. £, dogrusal olarak X’in iligkisiz oldugu ‘artik’

anlamina gelir.
Miikemmel dogrusal bagimlilik igin |p (X, Y)|= 1°dir. Dogrusal korelasyon katsayisi p,

-1< p (X, Y) <1 arasmdadir. Tkinci bir 6zellik ise p (aX+8,, ¥ Y+8,) = sign (ay) p (X, Y)
a,y € R\ {0}, §,, 8, € R esitligini saglar. Diger bir dzellik, dogrusal korelasyon katsayisi
kesin artan lineer dontigtimler altinda sabittir. Dogrusal korelasyon dogrusal operatorler ile

kolayca diizenlenebilir.

Dogrusal korelasyonun kolay hesaplanabilir olmasiyla daha ¢ok kullanilan bir bagimhlik
olcimudiir. Cok degigskenli normal, ¢ok degigskenli t dagilimi gibi eliptik dagilimlarda
kullanilan dogal bir bagimhlik dlgtimi skaleridir. Ortak eliptik dagilima uymayan rasgele

degiskenler i¢in dogrusal korelasyon yapisi kullamildiginda yaniltict sonuglara varilabilir.



2.2. Tam Bagimhhk
Biitiin n-boyutlu kopulalar igin Fréchet-Hoeffding esitsizligi saglanir.

W™ (g g, oy ) < C (Ut oy ) € Mty Uy e, ).

Bu durumda W, Fréchet-Hoeffding alt sinin1 ve negatif tam bagimliligi; M, Fréchet-
Hoeffding Gst sinir1 ve pozitif tam bagimliligr ifade eder. Eger (X, Y), M kopulasma sahip

ise X ve Y comonotoniktir. Eger (X, Y), W kopulasina sahip ise countermonotonik denir.

Teorem 2.1: (X, Y), W ya da M kopulasindan herhangi birine sahip olsun. Bu durumda
a, f§ olmak tizere iki monoton fonksiyon vardir. o, §: R = R ve Z bir rasgele degigkeni
i¢in

X, Y) = (a(2), B(2))a
saglamr.

W kopulasina sahip olmasi durumunda a artan fonksiyon, ff azalan fonksiyondur. M

kopulasina sahip ise her iki fonksiyon «, fi artan fonksiyonlardir [9].

2.3. Sira Korelasyonlu Bagimhhk

Swra korelasyonu, kopulay1 verilere uyumlu kilmanin olast bir yolunu sunar [28]. Bir ¢ift
rasgele degigskenin birinin biyik degeri digerinin buytk degeri ile, kiigiik degerlerinden
biri digerinin kiigik degeri ile iligkilendirilebilivorsa bu rasgele c¢ift uyumludur. Daha
agiklayict bir anlatimla, (x;, y;) ve (x5, ¥;), (X, Y) sorekli rasgele degigkenlerinin iki
gozlemi olsun. Eger x; < x; iken y; < y; oluyorsa (x;, y;) ile (¥;, y;) uyumludur. Benzer
sekilde eger x; > x; iken y; < y; oluyorsa (x;, y;) ile (x;, ¥;) uyumlu degildir denir. Farkl1
bir gekilde ifade edersek; eger (x; — x;) (; — ¥;) >0 oluyorsa (x;, ;) ile (x;, y;)
bagimhdir, (x; — x;) (¥; — ¥;) <0 oluyorsa uyumlu degildir denir. Sira korelasyonu

Ol¢imlerinden en énemlileri Kendall’in tau katsayisi ve Spearman’in rho katsayisidir.

2.3.1. Kendall’in Tau Katsayisi
{Cx, v), (o, v2), oo, (6, v )} (X, Y) siirekli rasgele degisken vektériinden olusan n tane

i)
) tane

rasgele gozlemin orneklemi olsun. Omeklemde uyumlu, uyumlu olmayan (2

birbirinden farkli (x;, v;) ve (x-, yj) gozlem ciftleri vardir. ¢ uyumlu ¢iftlerin sayisini, d
uyumlu olmavan ¢iftlerin sayisim belirtsin. Boylelikle 6rmeklem igin Kendall’in tau

katsayisi



_c—d  c—d

T=——= @
esitligiyle bulunur. T, érneklemden rasgele segilen (x;, ;) ve (xj,yj) gozlem ciftleri igin
uyumlu olanlarin olasiliklarindan uyumlu olmayanin olasiliklarinin ¢gikarilmasiyla bulunur.
Ortak dagilim fonksiyonu H olan, (X, Y) strekli rasgele degigkenlerinin olugturdugu
vektor igin de Kendall’in tau katsayisi benzer seckilde bulunur. (X, ¥;) ve (X,,Y,)
bagimsiz, aymt dagilimli rasgele vektorler, ortak dagilim fonksiyonlart H olsun. Orneklem
icin Kendall’in tau katsayist uyumlu olan olasiliklardan uyumlu olmayan olasiliklarin

¢ikarilmasiyla bulunur.
T=1xy = P[(X, = X)(V, = 1) > 0] = P[(X, — X,)(¥, — ;) < 0]

2.3.2. Spearman’m Rho Katsaysi

(X, Y), (X5, Y2), ve (X5,Y;) bagimsiz rasgele degisken vektdrlerin ortak dagilim
fonksivonu H (marjinalleri F ve G olan) ve C kopula olsun. Spearman’in rho katsayisi
uyumluluk olasihigindan, (X;,Y;) ile (X,,Y;) iki vektoriin uyumlu olmayan olasiliklarinin

cikarilmasiyla orantilidir.
pxy =3(PIX, — Xp)(Yy — ¥3) > 0] = P[(Xy — X5)(¥, — Y3) < 0])

Teorem 2.2: X ve Y, C kopulasma sahip stirekli rasgele degiskenler olsun. X ve Y igin

Spearman’in rho katsayisimin blytikligi su sekilde bulunur.

pxy = pe =Jf) uv dC(w,v) — 3= [ C(u, v)dudv — 3

Spearman’in rho katsayisi “siif” korelasyon katsayisi olarak da bilinir. Simif sirali
¢okluklarin buytkligi demektir. Yani F ve G dagilim fonksiyonlarin rasgele degiskenleri
X ve Y’den x ve y rasgele gozlemleri alinsin. Sirasiyla x ve y'nin simiflan u=F(x) ve

v=G(y) olsun. u ve v ortak dagilim fonksiyonu C olan, (0,1) araligimda U=F(X), V= G(Y)

1

uniform dagilimindan elde edilen gozlemlerdir. U ve V’nin ortalamalari 2, varyanslan =,

oldugundan Spearman’in rho katsayisi agagidaki egitlige dontigiir.

pxy = pe =Jf uv dC(u,v) — 3= 12 E(UV) - 3

_ E(@WW)-1/4 _ E@V)-E(EW)

/12 JVar (N Var (V) (2.1)

Esitlik 2.1°de goruldaga gibi X ve Y igin Spearman’in rho katsayisi, X ve Y siiflarinin

Pearson’in korelasyon katsayisiyla benzerdir.



2.3.3. Kendall’mm Tau Katsayis1 ile Spearman’m Rho Katsayis1 Arasidaki Tliski
Kendall’in tau katsayisi ile Spearman’m rho katsaymin bir ¢ok ortak 6zelligi vardir. £
sayisal degerini, C kopulasina sahip X ve Y stirekli rasgele degigkenlerin ortak bagimhlik

Olcuisii olarak tanimlayalim.

* Her bir ¢ift X, Y stirekli rasgele degiskenleri icin & tamimhidir.

* —1<¢yy <1 arasinda deger alir.

* Simetrik bir bagimhilik élgtsidiir. £ yy =&y

* XveY bagmsizise< yy =& = 0dr.

* X ve Y kesin artan fonksiyonlar ise & yy =¢ 3 = 1. X ve Y kesin azalan
fonksiyonlarise € yy = &y = —1.

* {(X,Y)}C, kopulasiyla siirekli rasgele degiskenlerinin dizisi ve eger €, C’ye

noktasal olarak yakmsar ise lim,, ,;o € ¢, = € ¢ -

Kendall’in tau katsayisi ile Spearman’in rho katsayisi bir kopula ile rasgele degiskenler
arasindaki uyum olasiliginin 6lgtimudir. Ortak 6zellikleri oldukga ¢ok olmasima ragmen 7,

p degerleri siklikla farkli degerler alir. Matematiksel olarak hesaplaniglar bu fark: yaratir.

Teorem 2.3: X ve Y suirekli rasgele degigkenler ve 1, p sirasiyla Kendall’in tau’su ve

Spearman’in rho’su olsun.
-1<3tr—-2p <1

Teorem 2.4: X ve Y surekli rasgele degigkenler ile C kopula fonksiyonu, 7, p sirasiyla

Kendall’in tau’su ve Spearman’m rho’su olsun.

31-1 1-27—12
< <

Teorem 2.3 ve teorem 2.4°de ki 7 ve p igin smirlar sekil 2.1°de gosterilmigtir.



Sekil 2. 1: Siirekl rasgele degfizken giftlen 1¢in © ve p sumrlar [1]
2.4. Kuyruk Bagimhhg
Euyruk bagimlili# katsavizr sira korelasyonu katzavilan gibi cift bagumlihik 8l gimidir.
Sadece sturekli marpnal dagilim fonksiyonundan rasgele segilen X ve Y giftinin kopulazina
baglidir. Bagka bir devigle iki defigkenli bir dagilimn kuyruklanndaki bag@imlilik
olgutiadir [29]. X ve Y siurekli rasgele degigkenler, marjinal fonksivonlan sirasivla F ve G
olzun. Ust kuvruk bagimlilifi parametresi Ay bir kosullu limit (istemlen limit varsa)

olasiligidir.

Ay =lim,q- B[Y > 67 HOIX = F71{5)]

t degert i¢in limit 17e yvaklagiyorsa, X 'in bliyiik oldugu bilindiginde Y nin de biyik olmasi
olazilig iist kuyruk bagimlili #1 katsayvisim venr.

Benzer gekilde alt kuyruk bagimlilif katsayvizr A; de bir kogullu limmt (1stenilen limit varzsa)
olasiligidir. t degennin limitt 0’a vaklasivorsa, X'in olasihi@ esit va da kiigik oldugu
bilindifinde Y mn de egit va da kiigik olmaszi olaziligidir.

Ay =lim,_ g+ P[Y = 7YX = F-1(5)]

Ust ve alt kuyruk bagimliligi parametreleri do@rusal degildir ve sadece X ve Y nin
kopulasina baglidir [1].



3. KOPULA

Kopula rasgele bagimli degiskenlerin modellenmesinde kullanilan 6nemli bir aragtir.
Terim olarak baglama, birlestirme, iligkilendirme anlamina gelen latince ‘copulare’
kelimesinden tiiretilmigtir. Kopula'nin ana amaci bir ¢ok rasgele degigskeni karsilikli olarak

iligkilendirmektir [28].

M. Fréchet ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlari ile bunlarin daha dasiik boyutlu
marjinalleri hakkinda sorulari cevaplamaya ¢aligirken, kopula kavrami ilk olarak A. Sklar
tarafindan 1959 yilinda tamtilmustir [1]. Kopulalar ile ilgili sonuglarin ¢ogu olasiliksal
metrik uzay ¢aligmalarmin geligtirilmes: sirasinda ve olasilik dagilim fonksiyonlari
tizerinde ikili iglemler ¢alisilirken elde edilmigtir. 1942 yilinda Karl Menger metrik uzaylar
teorisine olasiliksal bir genelleme getirmigtir [30]. Menger, F,,(x) dagilim fonksiyonunu
herhangi bir gergek x degeri i¢in, p ile q arasindaki uvzakligin (d (p, q)) x den az olma
olasiligr olarak tamimlamigtir [31]. Metrik uzaylarin olasiliksal yapisinda karsilagilan ilk
zorluk tiggen esitsizliginin olasiliksal olarak saglanmip saglanamamasidir. Menger bu
durumda T bir Giggen norm (t-norm) oldugunda F,.(x+y) = T(E,,(x), Fy(v)) esitsizligini

onermigtir. Bazi t-normlar kopuladir buna kargilik bazi kopulalar ise t-normdur [31].

Kopula ile 1lgili galigmalar arttik¢a her bir degisken kendi 6zelliklerinden ziyade bagimhilik
yapist altindaki 6zellikleri ile i1lgi ¢ekmeye baglamigtir. Bu durum literatiiriin bu alanda
geniglemesini saglamigtir. Rasgele degiskenler arasindaki bagmmliligin parametrik olmadigi

durumlar igin de kopulanin yararl olabilecegi kesfedilmigtir.

Kopula fonksiyonunu ilk olarak literatiire kazandiran A. Sklar tanimlamasinda kopulay1 su
sekilde anlatmigtir. Marjinalleri [0,1] araliinda tek diize (uniform) dagilan 1ki degigkenli
dagilim fonksiyonun [0,1]? tizerinde kisitlanmig halidir. Yani I, marjinalleri F(x) ve G(y)

olan iki degigkenli dagilim fonksiyonu olsun. O zaman 6yle bir C kopula vardir ve
H(x, y)=C (F (%), G (y)) saglanir [31].
Kisaca kopula marjinalleri tek boyutlu olan ve tek diize dagilan dagilim fonksiyonlaridir

[1]. Kopula;

* Matematiksel olarak kolay inga edilebilir olmas,
* Rasgele degiskenlerin ¢ok boyutlarinda da kullanimi rahat olmasa,
* Bagimmlilik yapilarmm analizinde ve bagimlilik yapisinin derecesi hakkinda tutarl

bilgiler vermesi,



* Parametrik olan rasgele degigkenlerin yami sira yar1 parametrik, parametrik
olmayan veriler i¢in asimetrik bagimlilik yapist hakkinda bilgi vermesi,
* Sirekli dontgiimler altinda degismez olmasi,

gibi dzelliklerden dolay1 tercih edilirler.

3.1. Kopula Tamim ve Ozellikleri

Kopula fonksivonu bagimlilik fonksivonlar1 veya tek diize temsiller olarak da bilinir.
Genel bir tamimlama olarak, X ve Y stirekli rasgele degigkenler olmak tizere F(x)=P(X<x)
ve G(y)=P(Y <y) tek degiskenli dagilim fonksiyonlari, H(x,y)=P(X<x,Y <y) ortak dagilim
fonksiyonu olsun. [—oo , ©]?’de her (x.y) ikilisi igin [0,1] ® alaninda (F(x), G(y), H(x.y))
noktalarimi eglegtiren fonksiyvona ‘kopula fonksiyonu® denir. Temelde [0,1]X[0,1] tanim

ktimesinden aldig1 her bir (x, y) rasgele degerlerini [0,1] deger aralifinda resmeder [32].
Iki degiskenli durum i¢in kopula fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.
C: [0,1]? = [0.1] kopula fonksiyonu olsun.

* [0,1] arahigindaki her bir u, v igin, C(u,0)=0=C(0,v) ve C(u,1)=u C(1,v)=v;

* [0,1] arahigindaki her bir uq, u,, ¥4, ¥5 i¢in 4y < U, Ve V1 < v, olmak Gizere

C(uz 3 vZ) —i (uz > vl) -G (u'l? vZ) +C (ulz vl) i 0

ozelliklerini saglar [31].
C, [0,1]x[0,1] kiimesinde taniml1 iki boyutlu kopulaya ikinci dereceden kopula denir. Iki
boyutlu kopula “subkopula” olarak adlandirilir. Yukarida tanimlanan $zelliklerin yani sira
Subkopula Lipschitz kogulunu da saglar.
|C(u2 J Uy ) - C(ullvl)l < fuy —ug |+ vy — vl (uy, uy). (w1, v,) € [0,1]1%[0,1] [33].

Lipschitz kogulu: g (a, b) fonksiyonu (ag, by) noktasimi igine alan bir R bolgesinde tanimh
ve stirekli olsun. Bolge kapali ve bir dikdortgenle siirlt olsun. R bolgesindeki biittin a, by
ve by ’ler igin |g(a, b)) — g(a, by) | < L|b, — b,| esitsizligini saglayacak sekilde bir L

varsa g(a,b) fonksiyonu Lipschitz kogulunu saglar.
C, bir kopula olsun. (0,1) araliindaki herhangi bir v igin%klsml tiirevi neredeyse
tim u’lar igin vardir ve 0< %C(u, v) < 1 saglamir. Benzer sekilde (0.1) araligindaki

ac(

herhangi bir u i¢in %’1}) kismi tiirevi neredeyse tim v’ler i¢in vardir ve 0< ;—v Cuv)<1

saglamr.
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= V= % fonksivonlar: tanimlidir ve (0,1) tizerinde neredeyse her yerde

azalmayandir [1].
Ikiden fazla degiskenli durum igin kopula fonksiyonu ise su sekilde tanimlanir.

X =(Xq, X2,..., X;;) dagilim fonksiyonu F ve marjinal dagilim fonksiyonlan F; , (X;~F;),
1< 1<n olan bir rasgele vektor olsun. [0,1] tizerinde tek diize marjinalleri olan C dagilim
fonsiyonu eger, F = C ( F,,...,E,) seklinde yazilabiliyorsa C’ye X’in kopula fonksiyonu
denir. Kopula ktimesi; U (1) = t, t € [0,1] tek diize marjinal dagilim fonksiyonlart olan
bitiin C dagilim fonksiyonlarimn F(U,...,U) Fréchet simfina 6zdestir. F’in marjinal

fonksiyonlarinin siirekli olmasi durumunda kopulanin tanimlanmasi da kolaydir.

C'yvi (Fi(x1),.... F,(x,,)))'nin dagilim fonksivonu olarak tanimlayalim. F;~ U(0,1) tek diize
dagiliml oldugu i¢in C bir kopuladir. Ayrica agagidaki sekilde de yazilabilir.

C (u'l,. —_— un) = P(Fl(Xl)S ul,. st Fn(Xn)S un)
=P(Xy < FL ), Xn < Fy M (1)

= Fy(F{ ), vos BTN (uy))

F, ! fonksiyonu F;’nin ters fonksiyonudur [34]. Bu fonksiyona yiizdelik déniisiim denir.
F7Yt) = inf{x € R; F;(x) = t}seklinde tamimlanir. F, C tarafindan tammlandig1 igin C

F’in bir kopulasidir.
Flxi,x5,..,,)=P(X; <x,....X, £x,)
=P (Fi(X1) < F1(x1),..r Bp(X)S By (%))

= C(FL(x1)s s By (%) 3.1

Kopula yapisinin kurulmasi i¢in argtiman, F; stirekli dagilim fonksiyonlarimin F; (X;), (0,1)
aralifinda tek dize dagilan fonksiyon (F;(X;)~ U(0,1)) olma o6zelligine dayanmalandir.

Esitlik 3.1°de tamimlanan déniistime dagilimsal dontigtim (distributional transform) denir.

Dagilimsal doniisiim: F dagilim fonksiyonun bir gergek rasgele degiskeni Y: V, Y’den
bagimsiz rasgele bir degisken ve V, (0.1) araliginda tek diize dagilsin. (V~ U(0,1)).
Modifive edilmis dagilim fonksiyonu F(x,4); F(x,4) == P(X < x) + AP( Y = x) seklinde
tamimlanir. U:= F(Y, V) fonksiyonuna Y nin genellestirilmig dagilimsal déntisiimti denir.

Eger F fonksiyonu stirekli dagilim fonksiyonu ise tiim A’lar igin F(x, 4) = F(x) ve
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U =F(Y) =% U(0,1) dagilimdaki esitligi gosterir. Dagilimsal dontistiim kopulanin anlagilmasi
icin ¢ok Onemli olan Sklar teoremi’nin kamtinda kullanilan ve kaniti kolaylagtiran

déntigtimdir [34].
Bagmmsiz kopula: U= (U;,U,, ..., Uy ) her bir bilesenleri birbirinden bagimsiz (0,1)
tzerinde tek diize dagilan rasgele bir vektor olmak tizere d boyutlu kopula
Ii(0) =1 u,...uy
seklinde yazilir.

Comonotonik kopula: U= (U, U,, ..., Uy ) vektérii (0,1) tizerinde tek diize dagilan

rasgele bir vektor ve U,= U, =...= U olmak tizere d boyutlu comonotonik kopula
Md(u) =min { Uy, Uy, .y ud}
seklindedir.

The countermonotonik kopula: U= (U, U,) vektéri (0,1) Gzerinde tek diize dagilan

rasgele bir vektoér U, = 1- U, olmak tizere iki boyutlu countermonotonik kopula
Wo(u) = max {u, +u, — 1,0}
seklindedir [35].

Comonotonik kopula ayn1 zamanda bir Fréchet-Hoeffding tist sinindir. Ayrica tam pozitif
bagimli olma durumunu ifade eder. Countermonotonik kopula sadece iki boyutlu durumda
bulunabilir. Bu kopula bir Fréchet-Hoeffding alt sinmridir ve tam negatif bagimli olma
durumunu ifade eder. Bu iki kopula bir kopula dagilim fonksiyonu degildir. Ikisinin de
biikiilme noktalar1 vardir ve bu nedenle tiirevlenemezler. Omegin, U,= U, comonotonik
kopula olacak sekilde U,, U, alalim. u; = u, olmast durumu kopulanin tek bir noktada
yogunlagmasi demektir. Ayni1 durumda countermonotoniklik i¢in u; = 1 — u, tek bir

degerdedir. Bu iki kopula bu ytizden bir dagilim fonksiyonu degildir [28].

3.2. Sklar Teoremi
H, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. R’den se¢ilen biitiin x,

y’ler i¢in bir C kopulasi vardir ve H (x, y) = C (F(x), G(y) )'dir.

Eger [0.1]’de taniml1 F ve [0,1] de tamimli G stirekli fonksiyonlar ise C kopulas1 tektir.
Diger taraftan C kopulasinin tek olmasi onun [0,1] X [0,1]’de tanimli olmasidir. Tersi

durumda, C bir kopula ve F ve G dagilim fonksiyonlari olsun. O zaman H marjinalleri F ve
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G olan bir ortak dagilim fonksiyonudur. F bir dagilim fonksiyonu olsun. F’in yan tersi

FOU fonksiyonunun tanim kiimesi (0, 1) dir. Asagidaki 6zellikleri saglar.

1. Esgert degeri F’in tanim bolgesi [0,1]°de ise, FOU(1) R’de bir x igin F(x) = t’dir.
Ayrica F’nin tamim bélgesi [0,1]"deki biitiin t degerleri igin F(F{ V(1)) = t’dir.
2. Epert degeri [0.1]’de degilise, FCU@t) =inf {x : F(x) > t} =sup {x : F(x) < t}

Eger F kesin artan fonksivon ise tek bir yari terse sahiptir ve bu F’in normal tersidir.

Notasyon olarak F~ 1 kullamlir.

H, marjinalleri F ve G olan ortak dagilim fonksiyonu €’ bir subkopula olsun. FC1 ve
GV sirastyla F ve G’nin yari tersi olmak tizere, C"’nin tanim kiimesindeki her (u,v) ikilisi
icin C'(u, v) = H (FCY ), 6B (v) ydir. F ve G strekli oldugu zaman bu o6zellik
kopulalarin ortak dagilim fonksiyonlarinin olugturulmasinda kullanilir.

Teorem 3.1: X ve Z sirastyla F ve G dagilim fonksiyonlarin rasgele degiskenleri, H ortak
dagilim fonksiyonlari olsun. Bu durumda bir C kopulasi vardir ve subkopuladir. Eger F ve
G [0,1]°de tanmimh stirekli fonksiyonlar ise, C tektir. Diger taraftan C kopulasi [0,1]X
[0,1]"de tanimhidir.

Teorem 2.1°deki C kopulas1 X ve Z’nin kopulasi olarak adlandirilir. Cy, olarak ifade edilir.

Teorem 3.2: X ve 7 siirekli rasgele degiskenler olsun. X ve 7 bagimsizdir ancak ve ancak

CXZ = H

Sklar teoremi ¢ok boyutlu olarak da yazilabilir. H marjinalleri F,, F,,..., F,, olan n boyutlu
dagilim fonksiyonu olsun. R™’de ki her x elemani igin bir n-boyutlu C kopulas: vardir ve

H(x,, x5, ..., x,)=C( Fi(x1), F5(x,)...., F,(x,,)) dir.

Her biri [0,1]°de tanimh tim F,, F5,..., F,’lerin stirekli olmasi durumunda C kopulasi
tektir. Diger taraftan C tek ve [0,1]"’de tamimlidir. Tersine C bir n-kopula ve Fy, F,....,
E,’ler dagilim fonksiyonlart olsun. Bu durumda H marjinalleri F,, F,...., F,, olan n-boyutlu

bir dagilim fonksivonudur.

F,OY, RCY L ESY ler sirasiyla Fy, F,,..., E, ‘lerin vari-ters fonksiyonlari olsun.

(0,1)"’de ki her u igin,
C(Ups Ugs - - > wy) = H(FE Ty, B Ywy). L B w)

saglamr.
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3.3. Fréchet-Hoeffding Smrlari

Her bir kopula C igin ve (0,1) tamim araliginda her u, v’ler igin
W (u, v)=max (u + v — 1,0) < C(u, v) <min (u, v )=M (u,v)

smirlarina Fréchet-Hoeffding simirlart denir. Sklar teoreminin bir sonucu olarak, X ve Y
rasgele degiskenlerin ortak marjinal dagilim fonksiyonu H, marjinalleri sirasiyla F ve G
olsun. R’de ki butin x, y’ler i¢in max ( F(x) + G(y) -1, 0) £ H(x,y) <min (F(x) ,G(y))
egitsizliginde smurlar marjinalleri I ve G olan H ortak dagilim fonksiyonu igin Fréchet-

Hoetfding sinirlart olarak adlandirilir [1].

Cxz kopula ve X, 7 siirekli rasgele degigkenler olsun. Sirasiyla f, g fonksiyonlarmin X’in

ve Z’nin tamim bolgesinde kesin monoton fonksiyonlar oldugu asagida gosterilmistir.
1. Eger f ve g kesin artan fonksiyonlarsa, Cr(xy g¢z3(0. V) = Cxz(u, ).
Eger f kesin artan ve g kesin azalan fonksiyonlarsa, Cr(xy g7y (U, V)=u - Cxz(u, 1-v).

Eger f kesin azalan ve g kesin artan fonksiyonlarsa, Cp(xy g7y (0, V)=v-Cyz(1-u, v).

2 R

Eger f ve g kesin azalan fonksiyonlarsa, Cexy g(zy(0, V) = utv -1+Cyz(1-u, 1-v)
[31].

3.4. Yasam Kopulas1

Bir ¢ok uygulamada rasgele degiskenler bir popiilasyondaki bireylerin veya nesnelerin
yagam slresini temsil eder. Bir bireyin x zamanin 6tesinde yasama ya da hayatta kalma
olasiligini veren fonksiyon yagsam fonksiyonlaridir (Guvenilirlik fonksivonu). F, X’in
dagilim fonksiyonu olmak tizere F(x) = P [X>x]| = 1 — F(x) yasam fonksiyonudur. Yasam
stiresi ile ilgilenildigi zaman rasgele degiskenlerin tanimli oldugu aralik (0,00)’dir. Ancak

tanim araligi R oldugunda bile P [X>x] yagam fonksiyonu olarak kullanilabilir.

(X, Y) rasgele degiskenlerin herhangi bir ¢ifti ve S ortak dagilim fonksiyonu olsun. Ortak
yasam fonksiyonu S(x, y) = P[X>x, Y>y]'dir. $’nin marjinalleri S(x.-o0), §(-0,y) ve tek
degiskenli yagam fonksiyonlar sirasiyla F, Golsun. X ve Y nin kopulasi C,

S(x. y) = 1-F(x) - G(y) + S(x.y)
= F(x)+ G(y)-1+S (F(x). G(y))
=F(x)+ G(y)-1+8 (1- F(x), 1-G(y))
bigiminde ifade edilir.
$:(0,1)% = (0,1) olarak alindiginda S(u, v) =u + v — 1+ 8 (1-u, 1-v)
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Sxy) =S8 (F(x) . G(y)) esitligi elde edilir. Esitlikte oldugu gibi $ bir kopuladir aym
zamanda X ve Y’nin yasam kopulasidir. S ciftlerin ortak yasam fonksiyonuyla tek
degiskenli marjinallerini baglar. Aymi zamanda ortak dagilim fonksiyonlarmi da
marjinallerine baglar. § yasam kopulasi ile S ortak yasam fonksivonu karigirmamalidir. §
rasgele iki degigkeni (0,1) araliginda tek diize dagilan ve ortak dagilim fonksiyonu S olan
yagam fonksivonudur. Aralarindaki iligki,

S(u, v) = P[U>u, V>v] = l-u-v+ 8(u, v) = S(1-u, 1-v)

bigimindedir [1].

3.5. Parametrik Kopulalar

Kopulalar bu béltimde eliptik kopula ve argimedyan kopula aileleri ile siniflandirilmagtir.

Eliptik kopulalardan Gaussian kopula ve T-kopula, Arsimedyan kopula ailesinden Clayton

kopula, Gumbel kopula ve Frank kopula aileleri ele alinmistir.

3.5.1. Eliptik Kopula

Eliptik dagilimlar ¢ok degiskenli agsiriliklarin modellenme, c¢ok degiskenli normal
dagilimlarin 6zelliklerini paylasabilme ve de normal olmayan diger bagimlilik formlarmi
iceren ¢ok degiskenli dagilimlar agisindan zengin bir kaynaktir. Eliptik kopulalar eliptik
dagilimlardan elde edilir. Sklar teoremi’nin de sonucu oldugu gibi eliptik kopulalar da

benzetim c¢aligmasi yapilmasi kolaydir [9].

Bu boliimde 6nemli eliptik kopula ailelerinden olan Gaussian kopula ve t-kopuladan

bahsedilmigtir.

3.5.1.1. Gaussian Kopula

Gaussian kopula standart ¢ok degigkenli normal dagilimdan elde edilmistir.

¢, m degiskenli standart normal dagilim fonksiyonu ve ¢! ters fonksiyonu olmak iizere

¢ standart normal dagilim fonksiyonu olsun. Gaussian kopula agsagidaki formdadir.
Cga(uls Ugsenns um) - qu( (i)(;,ll}ﬂ (p(;,lz} Zere (p(;lm})
Rasgele degigkenlerin her bir ¢ifti icin, tahmin edilen 7 (tau) (-1< 7 <1) katsayisi

hesaplanir ve r= sin(’”/z) formiilityle hesaplanir. Tum r’ler igin Gaussian kopulanin

yayilim matrisindeki bilegenleri kullanilir. Bu yayilim matrisi bagimlilik altindaki
parametrelerden olusur. Yayilim matrisi pozitif tanimli ve simetrik olmalidir. Iligki

katsayist p (tho) her bir rasgele degisken ¢ifti icin dogrudan hesaplanamaz. Nedeni ise
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sadece lineer bagmlihig olgebilir olmasi ve kullanmilan marjinallerin  eliptik

olmamasindandir. Dolayisivla r “yi bulmak igin p kullanilir.

Yayilim matrisini olusturduktan sonra, m deg8iskenli Gaussian kopulaya ait wveriler
agagidaki adimlar kullanarak benzetim yapilir. Yayilim matrisi pozitif tamimli ve

simetriktir.

1. Z,,Z5,...,Z,, m degiskenli standart normal dagilimdan elde edilen orneklem
(dogrusal korelasyon matrisi gibi yayilim matrisi)

2. Heri=1,2, ... m degeri igin V; = ¢(Z;) hesaplanir.

3. Heri=1,2, ... m degeriicin X; = FXi_l(Vi) hesaplanir.

3.5.1.2. T-Kopula
T-kopula ¢ok degiskenli t dagilimindan elde edilir. Bu kopula Student t digindaki marjinal

dagilimlarla birlestirilebilir. Serbestlik derecesi v, t, ! ters fonksiyonu olmak tizere ¢, tek
degiskenli Student t dagilim fonksiyonu ve t,,,,, m-degigkenli t dagilim fonksiyonu olsun.

T-kopula agagidaki formdadir.

C (ulz uZa' ] u’m) - tv,m(tljl(ul): tt;l(U'Z): e tljl(um))

T-kopula’nin Gaussian kopula ile uyumlulugu benzerdir. Nedeni ise hem ¢ok degiskenli t
dagiliminin hem de c¢ok degigkenli normal dagilimin eliptik dagilim olmasindandir.

Serbestlik derecesi arttik¢a da t-kopula Gaussian kopulaya yakinsar.

Rasgele degiskenlerin her bir ¢ifti igin tahmin edilen 7 (tau) (-1< 7 <1) ve r = sin("*/, )
formiiliiyle hesaplananir. 7, t-kopulanin yayilim matrisini olugturmak i¢in kullanilir. v
parametresi kuyruk bagimliligindaki genel tahminle tanimlanir veya v’ntn farkli deneysel

degerleri tahmin edilir.

Yayilim matrisini olusturduktan ve v'niin degerine karar verdikten sonra; m degigkenli t-

kopula ya ait veriler agagidaki adimlara gore simiilasyon vapalir.

1. Z,Z5,..., 7%, m degiskenli standart normal dagilimdan elde edilen o6rneklem
(dogrusal korelasyon matrisi gibi yayilim matrisi)

2. v serbestlik derecesi igin 6rneklemin Ki-Kare test istatistik degeri bulunur. (S -
x2)

3. Bitin idegerlerii¢in V; = t,(Z; ‘V/S ) hesaplanir.

4. Heri=12, ..., migin X; = F);il (V;) hesaplanur.
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T-kopula her bir ¢ift rasgele degiskenler icin aym yiiksek ve diigiik kuyruk bagimliligina
sahiptir.

Ayigeseic = Aaigar =2~ 2 tv+1('\/(v +1)(1—=-7r)(1+r)
egitiyle bulunur. Serbestlik derecesi (v) sonsuza gittikge bu deger sifira egit olur.

T (tau)’nun sifir ya da negatif olmasi serbestlik derecesi v'niin kiigiik degerleri i¢in kuyruk

bagimlilig: yiiksektir.

Genel sigorta yiikimliliiklerinde T kopula modellenmesinin iki dezavantaji vardir.
Birincisi Gaussian kopula gibi T kopula simetriktir. Yani ¢ok degigkenli bir érneklemde
her bir ¢ift rasgele degisken ig¢in kuyruk bagimliliginimn en vitksek degeri ile en dugtk

degeri birbirine esittir. (Ayigser = Aaugin)

Ikincisi T kopula rasgele degiskenlerin her biri i¢in yanlizca bir parametre (v) vardir.
Parametre (v) tiim rasgele degisken ¢iftleri i¢in kuyruk bagimliliginin belirlenmesinde yer

alir bu nedenle modelleme esnekligi daha azdir [36].

3.5.2. Arsimedyan Kopula

Argimedyan kopulalar gesitli nedenlerden dolay: istatistik, matematik, sigorta ve daha
bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Bu nedenlerden bazilar1 bu kopulanin kolay inga edilebilir
olmasi, bu sinifa ait oldukc¢a genig ailelerin olmasi ve de bu kopulanin yararli 6zelliklere
sahip olmasidir. Bu bolimde argimedyan kopulalar iki degiskenli ve ¢ok degiskenli olma

durumlarina gore incelenmistir.

3.5.2.1. iki Degiskenli Arsimedyan Kopula

Argimedyan kopula tiretici fonksiyonu ile tanimlanir.

¢ Uretici fonksiyonu, ¢ ~* tersi olmak tizere iki degiskenli Arsimedyan kopula,
Cu,v)=¢ e+ )

formundadir.

@ : [0,1] = [0,00], (1) = 0 ve ¢ (0) = oo liretici fonksiyonudur.

Uretici fonksiyonun ¢ (0) = oo olmamas: durumunda ¢ nin tersi yerine sézde tersi

fonksivonu kullanilir.

@ : [0,1] = [0,00] stirekli, kesin azalan fonksiyon ¢ (1) =0, ¢ (0) < oo olmak tizere ¢’nin
sozde tersi fonksivonu ¢ =Y asagidaki formdadir.
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L o f @) 0=t = p(0)
prugaf O

@[ [0,00] arali Ginda strekli, attmayan; [0, ¢ (0] araifinda kesin azalan,
Dom ¢ DU =[000], Rang "1 =[0,1] dzelliklerini saflayan fonksiyondur.
Aynea (1] aralid dzennde @ g (up=uve

t 0=t=@(
@) (0] =t = oo,

= min (t, @(0))

Sonug olarak @ (1= coise @ D= g ~2dir,

oo ) -

Cu v =@ g + ¢ formu Arsimedyan kopula olarak adlandinlir. ¢ tretici
fonlcsivonu olmalk fdzere eder @) = oo emtlidl sadlamyorsa bu dretica  mutlak, tam
Ureticidir (strict generator).
C, @iretic fonksvon olan Arsmedyan kopula olsun.

1. [0,1] araifindald tim w, wlericin C simetnbtir C (o, v = C (v, u)

2. [0,1] araidindald tivm v, vw' lar i birlestinilebilirdir,

CiC, v, w=C 0, Cv, w))
3. Her =0 sabit sayist icin o’ de kopula treticisidir [1].

* +
(0) 1
L\
1 |
1
@ I-11
-
@(0)
) (k)

i

A

1

@

rp—l
(

Seldl 3. 1: Tam (@) ve tam olmayan (b) treticiler ve terslen [1]
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3.5.2.2. Bazi Onemli Arsimedyan Kopula Aileleri
Literatiir incelendigi zaman bir ¢ok arsimedyan kopula ailesi oldugu goriilmektedir. Ancak

bu ¢aligmada sadece ¢aligmamiza konu olan argimedyan kopula aileleri ele alinmaistir.

3.5.2.2.1. Gumbel Kopula
Uretici fonksiyonu; ¢g,, (1) = (=Inu)?, 8 € [1, o) olmak iizere Gumbel kopula,

C§" (s u) = oxp |- ((=Inuy)® + (=Inu, )°))9

formundadir.
g = 1 oldugunda bagimsiz kopula elde edilirken,
g — oo (sonsuza yaklagirken) comonotonik kopulaya egilimlidir.
Gumbel kopula bagimsiz ve pozitif bagimlhilik arasinda anlam verir.
3.5.2.2.2. Clayton Kopula
Uretici fonksiyonu; g (u) =+ (u ?-1), 8 € [1, ) \ {0} olmak iizere Clayton kopula,

CEuy, up )= (uy, P +u, ® — 1)
formundadir.
g — 0 (limiti sifira yaklagtik¢a) bagimsiz kopula elde edilirken,
8 — oo (sonsuza yaklagirken) comonotonik kopulaya ulagir.
# = —1 oldugunda Fréchet Hoeffding alt smirina esit olur.

Gumbel kopula gibi Clayton kopula da tam bagimli yapilar (countermonotonik), bagimsiz

ve comonotonik arasinda anlamlandirilir.

3.5.2.2.1. Frank Kopula

. -6

Uretici fonksiyonu; ¢g,(1) =In %, 8 € R\ {0} olmak tizere Frank kopula,

(e_eulfl).(e_guz -1}

1
C§T(uy, up) =-5 In(1+ —

formundadir [28].
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Cizelge 3. 1: Kendall'in sira korelasyon katsayisi ve kopula aileleri igin kuyruk bagimlilik
katsayilart [29]

Kopula T i Ay i AL
[} [}
[} : i -1
Co /0 +2) | ! | {2 fo, 0>0
! ! 0, g <0
Y S 1 1-ae-iapieny v o | A o i
6 < (1-Dy(8)) i i
-------------- e | e et
" 1— 1/9 : 2y : 0
I [}

D,(8) Debye fonksiyonudur. D, (8)=86"1 IOB t/(exp(t) — 1) dt [29].

3.5.2.3. Cok Degiskenli Arsimedyan Kopula
@: [0,1] = [0,00]kesin azalan, siirekli, Argimedyan kopulanin tretici fonksiyonu,

@(0)=o0 ve @(1)=0,

@ ~1, @ fonksivonunun sdézde tersi olsun. Cok degiskenli arsimedyan kopula asagidaki

formdadir.
Crw =g He@)t o) t... T
Bu kopula n-kopula (n boyutlu) olarak adlandirilir.
C™, n boyutlu kopuladir ancak ve ancak ¢ ~1, [0,00) araliginda kesin monotondur.
(— Dk ;—;¢ “1(t) = 0 her t € [0,%) igin integrallenebilirdir, k=0,1,2,...

Cok degiskenli Arsimedvan kopula ailelerinden bazilan:

n-bovutlu Clavton kopula,

C8w =i+ +uf —n+1) 76,0>0

n-bovutlu Frank kopula,

(e_eulfl).(e —Buz 71)...(9

—gun71)
8>0
(e_gfl)n_l )7 >

CH(u) =—+In (1 +

Yukaridaki formlarda ifade edilebilir [37].

3.6. Parametrik Olmayan Kopula
Parametrik olmayan kopula modelleri deneysel (empirical) kopula modelleri anlamina
gelir. Bu kisimda deneysel kopula ve kopula yaklagimlarindan Bernstein polinomlari

yaklagimi ve Grid-type kopula vaklagimi anlatilmigtar.
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3.6.1. Deneysel (Empirical) Kopula
{(xp, vi}ioy stirekli ¢ift degiskenli bir dagilmdan elde edilen n boyutlu bir drneklemi

gostersin. €, deneysel kopula fonksiyonu;

C (i j) _ x=xj, ysyjile érneklemdeki (xy) giftlerinin sayis1
n T ! T n
esitlifinden elde edilir. x; ve y;, 1< 1, j <n, orneklemdeki sirali istatistikleri belirtir.

Deneysel kopula sikligi c,,;

& (i i) _ {%, (xi, yj)ﬁrneklemde ise,

n'n 0, diger durumlar icin.

bigiminde tanimlamir. C,, ile ¢,, arasindaki iligki C,, (i, i) = §,=12‘;=1 £y (%,f:)’dir.

6D (2 e (e ()

Deneysel kopula ilk olarak 1979 yilinda Deheuvels tarafindan ¢ahigilmig ve tanitilmigtir.
Deneysel kopulay1 bir bagimlilik fonksiyonu olarak literatiire kazandirmugtir [1].

3.6.2. Kopula Yaklasimlan

Kopula yaklagimlari altta yatan bagmmlilik yapisim parametrik olmayan bir gekilde tahmin
etmek igin kullanilir. Bu yaklagimlar gergek bagimlilik yapisma daha giiclii yakinlagmay1
saglar. Kopula yaklagimlari Bernstein polinomlan yaklagimi ve Grid-type kopula

yaklagimi olarak bu béliimde anlatilmustir.

3.6.2.1. Bernstein Polinomlar Yaklasmm

Bernstein kopula, Bernstein polinomlar: yaklagimiyla tiretilmigtir. Polinomlar tanimlamasi
basit, bilgisayar sisteminde insaasi oldukc¢a hizli ve de gesitli fonksiyonlan temsil etmede
oldukca kullanigh matematiksel araclardir. Tiirevlenebilmesi ve integralinin alinmasi
kolaydir. En genel haliyle p(t) = a,t™ + a,_,t™ ' + .. + a,;t + a, seklindedir. Bir
polinom {(1,¢,t%, ...,t™ )} vektoriniin dogrusal kombinasyonu olarak gosterilmis halidir.
Derecesi n’e esit va da n’den kiicik olan polinom kiimesi bir vektdr uzayr olugturur.
{(1,¢, T L )} vektorii vektdr uzaymim tabani, bazi olarak adlandirilir. Yani derecesi
n’e esit ya da n’den kiiciik olan bir polinom bu tabanin (bazin) dogrusal kombinasyonu

olarak tek bir gekilde yazilabilir. Bir n’inci dereceden Bernstein polinomu,

nY _ 7! . i A
(')7i!(n—i)!’l 0.1, ..., n olmak tzere;
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Bumy(t) = (?)t’:(l — )" biciminde tanimlamr. Tammmlanan ifadeve n+1 tane n’inci
dereceden Bernstein polinomu denir. Matematiksel kolaylik olarak i << 0 ya dai =n
olmasi durumunda B;,,y = 0 kabul edilir. (’:) katsayist Pascal tiggeni’nden elde edilir.

Oncelikle geometrik anlamda Bemstein kopula incelenecektir.

Bernstein polinomunun derecesi 1 iken By 1(t) = 1-t, By 4(t) =t’dir. 0 =t =1 i¢in;

Bo(t) 1—" N B

Sekil 3. 2: By 1(t). By 1(t) Bernstein polinomu [38]
Bernstein polinomunun derecesi 2 iken By (1) = (1 — £)?2, By »(t) =2t(1-),
B, ,(t) = t? dir.

0=t=11gn;

Boal(t) -1~ 1 Bsalt)

Bl.!”] —_""‘"\‘

0 1
Sekil 3. 3: By 5(t), By o(1), By 5(t) Bernstein polinomlari [38]

Bernstein polinomunun derecesi 3 iken By 5(t) = (1 — )%, By 5(t) = 3t(1 — t)?,

B, 3(t) = 3t2(1-t), B3 5(t) =t dur.
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0=t =1 1igin;

Bys(t) — v Byslt)

Bys(t) — — By (t)

0 1
Sekil 3. 4: By 5(t), B, 2(1), B3 3(t), B3 3(t) Bernstein polinomlarn [38].

Derecesi n olan Bemstein polinomlart derecesi n-1 olan iki Bernstein polinomu ile

yazilabilir. Bu ¢6zellik Bernstein polinomlarinin yinelemeli 6zelligi olarak bilinir.
By () = (1-) By p—a (1) + £ Br—q 1 (1)

t € [a,b] i¢in f(t)=0 ise bir {(t) fonksiyonu [a,b] aralif1 tizerinde negatif fonksiyon degildir.
Bu durum n’inci dereceden bir Bernstein polinomu igin de gegerlidir. Yani [0,1] aralig1

tizerinde negatif degildirler. 0<t<{1 araliginda biittin Bernstein polinomlan pozitiftir.

Derecesi k olan k+1 tane Bernstein polinomunun toplamm derecesi k-1 olan k tane

Bernstein polinomunun toplamina esittir.

o Bip(®) = XiZ By (D)
n’inci dereceden Bernstein polinomunun tirevi n-1"inci dereceden Bernstein polinomudur.

% Bk,n(t) =1 (Bk—l,n—l(t) = Bk,n—l(t))

Bernstein polinomlari polinomlar uzayinda genis yer kaplarlar. Derecesi n’den kiiglik ya da
n’e esit olan herhangi bir polinom Bernstein polinomunun dogrusal kombinasyonu olarak
yazilabilir. Bir diger 6zellikleri, dogrusal bagimsizdirlar. Yani ¢,, ¢,,..., ¢, sabit katsayilar
varsa 0 = ¢ By, (1) + ¢, B , (1) + ... + ¢, B, (1) 6zdesligi butiin t’ler i¢in yazilir ve her bir
¢, nin degeri 0 olmalidir. Bernstein temel polinomlannin dogrusal bilesimi olarak yazilan

bir polinom ele alindiginda,

B (t) =cyBy (1) + ¢, By ,(1) + ... +¢,B,, (1) polinomunu matris olarak iki vektér halinde

yazlir.
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Co

B(t) = [Bon( Bin(®) .. By (m]|%
Cn
by O O .. 0O
1.0 bl,l
BH=|1 ¢t £ ...t byy by by, ... 0
bn,D bn,l bn,Z bn,n

b; ;’ler ilgili bernstein polinom temelinin katsayilaridir. n=2 olmasi durumunda matris,

1 0 0%
Bt)=[1 ¢ tz][—Z 2 0”61
)

L. —& 1A

seklinde tanimlidur.

n=3 iken matris,

1 0 0 0y,

Bity=[1 ¢ #* I _33 _36 g 8] [q] seklindedir [38].
&
1 3 -3 uI+=

Genel bir bakig agisiyla; f (x), [0,1] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun.

B, (x) = BT]:(X) =3 f(%) C}L) x'(1 —x)*", v €{0,...,n} fonksiyonu f(x) fonksiyonun n
stralisinin Bernstein polinomu olarak adlandirilir. n +1 tane

byn(x) = (:)L) x(1—x)*"", v € {0,..,n} ifadesi Bernstein temel polinomudur. Daha
genig  bir tanim olarak, Bernstein temel polinomlarimin herhangi bir  dogrusal
kombinasyonu B(x)= X7_o S(V) b, »(x) ifadesi n’inci dereceden Bernstein polinomu olarak
sOylenir. §(v) katsayilarina Bernstein katsayilart denir [39]. Bernstein polinomu olasilik
teorisiyle iligkilidir. b,, ,,(x) polinomu olasilik teorisinde kullamlan binom olasilif1 ya da
Newton olasilif1 olarak bilinir. Bir E olaymmm olasihgi 0< x < 1 arasindadir. b, , (x)
olasilig1 bize E olaymin n bagimsiz deneme sonrasi v kez gergeklesmesi anlamina gelir. Bu
polinomu S. Bernstein [40] Weistrass teoremi yaklagiminm kanitin1 agiklayicr bir bigimde
yapabilmek amaciyla gelistirmigtir. Bu yaklagim Bernstein kopulanin 6zellikleri hakkinda

bilgi verir.
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Teorem 3.3 (Weistrass teoremi): Bernstein polinomlar f(x) fonksivonu ile dogrusaldir:
f(x) = @y f1(x) + @z fo(x) ise B (x) = @, BL " (x) + a,B)*(x) dir.
By ml) = (1;’) x*(1—=x)"""20,0<x <l ve i b, ,(x) = 1igin, m < f (x) < M araliginda

m < B/ (x) <M’dir.
[a, b] kapali araliginda siirekli her bir f(x) fonksiyonu, £ > 0 i¢in f(x)’e tek diize yaklagan

bir P(x) polinomu vardir ve |f(x) — P(x)| > & dur. Dogrusal olmas: durumunda [a, b]
kapali aralig1 [0,1] olarak donustiiriilebilir.

Teorem 3.4: f (x) [0,1] araliinda sinirl1 fonksivonu, f7in stirekli oldugu her bir x igin

lim,, o Bp(x) = f(x)’dir. Eger f(x) [0,1] arahiginda suirekli ise bu iliski [0,1] aralifinda
dizgundar [40].

Sklar’in ¢ok degigskenli dagilimlar i¢in kullandigi teoremini goz Online alinsin. H

marjinalleri tek boyutlu F;...., F;, olan k boyutlu dagilim fonksiyonu olmak tizere,
[0,1]F = [0,1] e gétiiren bir C fonksiyonu vardir.

H (x1, x3,.... x,) = C ( Fi(x1), Fa(x3),..., F,(x,;)) saglayan C, n-boyutlu bir kopuladir.
Eger F;’ler stirekli ise C kopulasi tektir.

) gergek degerli bir sabit (vy,..., vy), v; € N, 0< v; < my.

ml
B 05) = (":]f) w, ™ PS(1 — ;)™ 4 olsun,
Cp: [0,1]F = [0,1] olmak iizere,
oty s ) = X, oo Doy €38 w00 55) By, g (1) By (1) (3.2)

kopula fonksiyonu her bir m; =1 igin Cp Bernstein kopuladir. Bernstein kopula polinom

kopula ailesinin genellestirilmis halidir. Polinom kopulasi tek veva daha ¢ok degiskenli

polinomlar ile olusan kopulalarin 6zel bir halidir. Iki boyutlu durum igin,

C (ug, up)= usa(uy) + u2b(uy) + uc(uy) +d (up) kopulasia (..., b (...), c(...). d (...)
segilen uygun fonksiyonlarla bir kopuladir. Bu kopula kiibik bir parcadir ve segilen
fonksivonlar polinom olabilir. Bemnstein kopula (Cg) ile diger tiim kopulalarin ortak

ozellikleri agagida listelenmisgtir.

1. Cp tim durumlarda artan fonksiyonlardir.

2. €p Fréchet smirlarina uyar:
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min (0,uy + -+ u, — (k — 1)) < Cp (Uy, ..., Uy) <min (Uy, ..., Uy ), en az bir u;=0 olsa

bile Cg (ity, ..., ug) = 0; ve yne olursa olsun Cp (1, ...,1,u;,1 ...,1) = u;.

3. l_[jle u; bagimsiz rasgele degigkenler igin kopula; tiretici kopula

4. Cp Lipschitz kosulunu saglar:

k
|CB(x11 "'Jxk) - CB(y11 Jyk)l = lei - yjl
j=1

Teorem 3.5: €y (1, ..., u) Bernstein kopula olmasi i¢in gerek ve veter kosul
L=0 o D =p(—1)0t e g(ath, ey ) >0 ve

min( 0, 2+ +L— k-1 <a(B. K< mn (Z.,E ), ozellikle

H

limy mp @( %, ..., %) = 0, her j=1,...k ve @ ( 1,021, 1) her j=1,...k.

Bazi durumlarda Bernstein kopula tiretici kopula ve diizensiz terimlerin toplami geklinde

yazilir.

Cp (Uy, s Ug) = Uy o U + Xg g o Bppmo ¥ (B s 2B By n(Wq)- By m ()
= X0 =0 - Zog=0 (2, s 25) By, (1) By, m(ug).

(L L =a (X0 fn—l : fn—k esitliginden vola gikarak

Uy o U= By o B (BB 0 7E) By, (). By n(uy) elde edillir.

Teorem 3.6: Herhangi bir C (u,,..., u;) kopulasi u,... u; tiretici(bagimsiz) kopula ile ve
G(uy,..., Ug), Uq,..., U min bagimhlik yapist ile ilgili biitin bilgileri igeren diizensiz

terimin toplami u, ... ug+ G(u,...., uy) seklinde yazilabilir.

Teorem 2.6°da ki G (uq,..., uy) terimi bagimsiz kopulanin kopuladan uvzakligi ile

tamimlanir. Bu agagidan ve yukaridan Frlechet sinir1 ile simirhdir.

Bernstein kopula kesin streklidir ve herhangi bir Bernstein kopula bir kopula dagilim

fonksiyonudur. A, ,, k boyutlu fark operatérii olarak tanimlayalim.

IO TCIE T NN < I G o R EE LN L

Bernstein kopula dagilimi Bernstein polinomunun 6zelliklerinden dolayr asagidaki forma

sahiptir. ¢z bernstein dagilim fonksiyonunu géstermek tizere;
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cp(Uy,..., u) = m- vl—O Zm b Ay ko %: :%k) Bvl,m—l(ul)' . 'ka,m—l(uk)

bigimindedir.
k

Cp = aua Cau bernstein kopula tamiminin tiirevinden elde edilir. Kopula dagilini daima
T k

pozitiftir. Bir diger gbsterimle
Cp(Upsenns Ug) = Bt =g oo Dm0 B(Z, e, ) Hff(=1 (:;) w; (L —u)™ Y,

B2, ., =miA pa( ., =5

m+1’ ‘m+1

bigimindedir.

Bernstein kopula dagilimmin kullanmilmasinda bir ¢ok temel amag¢ vardir. Bunlardan
birincisi; Bernstein kopulay: yiikksek boyutlarda kullanmak matematiksel ve istatistiksel
agidan daha kolay olmasidir. Bu durum ise kalibrasyon ve benzetim ¢aligmalarinda diger
parametrik ya da parametrik olmayan bagimlilik modellemeleri ile kargilagtinldiginda
tercih sebebidir. Ikincisi eliptik ve diger kopula yaklagimlar1 belli bir simetri derecesine
sahip ve smirl korelasyon yapilari verirken, Bernstein kopula bu sinirlamalara bagl
degildir. Bagimlilik yapisina daha vakin tahminler verir [25]. Ugiinctisii Bernstein kopula
keyfi bir kopula ile kolayca uyum saglayabilir [41].

3.6.2.2. Grid-Type Kopula Yaklasim
d e N, U=(U,,...,U;) rasgele vektoriniin marjinal bilesenleri U; ’ler kesikli uniform

dagilsin. 7,={0, 1, ..., m; — 1}, m; € N, i=1,..., d olmak iizere

p(ky, .., ky) = P(NL{U; = k;}) olastliklart tim (ky, ..., ky) € X%, T; igin Bernstein
kopula

C(tty, oy Ua) = Ty - Bigeg (R s k) TIZa s By = 1 Ky, 1)

(uy, ..., ug) € [0,1]% Ular tarafindan iiretilen d-boyutlu kopuladir.

Bittin (kq,..,kg) € x“, T; olast segimler igin Ity eg) = Xj=1 (&= —=—) araliklart
f )
tanmimlansin.
mqi—1 Ma—1

i T Dy ---de=o plky, oo, keg) 11(]{1’_",%) U’lar tarafindan ftretilen d-boyutlu

kopula yogunluk fonksiyonuna grid-type kopula denir. 1,, A olay1 igin sirasiyla

araliklarda gozlenen olasilik degeri var ise 1, olmamasi durumunda 0 degerini almasidir.
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[0,1] araliginda negatif olmayan {¢p(m, k, . )]0 < k < m — 1, m € N} fonksiyonlar ailesi;

_ 1 _ ]
I(P(m,k,.)du—m, k=0,1,...m-1
¥ Yiogmde.) =13 meN
kosullari Bernstein kopula ve grid-type kopula igin gridlere par¢alanmaya (birimsel

bolinmeler) uygun olmast durumunda dikkate alinir. Bu durumda U’lar tarafindan tretilen

d-boyutlu kopula yogunluk fonksiyonu,
ey T LR PN {U; = D TR, my g, by wy), (g, oo g) € [0,1]°
kopula fonksiyonu,

Clo oy = By Doy PINE (U < kD T O k), (g, ooy 1g) € [0,1]°

.....

seklinde elde edilirler. m grid sayisi verilerin iki boyutlu olmasi durumunda m;=m,=m

olarak kabul edilir. Bernstein kopula olmasi durumunda polinomlar kullanilirken,
T o e

grid-type kopula igin,

(p(m;k;u):lj (u),OSkSm—l

I jer1
gosterge fonksivonu kullanilir [41].

3.7. Bernstein Kopula ile Rasgele Say1 Uretme
Bernstein kopula dagilim fonksiyonu, esitlik 3.2°de gosterilen deneysel kopula

olasiliklarimin Bernstein polinomlari yaklagimindan elde edilmigtir.

Ik admm olarak d=2 boyutlu hasar verilerinden elde edilen deneysel kopula olasiliklar:
bulunmustur. Bu olasiliklar gridler ile uyumlu hale getirilip m,=m,= m =10 grid sayisi
i¢cin mq X m,= 100 hiicreden olugan verinin gergek siklik tablosu olusturulmugtur. Elde

edilen siklik tablosu [a;;]’ler (i=satir dizini, j=siitun dizini) ile temsil edilmektedir. Bu
tabloda marjinal dagilim olasiklart vani satir ve sttun toplamlar %z 11—0 egit olarak

dagilmamaktadir. Bu durumda en uygun [x;;] olasiliklarmi bulabilmek igin

min Y%, fon:l(xij = aij)z

1
?llxik:Z?leU: :E Ve xl,k20 l,k:].,...,m

1
m
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optimizasyon problemi ¢oéziilmustir.

Bernstein kopula dagilimi d degigkenli polinomlar oldugundan [0,1]% birim kiiptinde
sinirhidir. Bu agidan en uygun yol ¢ok degigkenli kabul-red etme yontemidir. M, tek bir
rasgele sayvi elde etmek i¢in ¢ok sayida reddetmenin Ontine gecip kabul etme olasiliklarin

goreli olarak arttirmak i¢in kullanilan bir sabittir. Yoéntem i¢in uygulanan adimlar sirasiyla;

* Admm 1: d+1 tane bagimsiz uniform dagilan u,, ..., u; ., rasgele sayilan tretilir.
*  Adim 2: Eger c(uy, ..., u;) > M u,, 4 1se 3. adima gegilir aksi durumda 1. Adima

geri doniiliir.

*  Adunm 3: esitsizligi saglayan u,, ..., u,; degerleri Bernstein kopula érneklemi olarak

kullanilir.
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4. UYYGUN KOPULA MODEL SECIMI UYGULAMASI

Bu boliimde Tiurkiye’de hayat digi alanda faaliyet gostermekte olan bir sigorta girketinin,
kasko, trafik, ihtiyari mali mesuliyet (imm), konut/yangin, konut/hirsizlik, konut/cam
kirilmasi, ferdi kaza, kasko koltuk ferdi kaza, bireysel saghk sigortalar1 olmak iizere 9
farkh branglarinda 2008-2013 yillarina ait 72 aylik 6denen hasar verileri kullanmilmustir.
Veriyi enflasyon etkisinden arindmip 2018 Nisan degerleri ile ifade edebilmek igin

TUIK "den alian (2003=100 bazh) tiiketici fivat endeks degerlerinden yararlanilmistir.

Gergek hasar verisinde gozlenen bagimlilik yapilarina en uyumlu tahminleri yapabilmek
icin parametrik ve parametrik olmayan kopula modelleri incelenmistir. Bu ¢alismada
incelenen kopula modelleri; Gaussian, t, Clayton, Frank ve Bernstein kopuladir. Ayrica

sonuglart kargilagtirabilmek igin bagimsizlik durumu da incelenmigtir.

(cst, clm, Co Ga pw Cz) kopulalarinin her biri ig¢in elde edilen kopula yogunluk

fonksiyonlar1 sirasiyla (&5%, 257, &g, &5, €g)°dir. Burada Cyve &5 sirasiyla Bernstein
kopula dagilim ve yogunluk fonksiyonlaridir. Bu modeller iginde parametrik olanlarin

kopula fonksiyonlari sirasiyla,

-1
Cs'up uy)=(uw ¥ +u,? — 1)@

“Pur_q) e fuz-1)
e f-1

C5 (. 1p) =2 1n 1+ &

Cga (uls uZ) - (pp((pa,;ll}ﬂ (p{ulz))

C;:f,v - tv,m(tt;l(ul): til(uz))
bigimindedir.

Parametrik modeller arasinda uyumluluk a¢isindan se¢im yapabilmek i¢in AIC (Akaike
Information Criterion), BIC (Bayesian Information Criterion) degerleri ve bir ¢ok uyum
iyiligi testlerine bakilabilirken; bu degerler parametrik olmayan Bernstein kopula dagilimi
i¢cin elde edilememektedir. Bu nedenle bu calismada uyum iyiligi 6lgtimii olarak oklid

uzakliklarindan faydalamilmistir. Oklid uzakliklars,
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ED;¢ =JE?=1("39 — Cg)?

formiilinden elde edilmistir. ¢z, deneysel {(gézlenen) kopula yogunluklary &, tahmin

edilen kopula yogunluklaridir.

4.1. Odenen hasar verisi on incelem esi
Sigorta branglarina ait 6denen hasarlar arasindaki korelasyon incelenmis korelasyon matris

grafigi Sekil 4.1°de ve korelasyon matrisi Cizelge 4.1°de verilmistir.
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Sekil 4. 1: Hasar Verilerine Ait Korelasyon Matris Grafigi
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Clizelge 4. 1: Hasar Verilerine Ait Korelasyon Matrisi

Koltuk = Bireys
Konut Konut Konut = Ferdi Ferdi el

Kasko Trafik imm Yangin  Hirsizhk  Cam Kaza Kaza _Saglik

Kasko Pearson Correlation 1 0669 0,388" 0,146 0,120 0,176 -0,014 -0,033 0,357
Sig. (2-tailed) 0,000 0,001 0,220 0,314 0,138 0,910 0,781 0,002
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Trafik Pearson Correlation 0,669 1 0358 0,078 0,030 0,274 0,091 -0,067 0,573
Sig. (2-tailed) 0,000 0,002 0,512 0,803 0,020 0448 0,578 0,000
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
imm Pearson Correlation 0,388 0,358 1 0,136 0,093 0,088 0,051 0,006 0371”7
Sig. (2-tailed) 0,001 0,002 0,253 0,436 0464 0,670 0,963 0,001
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Konut Pearson Correlation 0,146 0,078 0,136 1 0,046 -0,002 -0,038 -0,04 0,015
Yangin Sig. (2-tailed) 0220 0512 0,253 0,703 0,985 0,750 0,739 0,898
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Konut Pearson Correlation 0,120 0,030 0,093 0,046 1 -0,007 -0,129 0,055 0,004
Hirsizllk  Sig. (2-tailed) 0314 0803 0,436 0,703 0,952 0,280 0646 0,970
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Konut Pearson Correlation 0176 0274 0,088 -0,002 -0,007 1 0,013 -0,043 0,064
Cam Sig. (2-tailed) 0,138 0,020 0,464 0,985 0,952 0,917 0,720 0,593
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
FerdiKaza Pearson Correlation -0,014 0,091 0,051 -0,038 -0,129 0,013 1 0,191 0,164
Sig. (2-tailed) 0910 0448 0,670 0,750 0,280 0,917 0,109 0,168
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Koltuk Pearson Correlation -0,033 -0,067 0,006 -0,040 0,055  -0,043 0,191 1 -0,195
FerdikKaza Sig. (2-tailed) 0,781 0,578 0,963 0,739 0,646 0,720 0,109 0,101
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72
Bireysel Pearson Correlation 0,357 0,573 0,371 0,015 0,004 0,064 0164 -0,195 1
Saglik
Sig. (2-tailed) 0,002 0,000 0,001 0,898 0,970 0,593 0,168 0,101
N 72 72 72 72 72 72 72 72 72

**. %99,9 glven duzeyi
*. %99,5 glven dizeyi

Korelasyonun %99 giiven diuzeyvinde anlamli oldugu kasko-trafik, trafik-bireysel saglik,
kasko-imm sigortalar arasindaki bagimlhiliklarin modellenmesine karar verilmigtir. Bu g

adet ikili bagimli hasar verisinde yer alan; kasko, trafik, imm, bireysel saglik, konut
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hirsizlik sigortalart ddenen hasar verilerine uygun dagilimlar belirlenmigtir (Bknz. Ek-1).

Belirlenen dagilimlarin adlan ve parametreleri asagida Cizelge 4.2 de verilmigtir.

Cizelge 4. 2: Verilere uygun dagilim ve parametreler

I i i i
Kasko ! Trafik ! Tmm ! Saglik

i
Dagilim Lognormal Lognormal : Lognormal Normal
I
e s e
Smirnov degeri 0,057 E 0,093 E 0,079 E 0,109
""""""""""""""""""""""
Parametreler u=17.843 : u=17,263 © p=13801 ¢ p=7,0622E+6
=0,23423 i g=021869 i 0=0,39492 i g=109141E+6
1 1 1
: : :

Omeklem biiyiikliigii 72 ve giiven diizeyi 0,99 igin Kolmogorov-Smirnov test istatistigi
kritik degeri 0,18903ttir. Bu durumda Cizelge 4.2°deki dort veri seti i¢in de hipotezler red

edilememektedir. Bu durumda, test edilen dagilimlara uyduklar1 séylenebilir.

Bagimlilik modellemesinde, sirasiyla kasko-trafik, trafik-bireysel saglik, kasko-imm
sigortalan ciftlerine ait sacilim grafikleri agsagida Sekil 4.2-4.4°de verilmistir.
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Sekil 4. 2: Kasko ve Trafik verisine ait sagilim grafigi
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Sekil 4. 3: Trafik ve Bireysel saglik sigortas1 verisine ait sagilim grafigi
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Sekil 4. 4: Kasko ve Imm verisine ait sagilim grafigi
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Sekil 4. 5: Kasko ve Trafik verilerine ait deneysel kopula yogunluklan yviizey grafigi ile
Bernstein kopula yogunluklan yiizey grafigi
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Sekil 4. 6: Trafik ve Bireysel saglik sigortas: verilerine ait deneysel kopula yogunluklari
yuzey grafigi ile Bernstein kopula yogunluklan yiizey grafigi
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Sekil 4. 7: Kasko ve Imm verilerine ait deneysel kopula yogunluklar: yiizey grafigi ile
Bernstein kopula yogunluklan yiizey grafigi
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Sdekil 4.5-4.7"de kasko-trafik, trafik-birevsel saglik, kasko-imm sigortalart hasar verileri
igin grid sayist m=10 alinarak hesaplanan deneysel kopula yvoZunluklar ve bu verilerin
Bermnstein kopula yogunlukluklart verilmigtir. Her bir veri seti igin bagimliligin, homojen
ve gimetrik bir vapida olmadiklar gériilmektedir,. Bernstein kopula vogunluklar deneysel
kopula vogunluklan ile kargilagtirildiginda veri setlert igin daha plutizetiz bir yap: sagladigi

gozlemlenmigtir,

Sekil 4. 8: =5 igin Kasko Trafik veri ciftine ait Bernstein kopula yogunluklar yiizey
grafigi

e
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i

Sekil 4. 9: m=10 i¢in Kasko Trafik veni ¢iftine ait Bernstein kopula voZunluklan yiizey
grafigi
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Sekil 4. 10: m=15 igin Kasko Trafik wer1 ciftine ait Bernstein kopula yogunluklar yiizey
grafigi
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Sekil 4.8-4.10°da kasko trafik veri ¢iftine ait grid sayisinin m=5,10,15 olmasi durumundaki
Bernstein kopula yogunluklarn verilmistir. Grid sayisi1 arttikga kopula modelinin daha
purtizsiizlestigi goriilmektedir. Ancak daha piirtizstiiz olmasmin daha iyi bir model oldugu
anlamina gelmedigi sdylenebilir.

4.2. Uyum lyiligi

Caligmada kopula model se¢cimi i¢cin uyum 1iyiligi testi olarak Oklid uvzakliklar
kullamlmigtir. Bu amagla; p = 0.65, (p =0.65, v=4), 6 = 2,8 =5 parametreleri
kullanilarak Gaussian, t, Clayton ve Frank parametrik kopula modellerinin her biri ile 1ki
degigkenli 72’1ik rasgele orneklemlerden olugan dort veri seti olusturulmustur. Ayrica, 1ig
adet ikili bagimh gergek hasar veri seti kullanilmistir. Gergek veri setleri de 72’ser ¢ift
degerden olugsmaktadir. Boylece, ¢esitli kopula modelleri ile tahmin edilmek tizere 72°ger

cift degerden olusan yedi adet veri seti elde edilmistir.

Oncelikle parametrik kopula modellerinin verilen parametreleri ile iiretilmis 72°lik rasgele
orneklemlerden olusan dort veri seti i¢in yine bu dort parametrik kopula modeli ile
parametre tahminleri yapilnigtir. Cizelge 4.3’de yatay eksende gosterilen p = (.65,
(p=0.65,v=4), 08 = 2,8=5 degerleri sirasiyla Gaussian, t, Clayton ve Frank kopula

parametreleridir. Gaussian, t, Clayton ve Frank kopula modelleri i¢in sirasiyla é‘f g g

&5 tahmini kopula parametreleri maksimum olabilirlik fonksiyonu ile elde edilmistir. Elde

edilen parametre tahmin degerleri Cizelge 4.3°de verilmistir.

Cizelge 4. 3: Model seg¢imi i¢in parametre tahminleri

Ga i £ : Cl i Fr
_______________________________ ST S SN L S N A
a p =065 i (p=065v=4) i g =2 i g=5
1 1 1
"fﬂ 0.6939 - 0.5885 ' 0.7439 ' 0.7274
e e ;{:'bfé'l'g'é,"""i" _____ T ?""'}5;'0'.'7'453'1','""7""'};;'6.'7721376' ..... -
2y 1 1 1
v=15844 | v=64599 | v=284545 ; vy=46692
1 I I
26 0.9053 i 09620 i 20610 16298
............................................ e T s T T e T T T o T e
O 57284 i 4.8158 i 7.1350 i 6.8786
1 1 1

Uyum 1iyiligi testleri arasinda yer alan AIC (Akaike Information Criterion) ve BIC
(Bayesian Information Criterion)’in parametrik kopula modelleri arasinda siklikla tercih
edilmesine ragmen bu test istatistidinin parametrik olmayan kopula modelleri igin
uygulanabilir olmadig goriilmiigtiir. Bu nedenle kopula model secimi igin uyum iyiligi

ol¢timu olarak oklid uzakliklarina bakilmagtir.
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72 ¢ift veriden olugan bir érneklemin 72*72=5184 deneysel kopula yogunluk degeri elde
edilir. Aym gekilde bir o kadar da tahmini kopula degeri bulunmaktadir. Boylece siitunda
yer alan yedi veri seti ic¢in elde edilen 5184°er deneysel kopula degerleri ile; satirda yer
alan alt1 tahmin modeli i¢in elde edilen 5184°er tahmini kopula degerlerinin 42 kere oklid
uzakliklarn 1000’er simiilasyon denemesi igin hesaplanip ortalamalan almmig ve agagida
bu ortalama uzakliklar Cizelge 4.4°te verilmistir. Cizelge 4.4’te Bernstein kopula

tahminleri grid sayist m=5,10,15 i¢in incelenmistir.

Cizelge 4. 4: 72°1ik 6rmeklemler icin 1000 simiilasyondan elde edilen ortalama 6klid

uzakliklar

| ; | | Kasko | oK1 Kasko

Gaussian ! t ! Clayton ! Frank ! Trafik ! Y ' Imm

i i i 1 ; i Saglik i %3

: ] : i Verisi ] n ] Verisi

: Verisi

Gaussian || 1.1548 | 11562 | 14765 | 13751 | 23787 1 24566 | 1.7669
--------------- T S e et s et IEREREE

t 11953 | 11610 | 14908 | 13633 | 3.0024 | 31873 | 22770

Clayton 18972 { 1.7085 | 1.1646 | 21941 | 3.1617 | 15438 |  1.6921

Frank 12049 | 11684 | 1.4486 | 11560 | 1.6915 | 11699 |  1.0012
i Eai e bomssmeso berssmsee bomssumomes fremsmmsosms e beemnm s

Bemf’tsem 17742 | 1.6937 | 1.6954 | 18086 ! 20300 ! 1795 | 1.7471
._.EQILT_)T._._ .............. i b R NS  HTO—— . SHEEUVERERVR——

e“f’ltgm 17920 1 16899 ! 17139 | 18723 | 1.8689 | 20446 | 1.7262
eSO S T S TN N S

Bemstem 22163 | 22822 | 29520 | 20445 | 18570 } 20766 | 1.7012
m=ls) 4 T SR T S | I S

Bagimsiz 46635 | 46081 | 51784 | 48495 ; 47900 | 50247 |  3.5293

Cizelge 4.4°te parametrik kopula modelleri (Gaussian, t. Clayton ve Frank) ile tretilmig
veri setlerinin yine parametrik kopula modelleri ile tahmin edildiginde, parametrik
olmayan Bernstein kopula modeline gore daha iyi sonuglar verdigi géralmektedir. Kasko-
Trafik, Trafik-Bireysel saghk sigortasi, Kasko-Imm hasar veri setleri i¢in vapilmig olan
Gaussian, t ve Clayton kopula tahmin degerleri i¢in 6klid uzakliklarinin en kéti ti¢ sonucu
verdigi gortlmugtiir. Frank kopulanin tic gergek hasar veri setinin tahmininde de 6klid
uzaklhigini en aza indirgedigi gorillmektedir. Bernstein kopulanin m=10 grid sayis1 i¢in ise
kasko-trafik ve kasko-imm veri setlerinin tahmininde Frank kopuladan sonra en iyi
sonuglarnt verdigi gorulmigstar. Trafik-bireysel saglik veri setinde ise Frank ve Clayton
kopulalarindan sonra Gg¢lincli en 1yi sonucu vermektedir. Bernstein kopula, parametrik
kopula modelleri ile Giretilmig veri setlerinin tahmininde bagarisiz sonuglar verirken gergek

veri setlerinde daha basarili sonuglar vermesi, ger¢ek veri setlerindeki bagimlilik yapisinin
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homojen ve simetrik olmaktan daha uzak olmas: ile a¢iklanabilir. Bernstein kopulanin m=5
ve m=135 grid sayilan i¢in de kasko-trafik veri setinin tahmininde Frank kopuladan sonra
en iyi sonuglan verdigi, dier iki hasar veri setinin tahmininde ise Frank ve Clayton
kopulalarindan sonra tigiincii en iyi sonucu verdikleri gériilmustiir. Bu durumda farkli erid
sayilarinin se¢ilmesi, Bernstein kopulanm tahmin sonuglarm etkiledigi goérilmektedir. Bu
nedenle Bemstein kopula modellemesinde optimal grid sayisimin belirlenmesinin énemi

ortaya ¢ikmaktadir.

Bernstein kopulanin Kasko-Trafik, Trafik-Bireysel saglik sigortasi, Kasko-Imm hasar veri
setleri i¢in 500 yineleme ve 1-30 degerleri arasindaki grid sayilan icin belirlenmis

ortalama &klid uzakliklar agagida Sekil 4.11°de verilmistir.

——hazari
— | —hasa?| |
hasard

Sekil 4. 11: Optimal grid grafikleri
Sekil 4.11°de hasarl: Kasko-Trafik, hasar2: Trafik-Bireysel saglik sigortasi, hasar3:
Kasko-Imm hasar veri setlerine ait grafikleri géstermektedir. Kasko-trafik veri seti igin
optimal grid sayilarinin 10 ya da 15 olabilecegi, Trafik-Bireysel veri seti i¢in optimal grid
sayisimin 3 olabilecedi, kasko-imm hasar veri seti icin ise 3 ile 17 degerleri arasinda
olabilecegi gorilmektedir. Optimal grid sayilarmdaki bu farklhiliklar hasar veri setlerinin
simetriklik ve homojenlik agisindan karakteristik ozelliklerinden kaynaklandigi

distnilmektedir.

4.3. Risk Modellemesi

Kasko-Trafik, Trafik-Bireysel saglik sigortasi, Kasko-Imm bagimli hasar veri ciftleri;
Gaussian, t, Clayton, Frank ve m=35,10,15 grid sayilar icin Bernstein kopulalan ile
modellenmis, rasgele sayilar iretilmigtir. Bu rasgele sayilardan elde edilen VaR degerleri
risk degerlendirilmesi yapilarak kopula modellerinin karsilagtirilmasinda kullanilmigtir.

VaR degerleri MATLAB programi ile tahmin edilmistir.
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Oncelikle her bir bagimli hasar veri ¢ifti i¢in Gaussian, t, Clayton ve Frank kopula
parametreleri tahmin edilmigtir. Bu parametreler kullanilarak her bir parametrik kopula
modeli icin 1.000.000’luk bagimh rasgele 6meklemler olugturulmustur. Parametrik
olmayan Bernstein kopula i¢in rasgele u, v degerleri m=5,10,15 grid sayilar igin Bolim
3.7°de anlatildigr gibi (retilmigtir. Uretilen bagimh rasgele u, v degerleri; veri 6n
incelemesi agamasinda Cizelge 4.2°de gercek hasar verileri igin belirlenen dagilim ve
parametreler dikkate alinarak ters doniisim yoOntemi ile rasgele hasar degerlerine
dontgturilmuigtir. Gaussian, t, Clayton, Frank, Bemstein kopula modellerine ve
bagimsizlik durumuna ait tahmini toplam hasar verileri tretilmigtir. Her bir model i¢in
tahmin edilen toplam hasar verilerinin %99,5 giiven dizeyinde riske maruz degerleri

(VaR) hesaplanmigtir. Hesaplanan VaR degerleri agagida Cizelge 4.5°de verilmistir.

Cizelge 4. 5: %99,5 giiven diizeyinde VaR degerleri (Milyon TL)

Kaskoé& Trafik Trafik&bireysel saglik Kasko&Imm
sigortast
Gaussian 147,20 647,59 104,06
oy P raasr | 64285 | 1036
..... - Ia;t;r;_ e T R I (e
b e e T 1| D mm e
C Bemstem | 14450 1 63662 | 10395
L s W O ——— ) I | —
Bernstein 147,39 639,60 103,82
..... e L)) RIS PRSI RTE TSRS SH RIS R O
Bernstein 147,87 637,43 103,75
_____ s
Bagimsiz 138,39 626,43 103,74

Sigorta girketleri igin VaR degerleri onemli bir risk dlgutiidir. Risk degerlendirmesindeki
eksiklik ya da fazlalik girketin mali durumunu olumsuz etkileyecek potansivele sahiptir.
Dolayisiyla bagimlilik riskinin uyumluluk &lgiitleri agisindan en iyi kopula ile modellenip
bu kopuladan VaR degerlerinin tahmin edilmesi sigorta girketleri agisindan Snemlidir.
Cizelge 4.4°de goruldugn gibi farkli kopula modelleri ile farkli VaR degerleri elde
edilmektedir. Ornegin kasko-trafik toplam hasar ddemesinin Bernstein kopula modeli ile
tahmininden elde edilen %99,5 giiven dizeyinde VaR degeri 147,87 Milyon TL iken,
Clayton kopula ile bu deger 140,91 Milyon TL olarak hesaplanmigtir. Bernstein kopula ile
yapilan tahminlerin kasko-trafik gergek werisi i¢in daha uyumlu sonug¢ verdigi

diugintldiginde, toplam hasar verisinin risk degerinin diger kopulalar ile ya da
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bagimsizlik durumunda elde edilmesinin riskin eksik degerlendirilmesine neden olacagi

ortaya ¢cikmaktadir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢aligmada hayat digi1 sigorta risklerinin Bernstein kopula ile modellenmesinin etkinligi,

diger kopula modelleri ile karsilagtinlarak incelenmigtir.

Bu amacla oncelikle literatiirde yapilan énemli ¢aligmalarin sonuglart incelenmigtir. Martin
Eling, Dorothea Diers ve Sebatian D. Marek; 2012 yilinda hayat dig1 sigorta riskinin
bagimlilik ¢aligmasinda Bemstein kopulay1 kullanmigtir. Caligmalarinda iki boyutlu uyum
iyiligi testi olarak The Cramer-von Mises test istatistidi sonuclart karsilagtirilmigtir.
Clayton (6=2), parametresiyle 100 tane iki degigkenli rasgele say1 Uretilmig, bu degerler
Gaussian, Student, Clayton, Gumbel, Bernstein, Grid-type, Kemel kopula modelleriyle
tahmin edildiginde sonuglar kargilagtirilmigtir. Bagimsizlik durumunu da incelemiglerdir.
Clayton modeli (6=2), ile uretilmig veri seti i¢in tahmin degerlerine bakildiginda
parametrik kopula modelleri arasinda en iyi tahmin edicinin Clayton kopula oldugu,
parametrik olmayan modeller arasinda ise Grid-type kopula modelinin oldugunu
belirtmiglerdir. Caligmalarinda, tim meodeller arasinda en iyi tahmini Clayton kopula
modelinin sagladigi, Bernstein kopula modelinin grid-type ve Clayton tahmin edicilerine
yakin degerler verdigi sonucuna varmiglardir. Doro Rose; 2015 wilinda doktora
caligmasinda kopula modelleri arasindan; Gaussian, t, Clayton ve Frank kopula modelleri
ile p = 0.65, (p=-0.3, v=4), 0 =1, 6=5 parametrelerini kullanarak deneysel veri setleri
dretmigtir. Kopula modelleri ile tretilen bu verileri Gaussian, t, Clayton, Frank ve
Bernstein kopula modelleriyle tahmin etmis ve sonuglan kargilagtirmigtir. Kargilagtirmada
uyum iyiligi istatistigi olarak goreli uzakliklara bakilmigtir. Bernstein kopula modelinin
Clayton ve Frank kopulalart i¢in 1y1 bir tahmin edici oldugu, Gaussian ve T kopula modeli
i¢in ise ortalamanin tizerinde bir sonug¢ verdigi belirtilmigtir. P.D. Pfeifer, D. Straburger, P.
Jorg, 2009 yilinda bagimlilik c¢aligmasinda sel ve firtina hasar verilerini kullanarak
Bernstein, Gaussian kopula modelleri ve bagimsizhik durumu icin 1000°er adet iki
degigkenli rasgele wveri setleri Uretmigtir. Modellerin  sonuglar tzerindeki etkisini
gozlemlemek igin en yiksek olasi hasar degerlerini (Probable Maximum Lose)
hesaplamiglardir. Ancak burada tahminlerin ger¢ek veriye uyumlar1 kargilagtirilmadigindan

modeller arasinda bir tercih yapilmamistir.

Literatiirde yapilmig olan bu ¢aligmalarin hi¢birinde ger¢ek hasar veri seti i¢in uyum 1yiligi
kargilagtirilmasi yapilmanugtir. Bu galigma da ise parametrik kopula modelleri ile tiretilmis
veri setlerinin yanisira Gi¢ adet ikili bagimh gercek hasar veri seti i¢in de uyum iviligi

kargilagtirilmasi vapilmigtar.
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Tezin uygulama agamasinda Tirkiye’de hayat dig1 sigorta alaninda faaliyet gostermekte
olan bir sigorta girketinden &denen hasar tutarlarma ait veriler kullanilmistir. Oncelikle
sigorta branglarina ait 6denen hasarlar arasindaki korelasyon incelenmis, korelasyonun
%99,5 gliven diizeyinde anlamli oldugu kasko-trafik, trafik-bireysel saglik, kasko-imm
sigortalar arasindaki bagimliliklarin modellenmesine karar verilmis, bu verilere ait uygun
dagilim ve parametreleri belirlenmigtir. Kopula model se¢imi igin uyum 1yiligi Slgiimi
olarak 6klid uzakliklarina bakilmig ve deneysel kopula degerleri ile tahmini kopula olasilik
degerleri arasmdaki goreli uzakliklar elde edilmigtir. Bernstein kopula, parametrik kopula
modelleri ile Gretilmig veri setlerinin tahmininde bagarisiz sonuglar verirken gergek veri
setlerinde daha basarili sonuglar vermesi, gercek veri setlerindeki bagimlilik yapisinin
homojen ve simetrik olmaktan daha uzak olmasi ile agiklanmigtir. Farkli grid sayilarinin
se¢ilmesinin, Bernstein kopulanin tahmin sonuglarini etkiledigi gortilmektedir. Bu nedenle
Bernstein kopula modellemesinde optimal grid sayisimin belirlenmesinin 6nemi ortaya
cikmugtir. Optimal grid sayilarindaki bu farkhiliklar hasar veri setlerinin simetriklik ve
homojenlik acisindan karakteristik 6zelliklerinden kaynaklandigi distntilmugtar. Risk
degerlendirmesi olarak VaR degerlerine bakilmig, Bernstein kopula ile vapilan tahminlerin
kasko-trafik gergek verisi igin daha uyumlu sonug¢ verdigi dustinildiigiinde, toplam hasar
verisinin risk degerinin diger kopulalar ile ya da bagimsizlik durumunda elde edilmesinin
riskin  eksik  degerlendirilmesine neden olacagi  ortaya ¢ikmaktadir.  Risk
degerlendirmesindeki eksiklik va da fazlalik girketin mali durumunu olumsuz etkileyecek
potansiyele sahiptir. Dolayisiyla bagimlilik riskinin uyumluluk 6lgutleri agisindan en iy1
kopula ile modellenip bu kopuladan VaR degerlerinin tahmin edilmesi sigorta girketleri

acisindan dnemlidir.

Caligmanin sonuglarn sigorta girketleri ve diizenleyicilerinin risk modellemelerinde
Bernstein kopula modelini de dikkate almalarinin yararli olabilecegini goéstermektedir.
Literatiirde Bernstein kopulanin diger kopulalar ile uyum 1yiligi kargilagtirilmasinin gergek
veri tzerinden yapildigi bir ¢aligmaya rastlanmamigtir. Bu agidan bilimsel literatiire de bir
katkis1 bulunmaktadir. Literatiire ve sektore katki saglayacag digtintilen bu ¢alismanin
ileride Bernstein kopula modeli ile ilgili vapilacak olan ¢aligmalar i¢in bir 6rnek tegkil
edecegi dugtiniilmektedir. Ayrica Bernstein kopula ile farkli bagimlilik yapilarina sahip

veri setleri kullanilarak optimal grid sayisina iligkin ¢esitli degerlendirmeler yapilabilir.

43



[1]
[2]

[7]

[8]

[°]
[10]

[11]

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

KAYNAKLAR

Nelsen, R.B., An Introduction to Copulas, second edition, Springer, 2006.

Karakag, AM., and Dogan, M., Archimedean “Copula Parameter Estimation with
Kendall Distribution Function Kendall. [gdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Dergisi, 7( 3):187-198, 2017.

Purvono, Y., Copula Inference for Multiple Lives Analysis Preliminaries. Submitted
to the 13th Fast Asian Actuarial Conference, 392—407, 2009.

Wang, S., Aggregation of Correlated Risk Portfolios: Models and Algorithms.
Proceedings of the Casualty Actuarial Society, 85(163): 848-939, 1998.

Frees, E.W., and Valdez, E.A.,Understanding Relationships Using Copulas. North
American Actuarial Journal, 2(1):137-141, 1998.

Klugman, S.A., and Parsa, R., Fitting bivariate loss distributions with copulas.
Insurance Mathematics Economics, 24(1-2):139-148, 1999.

Youn, H., and Shemyakin, A., Statistical Aspects of Joint Life Insurance Pricing.
American Statistical Association, pages 34-38, 1999.

Embrechts, P., A. McNeil, and D. Straumann, Correlation and Dependence in Risk
Management: Properties and Pitfalls, in: M. A. H. Dempster, ed., Risk Management:
Value at Risk and Beyond, (Cambridge, UK) Cambridge University Press,176-223,
2002.

Embrechts, P., Lindskog, F., and Mcneil, A., Modelling dependence with copulas
and applications to risk management, pages 329-384, 2001.

Genest, C., and Rivest, P., Statistical Inference Procedures for Bivariate
Archimedean Copulas. American Statistical Association, 88(423):1034-1043, 1993.

Genest, C., Rivest, P., and Ghoudi, K., A Semiparametric Estimation Procedure of
Dependence Parameters in Multivariate Families of Distributions. Biometrika,
82(3):543-552, 1995.

Genest, C., and Mackay, J., The Joy of Copulas: Bivariate Distributions with
Uniform Marginals. American Statistical Association, 40(4):280-283, 1986.

Oakes, D., Bivariate Survival Models Induced by Frailties. American Statistical
Association, 84(406):487-493, 1989.

Oakes, D., Multivariate survival distributions. Journal of Nonparametric Statistics,
3(3-4):343-354, 1994.

Frees, E'W., Valdes, E., and Carriere, J., Annuity Valuation with Dependent
Mortality. American Statistical Association, 63(2):229-261, 1996.

Shemyakin, A., and Youn, H., Copula Models of Joint Survival Analysis, 2014.

Youn, H., Shemyakin, A., Herman, E., Thomas, S., and Paul, S., A Re-examination
of the Joint Mortality Functions. North American Acturial Journal, 6(1):166-170,
2002.

Anderson J.E., Time-Dependent Association Measures for Bivariate Survival
Distributions. American Statistical Association, 87(419), 641-650, 1992.

Joe, H., Dependence Modeling with Copulas, first edition, A Chapman and Hall

44



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Book, 2015.

Demarta, S., and Mcneil, A.J, The t Copula and Related Copulas. International
Statical Review, 73(1):111-129, 2005.

Aas, K., Modeling The Dependence Structures of Financial Assets: A Survey of
Four Copulas. Samba, 22(04): 18, 2004.

Luo, X., and Shevchenko, P.V., The t copula with Multiple Parameters of Degrees
of Freedom : Bivariate Characteristics and Application to Risk Management,
Quantitative Finance, 10(9):1-31, 2009.

Sancetta, A., and Satchell, S., Bernstein Approximations to the Copula Function and
Portfolio Optimization. Cambridge Working Papers in Economics, 2001.

Sancetta, A., and Satchell, S., The Bernstein Copula and Its Applications to
Modeling and Approximations of Multivariate Distributions. Econometric Theory,
20(3): 535-562, 2004,

Diers, D., Eling, M., and Marek, S.D., Dependence modeling in non-life insurance
using the Bernstein copula. Insurance Mathematics Economics, 50(3):430-436,
2012.

Cottin, C., and Pfeifer, D., From Bernstein Polynomials to Bernstein Copulas.2014.

Yang, J., Chen, Z., Wang, F., and Wang, R., Composite Bemnstein Copulas. Astin
Bulletin, 45(02): 445475, 2015.

Schmidt, T., Coping with Copulas.
https://www.researchgate.net/publication/228876267 Coping with copulas.(Mayis,
2018).

Meneil, A, Frey, R., and Embrechts, P., Quantitative Risk Management: Concepts,
Techniques, and Tools, Princeton Series in Finance, 2008.

Menger, K., Statistical Metrics. Proceedings of the National Academy of Sciences of
the United States of America, 28(12): 526529, 1942.

Molina, J.J.Q., What are copulas? Monografias del Semin. Matem. Gare 1a de
Galdeano, 27: 499-506, 2003.

Nelsen, R.B., Properties and applications of copulas: A brief survey First Brazilian
Conference on Statistical Modelling Insurance Financial, 3: 1-18, 2003.

Kort, J, Modeling tail dependence using copulas — literature review.
https://pdfs.semanticscholar.org/0253/414324bc96e32d715aaf6fe54dbdbecct8dO0.
(Mayis 2018).

Riischendorf, L., Mathematical Risk Analysis, first edition, Springer, 2013.

Bickel, E.P., Diggle, P., Fienberg, S., and Gather, U., Copula Theory and Its
Applications, first edition, Springer, 2010.

Li, J., Modelling dependency between different lines of business with copulas.
https://fbe.unimelb.edu.au/  data/assets/pdf file/0003/2592021/146. (May1s 2018).

C. C., Theory and Application of Copula Econometrics.
www.math.pku.edu.cn/.../Lecture09 MAOGY copula. (Mayis 2018).

Joy, K.I., Bemnstein polynomials, On-Line Geometric Modeling Notes.
http://en.wikipedia.org/wiki/Bernstein_polynomial. (Mayis 2018).

45



[39] Rose, D., Modeling and estimating multivariate dependence structures with the
Bernstein copula, Doktora, Der Ludwig—Maximilians—Universitit, Mtnchen, 2013.

[40] Berstein, S., Démonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur le calcul des
probabilities, Communications of the Kharkov Mathematical Society, 13(1-2), 1912.

[41] Pfeifer, P.D., Straburger, D., and Jorg, P., Modelling and simulation of dependence
structures in nonlife insurance with Bernstein copulas. Working Paper. Carl von
Ossietzky University, Oldenburg, 2009.

46



EKLER

EK 1: Hasar Verilerine Ait Dagilim ve Parametre Tahminleri
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