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0z

Bu galigmada Bessel Problemi, Bessel denklemi,
Bessel fonksiyonlarinin bazi &zellikleri indirgeme for-
miilleri verilmig,Bessel diferensiyel denklemine d&nilistii-
riilebilen bazi denklemler incelenmig ve Bessel fonksi-
yonlari ile ilgili bir ince diizgiin agirlikli kolonun den-
gesinin kendi adirlidi altinda hangi gartlar altinda bii-

kiilebildigi arastirilmigtar.
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ON THE BESSEL EQUATION
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ABSTRACT

In the study, we examined Bessel's problem, Bessel's
egquation, some properties of Bessel functions, reduced
formulas, some important equations which can be reduced to
Bessel's equation and we consider, as an application, a thin
column whose weight is distributed uniformly and examine

the conditions under which it buckles under its own weight.
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BOLUM I

TANIM TEOREM VE FORMLAR

1.1. LINEER DIFERENSIYEL OPERATORLER

D tiirev veya diferensiyel operatdrii, tilirevlienebi-
lir bir fonksiyonu Df = f' geklinde onun tlirevi lizeri-
ne dénﬁstﬁrﬁr. £, [a,b] {lizerinde bir defa siirekli ti-
revlenebilir bir fonksiyon, yani f € clla,b] ise D tii-
rev operattrii D:cl[a,b]—>cﬂa,b] gseklinde bir lineer
doniiglimdiir. Bu doniisiim her £ € Cl[a,b] fonksiyonunu,
Cla,b ] Uzerinde f' siirekli fonksiyonu lizerine g&tiliriir.
Genel olarak Dn:cn[a,b] - Cla,b] seklinde [a,b] lizerin-
de n defa slirekli tilirevlenebilir fonksiyonlar uzayinai
cla,b] wuzayi ig¢ine ddniistiiren bir lineer doniiglimdiir.
Benzer durum D'ye gbre polinomlar:iginde dogrudur. Or-
nedin, P, (x)D? + P, (x)D + P,(x) operatdrii de C?[a,b]
uzayini Cla,b] uzayi ic¢ine doniigtiiren bir lineer ddnii-
slimdlir. D ve onun kuvvetlerini ihtiva eden bu big¢imden
lineer doniiglimler, lineer diferensiyel operatdrler adi-
nt alrr [1] .

I reel dodru lizerinde keyfi bir aralik olsun. Nega-
tif olmayan her bir n tamsayisi ig¢gin Cn(I), I araliga
tizerinde n yinci mertebeden tiireve sahip blitlin reel de-
erli fonksiyon uzayini gdstersin. Bu uzayda toplam ve
skaler ile garpaim, I de her x igin

(£ + 9)(x) = £(x) + g(x}, («af)(x) = af(x)

ile tanimlidar.

-1- Y. e
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C(I) C ... CC2(I) C cl(1) C c(1)

ve kabul nedeniyle c9(I) = C(I) dair.

TANIM 1.1. Bir L:C*(I) = C(I) lineer ddéniiglimiine;
Po(x),...,Pn(x) katsayilara I {izerinde silirekli ve I

iizerinde Pn(x)5¢ 0 olmak tlizere

dn n-1

= ga a -
L=P,(x) n T P15

Feee By (R)Sm 4Py (k) (1.1)
dx dax

gseklinde ifade edilmesi halinde, I {izerinde n inci mer-
tebeden lineer diferensiyel operatdr denir.

Tanimlanan lineer diferensiyel operatdr altinda

Cn(I) de bir f fonksiyonunun gOriintiisii

n
Lf =Pn(x)i_n [£G) 1+ +P O [ £+ RoIEGR)  (1.2)

veya kisaca y = £(x) fonksiyonunun ilk n tilirevi

Y'rY"'---,Y(n) olmak tlizere

Liy)= P (x)y™ 4+ e 4 Ry FRo ()Y (1.3)

egitlidi ile tanimli C(I) deki fonksiyonudur. L(f) nin
belli bir x noktasindaki degeride L(f) (x) 1ile gtsteri-
lir. L{f(x)} belli bir f(x) fonksiyonuna uygulanan

L, lineer donlglimii olarak isimlendirilir.

(1.1) lineer donlisliimiinde katsayilar x in fonksi-
yonlari oldudunda, doniigsiim I lizerinde n yinci mertebe-
den degigken katsayili lineer diferensiyel operatdr ve
katsayilar sabit olmasi halinde lineer d&niigiim, n inci
mertebeden sabit katsayili lineer diferensiyel operatdr
adini alir. Bu durumda tanim 1.1 de s&zi edilen I ara-

l1§1 reel dogrunun tamamidar [2].



1.2. LINEER DIFERENS1YEL DENKLEM:

I araligil lizerinde n inci mertebeden lineer dife-
rensiyel denklem

Ly = £(x) (1.4)
bigiminde bir operatdr denklemidir. (1.4) de £(x), I

tzerinde slirekli ve L de I lizerinde n inci mertebeden
bir lineer diferensiyel operatdrdiir. (1.4) denklemi
agik olarak

n n-J
pn(x)ix-%+ B (x)gx-n—’_l_% +eee+ B (x)%’-{+ Py (x)y=£(x) (L.5)

bigimindedir.

f(x), I lUzerinde 6zdes elarak sifir ise (1.4) denk-
lemi homogen lineer, f(x) # 0 ise homogen olmayan 1li-
neer diferensiyel denklem adini alir. Burada Pn(x) kat-
sayisina L operatdriinlin temel katsayisi denir. Pn(x), I
izerinde sifirdan farkli ise denklem, normal lineer denk-
lem adini alir. Bir y(x) € Cn(I) fonksiyonunun I {izerin-
de denklemi 6zdeg olarak saglamasi, y(x) fonksiyonunun
(1.4) denkleminin ¢&zliimi olmasi ile ayni anlamdadair. Su-
nu tekrar ifade edelimki: n inci mertebeden (1.5) lineer
diferensiyel denkleminde Pn(x),Pn_l(x)...,Po(x). katsayi-
lari ve ikinci yandaki f(x) fonksiyonu I araligi {izerinde
slireklidir ve Pn(x), I {izerinde Ozdes olarak sifirdan
farkladar.

1.3. IkinCcI MERTEBEDEN LINEER DIFERENSIYEL DENKLEM
VE KANONIK VE NORMLANMIS BICIMLERL

zBundan sonraki agiklamalarda ikinci mertebeden

- a2 _ d ‘
L = Pp(x) gz + B1(x)g; + Po(x) (1.6)

diferensiyel operatdrii ve



_ a? d
Ly =Py (x)q;¥ + P1(x)GE + Po(x)y = 0 (1.7)
bigiminde normal ikinci mertebeden lineer homogen denk-
lem veya P, (x) katsayisi I araligi lizérinde Ozdeg ola-

Pj (x) Po (x)

rak sifirdan farkli oldudundan p(x) = (R ! q(x)==§—7§7
: 2 2

olmak lizere

L= ¢ b + qx) (1.8)
dx dx ¢
veya
L = D% + p(x)D + q(x)

diferensiyel operatdrii ve

Ly = y" + p(x)y' + ga(x)y = 0 (1.9)

geklinde normal ikinci mertebeden lineer homogen denk-
lemi lizerinde durulacaktair [3][4].

a) Verilen aralik lizerinde normal ikinci mertebeden 1li-
neer (l1.7) veya (1.9) denklemini g®z&niine alalim. Bu
denkleme; I lizerinde tanamli ve siirekli bir z(x) fonk-
siyonu olmak lizere y = u(x).z(x) ddnlisiimii uygulanirsa
ve Yy = u.z

. ) |
%3%:2'%%4‘“'2—;{2' ' g%=z°g-x%+2%}%x% +ug£§- denklemde

yverlerine konursa;
d?u dz du d?z .,  dz
(P22)gzzt Pog-t P12) g, + (Pogzz+ Pig;t Poz)u = 0
denklemi elde edilir. Buradan
X
ZPZ%Z}E + pjz =0 = 2(x) = e"l/ZI p1/Py dx (1.10)
gseklinde aranan z(x) fonksiyonunun var oldudu ortaya

y

—-4-



¢ikar. Bu fonksiyon verilen aralikta Py (x) # 0 olmasi
neden ile I de tanimli ve siireklidir. Denklemin invar-

yanti olan i(x) fonksiyonuda

d2u a2 d
(P22) g3z + (Pza‘XTZ+P1 §+poz)u= 0
" plZ' po
mp (E ¢ IR EZ 4 20y, =0
u (= b, z 5, )

denkleminde u nun katsayisidir. (1.7) denklemi y = u.z
donliglimli ile, denklemin i(x) invaryantini ihtiva eden
ve birinci mertebeden tilirevin bulunmadigi

u" + i(x)u = 0

denklemine indirgenecedi goriiliir

(1.10) dan

o)

z' = -3 2

2

X
_ /2 ) py/p, ax | _ 1 P1,
2 p,

N
el

y ' X
2P, 2 p%
'
on - LPL ., _1PiPp-P2Py
olduduna gore
i(x) = 20 4 B z' Py
2 2 2 Py
2 ' ,
Y R L
' ]
=.&)-—l.(£_l_)2 __]_._plpz—pzpl
p, 4 2 2 p%
_Po_L1 P1,, 1d P1
=5, 1! )T & (5, (1.11)



big¢imindedir. Buradan z(x) ve 1i(x) sirasaiyla (1.10) ve
(1.11) ile verilmek {lizere normal ikinci mertebeden line-—

er homogen (l.7) denklemi, denklemin invaryanti cinsinden

a" + i(x)u = 0 (1.12)

seklinde yazilabilir. BOylece homogen lineer denklemin
bir 6zel ¢O6zlimiinlin bilinmemesi halinde y = u.z doniigli-
mii ile varilan ve yararli olan (1l.12) denklemi kolay

sonuglara gOtiirtir. (1.10) ve (l.11l) de verilen z(x) ve

i(x) fonksiyonlara

Ly = y" + p(x)y' + g(x)y =0

denklemine gbre diigliniiliirse

X
2(x) = e /2] pxax (1.13)

ve

L) = a(x) -7 [p(x)]12-F p' (%) (1.14)

elde edilir.

(1.12) denklemine (1.7) ve (1.9) denkleminin KANON1iK
Bicimt dedir.

Efer denklem ikinci mertebeden
y" t p(x)y't a(x)y = r(x) (1L.15)

homogen olmayan lineer denklem olarak diiglinlilliirse

S ax = q -7 [pEI1Z-2p' () (1.16)



X
b(x) = r(x)el/2 / P(x)ax
olmak {lizere

X
-1/2 { p(x)dx

y = u.e (1.17)
konum yapiiirsa
u" + a(x)u = b(x) (1.18)

kanonik bigimine indirgenir.

b) Karsgit olarak kanonik big¢imdeki bir denkleminde, bi-
rinci tilirevi iginde bulunduranbir denkleme ddniigtiirebil-
digi gOriilebilir. Gergekten

u" F a2 (x)u =0 (1.19)
denklemini diigiinelim. (1.19) denkleminde

X
v = [ a(t)dt (1.20)

LIOUVILLE doniislimii denilen, degisken degigimine gegi-
lirse ve

du _ du d%u _ _,,.,du 2 1oy G2
ax g G T At atX)gg

tiirevi (1.19) denkleminde yerine yazilirsa

d’u , a'(x) du
dv? a2 (x) dv

tu=20 (1.21)

denklemi elde edilir. (1.21l) denkleminde

_1/2 fx a'(x) d
aZ(x) v

u = z.e (1.22)

konumu yapilir ve



X

. a' X al
du _ dz -1/2 [ =7 av v ~l/2f Iz av

=5 ~ Fo © —Lia o
dv dv 2 aZ .z
X X _, x_,
- = - a_ - a
d2u=dzzel/2f Efd"_a_'g_gel/zf azdv_i_cl(a,) 12 Gav
&Z - av? & & 3 av (az)e
X )
a
L1z
4'aZ . Z

tliirevleri (1.21) denkleminde yerlerine konursa bu de-
fa da

d?z 1 d

7 fFl-35 5 (%%) - f}-(g%) lz =0 (1.23)

big¢iminde (1.21) denkleminin kanonik gekli bulunur.

(1.19) denkleminde u nun katsayisi herhangi bir fonksi-
yonun karesi olmadan, bir aralikta slirekli herhangi bir
fonkéiyon alinmak suretiyle (1.19) denklemi yine liouviil-
le dOniliglimii ile u nun katsayisi F1 olmadan (1.21) denk-

lemine benzer bir denkleme doniiglir.

c) Ly = po(x)y" + p1(X)y' + po(x)y =0 (1.24)

diferensiyel denkleminde

= B0 1 = py (%) (1.25)
ise yani (l1.6) Lineer diferensiyel operatdri
_ 4 4
L =gz p2(x) 351+ po

seklinde ise (1.6) lineer diferensiyel operatdrii SELF
ADJOINT Lineer diferensiyel operatdr adini alir. Bu du-
rumda (l1.24) denklemi

Sip, 01 + po(x)y = 0 (1.26)

-8~



self adjoint bigimde yazilabilir. Efer

d? d
L =pa(X)ggz + P1(X)gx + Po(x) (1.27)
Lineer operatdr self-adjoint dedil ise bulunabilecek

bir A garpani ile g¢arpilmak suretiyle self-adjoint du-

ruma getirebilir. Bu durumda

- a2 d
AL = Ap, () gz *+ APy (x)5; + Apg(x)
operatdrinlin self adjoint olmasi ig¢in A garpana

S (py (x)) = Ap; (x)

olacak bigimde hesaplanabilir. Buradan

£ (p, (x)) = Ap (%)
. (ap, (%))
dx "P XV apy(x)  py(x)

Ap, (x) Ap, (X))  py(x)

_ A pi(x)
Ln(?\pz (X)) = f 5—2—-('}'27 dx
X
Pl(X)

1 S o &

*EEm e 2
X
- 52%57 exp {f gi%;% dx} (1.28)

big¢iminde olmasi lazim geldidgi ortaya ¢ikar. Buradan
(1.24) denklemi, (1.28) ile ifade edilen A garpani ile
garpilirsa

p; (x) X pj (x) pl(x)
= / f

ax e A%
Py (K) ymy, P1 ) By (X) L P | By
v P, © y' pzbo *

e y-—O

veya



X
p; (x) Xp1(x)
P1¥) ax L2lg
d [ef P, () dy|, BPo{x) ef PoX) g0 (1.29)

dx ax PZ(X)

ya da

4 Xp,(x) dy P, (x) X p;(x) N

g Llexe [ 5y WY 5m (o S p,(x) XY =0
(1.30)

self adjoint geklinde yazilabilir. Denklemin, pPy(x) # 0
oldugu noktalarda gegerli oldudu agiktir (1.30) denklemi

X
_ P (x)
h(x) = exp f B, (%) dx (1.31)
kx) = PO o fT BatE) gy (1.32)
P, (%) P, (X)
olmak flizere
Line FI+ key = o (1.33)

big¢imde yazilabilir.

(1.7) denklemi (1.28) garpani ile garpilip self
adjoint bigime getirilebilecedi hemen gbriiliir. Ayrlca
(L.7) denklemi verilen aralik {izerinde normal olmak
tizere, (1.31) ile garpilirsa self adjoint bigime donlig-
tigli goriiliir. SOyle ki I lizerinde p,(x) # 0 oldujun-
dan (l1.7) denklemi

2

a Py (X) gy | Ppy(x)
EE% t p, (x) dx + Py (X) Y

I
o

bigiminde yazilabilir. Dider taraftan

4 ay ., _ a’y , Py (%) dy
ax R0 Gl =m0 GF + gy heo g

..lo._



oldugundan (1.7) denklemi Kh(x) ile g¢arpilarak
d dy -
ax L B(x) Tx | + k(x)y = 0

geklinde self adjoint bigimde'ya2111r. Buradan (1.9)

(%)
denkleminin de, p(x) = gl7§7 olmasi nedeniyle
| 2
X
h(x) = exp [/ p(x)dx (1.34)

ile garpilarak self adjoint forma getirilebilecedi agik-
tir.

Self-adjoint formlar, biitlin normal ikinci mertebe=
den lineer diferensiyel denklemlerin incelenmesi sira-
sinda standart form temin etmesi bakimindan yarar sad-
lar.

Bir bagka agidan, h(x), h'(x), k(x) ve 2(x) fonk-
siyonlara I:{xla < x < b} de slirekli, ayrica u keyfi
bir parametre ve h(x), 2(x) fonksiyonlarinin her ikisi
I de pozitif olmak {lizere

£ hxE 1+ kx)y + #L(x)y = 0 (1.35)

a;¥(a) + 8,y'(a) =0
a,¥(b) + B,y'(b) = 0

(1.36)

seklinde bir homogen sinir defer problemi, ikinci mer-
tebeden STRUM-LIOUVILLE problemidir. Bu problem de (1.35)
denklemi self adjoint formdadair.

d) Ayrica
d dy —
ax h(x) 351 tk(x)y =0
denkleminde

-11-
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(1.37)

tlirevlieri (1.33) denkleminde yerlerine konulursa (1.33)

denkleminin

2

2
%T;X + h(x)k(x)y = 0

veya A(t) = h(x)k(x) olmak ilizere

2

—€§+ A(t)y = 0

joT fon!

seklinde NORMLANMIS GOSTERIMI elde edilir. Ornedin ¢

yinci mertebeden
x2y" + xy' + (x2-92)y =0

Bessel denklemine

X
X
1 f pl( ) dx
A = e PZ(X)
po (%)
doniliglimiinden
X
1
A = L ef x 9¥ =1 nx _ 1
x2 xZ X

garpani yardaimiyle

-12-



4 dy ,, x2-02  _
dx tx dx} X 4 0

self adjoint bigiminde yazilabilir.

X

X
t f h(X) f % ¢nx = x e
X0 Xo
doniliglimli ile
2 .82
A(E) =h(x).k(x) =x+ 22237 _ x2_-92 = o2t _y2

X

olacadindan Bessel denkleminin

d2 2t _ o, _
EE;}“L (e 82)y =0

modelinde normlanmis g8sterimi bulunur. Bundan bagka

*p * 1
-1/2 [ Ztax -1/2 [ =ax -1/2 nx
_ P, _ X _ 1

z(x)=e =e =e = ——
vV x

doéniigiimli yardimiyle ve y = u.z = —— konumu ile

/ X
a’u 1- 492 - 0

gez T L+ gz

seklinde Bessel diferensiyel denkleminin KANONiIK Bicimi
elde edilir.

TANIM 1l.2. Bir f£(x) fonksiyonuna; onun x( komsulugun-
daki

£ (x0) (x - x0) P

z n!

n=20

(1.38)

Taylor serisi, X, in herhangibir komgsuludunda f£(x) e
yakinsamasi halinde analitiktir denir. Bu nedenle f(x)

_13_



fonksiyonunun x, noktasinda her mertebeden tilireve sahip
ve n yinci mertebeden

_ n+1l
Ry () = LB — e D ) xp <5 <x @.39)

kalaninin n > e ig¢in sifira egit olmasi gerekir. Yani

lim R, (x) = 0

n—->o

ise ancak bu durumda (1.38) serisi x noktasinda f(x) e
yakinsiyabilecedinden

f(n)(xo)

f(x) = % n!

n=20

(x - xo)" (1.40)
bigiminde yazilabilir [5].

TANIM 1.3. (1L.9) diferensiyel denkleminde p(x) ve gq(x)
fonksiyonlarainin her ikisi x(; noktasinda analitik ise
xo noktasi (1.9) denkleminin bir adi noktasi, bu fonk-
siyonlardan en az biri x,; noktasinda analitik degilse

xo noktasi (1.9) denkleminin bir aykir:i noktasidir.

TANIM 1.4. E§er x; noktasi (1.9) diferensiyel denkle-
minin bir aykirai noktasi ve ayrica (x - Xy)p(x) ve
(x-xo)zq(x) fonksiyonlarinin her ikisi xy noktasin-
da analitik iseler bu durumda x; noktasi (1.9) denkle-
minin bir diizglin aykiri noktasidir denir. Bu 6zelligi
saglamayan aykiri noktalarda diizglin olmayan aykiri nok-
talar olarak adlandirilair.

TEOREM 1l.1l. x, noktasi (1.9) diferensiyel denkleminin
bir adi noktasi ise xy noktasini kapsayan bir aralikta
(1.9) denkleminin genel ¢6zlimli a;, a; keyfi sabitler

ve y;(x), y,(x) fonksiyonlari lineer bafimsiz analitik

-]14-



fonksiyonlar olmak lizere

y = 2 e Gmxg) = agyi(x) *oays G0 (1.41)
n=

formundadair.

TEOREM 1.2. x5 = 0 noktasi (1.9) diferensiyel denkle-
minin bir diizgiin aykiri noktasi ise k ve a, {(n=0,1,2,...)
ler sabit olmak lizere (1.9) denklemi

s +
y = = anxk n (1.42)

n=0
big¢iminde en az bir ¢dzlime sahiptir.

(1.42) ¢Ozlmli herhangi bir R reel sayisi igin
0 < x < R araliginda gegerlidir. EJer x kompleks ise
¢ozlimlin yakinsaklik bdlgesi, x merkezli ve R yarigapi
serinin yakinsaklik yarigapi olan bir ¢emberin sainir-
ladigi dairesel bSlgedir.

Teorem de belirtilen ve s&zli edilen x( diizgiin ay-
kiri noktasi sifirdan farkli ise t = x- xp defisken
dedigimi ile xy noktasi koordinat merkezine kaydirilir.

Bu teoremde ifade edilen en az bir ¢Oziimiin (1.42)
big¢iminde olmasi; bagka bir dedigle xy = 0 noktasa
(1.9) denkleminin bir diizgiin aykiri noktasi olmasi ha-
linde, denklemin iki badimsiz g¢&zilimliinden en az birinin
Taylor serisi big¢iminde olmamasi demektir.

(1.42) serisi F.G. Frobenius serisi ve bu seriyi
kullanarak ¢8ziim islemi yapilmasina da Frobenius y®&n-
temi adi verilir. Bu y®&nteme gbre; k sabiti indisel
denklem ile hesaplanir. Indisel denklemin kOkleri reel
veya komplex olabilir. Kompleks olmasi halinde, Euler
bagintilari ve
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a¥ib _ _a Fib _ _a Fibinx
X = X « X = X . ©
6zdegligi uygulanarak kompleks g¢oziimlerden reel ¢bziim—
ler elde edilir. Burada indisel denklemin her iki kokii-
niin reel olmasi diisliniilecektir.

k (k = k; > ky,) indisel denklemin biiylik kdkii ise
Frobenius yontemi daima

1tn

yi(x) = = a_(k)x" (1.43)
=0

n
seklinde bir g¢dzlimli verir.

tkinci badimsiz ¢bdziim, indisel denklemin k, ve k,
kdklerinin durumlarina gdre asagidaki sekilde olusacak=-
tir.

a) indisel denklemin kokleri farkli ve k; -k, # Z (tam

sayl) bu durumda ikinci badimsiz ¢Oziim;

ko, +
Yo (x) = e o
n

(1.44)

™8

a_ (ky)x
g P

bigimindedir.

b) indisel denklemin k&kleri k; = k, ise ikinci bagim-
s1z ¢Ozlm dedigtirilmig Frobenious yOntemine gdre
Xk1+ n

Yo (X) =53~]zy(k1x)]k= = y;(x).2nx + _2_3 bn(k) :(1.45)

k]_ n=1
big¢iminde elde edilir.

c) indisel denklemin k&kleri farkli ve k; -k, = Z (tam
say1l) ise ikinci badimsiz ¢Ozlm degistirilmis Frobenious

ybntemine gbre

~16~



Yo () = g 100 = ko)y (kax] Iy oo

oo

=dyi(x)enx + 24 (k)x
- n
n=20

+
ko +n (1.46)

seklinde bulunur.

Burada a_(k;),a (k;),b (k;),d (k) ve 4, katsayilari-

nin hepsi sabittir yerine gorede sifir olabilir. Blitiin
bu durumlarda ¢&ziim 0 < x < R araliginda miimkiin ola-

caktair.

TEOREM 1.3. xp = 0 noktasi (1l.9) diferensiyel denk-
lemin bir diizglin aykari noktasi ve k;, k, < k; lerde
indisel denklemin kdkleri olsun. Bu durumda c; Ve Co
keyfi sabitler olmak lizere y; (x) ve y,(x) ¢Ozlimleride
k3, ko nin durumlarina gbre yukarida ifade edilen du-
rumlardan birini saflamak sartaiyla (1.9) denkleminifin

genel ¢bziimii
y(x) = c1y;(x) + coy;(x)

bigimindedir.

1.4. LINEER BAGIMLILIK, LINEER BAGIMSIZLIK VE WRONSK1YEN

TANIM 1.5. Bir I:|x-x3! < a aralifinda tanimlanan

yl(x),...,yn(x) fonksiyonlari ile C1/Cor++«sCy gibi

hepsi birden sifir olmayan sabitler olmak lizere, I ara-

1181 lizerinde ¥x € I igin
c1¥1(x) * cpyp(x) + +er ey (x) =0 (1.46)

oluyorsa; y; (x), yz(x),...,yn(x) fonksiyonlara I ara-
1181 lizerinde lineer bagimlidir denir [7]. (1.46) Oz-

degligi ancak ve ancak ¢; = ¢, = ... =c, =0 igin

-17-



miiinklin oluyorsa bu durumda yl(x),...,yn(x) fonksiyon-

lari verilen aralikta lineer badimsizdir denir.

Bu tanimi iki fonksiyon igin g8yle ifade ederiz.
Bir I:lx-xpl € a araligi lizerinde tanimlanan y; (x)
ve Yy, (x) fonksiyonlari olmak lizere, bu fonksiyonlarin
I lizerinde lineer bagimli olmalari; c;ve c, sabitlerin
her ikisi birden sifir olmamak garti ile ¥x € I igin

c1Y1{x) t crya{x) =0 (1.47)

olmasi ile eg anlamlidir. (1.47) 6zdesligi ancak
c; = cp, = 0 igin miUmklin oluyorsa, bu durumda y;(x) ve
Yo (x) fonksiyonlarai I {izerinde lineer bagimsizdir denir.

TANIM 1.6. y;(x), yo(x) fonksiyonlari bir I:lx-xgl<a
araliginda birinci mertebeden tlirevlere sahip olsunlar.
Bu iki fonksiyonun Wronskiyeni diye ikinci mertebeden

vy (x) Yo (x)
Wlyp(x),y2(x)1 = | | . (1.48)

determinantina denir.

TEOREM 1.4. Eger y;(x), yo(x) fonksiyonlari x in

I:l x-xpl < a araligi lzerinde lineer bagimli iseler,
bu fonksiyonlarin Wronskiyeni I aralidi ilizerinde Ozdeg
olarak saifardar.

TEOREM 1.5. EJer (l1.9) homogen denkleminin iki g¢dzilimlinilin
Wronskiyeni I aralidginin bir noktasinda (x = xg) sifair
dederini aliyorsa, bu iki ¢6ziim lineer badimlidir ve

Wronskiyeni I araligi lizerinde O6zdeg olarak sifirdir.

TEOREM 1.6. (1.9) homogen denkleminin her ¢&zlimii iki
lineer bagimsiz.¢bzilimiinlin bir lineer kombinasyonu ola-
rak ifade edilebilir.
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TEOREM 1.7. Bir I araligi lizerinde (1.9) diferensiyel
denkleminin y; (x), y,(x) ¢Oziimlerinin lineer bafimsiz
olmalari igin gerek ve yeter sart ¥x € I igin

Wly; (x),y5(x)1 # 0 dir.

Ispat: 11k olarak, ¥x € I igin W(y;(x),y>2(x))Z0
oldugunu farz edelim. c;,c, ler sabitler olmak tizere
;
c1y1 (x) + coyo(x) =0

c1¥ (%) + c,y,(x) = 0 (1.49)

yazilir. Bu ise c¢;,cy; i¢in lineer homogen bir denklem
sistemidir. Bu sistemin katsayilar determinanta

¥y (x) Y2 (%)
Wy1(x),y2(x)) = | | . Z 0
Y, (x)  y,(x)
oldugundan
|0 Yo (%) |YI(X) 0|
¢y, = 0 ﬁé(x) -0, o - -Hux) 0,

olur. Buradan Y;i(x), y,(x) ler I {lizerinde lineer ba-

gimsiz oldudu sonucuna varilir.

Rargit olarak y;(x) ve yo(x) in I {izerinde lineer
bagimsiz olduklarini diigiinelim. Bu durumda, I aralidi
lizerinde xg noktasanin W(y;,ys) (xg) = 0 olacak bigimde
bir nokta oldujunu farz edelim. Bu durumda (1.49) sistemi

c1v1 (xg) t+ crys (%)
01Y{(Xo) + CzYé(Xo) =0

\

geklini alir. Bu sistemde en az biri sifirdan farkla

(1.50)

olmak lizere :c; ve c, sabitlerinin bulunmasi gerekir.
Bbylece c; ve c, sabitleri ig¢in y(x) =c y;(x) + cyys(x)
olacak sekilde bir y(x) fonksiyonunun varligini diigline-
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lim. y; (x) ve yo(x) her biri (1.9) nin bir ¢&ziimli ol-
duduna gbre, c; ve c, sabitler olmak {lizere y(X) de bir
¢Ozlimdiir. Ayrica (1.50) sistemi nedeniyle y(xp) = 0,
y'(xo) = 0 dir. Varlik ve Teklik teoreminden dolaya

I araladi ilizerinde ki ¥x i¢in y(x) = 0 dair. BOylece
c1yy(x) + coyo(x) = 0

bulunur. Bu ise y;{x) ve y,;(x) in I lizerinde lineer
bagimsiz olmalari ile ters diiser. Bu nedenle I arali-

gi lzerinde

W(y1,¥2) (Xg) = 0

olacak bicimde bir xy noktasinin varligdi imkansizdair.

Yani I araliga lizerinde ¥x igin W(y;,y¥,) (x) #'0 dar.

1.5. GAMMA FONKSIYONU

TANIM 1.7. Gamma fonksiyonu, n > 0 igin

[+

T(n) = f XL o™X ax (1.51)

ile tanimlanan yakinsak bir fonksiyondur. Bu fonksiyo-

nun bazi Snemli dzelliklerini sOyle siralayabiliriz.

i) Bu fonksiyon, n > 0 ig¢in
'(n+ 1) = nl'(n) (1.52)

big¢iminde fonksiyonel denklemi veya indirgeme formiilii-

nii gergekler
ii) n pozitif bir tamsayi olmak lizere
F'(n+ 1) = n! (1.53)

dir. Bu neden ile bazi hallerde faktdriyel fonksiyon

ismini de alir. Biitiin pozitif reel sayilar i¢in tanimla
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olan Gamma fonksiyonu yalniz negatif olmayan tamsayilar
i¢in tanimli olan faktdriyel fonksiyonunun bir devami-

dir. Bu nedenle Gamma fonksiyonu, genellegtirilmis fak-
tdriyel fonksiyon olarak da adlandirilabilmektedir [6].

iii) n nin tam olmayan negatif deerleri igin

_IL(n+1)

' (n) =

(1.54)
seklinde Gamma fonksiyonu genellestirilebilmektedir.

iv) n € 2° olmak iizere :ve F(%) = +7  oldugu
bilindidine gbre

3 - (@nt+1)! (2n) ‘
F(2+n) -——-———————22 1 " v1 o, I‘( +n) = 2 n Vo dir.
(1.55)

v) n nin sifir ve biitlin negatif tamsayi deferleri
i¢gin TI'(n) nin tanimsiz oldugdu agik olup,

lim I'(n) = 1im 0P _
n—>0+ n__>o+ n
lm_ (o) = Lim D01 o oo gyr,
n—>0 n—>0
°°xn—l»
vi) T(xX)I'(1l-x) = S:LnX'rr ] 17T % dx, 0 < x<1

vii) n nin biyik degerleri ig¢in TI'(n)'i hesapla-
|

mak gerekiyorsa bunu ilk bakista hesaplamak zordur.
Ancak
- +
I'‘tn + 1) = v 2mn. nt.e M, e@/lZ(n l), 0 <8 <1

bagintisinin sonucu kullanilir. Eer n € Z ise

n -
n! ~ 2tn.n".e ?

-21-



alinabilir. Bu formiile STIRLING FAKTORIYEL formiilii adi
verilir.

vii) TI'(1) = 0[ e ® tnxdx = -7 (1.586)

dir. Burada ¥, ya EULER sabiti denir. Bu sabit

w7

1im (1+ & %‘-+ +ﬁ—2nﬁl) = 0,5772156... (1.57)

n —> o 2

ile tanimlidair.

P'(p + 1) _ B T
ix) F(p ¥ 1) 1+2+3 +p v
1 1 139

+

Tox ' 286x2 51.840%3 ' ")

x)I%x+l)=V2mm>g.eﬁﬁ {1+

ifadesine Gamma fonksiyonun STIRLING ASIMTOTIK serisi
denir.
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BOLUM II

BESSEL PROBLEMININ VE BESSEL DENKLEMININ

INCELENMEST

Bu b8liimde Bessel problemi, Bessel diferensiyel
denkleminin elde ediligsi, Bessel.diferensiyel denklemi-
nin ¢6zimli, Bessel fonksiyonlarinin 8zellikleri indirge=-

me formiilleri {lizerinde durulacaktair.

2.1. BESSEL PROBLEML

Bessel fonksiyonlari lizerindeki c¢aligmalar 19. yiiz-
yilda Alman matematikg¢isi Freidrich Wilheim Bessel
(1785-1849) tarafindan yapilmigtir. Bu astronom ve mate-
matikgi, dinamik astronomideki bir problem {izerinde ug-
ragirken kendi ismini tasiyan bu fonksiyonlari elde et-
migtir. Ancak Bessel'den 6nce bu fonksiyonlarin &6zel du-
rumlari ile D, Bernoulli ilgilenmis olup, bazi fiziksel
problémlere uygulamistir. Bu fonksiyonlaran Euler ve
Fourier tarafindanda kullanilmig oldufunu gormekteyiz [ 8 ].

$imdi Bessel'in {izerinde galigirken, Bessel fonksi-
yonlarini elde ettidi problemi verelim :

O merkezli, F odakli ve biiylik eksen uzunludu AA'
olan elips lizerinde bir nokta P olsun. Sekil 2.1 deki
gibi A ve A' noktalarindan gegen ve g¢gemberi Q da kesen
NPQ ordinatini g¢izerek 0OQ, FP ve FQ dodrularini g¢izelim.
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Astronomide P nin eksantrik anomalisi AOQ ag¢isinin

radyan olarak dederi veya ayni anlamda

6 = . AOQ kestinin alani (2.1)
B AQA' yarim dairesinin alani F

Ortalama anomali de

AFP elips kesitinin alani
T APA' yari elipsin alanz

(2.2)

ile tanimlanir. Kepler'in ikinci kanununa gdre u,F ge-
kim merkezi oldudundan A dan P ye zamanla orantilidir.
Dik izdiistimden, "

AFP nin alani _ AFQ niin alani _ AOQ-OFQ

APA'nin alani AQA' ninalani AQA?
oo, 1 o
32°¢~ 5ea”Sing _ ¢-eSing (2.3)
ki)

%ﬂaz
bulunur. Burada a, dairenin yarigapi ve e de elipsin dig

merkezligidir. Bu durumda

po= q $288IN0 o sing (2.4)

m

badintisi elde edilir. e sabit iken u ve ¢ ler deJisti-



ginden ¢ - u, p niin periyodik bir fonksiyonu olacaktair,
u, 7 nin bir kati oldugunda A ve A' de sifir deferini
alir. Bu durumda A.r katsayilari belirtilmesi gereken e
nin fonksiyonlari olmak {izere

I ™8

R
h

A Sinryu - (2.5)
lr

farzedilebilir. Bu ise yukarida ifade edilen problemdir.

(2.5) nin p ye gdre tiirevi alinirsa ve her iki ya-

ni Cosruy ile garpilip O dan = ye kadar integrali alinar-
sa

l' R °°--d'—i--
ier = J(du 1) Cosrudu (2.6)

Td¢
= d
JduCosrp u
bulunur. Bu ifade

u =0 iken ¢

1l
o

o= ¢ =7

olacak sekilde u bagimsiz dedigkeni ¢ ile defigtirilirse

|

-2 7 -
Ai = ?E({Cosr(¢ eSin¢)d¢ (2.7)

big¢iminde A ler ig¢in Bessel ifadesi elde edilir.

(2.7) den A fonksiyonu, e nin pozitif kuvvetleri
serisi cinsinden ifadesi ile integralden dodrudan elde
edilebilir. Biz burada bununla ilgilenmiyecegiz. Ar nin
bir lineer diferensiyel denklemi sadladidini g&sterecegiz.

Burada e yerine x ve %%Ar yerine de y konursa (2.7) ifa-

desi

y =o?Cosr(¢—xSin¢)d¢ (2.8)
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geklinde yazilabilir. y nin x'e gbre birinci ve ikinci

tiirevleri alinirsas;

x = rz;JCos¢Cosr(¢—xSin¢)d¢—r2x0fCosz¢Cosr(¢—xSin¢)d¢

a’y

’n’ .
= - r2 fCosr(¢-xSin¢)Sin?4d

olur. Buradan AL nin sagladigi
x2y" + xy' + (x2r2-r2)y = 0 (2.9)

diferensiyel denklemine varilir.

Bu denklemde rx = z dOniiglimli yapilirsa

2
ZQ_X
274z2 + ?

32

+ (z%2-r?2)y = 0 (2.10)

denklemine indirgenir. Bu ifade Bessel diferensiyel denk-
leminin standart bigimidir.

2.2. BESSEL DENKLEMININ, LAPLACE DENKLEMINDEN YARARLANA-
RAK ELDE EDIIMESI

Bessel diferensiyel denklemini, v2u = 0 Laplace
denkleminde (p,¢,2) silindirik koordinatlarini kﬁllan—
mak suretiyle de elde edilebildigini gbrebilmekteyiz.
Laplace denkleminin (p,¢,z) silindirik koordinatlari ile

ifadesinin

3Zu ladu 1 32y d2u

[~%]
h~}
N

gseklinde oldudunu biliyoruz. Bu tilirld denklemlerin ¢&-
ziim yollaraindan biri, dediskenlerine ayirma ydntemi uy-
gulanirsa, yani ¢Ozimiin u = P(p)o(¢)Z(2) bigiminde ol-
dugu farzedilirse ve gerekli tilirevler alinarak (2.11)

de yerlerine gotliiriiliirse,



P"ez7 + % P'ez + 55 Pe"z + Poz" = 0 (2.12)
\

Pu l P' l (I)" Zn

—_— R S —r— — T

2 XS S S A

p" 1 p 1 9" z"

= > B + Py z (2.13)

elde edilir. (2.13) {in sad tarafi yaliniz % ve sol tara-
finda yaliniz p ve ¢ bagli olmasi nedeniyle -A\? ye
egit kilinabilir. Buradan

pY 1 p! 1 o" a2
Tttty s (2.14)
Zz" - A2z =0 (2.15)

elde edilir. (2.14) nin her iki tarafi p?2 ile ¢arpilir-
sa
2 B L B 8" _ 200
P e Tt 3 Acp

bulunur. Buradan

n "
pz£_+p .%_4_;\2;,2 =-%_ (2.16)

yazilir. (2.16) denkleminin sa§ tarafi yaliniz ¢ ye,
sol tarafi yaliniz p ya bagli oldudundan bir »2 gabiti-
ne egit kilinabilir. Bu durumda

n !
25+ B 4 azp2= w2 (2.17)
Q" + V2¢ = 0 (2..].8)

elde edilir. Bbylece (1.17) denklemi

sz" + pP' + ()\2p2_,,2) P =0 (2.19)
seklinde yazilabilir. Burada Ap = x dOniigiimli diiglinfiliirse



p = % olmasi nedeniyle, P(p) de y(x) seklinde alinabi-
lir. Boylece

dp
de
d’P _ d dpy) . 4 (, dy, dx _ ,,d%
e ()——-—-(kdx)g;—kdxz

tlirevleri (2.19) da yerlerine konursa
E2nedy + (Z) a2 4 (x2-42)y = o (2.20)
P dx p dx Y *
bulunur. Bu (2.20) denkleminden

X2yn + xy' + (XZ—VZ)Y = 0

seklinde Bessel denklemi ortaya g¢ikar [9].

2.3. BESSEL DENKLEMI VE ¢OzUMU

¢ gabit olmak lizere

xzyn ¥ XY' + (x2_§2)y = 0 (2.21)

denklemine ¥ yinci mertebeden Bessel denklemi denir.
Matematiksel fizikte ¢ok 6nemli bir yeri olan bu denk-
lemin, ¢ nin durumlarina gbre ilging Szelliklere sahip
oldugu goriilir+¥ kompleks olmasi durumunda daha Once
88zl edilen indisel denklemin kOkleri kompleks olacak-—-
tir. Bu denklemin fiziksel yorumu, kismi tiirevli denk-
lemlerin geligmesinden sonra daha tatmin edici bir agik-

lamaya kavugmugtur [ 10 ].

Bessel denkleminin biri x = 0 digeri x = « da ol-
mak iizere iki aykiri noktasi mevcuttur. x = O noktasi
denklemin diizgiin aykiri noktasidir, ancak X = e " nokta-

s1 denklemin diizglin aykiri noktasi dedildir. Bu neden-
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le Bessel diferensiyel denklemi Fuchs tipi denklemi de-
gildir. Teorem 1.2 ye gdre k ve a,(n = a,1,2,...) ler
hesaplanmasi gereken sabitler olmak lizere (2.21) dife-
rensiyel denkleminin

y = T ax (2.22)
bigiminde en az bir ¢6ziimli vardar.

Bununla birlikte Bessel denkleminin Frobeniiis y&n-
temi ile seri ¢8zlimlerinin ve Bessel fonksiyonlari ola-
rak bilinen 6zel fonksiyonlarinin Onemli 6zelliklere sa-—
hip oldudu gdriilmektedir. Bunlari g8yle inceleyebiliriz.

o0 (o]
y = X Y ax = Xa xk'Fn

n (2.23)
n=o0 n=0

¥

¢Szlimiini diigliniirsek, buradan

o0 + r
y' = 2 an(k F n)xk n-1
n=0
Y" = T a (k +n)(k+ n-1)xF
n=o0

+ n-2

tiirevleri alinarak, (2.21) de yerlerine konulursa

an(k + n¥+d)(k + n-a)xk+n + X anxk+n+2 = 0

O n=0

I ™8

n

denklemi elde edilir. Burada indisel denklem (n = 0)
a_(k + ¢) (k=9) =0 (2.24)

olarak elde edilir. Denklemin xk_‘_l nin katsayiszi
(n = 1) ise

aj(k + 1 +8)(k +1-8) =0 (2.25)

ile verilir. n > 2 ig¢in indirgeme bagdaintisa
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+ -— =
a (k+n+ d)(k+n-9) +a _, =0

veya

%n-2
T T K Fn T 9 (KT n-9) (2.26)

bulunur. (2.24) den dolayi, k = ¥4 ve (2.25) den dolayax
kX nin her iki deferi igin, efer & # 1% ise a; = 0 dar.

BSylece (2.26) kullanilarak,

a; = azg = ag = +«++» =0 ve
- 1
a [k +2 FO(k ¥ 2=-0) 20
o 1 _ 1 _
% T T [(krat0) (kH-9)] 2 T (RF219) (kFA0) (KF2=9) (kF4-9)] 20
_ 1
8 = (kF219) (kF2H0) (kF6+9) (kF2-9) (kFH4-7) (k16-0) 20
Bdylece denklemin bir ¢8zimii :
. k[ 1- %2 + x*
y=aex (k210) (kt2-0) = (kF219) (KFA1d) (kt2-9) (k+d-9)
x° - oo (2.27)
(k+2+8) (k+t4+9) (kteHd) (k+2-9) (k+4-9) (kt6-9) a

bulunur.

1. HAL: ¢ tam (sayi) degil, k = +¢ wveya k = =9

k = +% oldudunda, (2.27) ¢Sziimi:

a1~ x2 + x! - X0 =hee]
Y=aoX [ 1= 5yt (@37 2 (29 F4). 4~ (39 +2) (39 F4) (29 F6)2.4.6

%, 240 x, 4+ 9 X, 6+
(5') (5) (f)

9 x.9 A eee
y=2a2 [G) -~ it ey eoryzT GrD eFry T

(2.28)

ile verilir.
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Bu ¢6zlimii daha kompakt ve geleneksel (convertional)

forma geligtirmek igin I'(¥) gamma fonksiyonunun

-]

r(s +1) = Ofe't

t’at (2.29)
tanimi kullanilirsa, bu durumda kismi integrasyonla

re + 1) ='[-e’tt"10°°—07°wt"'1) (e Yyat

elde edilir. Biittin ¢ ler igin lim (e Tt%) = 0 ve 8 > 0
e oo £ o
iken lim (e "t') = O dir. BSylece ¢ > O igin
t >0

Il

reM + 1) oI (9) (2.30)

bulunur. (2.30) dan dolayi

(0 + )¢ + 1) =T (9 + 2)
(0 +2)(® + 1)I'(% + 1) = (8 + 2)T'((® + 2) = T'(% + 3)
(9 +3) (3 +2)(9 +1)T (9 +1) = (3 +3)F'(8 +3) = TI'(3 +4)

® 60 ¢ 52 00 00 2T S0 00 0L O S SL B E 060 00N P S S e St 0068 60l 00 e

oldugdu goriiliir. Bdylece, eJer (2.28) de

L. A2
0'_F(ﬂ-+l)

alinirsa, k = + ¢ igin
& 8+ 8 +
&) £)°*2 (%% *4
o A w2 _ 2 + 2 _ ]
Y=RITfF F1) TEFOLT T(d+3)2] ce

(x 9+ 28

o 3)
s ‘2
= A X (-1)
s=o (s + s + 1)s!

formunda ¢&ziim elde edilir. Burada
x,9% + 28

Jg (x) = Sfo(“l) F3 £ 5 7 1)s!

(2.31)
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fonksiyonu ¢ mertebeden bir cesit Bessel fonksiyonu
olarak bilinir,

Eer (2.27) de k = -9 konulursa, bu durumda (2.28)
yerine
X @~ x,4-9
_ -~ x -9 (37 ks
y=a 2 1@ - aon ez - ol (232)

elde edilir. BOylece
-9 -9 -9
%) (%2 Sk
= B [ - -+ - lo-.]
4 F(1-9) T (2-9)1" T3-9)21

yazilir. Buradan (2.31) den dolay:

X, 2s8~9
) s (f)
s=0
oldugundan
Y = B':_I_a (X)

formuna indirgenir.

Burada ¢ tam sayl olmadidainda (2.28),(2.32) daki
paydalarin sonlu kalmasi incelenen iki ¢8ziimiin farkli ol-
dugunu verir. B&ylece bu halde genel g¢&zilim

Yy = A Jg(x) + B J_,z(x) (2.34)

yazilar.

II. HAL : % = O ise,

(&) %S
=) v\2
- 138
Jo(x) = sio( 1) ST (s 7 1) (2.35)

olmak {izere
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y = AJ, (x) (2.36)

¢Ozlimliine sahiptir.

r(2) ofe"ttdt = [—e—ttf: -of(-e*t).ldt

o+ [—e—t]: =1

olmak {izere

F(s 4 1) = sI'(s) = s.(s-1) r(s-1) = s.(s-1)...2I'(2)

dir. Boylece s€52+ ocldugu zaman

'(s + 1) = s!

elde edilir. Bundan dolayi

o0 (5)25
Jo(x) = % (-1)8 "%ETTY (2.37)
s=0

bulunur. Buna Bessel deklemi igin sifirinci mertebeden
ikinci ¢6ziim denir. Yani

x%2y" + xy' + x2y = 0 denkleminin ¢Ozlimii

2 b 6
y=BlogX 1_2'{"-‘+ X - X Feoee
22 22,42 22.42,62
32 x 1 %6 11 }
+ Bl - 1+ =) + L+ 4+ = o4
{22 22 42( 2) 22 42.62 ( 2 3
&y L & L 4 B
=BT, (%) 1ogx + [Ty anz - (1+2)(2, 2 + (1+ 2+3) (317 eed]

formundadir.

ﬁﬁz ()

)6
X&)_Jﬂmnmmﬂ(rﬂ' (1+ 1,1, 2

2) (21)2 +(l+ +3) ’(‘3"“'5‘5' ...]

yazalim. Burada Y, (x) fonksiyonunu
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Yo (x) = (3){l1og () +7130(x) + X(x)} (2.38)

seklinde tanaimlarsak, bu takdirde Yg(x) Bessel denklemi-
nin sifirinci mertebeden bir ¢Sziimiidir. Bu sifirinci mer-
tebeden ikinci g¢esit, Feber'in Bessel fonksiyonu olarak
bilinir.

1 1 1 ~
y = lim [1 4 FAEF A e+ 1ogem] = 0.5772...

m-—> co

gseklinde tanimli Euler sabitidir. Boylece sifirinci mer-

tebeden Bessel denkleminin genel ¢&zimi

Y = AJ,(x) + BY;(x) (2.39)

dir.

ITII. HAL : ¢ sifirdan farkli bir tamsayi ise;

n pozitif bir tamsayi olmak {izere ¢ = n aldigimiza
farzedelim. Bu durumda (2.32) den dolayi I'(ntstl)=(nt+s)!
nedeniyle ve (n ts) in pozitif bir tamsayi olmasi, n in-
ci mertebeden Bessel denkleminin bir g¢&zlimiiniin

Xx,nt2s
(5)

(n + s)is!

y = AJ (x) =A % (-1)F (2.40)

S=0

oldugu gdriiliir.

British Association Mathematical Tables Vol. VI
(Cambridge University Press, 1937) gdre Yn(x)'i

CosﬁnJa(x)—J_ﬂ(x)
Sindnw

iYn(x)= lim{ }

¥ > n

0
== [ CosdnT  (x)=T_,(x)]
= lim { 29 3 2 2 }
4 > n 55 (Sindn)
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—wsindrJ, (x) + Cosdm.J_g ()

B 01imn { mCosdm }
8T, (x) 3T_, (x)

_ .1 0} _ {_q1\D -9

B T i iy ¥ YO

anlaminda tanaimlayalim.

Bu limitlerin tam dederlendirilmesi su andaki g¢a-
ligmanin 6tesindedir. Sonug olarak;

n-1 a1yt -
¥, () =) 3, (x) {Log (%) + 7}- =z e o

_ s _(-1)® i. 1 1 1, X D428
350‘53(n'+s) (l-+2+...+s-+l+ 2+...+n+s)(2) (2.41)

vazilair.

Goriyoruzki Yn(x),x = 0 da bir logaritmik singlile-
riteye sahiptir.

Bbylece n yinci mertebeli Bessel denkleminin genel
¢oziimi

y = AJ_(X) + BY _(x) (2.42)

dir.

2.4, BESSEL FONKSIYONLARININ OZELLIKLER! VE INDIRGEME
FORMULLERTL

i) T_ (x) = (—l)an(x), n=1,2,3,... dar.

| s.x,n+2s
= (-1)°(3)
(

Ispaty : I = 2 Fm T s F 1) (2.43)




de n yerine -n konulursa (n tamsayi)

i -
o (-1)%E TS
J_n(x) =3 -

m1enﬂ§mﬂs Mﬂﬁ&fM%
S0 sil'(—n+4s+1)

= T t I ST (2.44)
50 s!l' (-nt+s+l) S=ns.I‘( n+s+l)

bulunur.

'(-n+s + 1) ins = 0,1,2,...(n-1) sonsuz oldugun-
dan (2.44) in sa§ yanindaki birinci toplam sifira gider.

Ikinci toplamda s = n + r alinirsaj

(-1) nir (32(_ ) nt2r
J_n(x) = X

r xX,nt2r
- DTG
=0 n+r)l'(x+1)

n — (_qyn
L™ 2 FaFrroer - (D &

I

elde edilir.

(i) Her n ig¢in,

a@}; {ann (x)}

Il

n )
e Jn*l(x)

ve

& {x "9 (x) ) =-x"g . (x)

dir.

ispati :
Ix X Jn(x)} = 5 s
s=o0 2 s!T(n+s +1)
o 2ri2s-1 o 1y

= by ("l)sx 8 . 2 (_l)SX(n }2s IS
ve

. e
4 x I (%)} = a 3 (—l)sx25 Y oo (=1) 52 2s~1
dx n dx =0 2n+2833r(n+s+l) o1 zn*2s—l

(s=1)!T (nt+st+l)
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- oo _1y5+1_n+2s+l _
= 03 Sl X =X 0, &
k=0 27 siT' (nts+2)
elde edilir,
' = 1" - ) =_2_1'l
iii) I (x) = 5T 1 (®)~T 4 (%) ] ve Jn—lbd+Jh+l¢d ~ J, (%)

oldudunu gbsteriniz.

Ispati : é%{ann(x)} = ann—l(x)

den

anﬁ(x)-+ nxn—lJn(x) = ann_l(x)

xJA(x) + n Jn(x) = xJn_l(x) (1)°
ve

gk{x-an(x)}==-ann+l(x)
den

-n -n-1 — _Jh
b'4 Jﬂ(x)-nx Jn(x) = -x Jn+l(x)
xJﬁ(x)-an(x) = =xJ 44 (%) (2)°

}
bulunur. (1)' ve (2)' taraf tarafa toplanir ve 2x ile

boliinlirse;
JNx) = [T (x)=T_, . (x)]
n 2" n-1 n+l

elde edilir. Ayni gekilde (2)' den (1)' cikarilair ve x
ile b&liinilirse;

I )+ T = 2R (x)

bulunur.
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_ 2sinnm

vy g (x)a_ (x)-JL (x)T_(x) g

oldugunu gdsteriniz?

Ispati :

Jn(x) ve J_n(x) Bessel fonksiyonlari oldugundan
Bessel denklemlerini gergekliyeceklerinden

szﬁ(x) + xJﬂ(x) + (xz—nz)Jn(x) =0
x23" (x) + xJ! (x) + (x2-n2)J__(x) = 0

dir. Burada birinci denklemi J_n(x) ile, ikinci denkle-
mide Jn(x) ile carpilaip ve taraf tarafa gikarilirsa, bu
durumda

®2LIP ()T_ (0)=3" (x)3, ()] = I () T_ ()=} (x) T (x)] = 0

yazilir. Bunuda
x £ 3 (03_ (x)=3"_(0)3_(0)] + [ ()I__()-3"_ ()3 ()] = 0
gseklinde yazabiliriz, veya

x5} (0)T__(x)-3!_(x)I_(x)1} = 0

vazilabilir. Her iki taraf integre edilirse

|

I(X)T_ (%)=} (x) T (%) = (1"

%0

bulunur.

Jn(x) ve J_n(x) igin seri ag¢ilimlari kullanilarak
C hesap edilebilir. Buradan

<« xn-l
J (X) = T ee ey J' (X) =ommmeTT T s e r
n 2" (n + 1) n 2T (n)
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-n -n—1
- ! = X
LI 4 J_n (X)

X A ——. -
2701 (~n)

2% (-n + 1)

LI I

J_,(x) =

yazilir ve (1)" de yerine konulursa,

1 1 2 _ 2sinnw

T(n) T (i-n) TinrO) I (-n) T~ o«

c:

bulunur. Bdylece

' -3 - £ . 28innm
I (x)T_ (%) J_, ®) I (x) - —
elde edilir.
X 1
F(t- =) oo
v & P =3 g ol

n==co

oldugunu g8steriniz? Buna URETEN FONKSI1YON denir.

Ispati :
X, ‘1 xt X xt.r X .S
St 2) = ) (e
2 t 2t 3 2 S 2t
e =efie o ¥ ey sT )
r=0 5=0
oo oo (—l)s (;)r-i‘str F
= X Z T2 (2.45)
Y=0 s=0
yvazilar.

r-s = n alinirsa, bOylece n, -« dan +«~ kadar de-

gigir. Bu durumda

oo oo (_1)8(325)n+28.tn - - (_l)s(gzc_)n+25 .
) = = >
hewsg  (048)S! I G-t o L
0
= = Jnontn
n:—OO
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vi)  5I(x) + 33 (%) = (n+1)T , x)

oldugunu gSsteriniz.

Ispata :

e = 3 Jn(x)tn
n=

- 00

lireten fonksiyonunun her iki tarafinin t ye g&re tiirevi
alinirsa,

e, 1 o n-1
e . '2‘(.1 + '.E-z) = ni —wan(X)t
i
veya
X 1 - n_ 3 n-1
5(1 + -E—z') 2=_°°Jn(x)t = nZ-:-;lJn(x) t
yazilir. Bunuda
s X4 4 1 T n-1
E_ o02(1 'EZ-)Jn(X)t { °ol‘lJn(X)'l:
n= - n= -
{
seklinde yazabiliriz. BSylece
: Tt + 2 B 2= 3 oar ot
= n _ 2'n — n
n=-o° n == n=-oo
veya
s X n, ¥ X n _ ¢ n
_E -ian(x)t + 2‘; EJn+2(X)t § (n+l)Jn+l(x)t
n=-=oo n=-co n= —oo
yazilabilir. Buradan,
® x X n_ 3 n
nz _‘»[EJn{x)+ EJn+2(X”]'t ——n§=“3n-+l)Jn+l(x)t

elde edilir. Her iki tarafin t" katsayilari egitlenirse

£9,00 + 9,00 = (0 + D34

bulunur. Ayrica n yerine (n—l) yazilarak

—40...



X x
FIn-1 (¥} + 5349 (X)) = nd (%)

oldugu gOriilebilir.

2.5. BIRINCI CESIT BESSEL FONKSIYONLARI

¥ bir tamsayi olmamak lizere

- & - f_1\S 1 X, 25+8
vy (x) apg2 I'(d+1) Szo( 1) STT(s Fo 7 l)(2) (2.46)
¢SzUmi —g—ni———— ile garpilirsa (veya ag katsayisi bu
2T (8 + 1)

bigimde segilirse) Jy ile gbsterilen

: = % (=135 1 X,9%42s
Ja(x) szo( 1) s!P(s—+ﬂ-+l)(2) X >0 (2.47)
fonksiyonlari elde edilir. Bu fonksiyonlar ¢ ylincii mer-—
tebeden birinci gesit Bessel fonksiyonlari ismini alair.
(2.47) serisi ¢ > O olmak iizere x'in her dederi ig¢gin ya-
kinsaktir.

Eder x negatif ve J tam sayil dedilse genel olarak
Jg (x) kompleks dederler alacaktir. Bundan kurtulmak #¢in
¢ tamsayr olmadidinda J4(x) fonksiyonunu incelerken
X 2 0 alinmistir. ¢ negatif olmayan k tamsayisi oldudun-
da (1.53) den (2.47) ifadesi
(g)k+23

J, (x) = T (-1)% .=
k . I'(s+k+1l)s! s

(-1)8 (HkT2s

“(st+k)ls!

s (2.48)

o
bigimindedir. Buna gbre ¢ sifir veya ¢ift bir tamsaya
ise Jy4(x), x'in ¢ift kuvvetlerini ihtiva ettiginden ¢ift
fonksiyon olur. ¢ tek tamsayi ise Jﬂ(x), x'in tek kuv-
vetlerini ihtiva ettiginden tek fonksiyondur.

Benzer gekilde ¢ tamsayl olmamak lizere

—-4] -



- (_l)s(§)25—0

yo (%) =ap2 0r(1-8) =

= (2.48)"
S=0 F'(s-4 + 1)s!
¢Ozlmil ~:F—L-- ile garpilirsa (veya ap katsayisi bu
2 I (1-9)
sekilde segilirse)J_,(x) ile g&sterilen
X, 2g8-9
_ oo s ('2-)

5=0

-% yilincli mertebeden birinci gegit Bessel fonksiyonlari
elde edilir (2.49) toplam serisi x # O olmak lizere her
x ig¢in yakinsaktir.

¥, negatif olmayan k tamsayisi oldugunda
n=20,1,2...(k-1) igin T (s-k + 1) sonsuza gittiginden
(2.49) ifadesi

(-1)% () 257F

J_y (%) = E

(2.50)
A [ ]
\ A I'(s—-ktl)s!

geklini alar.

¢ tamsayi olmamak lizere Jﬂ(x) ve J_o(x) fonksiyon-
lary Bessel diferensiyel denkleminin Lineer bagimsiz ¢o-

ziimleridir. Bu nedenle bunlarin Wronskiyeni

Jg(x)  J_5(x)
W(Ja,J_G)(x) =
Jg (x) Jlg(x)

sifirdan farklidir. Gergekten gerek J,(X) ve gerekse
J_ﬂ(x) fonksiyonlari ¢ yilinci mertebeden Bessel denkle-
minin ¢6ziimleri olduklarindan
230 (x) + x JL(x) + (x*-87)T (x) = O
U4 0 4
x2I8(x) + x JH(x) + (x*-9%)T_j(x)= 0

yazilabilir. Bu denklemlerin birincisi J_g(x), ikincisi

Jﬁ(x) ile garpilaip farklari alinirsa
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S (X[ T () T_g (x) = Ty (x).3,(x)]} = 0

elde edilir. C belirtilmesi gereken bir sabit olmak {ize-

re her iki yanin integrali alinirsa

W(Ty o, T_g)(x) = £ (2.51)

bulunur. C yi belirtmek igin

(-1)8 (%) 2s™? (-1)% (%2570
_ o0 5 B oo 2
To¥) = 2 T FsFIsT Ve Jo) T 2 FemwrIve
den
%°
Ty (x) = froroy L + 0(x?)]
(%071
35 (x) = —frsy— [1 + 0(x?)]
&™°
I_5 ()= Fr—gy [1 + 0(x2)]
X, =9%~-1
(5)

Jls(x)= ST (=9 [1+ 0(x?)]

elde edilen serisel agilimlari (2.51) de kullanilirsa ve

J&(X)J_ﬁ(x) - Jlg(x)Ja(x) = Z§%§21 den yararlanarak

28indy + 0(x)
T

W(Ty(x), T_g(x)) = - 228

dir. Buradan (2.51) ile kargilastirildiginda O(x) in si-
~28indqy

fir olmasi gerekir. BOylece C = — ve bu nedenle
=2Sind
W(Ty (%), T_g(x)) = ==222T (2.52)

bulunur. ¢ tamsayl olmamak {izere Sindrn # O oldudundan

W(Jg(x), J_4(x)) # O,

dir.
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Netice olarékﬁ*nﬁn tamsayl olmamasi halinde A ve B
keyfi sabitler olmak ilizere

x2y" + xy' + (x2-92)y =0

denkleminin genel ¢Ozlmi;

y(x) = AJﬂ(x) + BJ_ﬂ(x) (2.53)

gseklinde yazilabilir.

k tamsayi olmak lizere ¢ = k alinirsa daha Once &zel-

lik olarak vermis oldudumuz

a_, (x) = 1¥3 0 (2.54)

varilir. Bu sonuca g8re k ninci mertebeden Bessel dife-
rensiyel denkleminin ¢dzilimleri Jk(x) ve J_k(x) fonksiyon-

lari lineer bagdimlidirlar.

Kesim 2.2 de belirtildigi gibi o=k + Z(k €Z) igin
(2.53) genel ¢6zimli gegerlidir. Gergekten (2.46) da
¢ = k + 1 alinirsa

2
1
k+ 3 , = ((13EHRT 3
yi(x) = a2 rk+ ) = . (2.55)
s=0 F(S'Fk-+3) s!
lde edilir. Burad kat g~ (kF %‘) - 3
e e e Y. urada ao a SaYJ.Sl F(k"""z"
seklinde alinirsa
1
+k +=
oo (_l)s(§)2s k 5

= 3 '
k+3 s=0 F(s-+k-+2) s!

ve
(2.48)' de ¢ = -k - % alinirsa
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k- x
-k - 3 L= L 25T
ya2(x)= ap2 F(-k+ 35) X 3 (2.57)
& s=0 I'(s-k+ 5) st
Ktz
elde edilir. Burada da ay katsayisi 2 i)
I'(-k + —2')
seklinde secgilirse
1
- (_l)s(g)ZS k 5
J 1(x)= 2 T (2.58)
-k"i s=o0 [I'(s-k+ 5) s!

fonksiyonlari elde edilir. Bu g¢esit fonksiyonlar birin-

cl ¢gegit yara tam mertebeden Bessel fonksiyonlari ola-
" rak isimlendirilir. Bunlarin Wronskiyeni

2Sin(k+~%)n
p (2.59)

W(j 1’ J l)(x) = =
2

bulunur. Bu durumda bu fonksiyonlar linear badimsiz-

dir. Bu gegit fonksiyonlarin kiiresel dalga problemlerin-
de karsimiza g¢ikmasi nedeniyle kiiresel Bessel fonksiyon-
lara denildiginide gbrmekteyiz [11].

Bunlarin k =

o

olmasi durumunda

N

- (—1)5(32{-) 2s + (-1) SXZS +1

J %) =3 3 -J 2 5 _ 2

i = ~—Sinx
z 50 Fm+-§)S! m<$© (2s+1)1 X
(2.60)
w  DSHPTT o o s 28
J (x)= 2 =V = G - =V = Cosx
-5 s=0 I'(s+ %) s! S=0 )
bulunur.

2.6. IKINCI GESIT BESSEL FONKS1YONLARI

4 tamsayi olmak lizere

oo +1 1 1, 1 1, ,x.2s
Y2 (x)= y1 (x).Inx + ag zl(—l)S GHZLHEE et )

| (2.61)
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ile ifade edilen y,(x) ¢bzimi -2° 1r(s-1) ile carpilir-

sa ¢Ozlm
187 0-s-1)1 x.28-9 1. 1 x31
y2(x) =Jy(x)Ilnx -5 2 “——ET—~*(§) - sl 37G) F
S=o L ] -
oq s S
_14S 1 X,2s%¢ 1 1
+sil( 1) s.'(s+0)!(2) (rilr+rior+0)]
big¢imini alir. Bu ¢bzimden
1 1 1
¢ikarilirsa
8(s) = L+ % + .00 +3 $(0) =0
olmak lizere Nﬂ(x) ile g&sterilen
‘ 1 S (s—9-1)1! x,2s8-9
Ng(x) = Jg(x) Inx - 5 p a7 (5)
5=0
1% 1 2s + ¢
=5 D greryT es) (s +0) 1 ()P
. 8=0 . .

Neumann fonksiyonlari elde edilir.

(2.63)

Bessel fonksiyonlari ile ilgili iglemlerde ikinci
bagimsiz ¢Sziini Jﬂ(x).ile Nﬂ(x) in bir lineer kombinas-
yonu olarak almak bir tercihtir [12]. Buna g&re 7y Euler

sabliti

y = 1lim (1 + % + % Feus + % - 2ns) = 0,577215...

s-—)oo

olmak lizere ya(x) ile g6sterilen ikinci badimsiz ¢dziim

v=-1 :
d-g-1)"! -9
vo ) =2 In % + 713, (x)- 2 5 L0zsndii X, 2s
' o

T o=
g=

T2 L ggyT [ee) +est o T
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= A Ng(x) + (r-2n2) I, (x)] (2.64)

formundadir. Bu g8sterimi Weber g&sterimi olarakda isim-
lendirilir [ 13].

Bbylece (2.63) veya (2.64) ile tanimlanan bu fonk-
siyonlar ¢ yinci mertebeden ikinci gegit Bessel fonksiyon-
lari veya Neumann fonksiyonlari adini alir. Bu fonksiyon-
lari Weber tarafindan tanimlanan daha kullanigli gbste-

rim,
( Jﬁ(x)Cos@ﬂ-J_ﬂ(x)
SIndT , ¥ # tamsayi
Yy (x) Jk(x)Coskn—J_k(x) (2.65)
lim ¢ = tamsaya
Lk 5 sinrsy ’
formundadair.

% niin her dederi ig¢in tanimli (2.65), (2.21)
Bessel diferensiyel denkleminin bir ¢&ziimiidiir. ¢ nin tam
deferleri icin (2.64), (2.65) in bir serisel ag¢ilimidar.

Gergekten ¢ # tamsayi durumunda y,, Jg (x) ve
J_g(x) in bir lineer kombinasyon oldudundan "(2.21) Bessel
denkleminin ¢&ziimi oldudu agiktair.

% = tamsayl olmamasi halinde

I_, (x) = -1)* 3 x)

den dolayi (2.65) belirsizdir. L' hospital kurali uygu-
lanarak

9J, (x) BJ_k(x)
Yp :—:kl_i)ma[(-nsinkw)Jk(x) + Coskm (=—gp—) = (—5—)1
3J, (x) J_,. (%)
RF . SRS S
= =1 —5% (-1) ¥ ]k ., (2.66)
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ifadesi elde edilir. Burada Jk(x) ve J_k(x), k yinci

mertebeden Bessel denkleminin ¢oziimleri oldudundan (2.66)

dan dolaya
J,, (x)
2.4 4 G4 2o g2 tk =
m(x T’ X g7 X k4) N 2kJik(x)

yazilabilir. (2.66) dan yararlanarak

2.9 2.4 2. = -(-14%
(X e + x 5 T X 02)y0(x) [2ka(x) (-1) 2kJ__k(x)]k={9
=20[J (x)-(-l)ﬁJ (x)] =0
9 -9

den dolayi ¥ nin tamsayi olmamasi durumundada yﬂ(x),
(2.21) Bessel denkleminin bir ¢Oziimiidiir.9 nin tamsaya
olmasi halinde Yo nin serisel agiliminin (2.64) oldudu-

nu gbrelim.

2s + ¢
oo —-l s —)-{.-
J, (%) z oD (2) X =20 den
8 A F(s+d9+1)s? ’
S=0
2 ™) T c1)8 o 1 (&) 257K,
3k -t SKITs TR+ 1) 2

tlirev deJerini hesap edelim. Burada

1 X,2s8 +k _
NCER YL - M
denilirse
InM = (2s + k)Ln % - LnF(s + k + 1)

ve bu nedenle

(=1

oM _ ) Tl(s k1)
k - BT TETRTD

==

|
elde edilir.
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-3

BOLUM I1I

BESSEL DIFERENS1YEL DENKLEMLERINE

DONUSTURULEBILEN DENKLEMLER

Bu b&liimde mihendislik, fizik, istatistik problem-
lerinde kargilagilan ve Bessel diferensiyel denklemine
déniigtilirlilebilen ve ¢&ziimii Bessel fonksiyonlari ile ifa-
de edilebilen bazi Snemli 6zel denklemlerin incelenmesi
tizerinde durulacaktir [3].

3.1. x>0 ve ¢,k (k # O) reel sabitler olmak lizere

y" - Zﬂi_l y' + k2y =0 (3.1)

denklemini g&z®dniine alalim.

Bu denklemi;

xy"=(29-1)y"' + k2xy = 0 (3.2)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme |

x; = kx (3.3)

doniiglimii uygulanirsay
i

dy . dy 9 _ . dy

dx dx; 'dx k dx;,

Q2y_ddy, _ d,dy, _ d%

axz @ lax) T @& taxy) T K (3.4)

Xm

tiirevleri elde edilir. Bunlar (3.2) denkleminde yerle-
rine konursa '
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xS - (20-1) £L + xy = 0 (3.5)

denklemine varilir. (3.5) denklemine

Xi1a; X1 - -
_ 1 - 1 20~-1 29-1 -1
' o a2dxl 5 <3 dx 5—4NX o= 3
v = e = e = = X3
(3.6)
olmak ilizere
- L
Y = U.V = X4 2 4 (3.7)
konumu ile (3.5) denklemi
2 - gZ
-——d1;+ 1+ =4 =0 (3.8)
dx3 4x7
bigimini alir. Bu denklem
2
2d dy 2_92 r
x15;§ + gl + (x3-9%)y = 0 (3.9)

1

seklinde ¢ yinci mertebeden Bessel denkleminin kanonik
bigimidir. (3.9) denklemi

12] dexl
7, ¥ T X3 3

X
1
5

Nj=
f
[
i
>
e
—
|
N E

olmak lizere
-1
2
Yy = u.v = X1 .u
| 4
¥
degigken dedigimi ile (3.8) dehklemine ddniiglir. Buradan
(3.9) denkleminin genel ¢&ziimii, ¢ nin tamsayi olup ol-

mamasina gdre
AJg (x1) + BY(x))

y = = zﬂ(xl) (3.10)
AJﬁ(xl) + BJ_a(xl)
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bigimindedir. Burada J, ve Y, sirasiyla birinci ve ikin-
ci gegit ¢ yinci mertebeden Bessel fonksiyonlaridir.
zﬂ(xl) ise 9 yinci mertebeden Bessel denkleminin genel ¢&-
zlimlidiir. (A ve B sabitler)

Bu duruma gdre (3.8) denkleminin genel ¢Szlimii
1

zg(x1) = x1 2 u(xy) = ulx1) = x;°z4(x;) (3.11)

N

seklindedir. Buradan (3.5) denkleminin ¢&zUmi

9 o=t L

D4
Y = UV = X3 z.u(x1)= X3 z.x% zg(x1) = X1-20(X1)

(3.12)
ve bOylece (3.1) denkleminin genel ¢&zilimi
D) D4
y = (kx) z,(kx) = x z4 (kx) (3.13)
bigiminde bulunur.
3.2. A bir sabit olmak ilizere
xzyn + xy' + ()\2x2_§2)y = 0 (3.14)

diferensiyel denklemini diigiinelim.

Bu denklem s = Ax dOniislimii ile ¢ yinci mertebeden

! 2
g2 Q;% + g %% + (s2-92)y = 0
ds

seklinde Bessel diferensiyel denklemine ddniiglir. Bu denk-
lemin genel ¢&ziml

Y = AJg(s) + BY,(s) (3.15)

olur. Bu ¢bziim s yerine Ax alinirsa, (3.14) denkleminin

genel ¢Ozimil
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Y = AJg(Ax) + BY; (Ax) (3.16)

bulunur.

3.3. «o,B, 8 sabitler olmak lizere ve s # O igin

£2¢" + ty' + (82-at%S)y = 0 (3.17)
denklemini g&z®niine alalim.

Bu denklem ig¢inj;

4 = Vat®

s

bigiminde bir ¢8ziim Onerelim. Bu takdirde
s
t
y = #(u) = (e
dliglinerek, zincir kuralini uygulayalim.
dy _ d¢  du_ ., s-1
at = du dt = ¢' (u) \/Et

t %% = ¢'(u) Vat® = s.ué' (u)

2 —
dy _ 4 by, é%[¢'(u).\f_.tS‘L]

qe2 4t 'dt
2

- ¢'xu)§—§ + gty (G2
t

8" (u) (s=1) vat® 2 + ¢"(u) (Va.t5 12

I

‘b'(u)(s-l)\/’"'.ts_2 + ¢"(u).a.tzs_2

t2g3§==¢‘(u)(s—l)v3ts + cb"(u)atZS
dt

= ¢'(u)(s=1).s.u + ¢"(u)s?u?

bu dederler (3.17) denkleminde yerlerine konulursa
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sZu?¢" (u)+ sZup'(u) + (s2u2-g2)¢(u) = 0O , (3.18)

denklemi elde edilir. Bu denklemdes

olarak diigtiniillirse
uZe"(u) + up'(w) + [u2=(E)214(m) = o
bulunur. Bu denklemin bir ¢&zimii
$(a) =3, (u)

dur. Buradan (3.17) deankleminin ¢&zimi

Vot S

s

y = ¢lu) =3, ()

yazilir. Eder B/s # O veya pozitif tamsayi degilse, cq,
cy keyfi sabitler olmak lizerej;

s s
t
y = clJB/S(iégz—) + ch_B/S(Eﬁé—) (3.19)
genel ¢Ozlimi elde edilir.
EGer B = O ise
Jat® Jats
Y = C]_Jo( S ) + CzJo( S ) (3.20)

bulunur. EJer B/s pozitif tamsayi ise

S S
Loy 4 ooy (b (3.21)

y=clJ B/S

genel ¢ozlimi elde edilir.
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3.4, «a,B8,r, ¥ sabitler olmak iizere

y" + (1-2a) (YX—') + L(erx""H2 4 (a2-9292)/x2]y = 0 (3.22)

denkleminin genel ¢6zimli {izerinde duralim. Bu neden ile
veni bir badimsiz dedigsken X ve bafimla deqiskén Y olmak

lizere

Y = g% ve X = Bx‘y (3.23)
segelim. Buradan
Yy = x%y ve x! = % = = (-)E()l/7
olur. Gerekli tilirevlere gegilirse;
%% = é% x%y) = x%. g% + a.xa_lY
= xa(%§. gﬁ) + a.xa—l.Y
= x% %§ Be¥ o Ly axa—lY
= B7xa+m7—l.%§ + axa_lY
a2y _ g% (pyx™ 771 %% + ax®"y)
dx?
= é% (pyx*+ 7L %%) + é%(axa—lY)
‘
= B7(a-+1-l)x“‘+7—2 %§ , B?Xa'+7—1 é%(%%)
Faax®™ .y 4 ax® Tt &

a%y _ 1y 0 -2 dY a+y=-1 d2 y-1
2 BY (o +7-1)x (Fx) + 8rx g)-(%(mx )
+ a(a-l)xa-zY + axa—l g§(67iy*l)
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d2¥ = a2.2.0 F2y=2 d2y o+y-2 dy

dx dX

elde edilir. Bu tiirevler (3.22) de yerlerine konursa

82y 2% at2y-2 42 §_+872 aty—2 dY*‘[B v 2% at2 (y-1)
dXx

- 6272xai2]Y =0
denklemi bulunur.

X = BX’Y

oldudu bilindigine gdre ve ayrica x% 2, 72 ile bdlim
diigliniiliirsey

2
82527 3 + px"GE + [62x°T-921¥ = O
ax
5 .
X2 di + X %)Y_(_ + [Xz_ng]Y = ¢ (3{24)
dx

bulunur. Bu denklemin genel ¢&ziimlerij

Y AJQ(X),+ BJ_ﬂ(X) y U tamsayi degil

Il

Y AJn(X) +_BYn(X), » ¥ =n tamsayxi (3.25)

olarak elde edilir.

’

X = Bx"’ Y = L
XU-

|

doniislimline doéniiliirse:

j% = AT, (8x") + BI_, (8x")
X - Y Y
~ AT (gx") + BY (8x')

bulunur. Buradan da;

~55-
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x*{aJ J(8x") + BI_4(8x")} , tamsay: degil
(3.26)

r
Il

il

Yy xa{AJn(ax7) +“BYn(Bx7)} ’ ¥ = n tamsayi

ifadeleri ile (3.22) denkleminin ¢Oziimleri elde edilir.

ORNEK 3.4.1.

a = - %(k-l), v = % ve ¢ = k-1, k €Z
olmasi halinde
n 1 12
xy" + ky' + Zemy = 0

diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklem boyutlu kirig-
lerin titresim problemlerinde kargilastigimiz bir denk-
lemdir (3.26) g¢bzlimlerinden yararlanarak bu denklemin
genel ¢&ziimi
- 2(k-1) % 3
y =X { AJ, _,(Bx")+ BY, _,(Bx")}

ORNEK 3.4.2.

olmasi halinde

y" = xy

diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklemle bir optik
probleminde karsilagmaktgyiz [ 81.

1 3 3
1 2 2 2 2 2
y =X{AJ!:-3-iX) +BJ_}.-3-1X )y}
3 3
seklindedir,

ORNEK 3.4.3.

a= 5 T = % ve ¢ = 1 olmasi halinde
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xy" + 7 82y = O

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemede dedig-
ken boyutlu bir PAYANDA'nin kararliliginin arastirilma-
sinda kargilagilmaktadir. Denklemin genel ¢8ziimli (3.26)
dan

1 L 1 1

Z
y = AX Jl(sxz) + szYl(sz)

bigimindedir.

x2y" + xy' - (x2 + 92)y = O (3.27)

diferensiyel denklemini diiglinelim. Modifiye Bessel denk-

lemi adi verilen bu denklem, A = i alinmak lizere

ngn . xy' + (7\2X2 —gZ)y = Q0

bigimindedir. Bu denklemde t = ix dOniigimii yardimiyle
Bessel diferensiyel denklemine doniiglir. Denklemin genel
¢O6zlmii;

y = AJa(ix) + BY (ix) . (3.28)

|

gseklinde yazilir. Burada Jﬂ(ix) ve Yﬁ(ix) ¢O6diim fonk-
siyonlari kompleks fonksiyonlardir. Degigtirilmig (Mo-
difiye) Bessel fonksiyonlari olarak isimlendirilirler.

Diger taraftan

R .
Iﬂ(x) = 1i Jﬂ(lx) (3.29)

bigiminde tanimli fonksiyonlar ¢ yinci mertebeden birin-
ci gegit defJigtirilmis Bessel fonksiyonlari ismini alair,
Iﬂ(x) ve I_g(x) fonksiyonlari lineer badimsiz olmalara
nedeni ile

_57...



2S8Sindw

VI(Il’II_ﬂ) (X) = - =

# 0 dir. (3330)

k€z, % =k igin

Ip(x) = 1703,(1x) ve J_,(x) = (-1)°3, (x)

nedeni ile

I_k(x) = Ik(x) (3.31)
olup, I_k(x) ve Ik(x) fonksiyonlari lineer bagimlaidair.
BOylece 075% olmak {izere (3.27) degigtirilmig Bebsel di-
ferensiyel denkleminin genel ¢&ziimii

y = AIa(x) + BI_a(x)

bigimindedir. Burada (2.31) ve (2.33) yardimiyle

X 1 X.,2s + 0
I (X) = E i (_)
D4 b o sl (s+9+ 1) *2
(3.32)
g 1 X, 28— ¢
I_s(x) = Z R | 5
U4 . s!l(s-¢ +1) '2
|
serisel ag¢ilimlarida yazilabilir.
2 sind ™
Ky (x)=1 (3.33)
I, (x)-1I, (x)
1im —K Kk 9 EZ
kK = sinkn

ile tanimlanan Ky (x) fonksiyonlari ise, ¢ yilincii merte-
beden ikinci gegit degigtirilmis Bessel fonksiyonlari
ismini alir. Bu fonksiyonlar?d niin her dederi igin tanimla
(3.27) denkleminin bir ¢Ozlimidlir. 9 €Z iging
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L R - -
Ky () = (—l)ﬂﬂ(:y +in %{')I&(X)H'l s 1) (-s l).(gzg)Zs 9

2 o s
+ (_1)0;; 1 ) + +8)] (X)2st? 34
3 s=os:(Sﬂ})zlcb(s 9 (s+3)] (5 (3.34)

serisel ag¢ilimina sahiptir.

Ia(x) ve Ké(x) fonksiyonlari igin (3.30) dan

W(Iy(x), I_y(x))= FrCosecdn.W(Iy(x), I_,(x)) (3.35)

oldugu g6riiliir. Ig(x) ve Kﬂ(x) fonksiyonlari lineer ba-
gimsizdir.d tamsayl olmamak lizere A ve B keyfi sabitler
olmak lizere

y = Alg(x) + BKg(x)
bigimindedir.

3‘6.
x2Y" + xy' - (ix2+92)y =0

diferensiyel denklemini g&z®niine alalim. Elektrik Mithen-
disligi ile ilgili problemlerde karsimiza g¢ikan bu denk-

lemde t = +/ix ddniistimii uygulanirsa denklemin
X2y" + xy' - (x2+ 92)y = O

denklemine ddnligtiigli gdriiliir. Buradan denklemin genel
¢Ozlimlinlin

Y = AL (VIx) + BRy(VIx)

bigiminde oldudu gdriilmektedir. Iﬂ(\fix) ve Ka(\fix)
fonksiyonlari komplekstir.
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BOLUM 1V

BESSEL FONKSIYONLARI iLE frGiLri
UYGULAMALAR

Bu b8liimde, bundan Snceki bdliimlerde Szelliklerini
incelemis oldugumuz Bessel fonksiyonlarinin Fen Bilim-
lerinde, Ozellikle fizik ve milhendislikte genis alana
sahip oldugunu vurgulamak amaciyle uygulamalara yer ve-
rilecektir.

4.1. BASIT SARKAC PROBLEMI
o)

1
|
1
!
{
1
1
!
i
!
i
!
1
'
|

\

~ v
~ 1
___:;;&/fitl
mgsino (

mgcosa

Baglangigta 2y uzunluunda ve diigeyle @&, agisi
yapan bir basit sarkag diislinelim. Bu sarkaca ilk pozis-
yondan sabit hizla hareket ettirelim. EJer t zamaninda
uzunlugu L = 25 + et olup (e sabit bir sayi) ve digeyle
@ agisinl yaplyorsa, bu basit sarkacin herhangibir t za-

manindaki kiigitkk salinimlarini inceliyelim.
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Sarkacin kiitlesi m ve herhangi bir t zamanainda
diiseyle yaptigdi agi & olsun. mg adirlidini iki bilegen
halinde dilislinecediz. Tedet durumundaki davranigini
mgsina ve diliseyle o agisi yapan kuvveti de mgcosa ile
verilir. Mekanikten bilindigine g&re

O noktasindaki dénme mamenti MAEE (0 noktasindaki agisal
momenti)
da .
dir. Buradan a' = T olmak izere
(-mgsina) s = S (mea’) (4.1)
dt < '

vazilir. Bu denklem
ga® 4+ 22'at + gsina= 0

veya & = %3 + et olmasi nedeni ile
(29 + et)a" + 2eax' + ga = 0

bulunur. x = %5 * et alinirsa, bu denklem

2
% [< S 2 a® . g 4 = 0 (4.2)
dx2 dx g2 .

seklinde yazilir. x ile garpilirsa elde edilen denklemin

a=—> a1 (2{— VigFet)+ By, BY9 VigTen)]  (4.3)

V£0+€t
¢bzlmii bulunur. t = 0 i¢in a = a,; dan dolaya
zv 2V gr
ag=—— (a7, E¥XZL) 4 gy (1Y, (4.4)
L0

elde edilir.

t=0 da a' = (0 saglanir. Buradan
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ar =9 _ mlml (-—?fx/zoﬂtnsyl(&_\é!? Vig ¥ et)]
0 €

+ Tol/’%t [AJ{(—Z—‘EE Vi;FeE) + BY! (2—:@*\/—20 Fet) |

bulunur.
t =0 igin a«' = 0 olmasi nedeni ile
2 /92 2. /9%
0 = - —57 [A3; (——=2) + By, (=0
%o
vV 2y g2 292
2 an] () vy (20

veya (4.4) kullanilarak

2V gl 2V gs o
A7) (——2) + Byj (20 - %0 (4.5)
2vVg
elde edilir. (4.4) ve (4.5) nin ¢oziimiinden
] €
v &y Yl— (2\/__)Y1
A < : o %o
g Y, - Yy d,
(4.6)
€ o ]
J,¥y - Y3, ’
bulunur.
! — ' : - .
Jn(x)Yn(x) -Jn(x)Yn(x) po
2+ 2
de n =1 alinarak ve x = ___g__g alinirsa
T ()Y (x) - Y, (x)T] (x) = =
lx 1X - 1X 1X _'ITX

yazilabilir. BOylece
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(ZVg%)Y. 2V gty (Zngo v(ZVgZo)_

J, (—m——— (—m——— ) - Y, (———=)J £
1 1 1 1
€ E € e ‘IT\/EI(;
bulunur. Burada (4.6) ifadeleri
|
g4 2 - v 2
A=TT\/— 0 o Y'( ggd)_“ anYl(y_g___O_)
£ € €
' (4.7)
TV 492y 2Vgiy . Vg, I ALEY
B=—75—d! € )= € "Iy ()
€
bu formiilleride
TV % 2V gl
(4.8)
2v gt
B = ,——QOJZ( 9 0
yazabiliriz. (4.3) kullanilarak
« = [ 3 (——) v, (22 VI, ¥ =t
2\/20*81: 1 0 et)
ZN/EFEB 4 (4.9)
=Y, ( 3 ) 1(-—'g\/20+et)]

elde edilir.

4.2, ILETKEN CISIMLERDE SICAKLIK DAGILIMLARI

Birim yarigapli ve birim ylikseklikteki bir kati
iletken silindirinde K, f£(p,z) nin baglangigtaki isa
vayilmasini gdstermek iizere, silindirin bilitiin ylizeyin-
de aniden i1si1 sifira diismektedir ve bu 1isi muhafaza
edilmektedir. Silindirin herhangl bir noktasinda son-
ra ki bir zamandaki 1si Bessel fonksiyonlari ile yo-
rumlanabilir.
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L z

- u(l,z,t)=0

u(p,o,t)=0

silindirik koordinatlarda ¢ kutupsal agisindan ba-
gimsiz olarak ve simetriden dolayi i1si hareketi denkle-

mi, u = u(p,z,t) olmak lizere

2 2
du a u l3du 2 u :
—E—K(m +*'5 B +-—~z—2-) (4.10)

bigimde verilir. Bu denklemin ¢&ziimlerinin Bessel fonk-
siyonlari ile ifade edilebilecegini gOsterelim [ 9]. Bu-
na godre

u(e,z,0) = £(p,2)

u(e,0,t) =0
u{p,1,t) =0
u(l,z,t) = 0 (4.11)

lu(p,z,t)l <M
f(p,2) = u, (sabit)

sinir gartlarina gbre (4.10) denkleminin 0 < p < 1,
0<z<1l, t >0 olmak lizere ¢dzlmli arastirilacaktir.
(4.10) denklemine wu = PZT = P(p)Z(z)T(t) dediskenlerin
ayrilmasi metodu uygulanirsa, yani gerekli tiirevler
alinip yerlerine konulursa

PZT' = K(P"ZT + 51— piZT + PZ"T)
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elde edilir. Her iki taraf KPZT ile bdliiniirse

bulunur. Buradan

T' + K\2T = 0

Pll l Pl le

SR e el (4.12)
ya2111r. Son denklem

B" 1 Pl 2 Z"

_—t = = -

p p P A A
bigiminde yazilabildiginden

pP" + PX! + usz = 0

(4.13)

Zmn ~ 92y = 0 (192:“2_)\2)

bulunur. (4.12) ve (4.13) in ¢bzimleri

-\ 2
T = Cle S c

P = cydglup) + c3¥g(up)
"192

D4
Z cue 2+ cge

verilirse (4.10) denkleminin ¢&zimi

-K\? 9 -
u(p,z,t) =[ce ® t][ch001o)4'cho(np)][cue Z+c5e %)

elde edilir. p = 0 sinarlilak sartindan c3 = 0 ali-
nabilir. Bu durumda a

“RA2&_ 9 -9
ulp,z,t) = e N E5 (up)ae’? + Be P2 (4.14)

¢Ozlimline varilir. (4.11l) sinir sartlarindan

- 2
ulp,0,t) = e 5 (wp)(a + B) = 0

veya
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—w 2 d
KA St ] (4.15)

D
u(p,z,t) = Ae Jolup)e’?-e

oldudu gSriiliir. (4.11l) sinir gartlarindan {liglincliye gdre

-KA2 8 -9
u(p,1,t) = Ae KA tJo(up)[e -—e ]=0
yazilabilir. eG-e_ﬁ = 0 dan veya e2ﬂ==1 = e2k7Ti

(k = 0,1,2,...) den 2¢ = 2k7vi veya ¢ = kri oldugu
goriilerek (4.15) nain

_K)\Zt

u(p,z,t) = C e Jg(up)sinknrz (C yeni katsayi)

gekli elde edilir. (4.11) sgartinin ddrdiinciisline gdre

-\ 2
u(l,z,t) = C e KA tJo(u)sinsz =0 (4.16)
¢Gzlimli bulunur. Ancak bu yaliniz Jyi{#) = 0 igin ola-
cadindan
y’ =r1,r2,oooo-- (4.17)

seklinde, o (m=1,2,...), Jg(x) = 0 nin m pozitif

kSkleri olmak lizere yazilabilir. (4.13) (4.16) (4.17) den

A2 =M2-02=r2 + kZ,"Z
m

elde edilip

w212 2
u(p,z,t) = C e K(rm+k L )tMJo(rmp)sinknz (4.18)

(k=1’2’3’... ’ m=l,2,3,..‘.)

bulunur. C yi Ckm ile ve k ve m deferleri ig¢in toplam-

lari siiperpozisyon prensibine g&re alirsak

0 o 4122
K{ryg+kon )tJo(rmp)sinknz: (4.19)

wip,z,t)= = z e
k=1m=1Ckm

)

(4.11) den
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f(ag,z) = % I C Jo(r_p) sinknz
' k=1 m=1 K& m
bunu da
f(p,2) = 2 { Z C Jo(r _p)}sinknz (4.20)
k=1 m=1 KO m
= = b,sinkrz (b, = = C,_ Jg(r_p))
k=1 k k m=-1 km n

vazilir. Burada bk' £(p,2z) nin Z igin Fourier sin agai-

liminda (Burada g sabit olarak diigiinlilmektedir) Fourier
katsayisi olup,

J'8
b = % | £(p,z)sinkrz dz (4.21)

dir.

b =

k ckm Jo (xpe)
m

I ™8

1

agilimindan Ckm bulunabilir. bk' p nun fonksiyonu ol-

dugundan
2 %
Com = 5 0[ pbyJq (r p)dp> T (4.22)
Jl(rm)

yazilabilir. Burada bk yerine yazilirsa

L2
Cknf=3§%u”; Ojo p£(p,2)J¢ (r p)sinknz dpdz (4.23)
lr

m
bulunur. (4.19) ¢8ziimiindeki Ckm katsayisi (4.23) sek-
linde olusur. (4.1l1) sinir sartlarlndan f(p,2) = uy
sarti kullanilirsa
4u fg’

2
5 [ 0Jg(r_p)sinknzdpdz
Jy(ry) 00 m

Ckm =
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4110 . 2 ; %
= ——2—"{ [ pJg(r_p)dp}{ [ sinkmzdz}
0 m 0
Jl(rm)

_ _4ug {Jl(rm)}{l-coskn}

4u,y (1 - coskn)

.knrm Jl(rm)

elde edilir. Bunu (4.19) da yerine yazarsak

duy, = 0 1-coskm g2+ KkZeA)E
ulp,z,t) =—= 3 Rizg*t ko)

z ———————T-e Jg(r_p)sinkmz
k=lm=lkﬂgﬂﬂn m
1s1 fonksiyonunu bulmug oluruz.

4.3. BIR INCE DUZGUN (DEGISMEZ) AGIRLIKLI KOLONUN
DENGEST

% uzunlugunda, W agirlidinda A ya diisey olarak tut-—

turulmus (tespit edilmis) bir birim diizgiin agirlikli ko-
lonu gGstermektedir.

Buradaki problem, kolonun kendi afirlafi altinda
hangi sartlar altinda biikiilebildidini aragtirmaktair.
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Burada 0 serbest noktasindan 0x eksenini diisey
olarak asagi dodru ve 0y eksenini yatay dodru olarak
alalim. P(x,y) kolonda bir Nokta ve 8¢ kolonun bir
(¢,nm) noktasindaki kolon elemani olsun. Bu durumda
Wé & elemaninin adirlidi olacaktir. P noktasi yakinin-

da kendi agirlidinin saat yelkovani yOnilindeki momenti
W(y-n) 8

dir. BOylece agirliginin saat yOniindeki biikliilme momenti

. “
of W(y - n)dE

dir. Kolonun biiklilme edrisi Oy eksenine dodru konveks
oldugu ig¢in y" negatiftir. (Biikiim noktasinda y" = 0
dir ve eérinin ¢ukurludu 0y nin negatif y&niinde ise
y" < 0 dir. mak ve min noktasi y' = 0 dir). BSylece
uygun biiklilme momenti denklemi

x x
EIy" = ...of Wy -n)dg = -Wyx + WQI ndg (4.24)

(4.24) Uin x'e gbre tiirevi alinarak ve p =y' ya-

zilarak, y = n(x) olmasi nedeni ile

EIp" = -Wy - Wpx + Wn (x) = -Wpx
elde edilir. BOylece m = %% ise, kolonun bilikiilme egd-

risi igin diferensiyel denklem
p" + mxp = 0 (4.25)

farzedilebilir. Bu denklemin genel ¢8ziimili, ¢ tamsayi
olmamak lizere

p = xm[AJ19 (8x7) + BJ_, (6x7) ]

genel ¢&6ziimline sahip oldudunu,
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P" + (1-20) (BD) + [ (ayx"™H2 + L2275,

X

kanonik denklemi ile (4,25) denkleminin mukayesesi so-
nucu ortaya g¢ikacaktir. Soyleki

a:—‘]-:-.'ﬂ:-_%_ml,z r Y = = g = ——

elde edilir. Bu durumda (4.24) {in genel ¢cOzlimi

P(x) = x2[ AT (%— ml/2 x3/2 y+ BI_ 1,4 (%— ml/2 x3/2 ]

(4.26)

bulunur. p'(0) = 0, p(2) = 0 uygun sinir sartlaradar.

Simdi ¢ tamsayi olmamak lizere

x, 9+ 2s

P %0+ 28
(5) (5)

&)

Ty = = (-1)

' —
., T@Fs+1)s! T@+1)

P R TE

1

fonksiyonunu diiglinelim. BOylece (4.26) dan dolayi J;,;3
ve J. 1,3 fonksiyonlarinai

T1ra (%mllz x312) = agxl’2 + a,;x7'2 +...

J—lls(‘:z; ml/2 x3/2) = pox"12 + p,x5/2 + ...
|
formundaki agilimlara sahiptirler. Buradan

x1'2 3, (?23' ml’2 x32 ) = ayx +a;xt + .-
x12 3.1, (%mllz x32) = by + byx3 + .-
olup
p(x) = A(agx + a;x"+ .-¢) + B(bp + byx% + «.+)

bulunur.
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ap ¥ 0 nedeni ile p'(0) = 0 sart1 A = 0 olmasini ge-—
rektirir. BSylece (4.26) ¢&ziimi

p(x) = Bx1'2 J_,, (% mlf2 %372y (4.26)
bigimine indirgenir.

Fakat p(%2) = 0 ve eJer kolon B # 0 olacak sekil-
de biikiildii ise

s ($ml20372) = (4.27)

dir. (4.27) nin yaklasgsik dederini tablodan
23 = 7.85 EI/W

plarak bulunur. E = 3x1072b/inc? alinirsa ¢eligin yo-
gunlugu 480 2b/ft3 dir. Yarigapi 1 ft olan dairesel ke-
site sahip bir dlizglin ¢elik kolonun uzunludu 260ft ag-
tigindan bilikiilecektir.
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