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1. GIRIS

Fourier doniigiimii terimlerinde
(TeN)N@) = A+ [2[)"2(F) Nz), (z €R?, a>0)

olarak tanimlanan ve gekirdeginin agik ifadesi,

1 1 2 dd
— —x|z|?/8 ,—d/4m 5(—n+a)/2
Ga(2) (4m)2/2T(a/2) / ¢ ¢ 0 4]

olmak {izere,
(I°N@) =Gax ()= | Gal)f(@~y)dy, a>0

bigiminde tanimlanan integral operatorler ailesi Bessel potansiyelleri olarak ad-
landirilir [Stein, 1970]. Bu potansiyeller, I-birim operatér ve A = Z Laplace di-
feransiyel operatorii olmak iizere, (I — A) operatoriiniin “ke81rsel kuvvetlerl ola-
rak yorumlanirlar. Klasik Bessel potansiyelleri Harmonik Analiz ve uygulamalarinda
gliglii bir ara¢ olmugtur ve Aronszajin v.d. (1961,1963), Adams v.d. (1967), Stein
(1970), Samko v.d. (1993) ve diger bircok matematikgi tarafindan incelenmigtir. Bes-
sel potansiyelleri ile ilgili bir problem de onlarin tersini belirleyen formiillerin agik ifa-
delerinin elde edilmesidir. Bu konu tizerinde birgok ilging sonug bulunmasina ragmen
(Nogin 1982, Rubin 1986,1987), bu problem hala degisik yaklagimlara agiktir. Biz bu
caligmada bahsi gecen probleme degigik bir yaklagim geligtirmeyi ve uygun Dalgacik
Déniiglimleri (Wavelet Transforms) vasitasiyla Bessel potansiyellerinin tersinin agik
ifadelerini elde etmeyi amagliyoruz. Benzer problem Riesz potansiyalleri i¢in Rubin
(1996), Parabolik potansiyeller i¢in Aliyev ve Rubin (1999) tarafindan incelenmis ve

tezin konusu olan problem orada agik problem olarak konulmustur.

Bilindigi gibi, klasik Harmonik Analiz’in esas inceleme konularindan biri, 7¢(z)
= ¢(z — h), (z,h € R*) seklinde etki gosteren kayma operatorii ile komutatif ope-
ratorlerdir. Hérmander Teoremine gore bu tiir operatdrlerin girigim tipli operatdrler
oldugu iyi bilinmektedir (Stein and Weiss (1971)). Klasik girigim (convolution) ope-

ratorii, g € L}(R")-sabit tutulmug “ cekirdek ” olmak iizere,

(GH)@) = (g% )(z) = / o) @ —y)dy, (dy = dydys -~ dyn)

Rn



olarak tanimlaniyor. Bu operatér LF — L?, (1 < p < oo) sirh olup ¢ekirdegin
iyi huylarini (diferansiyellenebilirlik gibi) korumaktadir. Girigim tipli operatérlerde
cekirdek L}(R")’ de olmak zorunda degildir. Genel halde girigim, genellesmis fonk-

siyonlar (tempered distribution) anlaminda anlagiliyor.

R™de kaymanin yanisira en 6nemli doniigiimlerden biri de a € R! katsayili“ite-
leme” (dilation) yani, z € R™ noktasina az € R™ noktasini kars: koyan déniisiimdiir.

Bunu goz oniine alarak, g gekirdegi yerine
1 =z n
9:(z) = 9(>), (€>0,z€R") (1.1)

cekirdekler ailesi alalim ve

(Gf)@) = (0.« &) = [ 0.0)1 - v, >0
Rn
operatorler ailesine bakalim. [ g(y)dy = ¢, dersek, her ¢ > 0 i¢in [ g.(y)dy = ¢,
Rn

R’n
olacagini kontrol etmek zor degildir. (G.f) ailesi i¢in iyi bilinen sonuglardan biri

gOyledir:
'LP .LP
l%Gstl%gs*f:Cgfa (1<p<x). (1.2)
L?

Burada lim, “ LP-normunda limit ” olarak anlagilhiyor ve p = oo igin L* olarak
R™ de stirekli ve [ xl|1inoo f(z) = 0 kogulunu saglayan fonksiyonlar uzay: diigiiniiliyor
(Bu uzay, Co(R™) notasyonu ile gosteriliyor ve f € Co(R") igin ||f]| = Sﬂl{lfpl f(z)]
alintyor). (1.2)’de ¢, # 0 oldugu durumda §.(z) = c—lg-g,;-(x) dersek, lf_% Gexf=1f
olur ve bu prosediir birimin (birim operatérin) approksimasyonu olarak adlandirilir
(fie f = Ge » f seklinde tamumlanan operatorler ailesine de yaklagik birim (birim
operator) denir). (1.2) bagintisinin degigik toplanabilirlik metodlarinda (6rn., Abel,
Gauss-Weierstrass v.s.) ve approksimasyon problemlerinde (6rn., L? nin “iyi huylu”,
her yerde yogun alt kiimelerinin (Schwartz uzay: gibi) bulunmas: meselelerinde) nasil
kullanildig1 gok eskilerden iyi bilinmektedir (bak: Stein and Weiss 1971).

Simdi (1.2)’de ¢y = 0 olursa, her f € L? i¢in

lim(g. % £) = 0 @)



olur. Ilk bakigta “bir ige yaramayan ” ¢, = 0 durumu nisbeten yakin zaman diliminde
(yaklagik olarak, 1970’ lerden itibaren) matematikgilerin ve uygulamacilarin ilgi alam
olmug ve “ siirekli (integral) wavelet doniiglimleri ” (continuous wavelet transforms)
ad1 altinda bilinen déniigiimlerin ve onlarin genig uygulamasinin ortaya ¢ikmasina
neden olmugtur. Klasik “integral wavelet doniigimii” g6yle tanimlanmyor: u € L'(R")

A, v’ nun Fourier doniiglimi ise, bu, v*(0) = 0 ol-

ve [wu(z)dz = 0 olsun (u
mastyla denktir). Boyle u fonksiyonuna wavelet (dalgacik) fonksiyonu denir. Asagida

tanimlanan,

f(@) = (f ru)(a /f —Y)ay

doniigiimiine de integral wavelet doniigiimii denir. Wavelet déniisiimiinii dnemli
yapan etkenlerden biri “ Calderén Reproducing formulii” adiile bilinen formiil-
diir. Bu formiil aslinda wavelet doniigiimi bilinen fonksiyonun kendisini bulmakla

ilgilidir. S6z konusu formiiliin degigik versiyonlarinin bazilarii verelim:

1) [u"(t)% =1 egitligi saglanacak sekilde u € L'(R') alalim. Bu takdirde
0
her f € L2(R!) igin

o
§7 — /f*ut hm (f*ut)(a:)%

g—0
[ g dee]
g

dt

olur (f u"(t)% nin yakinsak olmas: igin gerekli kogul, u*(0) =0 & [ u(z)dz =0
0

—~00

koguludur).

(oo} o<
2) u,v € L'RY) ve [u(t)v ()L =1 ise, f(z) = [(f *us % v)(z)L esitligi
0 0
her f € L?(R!) icin saglaniyor. Gériildiigii gibi, 4 ve v’ nin ikisinin birden “sénen
. o]
dalgacik” olmak zorunlulugu yoktur. Ornegin, u ve v’ den biri [ u"(t)v’\(t)% =1

0
integralinin yakinsamasini saglarsa digerinin “6nemli bir rolii olmuyor”.

3) f € IP(RY), (1 < p < o0) igin de benzer sonuglar bilinmektedir. Bu
takdirde, wavelet fonksiyonunun Fourier doniiglimi lizerine degil, kendisi iizerine

kogullar konuluyor.

R! yerine R™ alindiginda yine uygun Calderén Reproducing formiilleri mevcut-

tur. Bu durumda wavelet fonksiyonu u(z)’in radial oldugu varsayilir (yani, u(z) =

3



o(r) ol lz| = (22 + ---22)'/2) . R' yerine R” alindiginda Calderén Reproducing
formiiliiniin bir versiyonu goyledir: f € LP(R"), 1 < p < oo olsun ve u € L}(R")-

radial olsun. Ek olarak,

/u(x)dx =0 ve /] u(z) log |z| |dz < oo
Rn

Rn
. » p
saglansin. Bu takdirde ¢, = [ u(z )logI i dz olmak iizere, lim [ f x ut = ¢, f
Rn p—)ooE

saglanir (Rubin 1998).

4) Nispeten yakin zamanlarda (Rubin 1996) “wavelet fonksiyonlar1 ” yerine
uygun wavelet dlgiimleri konularak, Calderén reproducing formiilleri ispatlanmigtir.

Bu konuya da kisaca deginelim. 4, sonlu Borel 6lgiimii olsun. Eger [ du = 0 ise,
R

w'ye dalgacik 6lgiimii (wavelet measure) denir. Ozel halde, du = u(z)dz, u €

L'(RY) ve [ u(z)dz = 0 olursa, pu bir wavelet dlciimdiir. p Slgiimiiniin dogurdugu

Rt
wavelet doniiglimii, dogal olarak goyle tanimlanar:

(f * 1) (@) /f (z — ty)du(y), t >0
Calderén Reproducing formiili ise (uygun kosullar altinda) soyle yazlir:
dt
f@) = [(Fxm@T, ser
0
(Yukaridaki Szge integralin L’ de veya h.h.h. yakinsama kogullar: bilinmektedir).
Benzer galigmalar, R! yerine R™ alindiginda da yapilmigtir (Rubin 1996).

Calderén Reproducing formiiliine “ uygulamacilar” ve “teorikgiler” tarafindan
gosterilen ilginin esas nedeni, “k&tii fonksiyonu” (f’i) “iyi dalgaciklarm” (f %y, dal-
gactklarinin) “toplami” bigiminde ifade etmektir. 90'l1 y1llarin ortalarindan itibaren
Analizin ve onun uygulamalarinin birgok 6nemli operatorlerinin (Radon déniigiimi,
Riesz potansiyelleri, Kesirsel integraller, Singular intergraller ve onlarn kiiresel ver-
siyonlar: v.s.) wavelet doniigiimii ile ifadesi bulundu. Béylece, bu operatérleri, wa-
velet doniigiimleri kullanarak iﬁceleme olanag ortaya gikti. Ornek olarak, Fourier

doniiglimleri terimlerinde
[Ia0)](z) = |z|™*@(z), 0 < Rea <n (1.3)

4



gseklinde tammlanan klasik Riesz potansiyellerinin tersini (Riesz kesirsel tiirevini)
bulma probleminde wavelet déniigiimiiniin nasil uygulandigini ayrintilara girmeden

gosterelim. p, R™ de radial ve sonlu Borel ol¢iimii olsun®.

(f * ue)(z /fa:—tyd,u, ), t>0 (1.4)
f’ nin p-wavelet déniigiimi olmak {izere, agagidaki formal integrale bakalim:
/ f :u’t t1+°‘ (15)
0
Bu integrale Fourier doniigiimi (formal olarak)uygularsak,
[ [ @] © =170 [ #6975 = di@leri @
0 0

olur. Burada m(r) = p"(r) olmak iizere, d,(a) sayist

oo
/ 1+0zd7"<oo
0

olarak tanimlanmaktadir. Buradan gériiliiyor ki, f yerine /%y konulursa, (I®p)"(£) =

|€]=*@(€) olacagindan,
[ [t m@ ] © = dul@)le=lel"e(e) = (@)@

ya da d,(a) # 0 oldugunda,

[o o}
dt
/ o * ) () =—— t1+a (1.6)
0

elde edilir. Formal olarak, o = 0 konulursa (1.6) formiilii Calderén Reproducing
formiiliine doniigiir. Bu basit gozleme dayanarak, Rubin (1996), Riesz potansiyel-

lerinin, wavelet doniigiimleri terimlerinde tersini (Riesz kesirsel tiirevini) belirleme

Ly’ nun radial olmasy demek, her élgtilebilir finit ¢ fonksiyonu ve R’ nin her o donmesi
(rotation) icin
[ vto@auta) = [ o@)iutz)
R~ Rn
egitligini saglamass demektir.



formillerini bulmusgtur. Ortaya ¢ikan has olmayan integrallerin P’ de ve hemen he-
men her yerde (h.h.h.) yakinsamas: kosullar1 da, harmonik analizin ince teknikleri
kullanilarak bulunmugtur. Ayrica, p = 2 durumunda Plancherel-Parseval egitligi
(1fM|z2 = ¢l|f]|z2) kullanilabildiginden, istenen sonuca ulagmak nispeten kolay ol-
maktadir. Buna kargin, genel LP, p # 2 durumu ve &zellikle uygun has olmayan in-
tegrallerin h.h.h. yakinsamasi problemi ¢ok daha agir teknik araclarin kullaniimasini
gerektiriyor (Rubin 1996).

Yukarida da belirttigimiz gibi, Harmonik Analizin 6nemli teknik araclarindan
biri olan klasik Bessel potansiyellerinin uygun wavelet déniigiimleri kullanilarak ifade
edilmesi ve bu doniigiimler yardimiyla, s6z konusu potansiyellerin terslerinin belirlen-

mesi meselesi agik bir problemdir. Caligmamizin ana hedefi bu problemi ¢ézmektir.



2. ON BILGILER

Bu béliimde tiim ¢aligmamiz boyunca kullanilacak bazi bilgi ve notasyonlar topar-

lanmigtir.

2.1. Notasyonlar

Bu caligma boyunca, aksi belirtilmedikge agagidaki notasyonlar kullanilacaktir:

Z,N, R, C sirasiyla; tamsayilar, pozitif tamsayilar, reel sayilar ve karmagik

sayilar kiimesini gosterecektir.

R*={z=(21,"* ,Zn): Z; €ER, j=1,---,n},

Zy ={y=(n,,m) 720, v €Z,, j=1,---,n}.
z,y ER"veye€ Z’fr olmak iizere,

LY =ZT1y1 + -+ TnYn, 7| = @2 +---22)V2, 8, =0/0z;, 0" =07 ---O),

gT=ga' -y, Yl=n+t

1€2] = m(Q), Q kiimesinin n—boyutlu Lebesgue l¢iimii,

Lr(Q) = {f : | fllzeey = (g{ |f(z)[Pdz)'/? < 00}, (1< p < o0),

L2() = A{f : Ifllze=ey = ess sup |f(z)] < o},

LI R)={f:R"=>C: 1[ |7 (z)] dz < oo; siurl ve olgiilebilir her K C R™ igin},

h € R" olmak iizere, verilen bir f fonksiyonu i¢in kayma 7, f(z) = f(z+h) (z € R")

olarak tanimlanir.

C*(A),: A C R" kiimesi iizerinde k. mertebeye kadar kismi tiirevleri siirekli olan

fonksiyonlar ailesini ve C®(A) = [ C*(A) ailesini gosterecektir.
© k=1



2.2.  Olgiim Teorisinden Bazi Bilgiler

X, bos olmayan bir kiime olsun. Eger A C P (X) kiimeler ailesi, sonlu birlegim ve

tiimleyene gore kapali bir aile ise, 0 zaman A ailesine X iizerinde bir cebir ad1 verilir;
n

yani, Ey,..., E, € Aise, o zaman |JE; € A; ve eer E € A ise, 0 zaman E* € A
1

olur. o—cebir sayilabilir birlegsime gore kapali bir cebirdir.

Not: Bir X kiimesi lizerindeki o—cebirler ailesinin kesigimi yine X {izerinde bir
o—cebirdir. Buna gore, £, P(X) in herhangi bir alt kiimesi ise, 0 zaman &€ kiimesini
kapsayan bir ve yalniz bir tane M(E) o— cebiri vardir. Buradaki M(€) ailesi €

tarafindan tiretilen o—cebir olarak adlandirilir.

Eger X bir metrik uzay veya daha genel olarak bir topolojik uzay ise, X
icindeki agik kiimeler ailesi tarafindan iiretilen o—cebir, Borel c—cebiri olarak ad-
landirilir ve bu aile By ile gosterilir. Bu yeni ailenin elemanlari Borel kiimeleri

olarak adlandirilir.

Bos olmayan bir X kiimesi iizerinde M o—cebiri verilsin. (X, M) tizerinde bir

Olgiim agagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur (4 : M — [0, 00]):

(1) p®@) =0

(ii) Eger {E;}$° M iginde ayrik kiimelerin bir dizisi ise p(J E;) = Y u(E;).
1 1

Eger (X, M, u) olglim uzay1 igin u(X) < oo saglaniyorsa, p sonlu Slgiim
o0
olarak adlandirlir. Diger yandan E; € M olmak iizere, X = |JE;; Vj u(E;) < o0

1
olacak bi¢cimde F; kiimeleri bulunabiliyorsa, 4 6l¢iimi o—sonlu olarak adlandirilir.

Eger (X, M, u) Ol¢iim uzay: ise, u(E) = 0 olan E € M kiimesi ihmal edile-
bilir kiime olarak adlandirilir. Eger € X noktalar: igin verilen bir 6nerme, ihmal
edilebilir bir kiimeye ait z’ ler hari¢ dogru ise, o zaman bu Gnerme hemen hemen

her yerde (kisaltmasi: h.h.h.) dogru deriz.

Eger u(F) =0 ve FCE ‘ise, ozaman F' € M saglandig: takdirde monotonluk
ozelliginden p(F) = 0 olur. Fakat genelde F' € M olmasi gerekmez. Eger bir 6lgiimiin

tanim kiimesi, ihmal edilebilir kiimelerin tiim alt kiimelerini kapsiyorsa, bu olgiime



tam Ol¢iim denir.

Teorem 2.2.1. (Folland 1999) (X, M, p) bir dlgim uzays, N = {N € M : u(N) =
0} ve M={EUF:E € MwveF CN, N €N} olsun. O zaman M bir o—cebirdir

ve p Glgtimiinin M dzerinde bir tam dlgiime bir ve yalniz bir T genislemesi vardir.

Teorem 2.2.2. (Caratheodory) FEjer u* X tzerinde bir dig dlgim ise, ozaman
w*-oleulebilir kumeler ailesi M bir o-cebirdir ve u* in M tzerine kisstlamas: bir tam

olgimdiir.

Eger bir topolojik uzayin Borel kiimeleri iizerinde taniml g 6lgiimii her K kom-
pakt kiimesi igin u(K) < oo 6zelligini sagliyorsa, bu olglim Borel 6lgiimii olarak
adlandirihir. Bu caligma boyunca tiim g Olglimlerinin Borel dlgiimil (Bgr veya Bgn

lizerinde) oldugu varsayilacaktir.
Eger bir Borel 6lgiimii i¢in
wu(A) = inf{u(0) : A C O agik} = sup{u(F) : F kapalr C A} (2.7)

saglaniyorsa, bu 6lgiime diizgiin Borel Ol¢iimii denir.

Teorem 2.2.3. (Aliprantsis 1989 s.113) R" dzerindeki tim Borel élgimleri diiz-

gundir.

Teorem 2.2.4. (Aliprantsis 1989, s.210) u, R™ dzerinde dizgiun Borel él¢imii ol-
sun. Bu durumda asafidaki iki dzelligi saglayan bir ve yalniz bir tane kapals E C R”

vardir:

(1) w(E)=0

(2) EjerV, ENV # 0 olacak sekilde agik bir kiime ise, bu durumda u(ENV) >0

Teorem (2.2.4.) ile belirlenmig bu E kiimesine p 6l¢iimiiniin dayanag: denir.



Bu galigmada negatif degerler alan dlgiimler de gz dniinde tutulacaktir. (X, M)
Olgiilebilir bir uzay olsun. (X, M) {izerinde yiik (signed measure) agagidaki dzel-

likleri saglayan bir fonksiyondur x: M — [—00, c0]:

(1) u(@) =0,
(ii) p, *oo degerlerinden en fazla birini alabilir,

[o.°] o0
(iii) {E;}’ ler M iginde ayrik kiimelerin bir dizisi ise, u(J E;) = 3 u(E;).
1 1

Teorem 2.2.5. (Jordan Ayrigim Teoremi) Eder u bir yiik ise, o zaman éyle bir

ve yalniz bir u* ve p~ pozitif dletimleri vardir ki u = ut — p~ saglaner.

Buradaki ut ve p~ Olglimlerine sirasiyla, ' niin pozitif ve negatif varyas-
yonu denir ve 4 = gt — 57’ ye 1’ niin Jordan ayrigimi denir. Ayrica, g’ niin tam

varyasyonu
= 1 R") = ¥ ®) + w(R%) = [ 1d] (veya) [ dlu)

olarak tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki bir £ € M kiimesinin u’ ye gore ihmal
edilebilir olmas: igin gerek ve yeter kosul, |u|(E) = 0 olmasidir. Eger tiim sonlu
olciimlerin kiimesini A ile gosterirsek agagida tamimlanan norm ile birlikte A bir

Banach uzayidir,

il = [ul = [ul(R") = p™(R") + = (R") =/|dul- (2:8)
e

(X, M,p) ve (Y,N,v), p > 0,v > 0 olciim uzaylan verildiginde X x YV
tizerinde y ® v garpim 6l¢iimi tanimlanir. Carpim uzayinda tanimli bir fonksiyonun

integralini hesaplamada agagidaki iki teorem 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.2.6. (Fubini Teoremi) (X, M, u) ve (Y,N,v) o-sonlu él¢tim uzaylars,
p X v ise, M x N dzerinde u ve v élgiimlerinin carpims olsun. Ejer f : X xY - R

fonksiyonu p X v élgimine gore integrallenebilir ise , hemen hemen her z € X
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igin [ f(z,y)dv(y) ve hemen hemen hery €Y i¢in [ f(z,y)du(z) integralleri
Y X

sonludur ve

/ fd(u x v) = / ( / f(x,y)dt/(y)) d(z) = / (K f(w,y)du(w)> dv(y) (2.9)
XxY X Y Y

esitlikleri saglanar.

Onerme 2.2.7. f(z,v), p x v—élgilebilir bir fonksiyon olsun, J ([ 1f(z,y)|du)dv
veya [ ([ |f(z,y)|dv)du ardigik integrallerinden herhangi biri sonlu ise, f(z,y) p x

v—integrallenebilirdir ve (2.9) sadlanir.

2.3. LP Uzaylan

Modern analizde 6nemli bir rol oynayan L? = LP(R"), 1 < p < oo, uzaylar

1]l = ( / F@)P )P < oo
]Rn

normu ile birlikte kompleks degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir Banach uzayidir.
p = oo limit degerine kargilik gelen L*(R™) uzay1 ise gdyle tamimlanir: Eger f R"
tizerinde tanimli Glgiilebilir bir fonksiyon ise, |f| fonksiyonunun esas supremumu

I /llco ile gosterilir ve
[l = inf{a > 0: u({z : [f()| > a}) = 0}
olarak tanimlanir.
Not. Cogu zaman |||l = ess sup |f(z)| olarak yazilir.
Artik L*°(R") uzayim tanimlayabiliriz;
L¥ = L®[R") = {f :R* — C: f dlgiilebilir ve || f]loc < 00}
Boylece f € L*(R™) olmasi igin gerek ve yeter kogul h.h.h. f = g olacak bicimde

sinirh ve Slgiilebilir bir ¢ fonksiyonunun bulunmasidir.

(X, M) olgiilebilir uzay olsun. E C X olmak iizere, E kiimesinin karakteris-
tik fonksiyonu x g asagidaki gibi tanimlanar:

(z) = 1, eger z € E
XEZ) =90, egerz ¢ E

11



Eger E € M ise, xg nin olgiilebilir oldugu kolayca goriilebilir. £y € M olmak
m

tizere f(z) = > ckxE, (z) fonksiyonu basit fonksiyon olarak adlandirilir (Ej larin
k=1

olglimleri sonludur). Basit fonksiyonlar sinifi 1 < p < oo i¢in tiim L? uzaylarinda

yogundur.

Teorem 2.3.1. (X, M, u) dlgim uzays olsun. Eger f : X — C olgilebilirse, o za-
man 0 < |¢1| < || < --- < |f| olacak bigimde f fonksiyonuna noktasal yakinsayan

{¢n}- basit fonksiyonlar dizisi vardr.
Asgagidaki 6nerme LP(R") fonksiyonlarinin 6nemli bir 6zelligidir.

Onerme 2.3.2. Her f € IP(R") (1 < p < o0) LP normuna gére sireklidir; yani
B = Qigin 7 ~ £l 0.

LP(R™) uzay: iginde {fi} fonksiyonlarimin bir dizisi verilmis olsun:

(1) Eger hemen hemen her z € R” i¢in klim fr(z) limiti var ve f(z) degerine
—$00
esit ise, h.h.h. fx(z) — f(z) denir.

L
(2) Eger klim I|fe — fll, = O ise, L? normunda fx — f denir ve klim fe=1F1
—00 —»00

olarak yazilir.

p = oo igin L* normunda yakinsama diizglin yakinsama ile gakigir.
¢

Teorem 2.3.3. (Lebesgue Integrali Altinda Limite Gegme Teoremi) {f.},
L' uzayinda, (a) h.h.h. fn — f ve (b) g pozitif ve g € L' olmak 1izere her n

igin h.h.h. | fo| < g Ozelliklering sadlayan bir dizi olsun. O zaman, f € L' dir ve

[f= nlgxolo [ fn saglanar.

Not: Kargihkli olarak, 1 < p < oo i¢in noktasal yakinsama norma gore
yakinsamay1, norma goére yakinsama da noktasal yakinsamay: gerektirmez. Fakat,
norma gore yakinsama var ise, orjinal dizinin 6yle bir alt dizisi bulunabilir ki bu dizi
h.h.h. yakinsaktir. Ayrica, h.h.h. fi(z) T f(z) (vani hemen hemen her z igin 0 <

fi(@) < foz) < --- ve klim fx(z) = f(z)) ise, o zaman Beppo Levi teoremine gore
—>00
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| fe = fll, = 0 dir.. Ayrica, h.hh. fi(z) = f(z) ve h.h.h. fi(z) <F( ), F € L7 ise,
o zaman Lebesgue Integral Altinda Limite Ge¢me Teoremi’nden hm Ife — fll=0

olur.

Simdi, L? uzaylarinin analizdeki uygulamalarinda énemli yer tutan egitsizlikleri

verelim:

Teorem 2.3.4. (Genelle§mi§ Hoélder Esitsizligi) f; € Ly, 1 < p; < 00,1 =

1,...,m ve o- + i s sy p =1 olsun. Bu durumda,

/ A@RE.. @l < il - |l (2.10)
dir.
Bu teoremin sonucu olarak, eger f € LP ve g € L9, 1 < p < c0, % + % =1 ise,

/ £@9(@)lds < [ F ol

Diger taraftan g € A ve ¢ € L* icin | [ odu| < ||¢]le]|pll dur.

Teorem 2.3.5. (Minkowski Integral Esitsizligi) u ve v sirasiyla, X ve ) dze-
rinde pozitif o—sonlu dlgimler olsunlar ve f(x,y), p x v—-dlgilebilir olsun. Ejer he-
men hemen her y i¢in f(.,y) € LP(X,u), (1 <p < o0) ve f 1FC)lppdr(y) < oo

ise, o zaman hemen hemen her z igin [ f(z,y) dv(y) yakmsaktzr ve
y

I [ @) sl < [ 1£C)lpwdvta) 2.11)
y y

saglanar.

Teorem 2.3.6. (Young Egsitsizligi) p,¢,7r € R, 1 <p,q,7 < oo ve * + 1= + 1
olsun. Ejer f € LP ve g € L" ise, 0 zaman

|| / FW)a(@ - v)dyllzs < I Flizellgl (2.12)
]Rn
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Bu boliimii agagidaki takdim teoremini vererek bitirelim.

Teorem 2.3.7. (F.Riesz Takdim Teoremi) L’ nin dual uzay: (yani, LP tze-
rinde tansmls tim sinerl lineer fonksiyoneller uzayi) (LP)' olmak dzere, I € (L?) 1 <

p < oo olmast igin gerek ve yeter kogul, Vf € LP i¢cin I(f) = [ f(z)g(z) dz olacak
Rﬂ-

bigimde tek bir g € L7, % + % = 1 bulunmasidar.

2.4. Fourier Doniigimii

Bir f € L'(R") fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii f* notasyonu ile gosterecegiz

ve

1= | f@e™tds (2.13)
/

esitligi ile tanimlayacagiz. Daha genel olarak, R™ {izerinde tiim sonlu Borel 6l¢iimleri
kiimesi M olmak iizere p € M 6lclimiiniin Fourier doniigiimiini x" notasyonu ile

gosterecegiz ve

B'© = [ = duto) (2.14)
R»
esitligi ile tanimlayacagz.

Onerme 2.4.1. (Sadosky 1979) u € M ve u" onun Fourier donigimi olsun. O

zaman

(a) u" simarl bir fonksiyondur ve

6 oo < llull - (bak.(2.8)) (2.15)
dir.
(b) " diizgiin siirekli bir fonksiyondur.
(c) Eger p> 0 ise, o zaman ||ul|(R™) = " (0) = |4 [|oo dor
Simdi, Fourier doniiglimii i¢in bazi temel formiilleri verelim. Burada listele-

necek tiim formiiller e®*® = e%?® formiilii ve uygun degisken degistirmesi yapilarak

ispatlanabilir.
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felLl, ye R*ve T, R den R"e tersinir lineer bir déniigiim olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir:

1. 7, kayma operatdrii olmak iizere,
(,£)"(€) = e¥¢(¢), (2.16)
2. Tt 7T nin tersinin transpozu olmak iizere,

(foT) = |det(T)|*f o T'*t’, (2.17)

3. f(z) = f(~z) olmak iizere,

ol

f = (2.18)

Iyi bir gozlemle (2.17) igin su 6zel sonuglar: elde edebiliriz: Eger T' ortogonal bir
doniisiim ise, yani TT" birim déntgiim ise, det(T") = F1 oldugundan fo 7 = foT
dir. Eger T bir genigleme ise, yani Tz = rz, (z € R™ r > 0) ise, bu durumda
(2.17)’den (f(rz))" =r—"f(r~1€) dir.

Simdi f’ in ait oldugu aile ile f arasindaki baz 6zellikleri verelim.

Teorem 2.4.2. (Folland,1999) f € L*(R™) olsun.

a) Ejer f€ C®vehera:0<|a| <k igind*f € L ise, 0 zaman
(8°£)"(6) = (i&)*f (2.19)
olur ve ilave olarak,
|z] = oo dgin, (1+|€)FF(€) =0 (2.20)
saglanar.

b) Ejer |a| < k iginz®f € L! ise, o zaman f € C* ve 8°f = [(—iz)*f]" dur.
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2.5. Schwartz Test Fonksiyonlar: Uzay1

Eger bir f fonksiyonu sonsuz diferansiyellenebilir ve tiim mertebelerden kismi tiirev-

leri sonsuzda gok hizh azaliyorsa; yani, her o, 8 € N” igin

sup 229 f(z)| = pas(f) < o

saglaniyorsa, f Schwartz sinifindandir denir. Schwartz simifina ait tiim fonksiyon-
larin kiimesi 8(R™) ile gosterilir. Burada {pag} ailesi 8 iizerinde yarmormlarin
sayilabilir bir simifidir ve bu aile kullanilarak & {izerinde bir topoloji kurabiliriz:
{pr} dizisinin sifira yakinsamasi igin gerek ve yeter kogul, her @, § € N" igin
klgﬁlo sgp |z*8% o (z)| = 0 olmasidir. Bu topoloji ile birlikte § bir Fréchet uzayidir ve

1 < p < oo igin tiim LP(R™) uzaylarinda yogundur (Stein 1970).
Ornekler
1. C2 ile kompakt dayanakli ve C*° uzayina ait fonksiyonlarin kiimesini goste-
rirsek, o zaman C3° C § olur.
9. f(z) = e~™l* olarak tanimlarsak, f € § olur.

3. g(z) = e"™ sin(e™=*) ve her N pozitif tamsayisi icin fy(z) = (1 + |z[?)~V
fonksiyonlar1 § uzayinda degildir. Bu iddiay: kabaca g6yle dogrulayabiliriz: fy
fonksiyonu oo’ da yeteri hizla azalmaz (azalma hiz bir tistel fonksiyondan daha
yavagtir). Bunun yaninda g(z) fonksiyonu yeteri kadar hizla azalsa da tiirevleri

hizla azalmaz.

Simdi 8 uzayinin bir diger 6nemli karekterizasyonunu verelim.

Onerme 2.5.1. (Folland 1999)

f €8 <=V Nuveaign (1+|z|)N0*f sinarhdir. (2.21)
f € 8 <=V ave B icgin sup |0°(z*f(z))| sonludur. (2.22)

Onerme 2.5.2. C® uzay S iginde yodundur, yani her f € 8 igin {fi} C CF

fonksiyon dizisi bulunabilir ki, 8’in topolojisinde fir — f olur.
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2.6. Girisim ve Plancherel Esitligi

Bu alt béliimde girigim kavramin tanitarak baz énemli 6zelliklerini veriyoruz. ¢ ve

f fonksiyonlarinin girigims

b+ f(z) = / o) (@ —y) dy (2.23)
J

olarak tanimlanir. Simdi (2.23) integralinin anlaml olmasini saglayan uygun kogullar

hatirlayalim.

1. geLllvefel? (1<p<oo)igin (2.23)integrali h.h.h. mutlak yakinsaktir

ve

6 fllp < lBllall flp (2.24)
egitsizligi saglanir.

2. Eger ¢ kompakt dayanakl siirekli bir fonksiyon ve f € L[, ise o zaman

(2.23) her z igin mutlak yakinsaktir ve ¢ % f siireklidir.

3. ¢ IPvefelF, %—i— 1—}; = 1 igin, (2.23) integrali her z igin mutlak
yakinsaktir. Bundan bagka

18 % flloo < l18llpllfllp- (2.25)
egitsizligi saglanir.
Bu ozelliklere ek olarak, yukaridaki durumlarin her birinde girigim degigmelidir.
Yani, ¢ x f = f x ¢ ve
supp (¢ * f) C supp ¢ + supp f (2.26)
Not: Bir¢ok uygulamada ¢ sabit tutulur, gok “iyi” bir fonksiyon olarak segilir
ve girigim f — ¢ * f bigiminde tanimlanan bir operator olarak dikkate alinir.
Lemma 2.6.1. ¢ € C§° ve f < L} ise 0 zaman ¢ x f € C*™ ve
%(¢xf)=(00)* f (2.27)
dir.
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Sonug 2.6.2. f,g €8 ise, 0 zaman fxg € 8 dir.

Asgagidaki formiiller girigim ve Fourier doniigimi arasindaki ilgiyi gostermek-

tedir:

(f 9) = fa, (f,geL"); (2.28)
(fo)" = )f (f9€8). (229)
Teorem 2.6.3. (Ters Fourier Doniiglimii) f € L' olsun. fi(z) ile,
fulz) =(;w/f“?“ﬂaﬁ,u>m (2:30)
R»

Abel toplamlamlarine gésterelim. Bu durumda

Jim [lf; = fll, =0 (2.31)
ve
tlugiL fi(z) = f(z) (h.h.h.). (2.32)

esitlikleri saglanr.

Bu teorem g6z Oniine alinarak, f’in ters Fourier déniigiimii

1 3T,
e | s de

Rn

seklinde tanimlanir.

Sonug 2.6.4. Fourier dontsumi S’ den 8 tzerine bire-bir ve drten bir dontgimdir.

Lemma 2.6.5. (Folland 1999) u,v € M(R"™) oldugunu varsayalim. Bu durumda,

/u dv = /V du (2.33)
dir. Ozel olarak f,g € L' ise,

[ F@g@ do = [ 9@)1(@) ds

18
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Teorem 2.6.6. (Plancherel teoremi, birinci version) u,v € S ise, 0 zaman

/‘5dx=/u‘17dx (2.34)

R~ Rn

dir. Ozel halde, v = u konulursa, ||4||z = |jull2 elde edilir.

Dolayisiyla, Schwartz fonksiyonlarina kisitlanan Fourier doniigiimii L? normunda
bir izometridir. Bu da , 8 L?’ de yogun oldugundan, Fourier déniigiimiinii L%’ ye

genigletmenin yolunu gdsteriyor.

Teorem 2.6.7. Ejer u € M(R"), f € L? ve f+ o =0 ise, 0 zaman p = —fdx
dir.

ey oo . — 2 . N N e se e w e .«
Bu boliimii e~*#1°, Gaussian fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii vererek biti-
) y

relim:

Teorem 2.6.8. (Stein and Weiss 1971)

(7r)1n/2 / e el g8 de = (t)ln/z' e, (2.35)
Rn

2.7. Laplace Doniigiimii ve Gamma Fonksiyonu

Genellegtirilmig integrallerle sonsuz seriler arasindaki benzerlige bakarak, bir kuvvet
serisine karsilik gelen genellegtirilmig integrali aramak gayet normaldir. Eger kuvvet

serisini

> fln)a" (2.36)

n=0

olarak yazarsak, o zaman bu seriye kargilik gelen genellegtirilmis integral,

' / F(t)zt dt (2.37)
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olur. Kii¢iik bir gosterim farkiyla bu f(¢) fonksiyonunun Laplace doniigiimiidiir.
f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii tam olarak, (2.37)’ de z yerine e™* koyarak

elde edilen -
/ Ft)e*t dt (2.38)
0

integralidir.

Ozel olarak, dnemli Laplace doniigiimlerinden biri,

(o o]
/tke‘“ dt, (k> -1, s>0) (2.39)
0
dir. Burada k sifir veya pozitif tamsay1 oldugunda,
i k —std _ k' 4
t"e t—s—kﬁ,s>0 (2.40)

0
esitligi tiimevarimla kolayca gosterilebilir. (2.40)’ dan, s =1 igin
o0
k!l = / the~t dt (2.41)
0
olur. Bu formiil, faktoriyeli genellemenin metodunu vermektedir:

oo}
I['(z) = /t”‘le‘t dt, Rez>0 (2.42)
0
olmak iizere (2.42) integrali gamma~ fonksiyonu olarak adlandinlir. Gamma-

fonksiyonu Rez < 0, z # 0,—1,—2,..., yar diizlemine, bu integralin analitik de-

vami ile genigletilir.

Gamma~fonksiyonu icin, (z), = z(2+1)...(z+n—1) olmak iizere, agagidaki
formiilleri elde edebiliriz (Samko, Kilbas, Marichev 1987):

1. Genel fark denklem:

T(z+n) = (2).I(2),
M(z—n) = il Y (2.43)
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2. Fonksiyonel denklem

[(2)[(1 —2) =a/sinzmr, T'(1/2) =7 (2.44)

3. Legendre formuli
2z-1

2 1
I'(22) = 7= Lz)T(z+ 5) (2.45)
4. Asimtotik Stirling formaili
[(z) = V22" Y2 *[1 + O(1/2)], |argz| <, z— o (2.46)
ve bunun sonucu olarak;
nl =v2mn(n/e)*[1+ O0(1/n)], n— o (2.47)

dir.
Bu boliimii agagidaki onermeyle bitiriyoruz.

Onerme 2.7.1. a > 0 olmak tzere, f (t) = t3~! fonksiyonunun Laplace dondigimi

1T s dt

s ta/2___: ~af2 2.4

Tla/2) / ¢ ;oS (2.48)
0

dir.

2.8. Hardy-Littlewood Maximal Fonksiyonu

(X, u), (Y,v) olglim uzaylar1 ve T, LP(X,u) den Y iizerinde tamml Olgiilebilir

fonksiyonlar uzayina bir operator olsun. Eger ¢ < oo igin,

sy e s12s) > 3 < (Ale)
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saglaniyorsa, T zayif (p,q) tiplidir denir. Eger T' LP(X, u)’ den L*®(Y,v) ya
smurlt operatér ise, zayif (p, oo) denir. Eger T, LP(X, u)’ den L4(Y,v)’ ya simrli ise,
T giiglii (p, q) tiplidir denir (bak. Stein and Weiss 1971, sf. 184).

T giiglii (p,q) ise, o zaman T zayif (p,¢)’ dur: Bunu gormek igin Ey\ = {y €
Y : |Tf(y)|] > A} olarak tanimlarsak,

E,\)—/d </Tf()

Ex

751l _ (elflp)*
ws Dt < ()

elde ederiz.

Teorem 2.8.1. (Stein and Weiss 1971)
{Ti} LP(X,p) dzerinde tansmls dodrusal operatérler ailesi ve
T"f(z) = sup|T:f (z)]
olsun. Eder T* zayif (p,q) ise o zaman,
{f € (X, im T () = £(z) h.hh)

kimesi LP (X, 1) i¢inde kapalidur.

Burada T™*, {T;} ailesine iligkin maximal operator olarak adlandirilir.

Not: f € 8 i¢in ¢; * f(z) noktasal olarak f(z) yakinsadig: iyi bilinmektedir.
Eger sup ¢; * f(z) maksimal operatoriiniin zayif (p,p) (1 < p < o) tipli oldugunu
£>0
gosterebilirsek, o zaman Teorem 2.8.1.’i kullanarak, f € L? (1 < p < o0) i¢in hemen

her yerde noktasal yakinsamay1 gosterebiliriz.

B, = B(0,r), merkezi orjinde olan r yarigapli bir yuvar olmak {izere, R iize-

rinde tanimli lokal integrallenebilen f fonksiyonunun maksimal fonksiyonu

1
My(z “jglg |Bl/|f ldy—sup 0 B / | (¥)]dy (2.49)

|B(z,r)|

olarak tamimlanir. (Bu fonksiyon +o0o degerini de alabilir.)
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Burada |B;|, B,’nin Lebesgue olglimii ve B(z,r)’ de z merkezli, r yarigaph

yuvardir.

Not: Eger ¢ = |By| 'xp, ve Mif(z) = ¢; x f(z) alirsak, o zaman (2.49)’de
tamimlanan maksimal fonksiyon, pozitif f icin Teorem 2.8.1." de oldugu gibi, {¢:}

ailesine iligkin maksimal operatér ile ¢akigir.

Onerme 2.8.2. @ pozitif, radial, azalan ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,
sup |¢e * f(2)] < l|BllLM £ (). (2.50)

Ispat. Ilk olarak ¢(z)’1 basit fonksiyon alalim. Bu durumda,
¢(z) =Y ajxs,, (z), a;>0

g
geklinde yazilabilir. Bu halde, ||¢||; = } a;|B;,| oldugundan,
J

6% 1) = Y aslBylglxs,, * £(@) < 16114
j &

dir. Onermenin hipotezlerini saglayan herhangi bir ¢ fonksiyonuna, Teorem 2.3.1.
den dolay1 monoton artan basit fonksiyonlar dizisiyle yaklagilabilir. Ayrica, her ¢ > 0
icin ¢; bagka bir pozitif, radial, azalan ve integrallenebilen bir fonksiyon oldugundan

ve aynl esitsizligi saglayacagindan, istenilen sonug elde edilir.

Bu boliimii, agagidaki iyi bilinen sonucu vererek bitiriyoruz.

Teorem 2.8.3. (Sadosky sf. 1999) M operatiri zaysf (1,1) ve gi¢li (p,p), (1 <
p < 00) dir.

2.9. Gauss—Weierstrass Integrali ve Yarigrup Ozelligi

2 2 . . e ee e o
e~4elul* fonksiyonunun Fourier d6niisiimii

W (z,t) = (4mt) ™ 2exp(—|z|?/4t), z € R™, t > 0 (2.51)
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Gauss—Weierstrass gekirdegi olarak adlandirihr. Bu ¢ekirdegin agagidaki ozel-

likleri vardir:

[W(.,t)]/\(f) = /e“i“'zW(a:, t)dx = et (2.52)

R»

Vt> 0igin / W (s, t)ds = 1; / Wy, OW(z — y, 7)dy = Wz, t +7), (2.53)
Rn
W (VAz, At) = X2 (x, t). (2.54)

Ozel olarak, (2.54)’de t = 1 konursa;
W(VAz, A) = XYW (z, 1)
esitligi elde edilir.
Ispat. (2.33)’ nin bir sonucu olarak,

/f(:z;)e2’rt"”e“47’2°‘|“”[2 dr = /f(:c)W(x —t,a)dz Vo >0 (2.55)
n Rn
esitligini sGyleyebiliriz. Bu esitligin saginda t = 0 ve f(z) = e ¢ alisak, (2.52)
ispatlanmig olur. (2.53) igin uygun degigken degistirilmesi ile f W(z,a)dr =

[ W(z.1) dz esitliginin saglandiini gorebiliriz. Boylece, f e */tdy = 2T ol-
s
masindan dolay1 (2.53)’de soldaki ilk esitlik kolayca gorulur (n boyutlu integral,

bdyle n tane integralin garpimi olarak yazilabilir). (2.53)’in ikinci esitligi de, (2.55)’
de sol tarafta f(z) = W(z,t) alarak ispatlanabilir. Son esitlik de Gauss—Weierstrass

cekirdeginin tamimindan direkt olarak goriilebilir. |

f : R™ — C fonksiyonu i¢in Gauss-Weierstrass yarigurubu G f ile gosterilir ve
(G.f)(a / fla-DW(ntdz t> 0 (Gof)@) = flz)  (2.56)

olarak tanimlanir.
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Onerme 2.9.1. M #(x) Hardy-Littlewood mazimal fonksiyonu olmak tzere,

@) Geflle < ”f“LP? l1<p<o (2.57)
(ii) sup [(Gif)(z)] < M(x) (2.58)

Ispat. (2.53)’den Gauss—Weierstrass ¢ekirdeginin integralinin 1’ e egit oldugunu bi-
liyoruz. Bu sonucu (2.24)’ de gbz oniine alirsak dnermenin ilk kismi ispatlanmig olur.

Onermenin ikinci kisminim ispat1 i¢in Gauss—Weierstrass cekirdeginin,
W(t,a) = (dra)~™2e W /40,

Onerme 2.8.2.’nin hipotezlerini sagladigim gormek yeterlidir. ]
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3. BESSEL POTANSIYELLERI

3.1. Bessel Potansiyelleri’nin Tanimi ve Bazi Ozellikleri

Bu béliimdeki bilgileri, [Stein, sf.130] kaynagindan yararlanarak sunuyoruz.
Klasik Bessel potansivelleri, Fourier déniiglimii terimlerinde
(7)) = 1+ [2[*)72(H)N =), (z € R?, a > 0) (3.1)

esitligi ile tanimlanir. Bu potansiyellerin agik integral gosterimleri de bilinmektedir:

T )(z) = Ga * f(z) = - Ga(y)f(z — y)dy. (3:2)

Burada,
Galz) = (47r1)°’/2 1‘(;/2) /0 = o~T17[2/8 —b/4m §(~n-+a)/2 5‘? (3.3)
dir. Bu potansiyeller, matematik literatiirde I-birim operatér ve A = 3 3%%-

k=1
Laplace differansiyel operatérii olmak iizere, (I — A) operatériiniin “Kesirsel Kuv-

vetler?” anlamindadir.

Onerme 3.1.1.

(1) Her a > 0 igin Go(z) € LY(R") ve [ Go(z)dz =1’ dir.

(2) Bessel potansiyelleri, (J*f)(z) = Gnin* f(z), her o > 0 igin gucli (p,p) tiplidir;
yani [[(Tflp < I Fllp-

ispat. Fubini teoreminden,

! © ds
— —w[z|?/6 —b/4n s(—n+a)/2
/Ga(x) dz @ T (al3) //0 e ) 5 dz
R~ R™

L1 % spamg(-ntae @ / ~lof?/s
7 ¢(—n+a)/2 4T lz2/8 g
T ), T e

[l

R'n.
((2.48) ’den yararlaniyoruz)

— 1 1 * —d/4r (—n+a)/2d_5 nf2 __
= (4w>a/2r(a/2>/o e 50 =1
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dir. Ikinci sonug, Integral igin Minkowski esitsizligi uygulanarak elde edilir:

1Tl = 1Gal0)f(@ — 1) dyllpas < / 1Ga@®)F(& = )llpastly
J

[ 1Ga@lfldy = 171y [ Gatday = 171,
R~ R»

Son olarak, Bessel potansiyelinin ¢ekirdeginin Fourier déniigiimiiniin G, (z) =
(1 + |2[?)~%/2 oldugunu gdsterecegiz. Bunun i¢in agagidaki 6nermeye ihtiyacimiz

olacaktir.

Onerme 3.1.2.

(1) a>0ign

(1+|z)™2/? = £ (; 72 /0 4 e*f’(”lzlz)csa/z%‘z. (3.4)
(2) &> 0 icin
(e%P)" (z) = ([fig)):ﬂe—lzlz/“. (3.5)
(3)
Go(y) = ca ]O e~tWIP/AR T gy oy = [(4m)™T (/2)] 7L (3.6)
0

Ispat. Onerme 2.7.1.de s olarak (1 + |z|?) alirsak, birinci 6zellik gdsterilmis olur.
Ikinci zellik, denklem (2.35)’de Gaussianin Fourier doniigiimii olarak verilmisti.

(3.3) egitliginde § = 4nt konursa, (3.6) esitligi elde edilmig olur. n

Bu hazirliktan sonra agagidaki 6nermeyi ispatlayabiliriz.

Onerme 3.1.3.

Her o > 0 igin, G, cekirdeginin Fourier dontgtimu

Go(z) = (1 + [z[*) 72/ (3.7)

o4
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dir.

Ispat. Onerme 2.6.5.’den, her ¢ € 8 icin

1@ ds= [ o)tz 38)
dir. O halde, f(z) = e~(+121") alirsak

—(14{z|2)d » 1 —|=
/e AHeNo(z) dz = (2”)n/ (47r6)n/2e 19~ (z) dz

R R»
— g2 / e—[a:|2/466—56—n/2€0(x)d$
Rﬂ:

elde edilir. Bu esitligin her iki yanin§®/ 2%‘2 ile carparak integrallersek Fubini teore-

minden,
0 o)
/ /e—(1+|z]2)65a/2 d;:l dr = 71.71,/2/\(’0(3:) /e—lz[2/456—66—n/25a/2{5_6] dx
R® 0 Rn d

esitligi elde edilir. Bu egitligin sol tarafi i¢in (3.4) ve sag tarafi i¢in (3.6) g6z 6niinde

tutulursa,
r(a/2) [ @)1+ o) do = n2c;t [ Gaplois
R R7
bulunur. Son olarak (3.8) formiiliinden istenilen sonug elde edilir. |
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4. DALGACIK (WAVELET) DONUSUMU VE CALDERON
TURETME FORMULU

4.1. Bessel Potansiyellerine Iligkin Agirlikli Dalgacik
Dontisimii

Caligmamizin Girig kisminda integral dalgacik (wavelet) doniigiimleri hakkinda kisa
bilgi vermistik. Simdi, problemimize uygun Wavelet tipli Déniigiimii ve Calderén
Tiiretme formiiliinii bulmak istiyoruz. Bulacagimiz bu déniigiim, Bessel Potansiyel-

leri’nin terslerinin belirlenmesinde 6nemli rol oynayacaktir.

i, R! iizerinde u(R') = 0 ve supp p € [0,00) Ozelliklerine sahip bir sonlu
Borel 6lgiimii (yiik) olsun. Bu “dalgacik 6l¢iimii” ve (2.51)’de tanimladigimiz Gauss—
Weierstrass cekirdegini kullanarak, R™ x R! {izerinde agagidaki “dalgacik olgiimii”

kuralim:
dm(z,t) = W(z,t)dzdu(t), = € R", t e R.

(Bundan bdyle, W (z,t) fonksiyonu ¢ < 0 igin sifir olarak genisletilecektir). Agiktir

ki, m sonludur ve (2.53)’den

m(R™ x RY) = / du(t) / Wz, t)dz = / du(t) = 0 (4.1)

R1 R~ R1

dir.

Tamim 4.1.1. f:R* = C ve n > 0 olsun. f fonksiyonunun (V,f)(z,n) agirliklx

dalgacik doniigiimiinii,

(Vo) (@) = / £(@ = /y)e™ W (g, )dydu(s) (42)

R xR}

egitligi ile tanimhiyoruz.

Not: “Agirlikl” sozciigiinii kullanmamizin nedeni (4.2) ifadesinde bulunan e=*"

carpanidir.

29



(2.53) ve (2.54) denklemleri kullanilarak,

VD@m= [ fa= e Wy, Ddydu(s)

R™x[0,00)
=uONf@) + [ fo= VEm)e W @ Diydu(s) (43)
R 7 x(0,00)

esitligi kolayca goriilebilir.
Not:

ui)am = [ 1e-vin( | T (3, )duls) ) dy
J

(0,00)
oldugunu gordiik. Burada parantez igindeki ifade e™*" garpani olmadan, aligiimig

dalgacik fonksiyonu oluyor. Gergekten,

wy) = [ Wis)du(s)

/ (w)dy < 0

R®»

/f(x—\/ﬁy) Wy = /f( (=2 (4.4)
s

alirsak

ve

olur. Bu (4.4) formiilii ise klasik “integral dalgamk d6niigiimi” diir.

4.2. Bessel Potansiyellerinin Agirlikli Dalgacik Doniigiimii Ile
Ifadesi

Fourier déniigiimii dilinde (3.1) ile tanimlanan Bessel potansiyelleri J*f, (o > 0),

girisim seklinde ifade edilebilir [Stein, 1970]:

(7*)(@) = (Ga Nz / Galy)f(z - (4.5)
Burada G, ¢ekirdegi,

Galy) = ca / et g o [(4r) 2T (af2)]
/ |
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dir. W (y, t) Gauss—Weierstrass ¢ekirdegi olmak iizere basit bir hesaplamayla,

_ 1 —t 21
T(a/2) / et W (y, ) f(z — y)dydt (4.6)

R7x(0,00)

(Jof)(z) =
oldugu goriilebilir.

Agagidaki onerme Bessel potansiyellerinin “dalgacik—tipli” gdsterimlerini ver-

mektedir. Bu 6nermede f o®)dut) = [ ¢(t)du(t) oldugu kabul edilmistir. Ayrica,
[a,b)

(a) = 0 oldugunda, f e(t)dut) = [ () du(t) kabul edecegiz.
a (a,b)

Onerme 4.2.1. V.f (4.2)de tansmlandsgi gibi olsun ve p [0, 00) kiimesinde

“~n

T d\ul(T de T du(
,U,(O) = 0, / |7-¢:¢I/(2 ) < 00 Coup = / Ta/2 (47)
0 0

kosullarins saglasin. O zaman (J°f)(z) potansiyeli mutlak yakinsak oldufunda (me-

sela, f € L?, 1 < p < o0 igin)

(J°f)(@) = m/lT)‘ / i (Vi f) (@, m)d (4.8)

dir.

ispat. Basit bir hesaplamayla,

oC [e¢]

/ 17 (Vi) (@, m)dn = / W (y, 1)dydp() / e f(z ~ v/Ty)n* ldn
0 R™x[0,00) 0
(n = s/7,dn = ds/7, degigken degistirmesi yapiyoruz)

[o0]

[ W ne s @ - ayduds [ 7o)
R7™x(0,00) e
(y = z/+/5,dy = s7™/%dz degisken degistirmesi yapiyoruz ve (2.51)'yi kullaniyoruz)

= Cop / 559N (2, 8) f(z — 2)dzds = canL(c/2)(J2F) (@)

R™x(0,00)

dir. Buradan da (Jf)(z) = m-lm [ 77221 (V,,f)(z,n) dn elde edilir. n
0
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4.3. Agirlikli Dalgacik (Wavelet) Doniigiimiine Uygun Cal-
derén Tiiretme (Reproducing) Formiilii: L? Versiyonu

Su ana kadar, problemimize uygun dalgacik (wavelet) doniigiimiini bulduk. Fakat

daha 6nce de belirttigimiz gibi dalgacik doniigiimiinii 6nemli yapan etkenlerden biri

Calderé6n tiiretme (reproducing) formiiliidiir. Bu formiili L% ve IP, 1 < p < o0

durumlan icin ayri ayr ele alacagiz. Bu formiilii elde ederkren kogullarimiz, L2

halinde p O6lglimiiniin Laplace doniigiimii tizerinde ve LP genel durumunda ise u

Olglimii iizerinde verilecektir.

[0}
Teorem 4.3.1. p bir dalgacik olgim, f(t) = [ e **du(s) fonksiyonu pu 6lgiminin
0

Laplace dontgimai ve ¢, = f it mtegmlz sonlu olsun. O halde,

i [GNEn D =aie), Ve R

=0
P—00
£

dir.
Ispat. Ilk olarak, f € L'()L? alalm. f. ,(z) ile

feo(z /pr :v'n

gosterirsek, Fubini teoreminden,

/ / . / ™MW (2;1) f (& — /372)dzdu(s)

R7x[0,00)

(z yerine z+./smz koyuyoruz ve (2.53)’yi kullamybruz )

p o0
= 1°w) [ 2 [ maus) = 1 )kun(o)
€ 0

elde edilir. Burada,
p(1+]yl?)

ko) = [ )T

(1+yl?)
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t
dir. Teoremin ifadesinde tanimladigimiz ¢, sonlu oldugundan, [ /:L(T])d—;l fonksiyonu
0
t
[0, 0o] iizerinde siireklidir ve bu nedenle ¢ %/ sup| [ ﬁ(n)d—;l[ sonludur. Béylece,
>0 0

p(1+y1?) (1+[yl?)

PN B |
|ke,o(y)] = u(n)77 0/ u(n)nls2- (4.9)

egitsizligini elde ederiz. Simdi Plancherel formiilii ve Lebesgue Integrali Altinda Li-

mite Ge¢gme Teoreminden € — 0, p — oo igin:

1 fep = Guflle = @m)2||f2, — Guf 1o
= (27r)_"/2||f/\(k5,p - €M)I|L2 -0

oldugu goriiliir. Genel durumda yani, herhangi bir g € L fonksiyonu igin lemmanin
hitkmii goyle ispatlanabilir: f € Ly, N Ly i¢in tamimlanan

P

(Ao f)(x) = fep(z) = / (Vy,,yf) (:E,T])C;—n, (0<e<p <o)

€

dogrusal operatorii giicli (2,2) tiplidir. Gergekten, Minkowski esitsizliginden

P
dn p
[Aeof e < [ ]| (Vi) o], 52 < 1 el 1n 2 (4.10)
bulunur. Burada |jull = [ d|u|(¢) < co dur. Ashnda, A, , operatérlerinin normlar:
(0,00)

¢ ve p'dan bagimsizdir. Gergekten, Plancherel teoremi ve (4.9)’dan her f € L ,NL,
icin
[Aepflle = lfepllz = c(n, )1, ll2 = c (n, V)| £ ke )2
< 2ce(nv)||f"l2 = 2| £l (4.11)

dir. Simdi g € Ly olsun. Her 6 > 0 igin ||g — fl||2 < d olacak bigimde f € L;, N Ly
alabiliriz . Bu halde, (4.11)i gbz 6niinde tutarak,

19,0 — Eugllz < l19e,p — fepllz + 1 fesp — Euflla + l1Cuf — Eugll2
= |[(g = fepllz + |&,u”|f —gll2 + 1 fe.p — Eufll2
< (2C+ Iaul)”f - 9”2 + ”fs,p - Euf||2 < (2C+ [6“|)(5 + “fe,p - Eﬂf“2

elde edilir. Bundan sonras: agiktir. ||
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4.4. Calderén Tiiretme (Reproducing) Formiiliiniin
L? Versiyonu

Bundan sonraki amacimiz, Teorem 4.3.1."i LP- fonksiyonlar: i¢in genigletmektir.
Once agagidaki yardimci lemmalan verelim.

Lemma 4.4.1. [Rubin , p.189] R! tzerinde tansmils u Borel élgiimi i¢in supp u C
[0,00), [u|(R') < oo, w(RY) =0vwve [ |logt|d|ul(t) < oo dzellikleri sajflansin.
0,00

=-i- / duf(t)

(0,)

olmak tizere, k(s) € L1(0,00) ve [k(s)ds= [ logl du(s) dir.
0 (0,00)

Bu halde,

Lemma 4.4.2. [Rubin 1999, sf.8] A > 0 ve u R dizerinde asadidaki 6zelliklere sahip

sonlu bir Borel él¢timi olsun,

a) suppp C [0,00),

b) [ s7du(s)=0, j=0,1---,[A] (A\’'man tamdegeri),
[0,00)

c) en az biry> Xigin [ s7d|u|(s) < co.
[0,00)

Eder p dlgimintdn Rieman-Liouville kesirsel integralini

(IA+1#) (s) = )\—}- 1) /

[0,s)

ile gosterirsek, o zaman

O(s?), s—0
(IAH )(8) { O(s™%), s—o00; §=min{y— A 1+[\ -2} €(0,1]
olur. Bundan bagka,
I(=A) [ s*du(s), eferA¢gN

o

I/\+1 _ [0,00)
/ g%;\ﬂ- [ s*logs du(s), ejerreN
0 . [0,00)

ozellikleri saglanar.

34



Teorem 4.4.3. f € L?(R"), 1<p<oc (L% =C: |z| — oo igin sonlu limiti olan

fonksiyonlar sinifi) olsun. Eger

s [0,00),  p{0,00)} =0, [ [logtldlul()) <co (412
0
ve -
def 1
¢, = | log—du(t) (4.13)
[
1s€, 0 zaman
T dn .. T dn
Jwp@n =tim [GnEnT = of@ (414
0 €

dir. Burada limit, L? -normunda (1 < p < o0) veya hemen hemen her £ € R™ igin
noktasal limit olarak anlagilmaktadir. p = oo olmasi durumunda limit, sup-norm

anlamandadar.

ispat.

o0

L@ = [nEnT e >0 (4.15)

£

ve § = §(t) t = 0 noktasinda toplanmig birim kiitle (Dirac fonksiyonu) olmak iizere
p () = p(t) — u({0})d olsun. (4.12)'den , #({0}) = 0 dir. Bundan ve (4.3)'den
dolay1

o

/ %7. / e~"W (y, t) f (z — /Ty)dydu(t)
£ R7x(0,00)

= ]odu’(t)/ooi—”/e“"’w(y,t)f(w—\/ﬁy)dy
0 € R™

IL(f; w)(z)

(y=2z/\/M, n=s/t koyarak (2.54)’ii kullaniyoruz)

s/e
= W(z,s)f(z — 2)e™ E— / dy (t)} dzds

R™x(0,00)
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def / fl@ — 2)K.(2 s)dzds (4.16)

R™x(0,00)
burada,
ke(z,s) = e *W(z, 8)ke(s), (4.17)
k(o) = 2h(3), ko) = [ (0= 2u(0,9) (4.18)

dir. Simdi (4.16)’de € — 0 igin limite gegelim. Bunun i¢in (4.16)’da s = 7, ds =
edr; z = /ey, dz = €"?dy degisken degistirmelerini yaparsak ve (2.54)’i gbz

oniinde tutarsak,

LEwE = [ fe-VEWEneTkdydr  (419)
R™x(0,00)
esitligini elde ederiz. (4.12) varsayimlan altinda, k(7) € L*(0,00) oldugu iyi bilin-
mektedir (Lemma 4.4.1.). Boylece c:u = [ k(r)dr dersek, (2.53) ve (4.19)’den
0

IL(fom) = cuflee < [ [R(D)Ie™ W (y, DI fz — Vey) - f(@)llz dydr

R7™x(0,00)

+”f””Rn {) )Ik(T)lW(y,T)le“”— lldydr  (4.20)

elde ederiz. Lebesgue integral altinda limite gegme teoreminden , (4.20)’{in sag tarafi

€ — 0 i¢in sifira gider. Boylece agagidaki esitlik elde edilir,

(Lp) dn '
lim (V,Lf)(m,n); =c,f(z), 1<p< oo

e—0
&

(L*°, sup-norm ile birlikte é’ smift olarak yorumlanir ).

Simdi (4.14)’de hemen hemen her yerde noktasal yakinsamay: ispatlayalim;
(4.19)’den

LU W@ S / ke dr [ 15— Iz, er)ds

<sup / 1@ = D)W (s, 9z [ Ih(r)lemdr < My (o)

0
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olur. Burada, M;(z) f’in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve

o

cl=/|k(7')|d7'

0

dir. Boylece sup |I.(f,u)(z)] £ c1My(z) olur ve buradan, measA, A kiimesinin
>0

Olgiimii olmakg lizere, 1 < p < oo igin
meas{z € R™: salig |I.(f, w)(x)| >t} < eymeas{z € R™: M;(z) > t}
< (call fllzat™H)P. (4.21)
oldugu goriiliir.

¢ — 0 iken her f EC.’ (R™) icin ( bu fonksiyonlarin kiimesi L?, 1 < p < o0
da yogundur) h.h.h. L(f, u)(z) — ¢, f(z) oldugundan, (4.21) tahminini ve Teorem
2.8.1.i kullanarak, her f € L?, 1 < p < oo igin € — 0 iken h.h.h. L(f, p)(z) —

Clu f(z) oldugunu elde ederiz. Teoremin ispatini tamamlamak icin geriye

c; ~ /k(T)dT = /log %d,u('r) =c, (bak (4.13))

oldugunu géstermek kaldi. Bu iyi bilinen gergegi (Lemma 4.4.1.) kisaca burada ispat-
layahm. [ du(s) =0 oldugundan [ du(s) = — [ du(s)’dir. Bu esitlikten ve Fubini
0 0

p
teoreminden,

olur. n
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5. AGIRLIKLI DALGACIK DONUSUMLERI KULLANILARAK BES-
SEL POTANSIYELLERININ TERSLERININ BULUNMASI

J¢ (a > 0) potansiyellerinin tersleri formal olarak (4.8)’de « yerine —a konulmasiyla
elde edilebilir. Simdi bu gézlemden yola gikarak Bessel potansiyellerinin terslerini

belirleyelim.

Teorem 5.1.1. u dayanads [0, 00) olan bir Borel élgimi olsun. Ayrica p olgimi igin,

o0

) / Hdu(t) =0, j=0,1,-,[a/2] (a/2nin tamdegeri),  (5.1)
0

(i)  en az bir B > /2 igin /tﬂd|,u](t) < 00 (5.2)
0

ozellikleri saglansin. Bu durumda o = Jof, f € [P, 1 <p < oo (L EC.') ise , 0

zaman oo o
d’l’] amm
[ o= = i (V)@ = ol @) 63
0 €

esgitligi saglanir. Burada dq, katsayist,

I'(—a/2) Ttaﬂd,u(t) ejer a/2 ¢ N

( 1+a/2

(/2

Aoy = (5.4)

f t*/2logt du(t) efer a/2 €N

formiilii ile belirlenir. (5.3)’de limit 1 < p < oo igin LP-normunda ve noktasal olarak

alinayor ( h.h.h.). p = co olmast halinde limit sup—norm alinar.

Ispat. (4.2) ve (4. 6) gbz Oniinde tutularak,

(Vud®f)(z,m) = F(a/2) / [ / e"TTa/2_1W(z,T)f(x— \/ﬁy-—z)dzdr] x

R™*x(0,00) R™x(0,00)
x e~ W (y, t)dy dp(t)

oldugu goriiliir. Fubini teoremini uygularsak,

V"Nl = a7y [ & aute) [ Wiy, 9y
(0,00) R~
X / e IW (2, 1) f(z — /My — 2)dzdT

R x(0,00)
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1
(y = %5 , dy=(—=)"d¢ degigken degistirmesini yapiyoruz )

VT
=f‘(_;72—)/ e du(t) /W ——f,t) )"d§ / e T2 gr x

(0,00)

/Wz'r flz —&—2)dz

elde ederiz. Simdi, (2.54)’den

1 1.,
W(ﬁ&t)(\—/% =W (¢, nt)

oldugunu goz oniinde tutarak z yerine z — £ koyarsak,

(VI ®f)(z,m) = Fim / e "dp t)/W &, nt)dg / e Tr%/? 1dr x

(0,00) (0,00)

x [ Wz—-&1)f(z—2)dz=
/

1
== e Mdu(t) e "2 Y dr | f(z — 2)dz x
o/ 2)@4 ) / R[

(0,00)

x / Wz — €& 7)W (€, nt)d

- —T..0f2-1 _
I‘(a/2 / Mdu(t) /e T dTR[f(:v 2)W(z, 7 +nt)dz

0,00) (0,00}
bulunur. Bu egitlikde 7 yerine 7 — it koyarsak,
~ 1 / du(t) / e (1 - nt)alz_ldr/f(x - 2)W(z,7)dz
I'(a/2) " ’
Rn

(0,00) (0,00)

esitligini elde ederiz. Burada

5 (r—nr)s~t , ifr >
(r—n7)3 .—{ 0 , fr<nr

dir. Boylece,
(G f)(@) = / (@ — 2)W (2, 7)dz
Rn
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gosterimini kullanarak,

T/7

/ (G, f)(@)dr / (r — nt)2* du(t)

(0,00)

(VT ) (@) = f@l/—m-

oldugunu buluruz . Bu durumda

o0

o)) =

&

o | @G / 7 (r =" ks =
0

(0,00)
) T/e T/t p
- - -7 a/2—-1 T a/2-1_ 0N
g | ¢TGN [t [G-my S
(0,00) 0 :

olur. $imdi, agagidaki (5.5) formiiliinde (Gradshteyn (1994) 3.238(3) numaral: formiil)
u=0,v=1, 8§ =a/2, a=¢, b=n/T koyarsak

b
(b-t)1(t—a)t  T@OL@w) (b—a)ft
/ |t — ulf+¥ P 3 T(0+v) |a—ul®lb—ul’ u ¢ [a, b] (5.5)

a

]”(__ opi_d1__Tlof2) (r/t=)"

nel2 T T(1 +a/2) &7/t

esitligini elde ederiz. Bu egitligi kullanarak,
1
Belr) = (D), hals) = < (19%14) 5)

olmak fizere (burada (I a/2+1 ,u) (s) p Ol¢iimiiniin Riemann-Liouville kesirsel integ-
ralidir ( Lemma 4.4.2.)),

o ¢]

[ 1) (o )5 = / e G, f(o)be(r)dr (5.6)

&€

elde ederiz. (5.1) ve (5.2) ozelliklerinden , Ay(s) € L1(0,00) ve [ Ay(s)ds = doy
0
olur. Burada dg, (5.4)’de tammlandig: gibidir.
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Boylece Teorem 4.4.3.” de oldugu gibi

[Vt )@ ) lys = dof (@) | =|| [ p@pbetryar-

[oo]

= f@patriar| | < ||f||p,uof e = 1| a(r)ldr +
+ 1Gre (@) = F(@)llpslar)lar

egitsizligini elde ederiz. Ispat’n geri kalan1 Teorem 4.4.3. ile aynidir. |

Sonug. Eger Teorem 5.1.1."in 6n kogullarini saglayan bir p 6l¢iimi bulabilir-
sek (5.3) formiiliinii uygulayarak J*f Bessel potansiyellerinin terslerini bulabiliriz.

Agagidaki 6rnekte istenen kogullar saglayan bir u Olglimiinii veriyoruz.

Ornek. §; = 6;(t) t =k noktasindaki Dirac fonksiyonu olmak tizere, u 6lgiimiinii

ﬂ:io 156, (I > a/2)

olarak tanimlayalim. (4.2) formiiliinden f fonksiyonunun dalgacik déniigiimii

l
(Vu)(m,m) = Z( ) )’“e‘k”/W(y,l)f(rv— Vkny)dy
Rn

k=0
E () (~1*e (G ) (@),

k=
olur. (Burada (G;f)(z) f fonksiyonunun Gauss—Weierstrass integralidir (2.56)). Bun-
dan bagka (5.3) formiilii verilen y 6lglimii igin,

o0

]O(Vf)xn T / (1 )veme af) &)L

0 0

olarak elde edilir. Geriye y ol¢limiiniin (5.1) ve (5.2) kogullarini sagladigim gostermek
kaldi. Bunun igin,

k=0

/oot”du(a) = A)(0) = i ( ,i )(—1)’%9, 6>0
0

fonksiyonu 8 = 1,2,3,--- ,l — 1 noktalarinda sifir oldugundan ( bu noktalar diginda
sifirdan farklhdir; Samko, Kilbas, Marichev (1993) ), u 6lgiimi (5.1) ve (5.2) kogullarini
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saglar. Son olarak 5.3 formiiliindeki d, , katsayismin sifirdan farkli oldugunu goste-
recegiz. Bunun igin (5.4) formiilii ile verilen d, , katsayisinin agagidaki esitini kulla-

nacagiz. d, , katsayisinin bu yeni gosterimi Rubin (1999. sf.9) kaynaginda verilmigtir:

o0 o o0 .
da,u=/—%,_—H/e td/l,(t). (57)
0 0

v

Simdi,

!
j=0

76_"”du(t) = Z (,lc) (=)™ = (1 - ™),

estligini (5.7) formiiliinde kullanirsak

11 —e)ldv #0

Qu
L
®
il
0\8
el

istedigimiz sonucu elde ederiz.
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