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OZET

BETA FONKSIYONU iICEREN HERMITE-HADAMARD TiPLi
ESITSIZLIKLER

Fatih ATA
Diizce Universitesi
Fen Bilimler Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY A
Temmuz 2021, 94 sayfa

Bu tezin amaci, Beta fonksiyonu igeren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde ederek,
birinci tiirevlerin mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak, literatiir de elde
edilmis bazi sonuclar1 kapsayan Hermite-Hadamard esitsizligi ve buna bagl olarak
yamuk ve orta nokta tipli esitsizlikler elde edilir.

Anahtar Sozciikler: Beta fonksiyonu, Hermite-Hadamard esitsizligi, Konveks
fonksiyonlar.
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ABSTRACT

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES WITH
BETA FUNCTION

Fatih ATA
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY A
July 2021, 94 pages

The aim of this thesis is to obtain Hermite-Hadamard type inequalities containing Beta
function, by using functions whose absolute values of first derivatives are convex,
Hermite-Hadamard inequality covering some results obtained in the literature and
accordingly trapezoid and midpoint type inequalities are obtained.

Keywords: Beta function, Convex functions, Hermite-Hadamard Inequality.
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1. GIRIS

Kesirli integral ve kesirli tiirev kavramlar1 ilk olarak literatiire Riemann-Liouville
tarafindan atildi. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integralin sadece
tamsayilar da var midir sorusundan ortaya ¢cikmustir. 17. ylizyildan itibaren Leibnitz,
Euler, Lagrange, Liouville ve diger bircok matematikgi tarafindan kesirli tiirev ve kesirli
integral calismalar1 ile gelismeye baslamistir (Pecaric, Proshan ve Tong 1992). Kesirli
tirev ve kesirli integraller ilk zamanlarda yapisal kurgusundan dolayr bilim ve
miihendislikte ¢cok popiiler degildi. Kesirli tiirev ve kesirli integral bilim ve miithendislikte
daha popiiler olmas1 doganin daha iyi anlatilmas1 ve anlasilmasini saglamakti. Kesirli

tiirev ve kesirli integral kavramlar1 Hospital 1965°de tarafindan Leibnitz’e gonderilen

mektup ile basladi. L’Hospital bu mektupta Leibnitz’e % ifadesinin n = 3 i¢in anlaml
olup olmayacagini sormustur. Leibnitz ise L Hospital’a cevap olarak "ileride bir giin ¢cok
giizel sonuglara yol agacak ancak simdilik bir paradoks" demistir. Leibnitz bu sozleri ile

kesir analizinin dogusunu saglamistir. Leibnitz tam say1 mertebeden tiirevi

d"e™

dx"

=m"e™ (1.1)

seklinde ifade etmistir.

Kesir analizi konusu L’Hospital ve Leibnitz’den sonra 1730 yilinda Euler’in de dikkatini

¢ekmistir. Euler bu denklemde e™ fonksiyonu yerine x™ fonksiyonu yazilarak

d'x" m(m—1)(m=2)..(m—n +1)x"" (1.2)
dx"

denklemini yazmigtir. Gamma fonksiyonunun



I'm+D)=m.(m-1).im—n+DI'm—-n+1) (1.3)

ozelligi kulanilarak

d"'x"  T(m+1)

— = X" (1.4)
dx I'm—n+1)
esitligi vermistir. Bu esitlikte m=1 ve n=7 alindiginda
dx? 74 T

oldugunu gdstermistir. 1772 yilinda Lagrange diferansiyeller operatorler icin kuvvet alma
kanunu ile kesir analizine katkida bulunmustur. 1812 yilinda P. S. Laplace integraller

yoluyla kesirli tiirevi tanimlamis ve bu tanim Lacroix’in eserlerinde yer almistir. Lacroix

m bir tamsay1 olmak tizere y=x" ile n —ninci tiirevi elde etmistir:

X" m=>n. (1.6)

Lacroix tam Gamma fonksiyonu i¢in Legendre’nin semboliinii kullanarak su sonuca

varmistir:

d'y  T'(m+1)
dx" T'(m—n+1)

x"" (1.7)

1822 yilinda Fourier keyfi mertebeden tiirevli konular ¢aligmistir. Fourier tarafindan

1 o "
f=o- [ f@adz[ cos(px—pzydp (1.8)



olarak tanimlamistir. Fourier integral tanim1  f(x) in integral gosteriminden dogmustur.

Burada n bir tamsay1 olmak {izere

d cosp(x—z)=p" cos{p(x—z)ﬁtlmr} (1.9)
dx" 2
dir. Buradan Fourier
d"f(x) 1 = o V4
e —gj_mf(z)dzj_wp CO{p(x—z)Jrnﬂdp (1.10)

ifadesinin n i¢in tamsay1 olmayan n —ninci dereceden kesirli tiirevin tanimi olarak kabul

etmistir (Pecaric, Proshan ve Tong 1992).

Abel kesirli operatorleri ilk kez tauchore problemi olarak adlandirilan integral denklemini
¢ozmek i¢in kullanmistir. Tautochrone problemi siirtiinmesiz bir egri lizerinde kayan bir
cismin inig sliresinin o cismin baslangi¢ noktasindan bagimsiz oldugu egrinin seklini
belirlemedir. Abel’in integral denklemi; fizik, kimya, biyoloji ve mekanik gibi alanlarda

ortaya ¢ikan bir¢cok problemin ¢6ziimiine yardimci olmustur.

Abel’in 1. tip ve 2. tip integral denklemi sirastyla

u(t)

flo= j (1.11)

Ve

=+ [ F0d

(1.12)

seklinde ifade edilir. Burada f(x) siirekli bir fonksiyon ve 7T sabit olmak iizere
0<x,t<T dir. Bununla birlikte “Genellestirilmis Abel Integral Denklemi” 0<a <1

olmak tiizere sirastyla



uo 4y (1.13)
1

fo=[

(x—

ve

u(t)
(x=1)"

u(x):f(x)+j: dt (1.14)

seklinde tanimlanir. Bu genellestirilmis denklemler ise kesirli integral denklemi olarak

g6z Oniine alnabilir.

1832 yilinda J. Liouville kesirli analiz tanimlarini teorik problemlere uygulamistir ve

tamsay1 olmayan tiirevlerin mertebeleri i¢in asagidaki yaklasimlari onermistir:

Leibnitz’in formiilii ile asagidaki gibidir:

1.
dmeax
=q"e” 1.15
o (1.15)
fx)= ZCne“"X; Rea, >0
=0 (1.16)
dgf(X)_i e ax
PR _Ocnane
2.
j "W (x)dxt = ;r’ Y(x+a)a" " da
(=D T ()
["®oder = 1 [ ¥(r-a)a"da
['(p) 0
T=Xx+a, T=x—-« (1.17)

j " () dx* — ) W(r)dr

1 0
'XAVHML“

["wodx = %ﬂ) [ -0 ¥@)de



seklindedir.

3.
dy:anEx) _ (—hlZ” (F(x)_%F(x"i'h)+%F(X+2h)—...j
d’";( ) ( b (1.18)
a4 u_ - P -+ P HE T B omy -
VI [F(x) [ FG—h)+ == F(x=2h) j

Sag ve sol tarafli tiirev ve integrallerin varligmi ilk olarak J. Liouville ortaya koymustur.
1867 yilina A. K. Griinwald 1867 kesirli tiirev ve kesirli integraller iizerine ¢aligmalar
yapmistir. 1868 ve 1872 yillart arasinda A. V. Letnikov kesirli integrasyonlar iizerine

pek ¢ok makale yayimlamistir (Pecaric, 1992).

1892 yilinda Riemann yayimladigi1 ¢alismasinda {izerinde uzun yillardir ¢alistigr kesirli
integrasyon teorisini gelistirmistir. Riemann kesirli integrasyon i¢in formiil elde ederken
Taylor serisinin bir genellestirmesini kullanmistir. Riemann integralin alt smirmi

sabitlemedigi i¢in keyfi bir W(x) fonksiyonu tanimlamistir. Bu dezavantaji

cozememistir. Bundan sonra kesirli analizin 20. yiizyilin ikinci yarisindaki dogusuna

kadar, G. F. B. Riemann’in keyfi fonksiyonlu gosterimi su sekildedir:

X

-v _ v _L _ v—1 .
D, l(x)—(clx)(x)—r(v)_[(x 1) 1(1) + ¥ (1);[Rev > 0] (1.19)

Kesirli tiirev ile ilgili ¢alismalar yapan A. L. Cauchy f(z) kompleks fonksiyonu igin

n —ninci mertebeden tiirev formiiliinii su sekilde vermistir:

D"f(z2)=f"(2)=

T+ f@)
2_ § (1.20)

(l’ _ Z)n-H

Kesirli tiirev i¢in yapilan ¢aligmalara 6nemli katki saglayan biri de A. Marchaud dur.
Marchaud, Riemann-Liouville kesirli integralini kullanarak kesirli tiirevi vyerine —v

alarak, v >0 i¢in kesirli tiirevi



. Dl f(x)=lim

w e—wydu=_, 17 f 1.21
HOF(I—V)LM (x—wydu=__1"f'(x) (1.21)

seklindedir.

Hermann Weyl, kesirli integral tanimini ileriye dogru integrasyon ve geriye dogru

integrasyon seklinde tanimlamistir.

Ileriye dogru integrasyon:

N f )=, 15f(x)

1 ol (1.22)
= Ty e (=0 Flandu
Geriye dogru integrasyon:
W)= 17 f (%)
1 (1.23)

y Ta)j_m(x—u) “ f(u)du

seklinde tanimlanir.

1900'li yillardan giinlimiize kadar kesir analizine katkida bulunan bir¢ok bilim adami
vardrr. Bunlar H. H. Hardy, S. Samko, M. Riezs, K. B. Oldman, B. Ross, A. Kilbas, R.
Bagley, K. S. Miller, M. Caputo gibi bir¢ok bilim adam bu konuda 6énemli ¢aligmalar

ortaya koymustur.

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in 7 degerini hesaplamasima kadar uzanan bir
kavramdir. Buna karsin konvekslik kavraminin matematikte yer almasi 19. ylizyilin sonu
20. ylizyilin bagmi bulmaktadir. Konvekslik, geometri, analiz, topoloji, lineer cebir
alanlarinda kullanilir. Konvekslik kavrama ilk olarak 1881 yilinda Hermite’nin bir
sonucunun, 1883 yilinda Mathesis dergisinde yaymlanmasiyla ortaya ¢ikmustir.
Hadamard’n 1893 yilindaki caligmasinda konvekslige rastlansada asil calismalar
1905—1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen ile baslamistir. Konveks fonksiyon kavrami
esitsizlik teorisinin gelismesinde onemli rol oynamustir. Esitsizlik kavramu ile ilgili ilk

monografi 1930’Iu yilarda yaymnlanmistir (Pecaric, Proshan ve Tong 1992). Hardy,



Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovic, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi
matematikciler Esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar bir arada inceleyerek cesitli
kitaplar ve ¢ok sayida makaleler yayinlamiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
calisma 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan yazilan "Inequalities" adl1
kitaptir (Hardy, Litlewood ve Polya, 1952). Bu kitabin birgok baskis1 olmakla birlikte bu
giin hala yeni baskis1 da bulunmaktadir. Tkinci ¢alisma ise E. F Beckenbach ve R. Bellman
1961°de yazilan 1934—1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini
iceren "Inequalities" adli kitaptir. Bunu Mitrinovic 1970°de yayinladig: ve ilk iki kitapta
bulunmayan farkli konulara da yer verdigi "Analytic Inequalities" adl1 isimli kitap takip
eder. Bu kaynaklarin yani sira literatiir de var olan bazi kaynaklar sunlardir; "Inequalities
involving Functions and Their Integrals and Derivaties" (Mitrinovic, 1991), "Classical
and New Inequalities in Analysis" (Mitrinovic, Pecari¢ ve Fink, 1993), "Mathematical
inequalities" (Pachpatte, 2005) ve "Convex Functions and Their Applications" (Niculescu

ve Persson, 2006) dir.

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iliskili olan Esitsizlik Teorisi C. F. Gaus, A. L. Cauchy
ve P. L. Cebysev ile gelismistir. Esitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyonlar arasmdaki
iligki olduk¢a 6nemlidir. 19.—20.yy’da bulunan 6nemli esitsizliklerin bir¢ogu konveks
fonksiyonlar yardimu ile elde edilmistir. Bu esitsizliklerin en 6nemlilerinden biri olan ve
1981 yilinda Hermite tarafindan ifade edilen Hermite-Hadamard esitsizligidir. Hermite
Ekim 1881°de, Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdigi bir mektup ile asagidaki
ifadeyi sundu. Bu mektup Mathesis 3 de su sekilde yaymlanmistir;

"Sur deux limites d'une integrale define. Soit f (x) une Function qui varie toujours dans
le méme sendde x=a, x=>b .On aurales relations

(b_a)f(a;bj<ﬁf(x)dx<(b—a)—f(a);—f(b)

on bien

(b_a)f(a;bJ > jjf(x)dx > (b—a)—f(a);_ f(b)

suivant que la courbe y = f(X) tourne sa convexité ou sa concavite vers l'axe des
abcisses (Hadamard, 1883)".



Bu esitsizlikler integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve goriintiilerinin
ortalama degerine iliskin olup fonksiyonun konvekslik veya konkavlik olmasi duruma

baghdir.

Daha sonra Hermite’nin sonuglarmin genellestirilmesi olarak 1906 yilinda Fejer

trigonometrik fonksiyonlar ile ¢alisirken su esitsizligi elde etmistir:

1) e [ Wsae= - L0 ), (124

Burada g(x) =1 ve xe€ (a,b) icin Hermitin esitsizlikleri elde edilir. Fejer’in bu sonucu

ile ile ilgili son yillarda literatiir de pek ¢cok calisma bulunmaktadir. Bu esitsizliklerin yani
sira 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligi de mevcuttur.
Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili caligmalarin birgogu S. S. Dragomir ve C. E. M
Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilan "Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications" isimli kitapta yer almistir. Ostrowski esitsizligi ile ilgili
calismalar bir cogu S. S Dragomir ve T. M. Rassias tarafindan 2002 yilinda yazilmis olan
"Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical Integration" kitapta bir
araya getirilmistir. Konveks fonksiyonlar iizerine calisan diger matematikgiler M. E.
Ozdemir, U. S. Kirmaci, R. Agarval, G. Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, A.
W. Roberts, D. E. Varberg, N. S. Barnett, H. Yildirim, M. Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S.
Varosanec, P. S. Bullen, P. Cerone, G. Toader, M. Alomari, F. Qi, C. E. M. Pearce, M.
Darus, M. K. Bakula, J. Peéari¢, E. Set, A. O Akdemir, H. Kavurmaci Onalan, M. Avci
Ardig, M. Giirbiiz, A. Ekinci, C. Yildiz, M. Tung seklindedir. Konveks fonksiyonlar ile
ilgili bircok kitabin yaninda yiiksek lisans ve doktora tezleri litiratiirde mevcuttur

(Pecaric, Proshan ve Tong 1992).

1.1. BETA FONKSIYONUNUN TARIHSEL GELISiMi

18. yiizy1lda Leonardo Euler tarafindan tanimlanan beta fonksiyonu 1.tip Euler integrali
olarak da bilinmektedir. Ozel fonksiyonlarin en 6nemlilerinden biri olan beta fonksiyonu
bir¢ok matematikei tarafindan ele alimmistir. Bu matematik¢ilerden bazilar1 Chaudhry,

Miller, Ozarslan adli kisilerdir.



Leonarda Euler tam olmayan n degerleri igin

nl= j:t"e*fdt,...n —0.1,2.... (1.25)

degerlerini hesaplamaya calisiyordu. Asinda bu hesaplama Euler'in faktoriyel

fonksiyonun bir genellemesi olan

[(n) = jo e dx (1.26)

gamma fonksiyonunu tanimlamasma yol a¢ti. Bu fonksiyon uzun yillar faktoriyel
fonksiyonlar1 ile tanimlanan islemlerin genellestirilmesinde ve bir¢cok elementer olmayan

integrallerin tespitinde kullanildi.

Euler 1771 yilinda gamma fonksiyonun 6zel bir hali olan

B(m,n) = E " '(1-0)""dt; Re(m)>0, Re(n)>0 (1.27)

beta fonksiyonunu tanimladi. Gamma fonksiyonu i¢in gecerli olan 6zelliklerin ¢ogu beta
fonksiyonu i¢in de gecerlidir. Beta fonksiyonu iki degiskenli ve simetri 6zelligi saglamasi
sebebi ile istatiksel dagilim teorisinde kendine ¢ok genis bir yer bulmustur (Pecaric,

Proshan ve Tong 1992).

Legendre toplamlar1 gamma fonksiyonunu veren ve gamma fonksiyonunun integral

smirlar1 tizerinden bir genellemesi olan

o(v,x):=T(n)= .[Oxt”’le”dt,...Re(v) >0 (1.28)

T, x) = r’t“e*'dt (1.29)



tam olmayan gamma fonksiyonunu tanimladi. Bu fonksiyonlar uygulamali matematik,
istatistik, miihendislik ve fizik alanlarmmdaki birgok problemlerin ¢éziimlerinin elde

edilmesinde kullanildi.

Chaudhry ve Zubair gamma fonksiyonunun tanim kiimesini tiim kompleks diizleme

genisleterek
I'(v;b) = .f:t“’le_t_gdt; (Re(®) > 0;b=0,Re(v) > 0) (1.30)

genigletilmis gamma fonksiyonudur.

Chaudhry ve arkadaslar1 genisletilmis beta fonksiyonun

b

B, 11;b) = Jth (1-1)""e ™ dt, (Re(b)>0 (1.31)

olarak tanimmlandi. Bu fonksiyonun tanim kiimesi tiim kompleks diizlemdi ve yeni

fonksiyon simetri 6zelligini saglamaktadir.

Bu tezde, Beta fonksiyonu iceren Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde ederek, birinci
tiirevleri mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak, daha 6nce elde edilmis
olan sonuglar1 da kapsayan Hermite-Hadamard esitsizligi ile baglantili yeni yamuk ve

orta nokta esitsizlikleri elde etmektir.

10



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilmis olup ayrica gerekli goriilen

baz1 6nemli teoremlerin ispatlarina da yer verilmistir.

Tamm 2.1. (Gamma fonksiyonu) Gamma fonksiyon >0 i¢in
I'n)= f x"e " dx 2.1

ile tanimlanir. Bu integral n>0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi

ozelliklerini su sekilde siralayabiliriz:
1. I'(n+1)=nl(n)=(n)! (2.2)

Bu 6zelligin ispat1 i¢in, (2.1) denklemindeki integrale kismi integrasyon metodu

uygularsak;

T(n) = lvim{x”_le_x INEC —l)x"_ze_x]dx}
=(n-1) Lw X" e dx (2.3)
= (n=Dl(n-1)

olarak bulunur. » tam sayi ise bu indirgeme formiilii ardigik olarak uygulandiginda

I'n)=n-1).n-2)..I'(D) (2.4)
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olur. Burada

()= j: edx=1 (2.5)
Boylece
I'(n)=m-1)!
(2.6)
I'(n+1)=nl"(n)=(n)!
olur.
2 r)=+z 2.7)
oldugunu gostermek igin, (2.1) denkleminde n yerine n=3 yazilirsa,
M i)=["xted 2.8
E = JO X ‘e X ( . )

integrali elde edilir. (2.6) denkleminde x =y degisken degisimi yapilirsa dx=2ydy

olacagindan

(2.9

(2.10)
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(2.9) ve (2.10) denkleminin taraf tarafa carpimindan

2
LY Y ol R
FKEH =4 L jo e dxdy (2.11)

iki katli integrali olusur. Bu integralin degerini hesaplamak i¢in kutupsal koordinatlara

gegilirse,

2
1 _ 3 -(r?) _
FKEH =4 joz jo e rdrdd =1 (2.12)

Yani
r(l] =Jr (2.13)

elde edilmis olur.

3, S idx=T(p)I(1-p)=s=-, 0<p<l (2.14)

0 1+x
(2.1) denkleminde n yerine n=p ve n=1-p yazildiginda

_ _ © _x p-1 o -y ..-P
I'(p)ra p)_joe X dxjoe x"dy
X P
_ Sl - X ’]d d
[[ee @ vdy -

cift katli integrali elde edilir. (2.15) denkleminde < =u  dOniisimii uygularsak

dx = ydu olacagmdan

13



ij.:e’y”e u® Lya’ua’y (2.16)

yu

denklemi elde edilir. (2.16) denkleminde yu =r¢ olarak alindiginda

J:O j:e’y(“”)u”’ldudy (2.17)

denklemi elde edilir.

J.Ow u™ _[Ow e “Vdudy
1

00 _1 —_—
ful—
0 u

e—y(u+l) |6oo du
+1

(2.18)

Denklem (2.18)’de u =1

lup_l
Ou+1

lup_l
Ou+1

lup_l
Oy +1

= [ ) ) dut [ v

dénisimi uygularsak, du=—-dv

p-1

00

du +

du
0 u+1
() —av

+I0 141 y?

-pP

Ly
du+
Oy +1

dv

o0

> (=D ()" dv

- 1 +p— - m 1 —p+m
:;(_1) +j0u P‘dw%(—l) +j0v" dv

o0

+ 1 (2.19)

(-1
D

n=

szm p+1

Denklem (2.19)’da n=k ve m+1=k yazilirsa
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el e
p k=1 p p (2.20)
1 & 2
:__Z(_Dk 2 F 2
P = k*—p
_ T
sin pxr
olur.
4. 22 T (n+1) = V2T (@2n). (2.21)

oldugunu ispatlamak i¢in

B(m,n) = jol X" (1= %)™ dx (2.22)
(2.22) fonksiyonunda x =cos’¢ doniisiimii yapilirsa dx =—2costsintdt olur.
B(m,n)=-2 E cos™ 2 tsin”"* cost sintdt (2.23)
2
=2[2cos™ " tsin”"" dt (2.24)
I'(m)'
B(m,n) = 0L (2.25)
I'(m+n)
olur. (2.24) integralinde 2n—-1=2p ve 2m—1=2p yazarsak,
I= Fsin” xdx
0
(2.26)

T
J= I2 sin®” xdx
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seklinde gosterilir ve

T

J= jo 2sin” xdx (2.27)

Denklem (2.27)’de 2x =t doniisiimil yapilirsa dx=4 olacagindan asagidaki sonuca

ulagilir:

J= lr sin®” tdt
2

12 1=
=—J.2sin2” tdt+—j,, sin’” tdt .
290 2%

(2.28)
Denklem (2.28)’de t=7—x doniisiimii uygulanirsa dr=—dxolacagindan
= lFsinZP tdt+lFsin2” tdt
2% 2 (2.29)
= Esinz‘" xdx=1
yazlir 6yle ki I = J olur. Buradan da
J = F(Zsinxcosx)z”dx
v (2.30)
= 2% F sin’” xcos®” xdx
0
J :22p_lB(p+l,p+lj
2 2 (2.31)
S_Lgl 1 _ITQN(p+h) _ Jal(p+h)
2 2P ) T2 o+ 2C(p +1) (2.32)
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yazilir. [ = J oldugundan (2.31) ve (2.32) den

22p—lB[p+l’p+1j= \/;F(P-i-%) (2.33)
27 2 2C(p+1)
521 TP+ DT(p+3) _ JaT(p+d) 2.34)
T2p+1) 2T(p+1)
22 (p + %) =JzT(2p) (2.35)
olur. Boylece
22" () (n + %) =z (2n) (2.36)

esitliginin ispat1 tamamlanir.

Tanmim 2.2. (Genisletilmis Gamma Fonksiyonu) » nin pozitif degerleri i¢in tanimlanan
Gamma fonksiyonu negatif n degerleri i¢in de tanimlanabilmektedir. Yani I'(n), tim

reel saylara genisletilebilir.
C(n+1)=nl(n) (2.37)

Ozelligi kullanilarak negatif n degereleri icin T'(n) defer —x<n<—-x+1<n+xise

0<n+x<1 olmak tizere

(1) = I'(n+x)
nn+D(n+2)..(n+x-1)

(2.38)

esitligi ile hesaplanir. Buradan da goriildiigii gibi Gamma fonksiyonu sifir ve negatif tam

saylar i¢in sinirsizdir. Faktoriyel 6zelligi pozitif sayilar i¢in bir anlam ifade ederken

17



negatif sayilar i¢in bir anlam icermemektedir. Clinkii » ’nin negatif tam sayilara yakin

degerleri icin I'(n) ’ler pozitif ve negatif degerler alarak sinirsiz sekilde biiyiimektedir.

Tanim 2.3. (Beta fonksiyonu) B(m,n) ile gosterilen Beta fonksiyonu,
B(m,n) = _th’"’l (1-)""'dt; Re(m)>0, Re(n)>0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

B(m,n) = 2_[05 (sin@)*" ' (cos@)*" ' dO

m—1

B(m,n) = Jm

——du
o (1+u)m+n
seklinde yazilir. Beta ve Gamma fonksiyonlar1 arasinda

_FmI'(n)

Blm.m =1 v m

bi¢imlerinde ifade edilir. (2.39) esitliginde ¢ =sin’@ alinirsa (2.40) esitligi;
alnirsa (1.41) esitligi elde edilir.

[(m)’in tanimmda x=s" doniisiimii yapilirsa

I'(m)= J:O x" e dx=T(m) = 2-[:0 s2 e ds
olur. I'(m) nin bu ifadesinden dolay1

C(n) =2 j:tz”*le*fzdt
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(2.40)
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(2.42)

= u+l

(2.43)

(2.44)



yazilabilir. Buradan

T(m)[(n) = 4j0°° j: s2 2 o6 gy (2.45)
olup
s =rcosf
t=rsinf

kutupsal koordinatlara gegilirse,

T(m)T(n) = 4 jo 2 jo P26 (0050)2" (sin0) " rdrd6

=2 jo 2 (cos@)z’”‘l(sinH)z”‘ldH}[Z j: rz(””")_ze"’zdr} (2.46)
= B(m,n)I'(m+n)

_I'm)I'(n)
" T(m+n)

B(m,n) (2.47)

bulunur. Bu ise (2.47) esitliginde, B(m,n)= B(n,m) olup bu iki esitlik Beta

fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandrilir (Rainville, 1973).

Tanim 2.4. (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu) 0 < x <1 olmak {izere tam olmayan beta

fonksiyonu
B.(y.p)=[ " 1-n""dt (Re(z)>0) (2.48)

seklindedir.

Beta fonksiyonu ve tam olmayan Beta fonksiyonunun bazi ozellikerini soyle

siralayabiliriz:
Ozel olarak (2.48) integralinde

1. y=1 alnirsa
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B.(1,B) = jo “(1-1)dr (2.49)

B

1-x _ u
= —J.l uldu = ? |Lx (2.50)
1
B.(LA)=—{-(1-x) 2.51)
B
S =1lalmirsa
x V4
B.=[rda="1, (2.52)
0 Y
%
B.(y.)="— (2.53)
i
esitlikleri elde edilir.
2. B(y,f)=B.(B.,y)+B,_.(7.5) (2.54)

oldugunu gosterelim, (2.48) denkleminde B _(3,y)+ B,_ (7, /3) fonksiyonlar birlikte ele

almdiginda

X p-l y-1 I-x .
BB +B (. B)=[ 1 (=0 dr+[ -0 "dr
_ L -0 de— jl A—w)"u"" du (2.55)

=" a-n"dr+ [u" -y du

B.(B)+BL (. B)= [ 1" -0 di
= B(7.p)

(2.56)

sonucuna ulasilir. Bu ise tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasindaki

B(;/’ﬂ)sz(ﬁ77/)+Bl_x(7/7ﬂ) (257)
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iligkisini verir.

bu Ozelligin ispat i¢in (2.48) denkleminde B _(y+1,5), B (y,f+1) fonksiyonlar

birlikte ele alindiginda

B.(y+L,B)+B.(y,f+1) = jo"ﬂ(l —0dr+ joxﬂ-‘ A-0)dt

=[ra-n""ar (2.59)
=B.(7.5
B.(y+1.p)+B.(y,f+D=B.(y,5) (2.60)
ispatlanmis olur.
4. B.(y+1,8)=%B,(y, f+1) - 5 (2.61)

Bu 6zelligi ispatlamak i¢in (2.48) verilen denklemde y =y +1 almip kismi integrasyon

uygulanirsa

B.(y+1,8) = jo"ﬂ(l—z)ﬁ-ldt

t"1-1" . V[ -1

=——— += |t A-0""dt (2.62)
ﬂ | ﬁJ-O

y X (1-x)”
= 2B (. p+D -

5 7B

bulunur. Sonug olarak
y X (1-x)7
B(y+Lp)==B(y,f+)———— (2.63)

y+Lp ; 7B ;
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esitligi saglanir.

Benzer sekilde: B (y,f+1) = ng (y+1L,8)+ # oldugunu ispatlamak icin (2.48)

verilen denklemde S = £ +1 alinip kismi integrasyon uygulanirsa

B.(y,B+1) = J.Oxty’l(l—t)ﬂdt

7(1—_1\P .
- LT P ey ar (2.64)
Y y
7(1— v\?
:ﬁBx(;,Jrl,ﬁ)JrM
Y
bulunur. Sonug olarak
71— +\7?
B.r.p+1) =L B (41, g+ 21D (2.65)
e e

esitligi saglanir.

Tamim 2.5. a bir sabit ve 7 sifir ya da pozitif bir tamsay olmak iizere

(a), =ala+)(a+2)..(a+n-1), (a),=1 (2.66)

seklinde tanimlanan ifadeye Pochhammer sembolii denir. Pochhammer sembolii i¢in

asagdaki esitlikler gecerlidir,

i (a), =" (2.67)

Gamma fonksiyonunun I'(n+1) =nl'(n) = (n)!=n(n-1)! 6zelligi kullanilarak I'(a +n)

ifadesi
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I'a+n)=(a@+n-DI'(a+n-1)
=(a+n-Da+n-2)T'(a+n-2)

(2.68)

=(a+n-D(a+n-2)....a+Dal'(a)

=(a),I'(a)

seklinde olur. Esitligin her iki tarafn I'(a) ile boliiniirse

_T'(a+n)
. T(a)

(a), (2.69)

esitligi elde edilir.

ii) (@), =ala+1), (2.70)

(a), =5 esitliginde n yerine n+1 yazilirsa

I'la+n+1)
(@yn = —————
I'(a)
_al'(a+n+1)
 al(a) (2.71)
I'a+n+1)
I'a+1)
=a(a+1),

elde edilir. Ozel olarak n=0 alnrsa (a), =1 olur.

Teorem 2.6. (Hata Fonksiyonu) xR icin

2 X _t2
Erf(x)= = jo e dt (2.72)
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olarak tanimlanir. Hata fonksiyonunun tiimleyeni Erf.(x) olup
Erf.(x)=1-Erf(x) (2.73)

seklindedir. (2.72) sonucu olarak Erf(0)=0 ve Erf(e)=1 olur.

Tammm 2.7. (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Mittag-Leffler fonksiyonu e*  istel
fonksiyonunun bir genellestirmesi olup kesir hesaplamalarinda 6nemli bir yere sahiptir.

Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu:

E,(x)= Zr( o >0 (2.74)

E, ;(x)= Zr( iy ,a>0,4>0 (2.75)

kuvvet serisidir. (2.75) serisi (2.74) in genellestirmesidir. Bu genellestirmesi 1953°de

Agarwal tarafindan tanimlanmistir. (1.75) verilen tanimin sonucu,

E =——+xE .
asﬁ(x) F(ﬂ) +x a,a+f (X) (2 76)
d
E, ;(x)=pE, 3., (x) + a:xa E, 5., (x) (2.77)
yazilir. (2.77) esitliginden
d 1
By (= |E, ()~ fE, ()] (2.78)

dir. Burada fB yerine f—1 yazilirsa
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4E =§[Ea,ﬁl @)~ (B-DE, , )] (2.79)

dx “’

olur. Simdi (2.76) esitligini ispatlayalim. Bu esitligi ispatlamak i¢in (2.75) yardimiyla

k+1

- X
Eap _Zf(ak+,b’) _,Z‘F(a(k+1)+ﬁ)

k=0
o)

k © k

X
_ 2.
= 2 ki By T A TGkt B (250

05 a+p (x)

S
r'(B)

elde edilir. Burada E, ,(0) =1 dir.

Tamm 2.8. (Mellin-Ross Fonksiyonu) Mellin-Ross fonksiyonu e“ nin kesirli integrali
bulundugu zaman ortaya ¢ikmistir. Bu fonksiyon incomplete gamma ve Mittag-Leffler

fonksiyonlarmai ikisi ile iliskilidir. Mellin-Ross fonksiyonu

E(v,a)= t"e”T*(v,1) (2.81)
seklindedir.
0 k
E(v,a)=t"e" Z ()
‘T(k+v+1) (2.82)
=t'E, (1)

olarak yazilabilir.
Tamim 2.9. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniistimlere fonksiyonel denir.

Tammm 2.10. Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar climlesine doniistiiren doniigiime

operatdr denir.

Tamm 2.11. (Konveks Kiime) V bir lineer uzay ve AcV ve x,y€ A olsun.
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B={teV :t=ax+(1-a)y, 0Za<l}jcA (2.83)

seklinde tanmlanabiliyorsa A kiimesine konveks kiime denir. Ancak r € B ise

t=ax+(—-a)y esitliginde x ve y nin katsayilari i¢in bagint1 her zaman dogrudur.

Bundan dolay1 konveks kiime tanimindaki (1-«a), o yerine o+ f =1 sartisaglayan
negatif olmayan «, f sayilar1 yazabiliriz. Geometrik anlamda B kiimesi u¢ noktalar x
ve y olan bir dogru parcasini belirtmektedir. Sonug olarak konveks kiime bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasina karsilik gelen kiimedir (Bayraktar,

2000).

Tanim 2.12. (Konveks Fonksiyon) vV a,b €I ve t<€[0,1] igin

flat+(A-0)b) <tf(a)+(A—-1)f(b) (2.84)

esitsizligini saglayan f : I € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger
olarak re€(0,1) araliginda da segilebilir.). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kiriglerinin altindan gectigi anlamina gelmektedir.
Asagida bazi1 konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

i) e
ii) —log(x)

iii) x*, (R"), a>1 ve a<0
iv) x*, (R"), a<0<1

v)|x]*, a=1

vi) xlog(x), (R")
Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.
1. I aralig1 lizeride f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi

x)-f(c)

bir cel noktasiigin, L= fonksiyonunun [/ araligimda artan olmasidir.

26



2. f :(a,b) > R fonksiyonunun konveks olmasi i¢gin gerek ve yeter sart her ¢, x € (a,b)

icin,
F@=fo)=| g (2.85)

olacak sekilde g :(a,b) > R artan fonksiyonun olmasidir.

3. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere , f nin konveks olmas i¢in gerek

ve yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir (Pecaric ve dig., 1992).

4. f", (a,b)de mevcut olsun. Bu durumda f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f"(x)>0 olmasidir.

S. f :(a,b) > R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x, € (a,b)

icin f fonksiyonunun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani

)2 f(x)+A(x—xy) (2.86)

esitsizligini saglamasidir. Burada A4, x, baghdir ve eSer f' varsa o zaman

A= f'(x) yada f1(x,) # f(x,)ise A €[ f2(x,) + [ (x)] (2.87)

dir.

6. f :(a,b) > R fonksiyonunun konveks olmas i¢in gerek ve yeter sart P, QO ve R

noktalar1 f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi ii¢ nokta olmak {izere ,
egimPQ < egimPR < egimQR (2.88)

esitsizliginin saglanmasidir (Niculescu, 2006).

Konveks fonksiyonlarin temel 6zellikleri sunlardir:
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Lf,: R">R ,(j=L123,..k) fonksiyonlar konveks olmak iizere (2.89)

f(x)= Zk:ajfj ), @, >0;(1,2,3,...k) (2.90)

fonksiyonuda konvekstir. Konveksligin tanimindan;

flax+1-0y =%\ a.f@x+1-1)y)
<Y a,ltf; () + (A=0 ()]
=Yjalta, f;(0)+A=a, f,(»] 2.91)
=135 (a, N+ A= T (a, £,(»))
<tf () +A=0)f(y).

2. f : R" >R konkavve A={x: f(x)>0} olmakiizere g : A>R, g(x)=+;

bi¢iminde tanimlanan g, A ’da konvekstir.

3. f : R— R azalmayan ve konveks ve g : R" — R da konveks bir fonksiyon olsun

. Butakdirde, & : R" >R

h(x) = (fog)(x) olarak tanimlanan h bileske fonksiyonu da konveksdir. Gergekten

h:R"—>R , h(x)=f(g(x) olmakiizere x =ta+ (1—t)b, ve buradan

h(tx, + (1-0)x,) = f(gltx, +(1-1)x,)
< fg(x)+A-0)g(x,))

(2.92)
=1f ((g(x) +A—=1) f((g(x,))
=th(x,) +(1—-1)h(x,)
4. f : R">R konveks ve K uygun matris olmak lizere g : R®" >R

g(x) = Kx+ L formunda bir konveks fonksiyon olsun. A(x) = f (g (x)) fonksiyonu i¢in

gitx+(1-1) =K@x+(1-t)y)+L

(2.93)
=tKx+(1-t)Ky+L
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olup;

fg(x) =f(glx+1A-1)y)
=f(Kx+(-t)Ky+L
=f(Kx+(—-t)Ky+L+tL—tL)
=f(t(Kx+L)+(1-t)Ky+(1—-¢t)L (2.94)
=f((Kx+L)+(1-t)(Ky+L)
<tf(Kx+L)+(1-t)f(Ky+L)
if (g(x)+1-1)f(g(x)

oldugundan 4 = f(g(x)) konveks fonksiyondur. Yani afin doniisiim koonveks fonksiyon

altindaki goriintiisiide konvekstir.

Tanim 2.13 (Starshaped Fonksiyon). f :[0,b] >R fonksiyonu V x€[0,h] ve

t€[0,1] icin

ftx) <tf (x) (2.95)

sartini sagliyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir.

Tanim 2.14. (m —Konveks Fonksiyon) f :[0,b)] >R ve b >0 olsun. V x,y€[0,b]
, te[0,1], me[0,b] icin

fx+m(1=1)y)<1f (x)+m1—-1) f(y) (2.96)

sart saglantyorsa f fonksiyonuna m — konveks fonksiyon denir. (Toader, 1984).

— f fonksiyonu m — konveks oldugu takdirde f fonksiyonu m — konkavdir. Ayrica
f(0)<0 i¢in [0,b] araliginda tanimlitim m — konveks fonksiyonlarin siifi K, (b)
ile gosterilir.

Tanmm 2.15. ((a,m) -Konveks Fonksiyon) f :[0,b)] >R ve b5>0 olsun. V

x,ye[0,b], t€[0,1], a,me[0,1] icin
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fax+m(-0)y) <t f(x)+mA—1t")f(y) (2.97)

sart saglaniyorsa f fonksiyonuna (a,m)— konveks fonksiyon denir. Burada f(0) <0
icin [0,b] arahiginda tanimli tiim (a,m)— konveks fonksiyonlarm smnift K¢ (b) ile

gosterilir.

Yine buradan (a,m) € {(O, 0),(a,0),(1,0),d,m),(, 1)(a,m)} oldugunda (a,m) fonksiyon
gruplar1 sirasiyla; artan, a — starshaped, starshaped, m-konveks ve  a—konveks

fonksiyon gruplarma dontistir.

Tanim 2.16. ((h,m) Konveks Fonksiyon) # : J R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. V x,y€[0,b] , me[0,1] ve a€[0,1] icin f :[0,b] >R negatif olmayan f

fonksiyonuna

flax+m(l—a)y) < h(a)f(x)+mh(l—a)f(y) (2.98)

sartmi sagliyorsa f :[0,b]— R fonksiyonuna /,m konveks fonksiyon denir (Ozdemir

ve dig. 2011).

Tanim 2.17. (Godunova-Levin Fonksiyonu) Negatif olmayan f : I — R fonksiyonu

V x,yel,Ae(0,1) olmak iizere

fux+(1—x)y)s%+% (2.99)

esitsizligi saglaniyorsa f ’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(/) smnifina aittir

denir. Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,zel isebu takdirde

fOE=E-2)+f(My-0( -2+ f()z—x)(z—y) =20 (2.100)

esitsizligi saglanir.
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Tanim 2.18. (Logaritmik Konveks Fonksiyon) f : I cR —>[0,0)V x,yel ve

a €[0,1] i¢in

flax+(1-a)y) <[af ] +[f]™ (2.101)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona [ iizerinde logaritmik konveks fonksiyon denir.
Bu esitsizligin ters ¢evrilmesi durumda ise logaritmik konkav fonksiyon olur (Dragomir

ve Pearce, 2000).

Tanim 2.19. (Quasi-Konveks Fonksiyon) f :[a,b] > R bir fonksiyon ve farkli kiime

olsun Vx,y€la,b] ve w €[0,1] i¢in

fyx+1=y)y) <max{f(x)+ f(»)} (2.102)

ise f ’ye quasi-konveks fonksiyon denir. Eger

fyx+A=y)y) <max{f(x)+ f(»)} (2.103)

ise f ’ye strictly quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

Sy +(1=y)y) 2 max{ f(x)+ f(»)} (2.104)

ise f ’ye quasi-konkav fonksiyon denir ve

(yx+ A =y)y) >max{f(x)+ f(y)} (2.105)

ise f ’ye strictly quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce 1998).

Tamm 2.20 f hem quasi konveks hem de quasi konkav ise f ’ye quasi-monotonik

fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970)
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Sonug 2.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi konveks fonksiyondur. Fakat tersi her
zaman dogru degildir. Yani quasi konveks fonksiyon olup konveks olmayan fonksiyonlar

vardrr. Ornegin g :[-2,2] >R,

oo [b et
STV 2 rec12)

fonksiyonu [-2,2] aralginda konveks degildir fakat quasi-konvekstir (Ion, 2007).

Tamm 2.21. (P-Fonksiyon) f : I - R negatif olmayan fonksiyonu x,yel ve

¢ €(0,1) olmak iizere

flgx+m=@)y) < f(x)+ f(y) (2.106)

esitsizligi saglaniyorsa f ’ye P-Fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir (Dragomir ve

dig., 1995).

Tanimlardan da goriildiigli gibi tiim negatif olmayan monoton ve negatif olmayan

konveks fonksiyonlar Q(/) smifina aittir. Ayrca Q(/)> P(I) ve P(I) smifinda

fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi konveks fonksiyonlardan

meydana gelmektedir.

Tamim 2.22. h#0ve h : J — R negatif olmayan fonksiyon olsun.

Vx,yel,ae(0,]) i¢cin
flax+(A-a)y)<h(a)f(x)+h(—a)f(y) (2.107)

sartn saglayan f : I - R fonksiyonuna A — konveks fonksiyon veya SX(h,[1)
smifina aittir denir. Buradal ve J,R de ikiaralik, (0,1)c J dir. (Wright, 1954).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f ’ye A — konkav fonksiyon veya SV(h,[I)

smifina aittir denir. Eger

i)h(a) =a alinirsa h— konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyon olur.
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ii) h(a)=1 alnrsa SX(h,I) smifi Q) smifini igerir.
iii) h(a) =(a)’ ve s €(0,1) alnirsa Kf sinifini igerir.

Tanim 2.23. (J —Konveks Fonksiyon) / ,R de bir aralik olmak iizere Vx,y el i¢in

f(x;ng f(x);f(y) (2.108)

sartin1 saglayan, f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J —

konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.24. (Kesin J -Konveks Fonksiyon) Vx,yel ve x=#y icin

2.109
5 5 ( )

f(“ng f@)+fO)

oluyorsa f fonksiyonuna [ iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.25. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f,/ araliginda tanimli bir fonksiyon ve

x,,x, de [ daiki fonksiyon olsun. Bu durumda

i) x, >xiken f(x,)> f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artandur,

ii) x, >x iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,

iii) x, > x,iken f(x,) 2> f(x,) ise f fonksiyonu [/ iizerinde azalmayandr,
iv) x, > x,iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu /I iizerinde azalmayandr,
denir (Adam ve Essex, 2010).

Teorem 2.1. J agk bir aralk ve J </ olmak tizere f, iizerinde siirekli ve J

iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i) VxeJicin f '(x) >0 ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir.
ii) VxeJigin f '(x) <0 ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandir.
iii) Vx e J igin f '(x) >0 ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir.
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iv) Vx e Jigin f '(x) >0 ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir,
(Adams ve Essex, 2010).
Sonug¢ 2.2. f ve g konveks fonksiyonlar ve g aynzamanda artanise gof fonksiyonu

konvekstir (Roberts ve Varberg, 1973).

Tanim 2.26. (Birinci Anlamda s -konveks fonksiyon) o, >0,a’ + ' =1 ve se

(0,1] olmak iizere x,y e R" i¢in f : R* — R fonksiyonu

flax+py)<a’ f(x)+ 5 f(y) (2.110)

esitsizligini sagliyorsa  f'ye birinci anlamda s— konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonun smifi K|

s

ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonuna birinci
anlamda s— konkav olarak adlandirilir.
Tamim 2.27. (ikinci Anlamda s -konveks Fonksiyon) o, 5 >0,a+f =1 ve se (0,1]

olmak tizere x,yeR" i¢in f : R* — R fonksiyonu

flax+py)<a’ f(x)+ 5 f(y) (2.111)

esitsizligini sagliyorsa  f ’ye ikinci anlamda s— konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonun smifi K ile gosterili. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonuna ikinci
anlamda s — konkav olarak adlandirilir.

Yukarda verilen iki s— konveks fonksiyon tanimlar i¢in s =1 olmas1 halinde bilinen

konveks fonksiyon olur.
Sonug 2.3. Her konveks fonksiyon J —konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.28. (Simirh Fonksiyon) / c R , f : I —» R bir fonksiyon ve her xe/ i¢gin
| f(x)|£ K olacak sekilde bir K pozitif reel sayist varsa f fonksiyonuna smirl

fonksiyon denir.

Tamm 2.29. (Lipschitz Sart) [a,b] kapali araligindaki her x,y noktalar1igin
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| f)—fFDIEK | x—y] (2.112)

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa f ,[a,b] araliginda Lipchitz sartini1 sagliyor

demektir.

Sonuc¢ 2.4. f, [a,b] Lipschitz sartini sagliyorsa f , [a,b] diizgiin siireklidir
(Bayraktar, 2010).

Tamm 2.30. (Diizgiin Siireklilik) f :[a,bp]c R > R,x, €[a,b] ve &>0 verilmis
olsun. x €[a,b]ve|x, —x,|<S sartimisaglayan Vx,,x, €[a,b] i¢in | f(x)—f(x,)|<e

olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa f ,[a,b] de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar,
2010).

Teorem 2.2. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise

i) f, (a,b) araliginda stireklidir ve

i) f, [a,b] araliginda smirhdir (Azpeitia, 1994).

Tamm 2.31. (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve Fbir cisim olsun.

+: LxL - Lve FxL — L islemleri tanimlansin. Asagdaki sartlar saglaniyorsa L ’ye

F cismi ilizerinde lineer uzay (vektor uzay) denir.
1. L.+ islemine gore degismeli gruptur.
Gl1.VY a,b € Ligin a+be L 'dir
G2~ a,b,celigin a+(b+c)=(a+b)+c dir.
G3.V xe Li¢in a+o=0+a olacak sekilde o <L vardrr.
G4.V e L i¢in a+(—a)=(-a)+a=0c olacak sekilde o L vardir.
G5.Va,b € Ligin a+b=b+a drr.
2. a,bel ve o,peF olmakiizere asagdaki sartlar saglanir.
Ll. oue L dir.

L2. o.(a+b)=0c.a+oc.b dir.
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L3. (0 + p)a=0c.a+ P.adr.
L4. (o.f)a=0.(f.a)drm.
L5. l.a=adir. (Burada 1, F nin birim elemandr.)

F =R ise L reel lineer uzay, F =C ise L’ye kompleks lineer uzay denir.

Tanmm 2.32. F bircisimve V' ve W de F cismi lizerinde tanimli iki lineer uzay

olsun, u,veV ve AeF olmakiizere T : V —>W ddoniisimi

ATw+v)=Tw)+T») (2.113)

b)T(AV)=AT(v) (2.114)

sartlarni saghiyorsa T ye V iizeride lineer doniisiim denir. Ozel olarak V =W ise

T : V>V lineer doniisiimiine bir lineer operator denir.

Tanim 2.33. (kK — Gamma ve k —Beta fonksiyonu): k — gamma fonksiyonu

1" 7
(x) = lim 2K 0" (2.115)
n—© (‘x)n,k
dir. Burada
n—1
(0, =[x+ jk).k >0 (2.116)

J=0

Pochhammer k& — symbol fonksiyonudur. e tistel fonksiyon doniigiimii i¢in, & —

gamma fonksiyonunu
T,(x) = j:r“‘e"fdr (2.117)

olur. A¢ik olarak
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I'x)= lkirrllrk (x)

I(x)=k T
k
ve

I(x+k)=xI,(x)

olur.

k —beta fonksiyonu
Bxy) =~ [ - dr
Y= % %0
seklindedir. Buradan k — gamma ve k — beta fonksiyonu arasindaki bagnti:

B.(x.y)= %B(%,%
_ Fk (x)rk()’)
Fk (x+y)

seklinde ifade edilir. Beta k — ile klasik Beta fonksiyonu arasinda
B,(ry) = B(X.2)
"

esitligi vardur.

Tamim 2.34. (Ucgen Esitsizligi) x, y € R igin
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e+ A <l 1+
=l < ke =1 (2.123)
[l =l e+ 1

ve tiimevarim yontemiyle,

X, +..x, S||x1||+...
H H

(2.124)

xﬂ

esitsizlikleri saglanir (Mitrinovic ve dig., 1993).

Tamim 2.35. (U¢gen Esitsizliginin integral Versiyonu) f, [a,b] araliginda stirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

[ reas [[1 f ol dx (2.125)

esitsizligi gegerlidir.
Teorem 2.3. (Ortalama Deger Teoremi) f, [a,b] araliginda stirekli ve (a,b) de

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda

f®)-f(a) (2.126)

J o=t

olacak sekilde ¢ € (a,b) vardir.

Teorem 2.4. (Integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi) f, [a,b] araliginda stirekli

olsun. Bu durumda
1 b
—— [ f(dx=f(0) (2.127)
b—ae

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir.
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Tanim 2.36. E olgiilebilir bir kiime olmak iizere f bu kiime {lizerinde taniml1 ve reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir L sayisii¢in  f(x) > L olan xe E

degerlerin kiimesi dl¢iilebilirse f fonksiyonuna 6lciilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.5. (Lebesque Integralinin Varhk Teoremi) Sonlu 6lgiimlii £ kiimesi

iizerinde f fonksiyonu sinirl ve dlciilebilir ise Lebesque integrali vardir.

Tanim 2.37. (Jensen Esitsizligi) f ,[a,b] aralifinda konveks fonksiyon ¢, €[0,1] i¢in

Y.t ve Vx, €la,b] i¢in asagdaki esitsizlik gegerlidir.

f (Zn‘,t,»x,-j < Zn‘,t,»f (x) (2.128)

Bu esitsizlikte 6zel olarak f, =t, =t,=...=t, =1 alinarak tekrar diizenleme yapilirsa

n

(Z’ IXJ ) (2.129)

elde edilir.

f . [a,b] araliginda konveks fonksiyon ¢, €[0,1] i¢in X[ ,#, =1 oldugunda Vx, €[a,b]

icin indiiksiyonla

f@x +t,x0,+..+t,_x,  +1X,) (2.130)
_f[( - ((ﬁ )x1+... (ltil )xn_1j+tnan
tn—l
<(-t, )f[(l—t )((1_ 5 1+...+ﬁ - 1]] t,f(x,) (2.131)
tnf]
S(l—tn){(l_ flx)+ (l_tn)f(xnl)}ﬂnf(xn)

=nf(x)+6,f(x)+..+1,f(x,)

oldugu goriiliir.
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Teorem 2.6. (Integraller icin Jensen Esitsizligi) f : [a,b] — R konveks fonksiyon,
h : [a,b] > (0,0) ve u :[a,b]—>R, =[0,00) integrallenebilir fonksiyonlar olmak

uzere,

( [ h(r)u(t)dtj < Jah@) f (u(®)dr (2.132)

(" h(t)dt [P h(t)dt

esitsizligi gecerlidir (Jensen, 1906).
Ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan dolayi, bir support dogruya sahiptir. Yani
Q>0 i¢in

FO) - FEOQ)>At-Q) Vi>0 (2.133)

olacak sekilde bir A sabiti vardir. Burada r =u(z) segilirse ve esitsizligin her iki taraf

h(t) ile carpilir ve [a,b] araliginda 7 ’ye gore integral alinirsa,

[ n@) £ wepr— @[ oy /1{[ “nou(n)di-Qf bh(r})dt (2.134)
elde edilir. Son bulunan esitsizlikte

o lh@ud

(2.135)
[P h(t)dt
yerine yazilarak ispat tamamlanms olur.
Tanmm 2.38. y,=[a,b] , y,=[c,d]-o<a<b<oo , —w<c<d<® ve
f(x,y),w,xy, lzerinde tanimil olsun. Bu durumda,
b X b b
L ( j f(x, y)dy) dx = j [ L fx, y)dxj dy (2.136)
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seklindeki esitlige Dirichlet formiilii denir.

Tamm 2.39 1< p <o olmak lizere

L'=L, ={f : (L- | F0)|” a’xy <oo}, fl. = (L_|f(x) |” dxf (2.137)

normuna gore bir Banach uzayidir.

Tamm 2.40. (Abel Integral Denklemi) 0 <o <1 olmak iizere

1 x
=— | (x—0)*" 2.1
f@ =g G0 v@dr, x>0 (2.138)

ifadesine 4bel fntegral Denklemi denir (Samko, Kilbas, Mariche 1993).

Tanim 2.41. (Fubini Teoremi) f(x,y) fonksiyonunun a<x<b,c<y<d araliklar

iizerinde Olgtlebilir olmak tlizere

fb fd f(xy)dydx= I ' Ib S (x, y)dxdy (2.139)

dir (Samko ve ark., 1993).

Tamm 2.42. (Mutlak Siireklilik) / c R, f : I - R bir fonksiyon ve (x,,y,) sonlu

bir aralik olsun. Bu durumda, ¢ >0 i¢in 3 bir ¢ > 0 vardir dyleki

Dvi—x k6= f)-fx)ks (2.140)

dir. [a,b]iizerinde mutlak siirekli fonksiyonlarmn sinifi AC"[a,b] ile gosterilir.

Tanim 2.43. (Normlu Uzay) X, F iizerinde bir vektor uzayi olsun. X iizerinde bir norm

asagidaki 6zellikleri saglayan bir
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l: Xx >R (2.141)

fonksiyonudur.

VxyeXveV AeF igin
i =0

i =0 x=0

iii | Ax] = 4 ]

vty <[ +5]

Tamm 2.44. (Holder Esitsizligi) o =(¢,,0,,...,a,) ve b=(b,b,,..,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

1.1y (2.142)

olmak tuzere

a.p>1 ise,
ZIakbk < (Zlak |pj (Zlbk |QJ , (2.143)
k=1 k=1 k=1

b.p <0 veya g<0 ise,

D lab < (Zlak I"] (Zlbk IqJ (2.144)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢, 1970).
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Tamim 2.45. (Integraller icin Holder Esizsizligi) p >1 ve %+ =1 olsun. fveg,

1
q
[a.b] aralignda tanimli reel fonksiyonlar, |f|’ ve |g|%[a.b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise
, U T S
[1rwswlas([Lr@p ax) ([ gl ax) 2.145)

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ ve dig., 1993).
Sonug 2.5. (Power Mean Esitsizligi) ¢ >1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tanimli reel

fonksiyonlar, | f | ve | g|” ,[a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[1rwewlars([r@las) ([ 7l ar) @.146)
esitsizligi gegerlidir.

Tamm 2.46. (Cauch Egsitsizligi) x:(xl,xz,...xn) ve y:(yl,yz,...yn) reel veya

kompleks saylarin 7 —lisi olsun. Bu durumda,

1
2

2l (lei IZ] (ZI Y IZJ (2.147)

veya
Do lxy <],y (2.148)
i=1

dir.

Tanim 2.47. (Cauchy -Schwarz Esitsizligi) f,g : [a,b] >R integrallenebilen

fonksiyonlar ve A sabiti igin
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.r f(x)dx=A4 'r g(x)dxt e [a,b] (2.149)

iliskisi mevcut ise
(Ib f (X)g(x)dx) < [ jb [Fof dxj ( j” [e(0f dx) (2.150)

saglanr. Bu esitsizlige Cauchy -Schwarz Esitsizligi ad1 verilir.

Tanim 2.48. (Cauchy -Schwarz Bunyakovsky Esitsizligi) f,g : [a,b]—)R

integrallenebilen fonksiyonlar ve A € R olsun. V¢ € [a,b]

[ feodx=2[ g(xdx 2.151)

iliskisi mevcut ise

(Ibf (X)g(X)dszs(Lb r (x)]zdxj( [ [g(x)]zdxj (2.152)

esitsizligine Cauchy -Schwarz Bunyakovsky Esitsizligi denir.
Teorem 2.7. (Simpson Esitsizligi) f :[a,b] - R, (a,b) lizerinde dordiincii mertebeden

tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve H f WH =Sup, . | f @ (x) |< 0 olsun. Bu durumda

3 2 2 2880

R ST
—avve 0

esitsizligine Simpson Esitsizligi denir.
Teorem 2.8. (Griiss Esitsizligi) f ve g,[a,b] tizerinde integrallenebilen iki fonksiyon

olsun k£,l,K,L R ve Vxe[a,b] icin
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1
(b-a)’

1 b , 1
EL f()g(x)dx— L f(x)de g(x)d% < Z(K —k)(L-1) (2.154)

dir. Bu esitsizlige literatiirde Griiss Esitsizligi olarak bilinir.

Tamm 2.48. (Chebychev Integral Esitsizligi) f,, f,,... fn[a,b] araliginda

integrallenebilir monoton fonksiyonlar (tlimii birden ya monoton azalan ya da monoton

artan) olmak tizere,

[ fidx[ fdx. [ f,Gode< G-ay™ [ £00.£,00...f, (x)dx (2.155)

esitsizligine Chebychev Integral Esitsizligi denir.

Tanim 2.49. (Korkine Esitligi) f ve g,fonksiyonlar [a,b] iizerinde integrallenebilen

iki fonksiyon olmak {izere

[ godi (ﬁ} [ Fodx[ g

(2.156)

_ l(ﬁj [ [ 1@ - ol - g(s)]dxds

2
esitligine Korkine esitligi denir.
Tanim 2.50. (Minskovski Esitsizligi) 1< p <o olmak iizere €, ve Q, kiimeleri

izerinde Olciilebilir £ (x, y) fonksiyonu i¢in,

1
P

{ IQ] ( Lz f(x, y)dxjp dy} < L:z [ IQ] | fey) | dyj’l’ dx (2.157)

esitsizligine Minskovski esitsizligi ya da genellestirilmis Minskovski esitsizligi denir

(Mitrinovi¢ ve dig., 1993).
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Tamm 2.51. (Literatiirde Sik Kullanilan Baz1 Ortalamalar)

x, y iki pozitif reel say1 olmak iizere;

i) Genel Ortalama:

1 n i
M=M_ (x,..x)=|—> x| ,x, >0 2.158
(0 ) {n ; } ( )
ii) Aritmetik Ortalama
A=A(x,y)=x;y, X, y>0 (2.159)
iii) Geometrik Ortalama
G=G(x,y) =[xy, x,y>0 (2.160)
iv) Harmonik Ortalama
2xy
H=H(x,y)= , X,y2>0 (2.161)
x+y
v) Logaritmik Ortalama
X, X=Yy
L=Lx,y)=4 ., x,y=0 (2.162)
Iny—Inx ° X # y

vi) Genellestirilmis Logaritmik Ortalama
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X, X=Yy
rA, = A (x,y) = [yq+l_xq+l F x,y>0 (2.163)
: , X#Y

(g+1)(y—x)

vii) Identrik Ortalama

X, X=Yy
I=1(x,y)= l(yy}%x x,y=>0 (2.164)
) o X#Yy
vii) Kuadratik Ortalama
x4y’
K=K(x,y)= " . x,y2>0 (2.165)

ortalamalar1 vardir.
Teorem 2.9. (AO-GO Esitsizligi) Eger her i=12,..n i¢in x,20, o, >0 ve

Y =1 ise
x5 <) ax, (2.166)

esitsizligi gegerlidir (Lin, 2012).

Ispat. 3 bir i i¢in x, >0 ise ispat asikardr. x, >0durumunda, y, = logx, segilirse,

ﬁxi’”” = exp f(zn:aiyi] (2.167)

i=1
olup f(t)=¢' fonksiyonu R ’de konveks oldugundan Jensen esitsizligini uygularsak
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Hxiai = f(zaiyiJ
<Y afon) (2.168)

n
i=1

elde edilir. Ozel olarak n=2, a,= L.a,=1,x,=x" ve x,=y’secilirse Young

esitsizligi olarak bilinen

1 1
xy<—xf +—y? (2.169)
p q

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.10. (Young Esitsizligi) ¢ : [O,+oo)—> R siirekli, kesin olarak artan, ¢(0) =0

ve lim,_ ¢(u) =+, dzelliklerine sahip bir fonksiyon ve @' =¥ olsun. Vo € R igin

d(a) = jo “ow)du, ¥(a)= LaT(u)du (2.170)

denirse her x,y e [0,+oo) icin
xy <D(x)+¥Y(x) (2.171)

dir. Esitlik sadece y = ¢(x) olmasi halinde gecerlidir.

Tanmim 2.52. (Griinwald-Letnikov (GL) Kesirli Differintegralleri)

Differintegrasyon siireci pozitif indeks i¢in tiirevleme ve negatif indeks icin

integrasyondur.
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f'(x) =lim

h—0

fx+h) - fx)
h

) ' o lim S Oothythy)—f (xthy) — f(xthy)—f(x)
£ () =1lim St —f ) T I hy
Iy—0 h Iy —0 hl
hl = h2 =h
. ) x+2h)-2f(x+h)+ f(x
£ =l L D=2 )+ )

Boylece n defa tekrar edilirse,

. . e Lo e 3
f100=D" f =limz > D) [mjﬂx mh)

nj_ n!
m) m!(n—m)!

Tam olmayan n i¢in bunun yerine Gamma fonksiyonlar

I'a+1)
mI'(a—m+1)

sekliyle kullanlabilir. Dolayisiyla kesirli mertebeden tiirev,

i o L& Ta+) B
D f(X)—lhgglhn;( S ACRl)

olur. Negatif a i¢in islem integrasyon sekline doniisecektir. O halde
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(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

Q.177)

(2.178)

(2.179)



m!

anm+Dn+2)...(n+m+-1)

= (=D ,
s (2.180)
n(m+m+-=1)
= (=1 R
m!(n—1)!
1" F('a +m)
m!T'(a)!
olacagindan integrasyon i¢in
D™ f(x) = limh* [ﬂr(“’") h 2.181
a f(x)—hl_f)gl ;Wf(x_m) (2.181)

yazilir. Burada [x—;“] kisim tam say1 kismudir. Yani, toplam semboliiniin iist sinir buradaki

tamsay1 kismidir.

Tanim 2.53. f : [a, b] — R araliginda tanimli1 bir fonksiyon olmak tizere 0<a <1 i¢in

1 d e f(
D'.f = -~ JO_ 4, (2.182)
“ I'l—a) dx? (x—1)
ve
1 dp f(
D f= -~ SO _ 4 (2.183)
I'dl—a)dx* (x—1)"
ifadeleri sirasiyla a. mertebeden sag ve sol tarafli kesirli tiirev denir.
Tamim 2.54. a bir tamsay1 olmak {lizere a. mertebeden bilinen klasik tiirev
D, = 4 D' = _4 ,a=1,23.. (2.184)
“ dx b dx
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seklinde ifade edilir. a bir tamsay1 olmamasi durumda 0 < {a} <1 i¢in

a=[a]+{a} (2.185)

esitligi yazilr. Buna gore, f fonksiyonu her sonlu (a,x) araliginda siirekli ve
integrallenebilir ise x>a i¢in reel degerli bir f fonksiyonunun a.mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevleri,

(2.186)

esitligi yazilir. Bu esitlikler yardimiyla daha genel olan

s 1L (dYp  fO _
b 1= F(n—a)(dxj '[1 (x—1)“"" di,n {a}+1,

L (4
bf=h F(n—a)[dx}

(2.187)
Jbidt n= {a}+1

x (t _x)a—n+1 2

seklinde tiirev formiilleri yazilir.

Teorem 2.11. f : [a,b] — R konveks fonksiyon olmak iizere,

L o

esitsizligine Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Bura da f fonksiyonunun konkav
olmasi esitsizligi tersine ¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi bir f : [a,b]—)R

fonksiyonunun ortalama degerinin hesabin1 saglar (Dragomir ve Pearce, 2002).
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Ispat. f fonksiyonu [a,b] tizerinde konveks oldugundan, ¢ € [0, 1] icin
Flat+A—1)b) <tf (@) +(1—1) £ (b) (2.189)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte iki tarafinda [0,1] araliginda r’ye gore integralini
alirsak,

Iol flat+(1-1)b)dt < E tf (a)dt + j(: (A-1)f(b)dt = M

(2.190)

elde edilir. Diger taraftan f fonksiyonu [a,b] tizerinde konveks oldugundan, ¢ e [0, 1]

i¢in,

f(a;bjz f(at+(;—t)b y (1—t)2a+btj
(2.191)
< %[f(om(1—z)b)+(1—t)a+br]

esitligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araliginda tye gore integrali alinirsa

1)

< %j()'[f(m+(1—t)b)+(1—z)a+bz]dt (2.192)

- %[ [ fler+a-opydi+ [ ra-na+ bt)dt]

olur. Bu esitsizligin sag tarafinda ikinci integralde 1—r=k yazarsak sol taraftaki

esitsizlikte
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a+b
%)
< %Uﬂl f(at+(1—t)b)dt+_[01 f(ka+(1—k)b)dk} (2.193)

_ jol Fat+(1—D)b)dt

olur. Buradan

f(a+bjﬁjlf(at+(l—t)b)dtsM (2.194)
2 0 2
elde ederiz. jé f(at +(1—-1)b)dt integralinde at + (1—1)b = x yazarsak,

jl f(az+(1—z)b)dz=ij f(x)dx (2.195)
0 b Ay

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.12. (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) [ : [a,b]—)R konveks
fonksiyon, g : [a,b]—>R, [a,b] tizerinde integrallenebilir, negatif olmayan, “—;”,ye gore

simetrik bir fonksiyon olmak {izere

520 s [ recnans LSO s aso

drr.

Ispat. Her t e [0, 1] icin f [a,b] araliginda konveks oldugundan

2 2
< fa+A-t)b+tb+(1-1t)a)
B 2

f(aerj: f(ta+(1—t)b+tb+(1—t)a)
(2.197)
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yazilabilir. (2.197) esitsizliginin her iki tarafida g(tb+(1-1)a) ile arpilip [0,1]

araliginda t’ye gore integral aldigimizda

f(“;bjj g(th+(1-)a)d

= %ﬂ gb+(A-na)lf(ta+1A—)b+ f(th+(1—1)aldt

bulunur. Buradax =tb+ (1—t)a ve dx=(b— a)dtdoniisimi yapildiginda

f(a+bj 1 j”g(x)dx

2 Jb-a

= %(b ; a){.[ fla+b=x)g(nd+ [ f(x)g(x)dx}
2(b_ ){[ fgla+b- x)g(x)dx+j f(x)g(x)dx}
(b— aj)

(2.198)

(2.199)

(2.200)

bulunur. Buradan (2.197) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur. Sag tarafin ispat1 i¢in

f konveks fonksiyon oldugundan her 7 e [O, 1] icin

fa+A-0b+ ftb+(1-Da) < f(a)+ f(b)

(2.201)

esitsizligi yazilabilir. (1.201) esitsizliginin her iki tarafin da g(tb+ (1—-1¢)a) ile carpilip

[0, 1] aralgnda f’ye gore integral alinirsa

jol g(th+(1—1)a) f (ta + (1 - 1)b)dt + jol g(th+(1—1)a) f(th+(1-t)adt

<[#(a)+ £ ()] gb+A-n)aydr
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yazilir. Buradan diizenleme yapilirsa

[ g(x)dx (2.203)

a

[ rwgdr<[r(a)+ 0] 1

—a

(b— a)

bulunarak (2.197) esitsizligin sag tarafi ispatlanmis olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.13. (Ostrowski Esitsizligi) f : I c[0,0) >R, [ O da diferensiyellenebilir
bir doniisiim olsun. f = [a,b] olacak sekilde I smirliolsun. Burada a<b ve a,bel

dir. Eger | f '(x) <M ise

<M(b- a){—+ (=) } (2.204)

‘f(x)——f f(u)du 5207

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir.

Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak

Q
IN
A

Te,as<t<x
P(x,t)=4"" (2.205)
o, x<t<bh

IA
IA

Q

Peano ¢ekirdegi yardimiyla Montgomery 6zdesligi olarak bilinen

Fl)=—— [ £@)dr+ [ B f (1)dr (2.206)
b—a? a

ifadesi elde edilir. Burada | f '(t) |< M kullanilirsa,
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‘f(x) @< [ IRl £ O))dr

< b]‘f - [ [[@-aydr+ jb (b— t)dt} (2.207)
= 2([91\4— > [(x —a) + (- x)z]

elde edilir. Burada

2 2
(x—a)’+(b-x)’ = (x—a+b+a;b—aj +(b—a+b+a+b—x)

2
( 01+bj2 ( a+bj(b—a} [b—ajz (b—ajz
=|x——| +2| x— + +| —
2 2 2 2 2
+2[b_—a](ﬂ—xj(ﬂ—xJ (2.208)
2 2 2

kullanilarak ispat tamamlanmis olur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde kesirli Riemann-Liouville integrali ve kesirli tiirev operatorlerinin elde

edilisi ve bazi 6zellikleri verilecektir.

3.1. KESIRLi RIEMANN-LIOUVILLE iNTEGRAL VE TUREVLERININ ELDE
EDILIiSI

Simdi bircok matematik¢i tarafindan kullanilan Riemann-Liouville kesirli integrallerini

formiillerini elde etmek i¢in

LX r Iﬂ f” f(u)dp,du, ,...du,du, 3.1)

n katl integrali ele alinirsa (3.1) de ifade edilen integrasyonda Dirichlet formiilii dikkate

alinirsa,

A< p, <x =, <, <Xx
A< Hy <Hyp = Hy <l <X
A< Hy <My = Hy <H3 <X

3.2)

a<ﬂn—l <lun—2 :>/'ln <lun—l <X
a<p, <p,, >a<p <x

A< p, <p, | <<y <M, <p <X

siir degisimi altinda,
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[T s dp, i

[ 1 un)( L ( L L ( | dyl)dy2...) dﬂn_ljdyn

(3.3)

seklinde yazilir. Elde edilen (3.3) esitliginin sag tarafindaki integraller i¢ integralden
baslanip disa dogru hesaplandiginda,

L2 du, = p, |;2: X—H,, (3.4)
2
X X—
[ = m)du, = Gom)
H3 2
[ o) @) = (r—p,)’
w2 y 23 M 23 7
3.5
J. (x /un 1) /U . (x_ lun—] )”*1 |x — (x B lun )”’l
mw23.(n=2) " 23.(n-2)(n-1) " 12.(n-1)
esitlikleri yazilir. Bu esitlikler (3.3) de yerlerine yazilirsa
LIl i = [ 40 (3.6)
n n* ( _ 1)! n n
elde edilir. Elde edilen (3.6) ifadesinde Gamma fonksiyonunun
I'n)=m-1)! (3.7)

ozelligi kullanilirsa
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Hﬂ f " f ") dudu, s dpndp, = f fu)x—u,)" " du, (3.8)

['(n) %

esitligine ulasilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif tamsayidir. Gamma fonksiyonu
tam sayilar disinda da ifade edilebildiginden, » nin tam say1 olmamasi durumunda (3.8)

esitliginin sag taraf icin asagdaki tanim ifade edilebir.

Tanmm 3.1. f e L,[a,b] olmak tizere

I f(x )_ﬁj (x=0)*" f(dt, x>a

I" f(x )——j (t—x)“" f@t)dt, x<b

3.9

integrallerine sirasiyla . mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integralleri

denir (Samko ve ark., 1993). Burada I'(«¢) Gamma fonksiyonu,

T(a) = ["et"ds (3.10)
ve
I' f(x) =1, f(x)= f(x) (3.11)
seklinde olur. Yani
10 f(x )—— j (x=0)" f()dt, x>a (3.12)

Esitliginden
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u= f(t)=du=f (t)dt

—n? (3.13)
dv=(x—t)“_1dt:>v=—(x )
a

doniisiimii altinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

(=D o L
170 =10 ){ f=— Ia+aL(x n“f (t)dt}

(3.14)
_(x- a) PRy
r@ O T [[=0f W

esitligi yazilir. Bu esitlikte =0 alnirsa,

fa
LF0=1y r<1>I f
= f@+f(0) - f(a)

(3.15)
=f(x)

oldugu goriiliir. Benzer yontemle

I_f)=f(x) (3.16)

olduguda gosterilebilir. Simdi f(¢) = (t — a)% ve a=1

1 olmak tlizere asagidaki Riemann-
Liouville kesirli integralini g6z oniine alalim.

It f(x )—— j (x=0"" f(dt,x>a (3.17)

Bu integral kabuller altinda

60



! jx(x—r)‘%(t—a)%dt,xm (3.18)

L0 =55 ],
2

olarak yazilir. Burada r =a+ (x—a)w degisken degistirmesi yapilirsa

j; 0" (1= )" dw = B(m. n) (3.19)

seklinde Beta fonksiyonu yardimiyla

F(lé) Lx(x—t)_%(t—a)%dt,x >a

=ﬁj.ol(x—a);(x—a)_éﬂa);(l—a));dﬂ

I f(x)=

AN

Jz

= : (x—a)B(3/2,1/2)

(x—a)jolaﬁ (l-w) do
(3.20)

T

-
1 TGIr/2)
7= a0
o

=7”<x—a>

esitligi elde edilir.

Tanim 3.2. Kesirli integralin birlesme ve degisme 6zelligi vardir. Bu 6zellikler
Lo =rr, 1 =1 (3.21)
20000 =1"1", 1,1’ =11 (3.22)

seklindedir. Buna gore

1. Kesirli integralin tanimi1 kullanilarak,
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1) f = s [ s

[ -l 1 t e\
ra kG0 (—r( 510 f(z)dzJ

yazilir. Bu esitligin sag tarafinda integrasyon sirast

a<z<t
>a<z<t<x
oa<t<x

seklinde sinir degisimi yapildiginda

@ = [ @ [ 0= o az

F(aI'(B)

olur. Bu esitligin sag tarafindaki i¢ integralde

f=z+(x-72)9=>A=—>, d9=
X

dontistimii yapildiginda

[[(a-nt-2""ar

= J: (x—z2-(x=2)D " (z+(x-2)9-2)" " (x-2)d 9

= (x— 7)™ Ll (1- 9" 97d9

= (x= )" B(a. )
_ [(@r(p)
I'a+ p)

(x _ Z)OH—ﬂ—l

olur. Bu esitlik (3.23) de yazilirsa,
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117, f(x)
F(Ot)lﬁ(ﬂ)

a+ﬂ—1d
T )rw)“() p T E
— _\atp-l

—r(m ), F@ = s
= 1"V f(x)

elde edilir. Yukar1 da yapilan islemler benzer olarak,

I‘inf(X)

= r@ j (t—x)"17 f()dr

A
-0 )j< [r(ﬁ)j (z=1) f(z)dzj

esitliginde smir degisimi

x<t<b

= x<t<z<b
t<z<b

veE

t=z+(x—2)9=> 1= - , d8=
X

doniisiimii yapilirsa;
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qqfu>

e 4. K SR )

T )F(ﬁ)
F( )F(,B)'[ f(Z)U x+(z-09-0)"(z-x-(z-0)P" " (z- x)dSJ .
_ _apA( [N galq_ gyp
rarg b f@Em o [97a-9as)a:
a+p-1
rw+mj& 0 f(2)dz
=177 f(x)
elde edilir.
2. Yukarida 1. 6zellikteki birlesme 6zelligi kullanilirsa,
117 f ()
=177 f(x) (3.33)
1 a+p-1
F(+ﬂﬂ< - f(2)dz
almir. Buradal'(a + ) =T'(f + «) Ozelliginden
117 f ()
_ 1 x _ Pra-1
= —F(ﬂ o L (x—2)""" f(2)dz (3.34)
=12.1" f(x)

olarak bulunur.

Tamm 3.3. feL [a,b] olsun. k>0 olmak lizere a>0 i¢in a. mertebeden

Genellestirilmis sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integralleri sirastyla

(k+1D"

IV =——"— )

J‘ ( k+l k+1)al kf(t)dt (3.35)
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(k+1D)"™

bk kel kel k
T j (X = Yk £ () dy (3.36)

I f(x) =

seklinde tanimlanir (Katugampola, 2011).

Tanmim 3.4. n. mertebeden tiirevlerin

AW Ef@ W AW

b b 3 bARd
dx dx"

A dx dx*

(3.37)

sonsuz dizisini goz Oniline alalm. Bu dizi keyfi mertebeden difensiyel diisiincesi altinda

tekrarlanan diferansiyelin bir genellestirilmesidir. Burada temel amag :T sembolii ile

gosterilen operatoriin n tamsayr degerli parametresi, tam saylr olmayan bir a

parametresiyle yer degistirmektir.

Genel kesirli tiirevleri vermeden 6nce yarim tiirev de denen bir tiirev formiilii elde ederek

bir uygulama yapalim ve daha sonra daha genel kesirli tiirev formiilleri verelim.

Bunun igin, f(x) = x"seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif bir tam sayidir.

Ele aldigimiz fonksiyonun a. mertebeden tiirevini alirsak,

fx)=x*
f '(x) = kx*!
£ (x)=k(k=1)x*
£ =kk-Dk-2)x"
(3.38)

£ = k(k =1)(k = 2)...(k —a +1)x*
k' k—a
= X
k—a)!

elde edilir. Yine burada I'(n)=(n—1)! oldugundan
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(@ _ I'tk+1) ke

f (x)_l"(k—a+1) (3.39)

esitligini yazariz. Burada a sayisini herhangi bir pozitif say1 olarak segerek fonksiyonun
kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz. Bu durum igin f(x) =x* fonksiyonu, a=1 ve k =2

olmas1 durumunda 1. mertebeden kesirli tiirevinin ne oldugunu gorelim.

d'f) _ Tk+D) .,

(a)
X)= 3.40
;@ dx* I'k—a+1) (3.40)
Esitliginden
d: ré)
- X" = X
dx? F@2-3+D
2 s 1
-2 ard=ra+d=3rd-=3rd)=3/7 (3.41)
ra) 2 272 2 4 2 4
_ AV :
3z
bulunur. Elde edilen bu yeni fonksiyonun tekrar yarim tiirevi alinirsa,
A d =dl( 8 xgj:2x (3.42)
dx* \ dx> de: \3Wr

oldugunu goriiliir. Bu da iki yarim tiirevin bir tam tiirev olusunu verir. Yukarida

yaptigimiz uygulamaya benzer olarak f(x) = %x% almir ve bu fonksiyonun a=7%

mertebeden kesirli integralinin  f(x) =x” oldugunu gdsterelim. Yani bir fonksiyonun

yarim tiirevinin yarim integralinin kendisine esit oldugu gosterilir. Daha kolay olmasi

bakimindan, Riemann-Liouville integrali,
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(I f)(x )—mj (x=0)" f(t)dt,x>0 (3.43)

2w

seklindedir. Kabuller altinda  f(x) zﬁx fonksiyonunun a =4 mertebeden kesirli

integralinin,

(I f)(x) =

F() t(x t) dtx>0

- jo (ﬁx)?(x—zx)%xd/l, t=Ax

=ix2 f/ﬁ(l—;t)‘%d;t

8
37r

8 LTRIrR)
B s Y Vil V14

377 TG+
_ 8 L3 TIG)
S 222G

3n I'3)

2
=X

B(— —) (3.44)

dir.

Simdi kesirli tiirev i¢in daha genel bir tanim verelim. 0 <a <1 olmak iizere,

flx )——j Q) (x—1)"di,x>a (3.45)

Abel integral denklemini ele alalim. (3.45) ifadesinin her iki yaninda x yerine ¢, ¢ yerine
s yazarak, denklemini her iki yanin1 (x—7)"“ ile carparak a dan x e kadar integralini

alirsak;

[ dt r(Q(s) I VN (f) dt (3.46)

a (x—t)"da (t—5)" =T
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Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen (Integral sinirlarmin yer degisimi)

Ib( I fx, y)dy) dx = j” ( L” f(x, y)dx) dy (3.47)

seklinde smir degisimi formiiliinii uygularsak

dt
(x=0)(t—s5)"

J.:Q(S)ds I - F(a)jj%dt (3.48)

oldugu goriiliir. (3.48) ifadesindeki i¢ integralde # = s + A(x —s) degisken degistirmesi

yapilirsa,
Ix dt _ J'l 201 (1- /»{/)—a di = B(a,1-a)= F(a)r(l —a) (3.49)
s (x=0)(t—s5)™ D ’

oldugu goriiliir. Bu esitlik (3.48) de kullanilirsa

(@) -a) j Q(s)ds = T'(a) j (xf% dt

1 . (3.50)
IX Q(s)ds = r f@)
a Ird—a) (x—1"
elde edilir. Buradaki son esitligin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa
Qe =——L [ LD 4 gcac (3.51)
I'l—a)dx“e (x—1)"

elde edilir. Elde edilen (3.51) ifadesine a. mertebeden kesirli tiirev denir. Bu tiireve
Riemann-Liouville kesirli tiirevi de denmektedir. Bu tiirev formiiliiniin genel olarak

literatiirdeki gosterimi
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a L d e~ f@
D f(x)—r(l_a)—dx j e dt (3.52)
seklindedir.

Tanim 3.5. f fonksiyonu her sonlu (a,x) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
meN,m—-1<a<m olmak lizere x >a i¢in bir f fonksiyonunun a. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

« poye L (dY p__fO
D f ()= (m_a)( dxj [ Gy (3.53)
seklindedir.

Teorem 3.1. f : [a,b]—)]R pozitif bir fonksiyon, a<b ve f € Lla,b] olsun. Eger f

[a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ve a >0 ise kesirli integraller i¢in

E2) L s ol S0 s
-

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. f [a,b] arah@inda konveks bir fonksiyon, A =1 ve Vx,y€la,b] i¢in

f(x; yJ L f(x); f() (3.55)

esitsizliginde x =ta+ (1-1)b, y=(1—t)a+tb yazilirsa

Zf(a;bjﬁf(ta+(1—t)b)+f((l—t)a+tb) (3.56)
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olur. (3.56) esitsizliginin her iki tarafi ¢“~' ile garpilip [0,1] arahginda ¢ degiskenine

gore integral alindiginda

_f(a+bj

< Iot“‘l f(ta+(l—t)b)dt+£ta_l f(A—=t)a+1tb)dt
a(b—u\"" du s(v—a)"

_L( - j f(u)a—bJrL(b—aj

T URICRUSIO)

olur. Yani

a+b I'a+1)
f( g j<2(b 12 f )+ T f(@)]

(3.57)

(3.58)

olarak bulunur ve esitsizligin sol tarafi ispat edilmis olur. Eger f, 4 €[0,1] i¢in konveks

bir fonksiyon ise (3.55) esitsizli§inin sag taraf asagidaki gibi kanitlanir. f konveks

oldugunda

fta+(1-0b)<if(a)+(1-1)f(b)

veE

fd=na+1tb)<(A-1)f(a)+1f (b)

yazilir. Yukaridaki esitsizlikleri taraf tarafa toplanildiginda

fa+(1A-0b)+ f(A-nDa+1b)<tf(a)+A-1) f(b) + A1) f(a)+1f (D)
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elde edilir. (3.61) esitsizliginin her iki tarafin1  ¢*'

degiskenine gore integral alinirsa;

[ fta+A=0bydr+ [ f(A=1a+ oy dr

0

<[f@+ @] rar

olur. Boylece

L@ 7, L, fla)+ f(b)
o V@47 @] < B

olarak bulunur. Buradan da her iki taraf 4 ile ¢arpilirsa

L+ [, a fla)+ ()
o b2 r @)+ 7 @] < 5

elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

ile ¢arpilip [0,1] araliginda ¢

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Lemma 3.1. f : [a,b)] >R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Eger ' € L[a,b] ise kesirli integral i¢in

fla)+f(b) T(a
2 2(b—

: E[(l‘f)“ —t“]f'(ta+(1—t)b)dt

;{, e fy+ 0 F@)

b—
2

0zdesligi vardir.

Ispat. Ispat igin

I; [(1 —0)” —t“]f "(ta+(1-1)b)dt
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integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun i¢in

1=[la-07~]f'ta+a-nbyr
E UOI (A=1) f'(ta+(1- t)b)dt} + [— [ f'ta+a- t)b)dt] (3.67)

=1 +1,

olarak yazilir. Buradan da kismi integrasyon yardimiyla,

1= [[a=07 f'ta+1-nbydi

_(-pftard=nb,  «a [[ =0 f@a+a-op)di (3.68)
a-b a—-b

_Sfb)  a f _

_—b_a+a_bj'0(1 D% f(ta+(1—t)b)dt

yazilir.  Burada j(l) (1-0)“" f(ta+ (1 —1t)b)dt integralinde ra+ (1-1)b = x degisken

degistirmesi yapilirsa

I,=f(b)+ a Ia(a—xja_ ) dx

b—a a-b*\a-b a—>b

B a e

S T [ (=@ f(x)x (3.69)
_fb) T@+D

“b—a -ay T

elde edilir. Benzer sekilde
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1==[1"f'ta+(1-0)bydt
_ e fiax(-0b)

| 1 f(ta+ (1= Db)dr

a—b * ph—qg

. —b a-1 d
- Z{Ea;_afbjh (Z—bj f(x)a—xb (3:70)
_Sfl@  «a b
S —r [ =2 f(x)dx
_fla) T(a+))

“b-a G-ay

olarak bulunur. Buradan

I=1+1,
_ fla)+f() T@+Dr,, a (3.71)
- L - e s+ f@)

yazilir. Bu son esitligin her iki tarafin1 %% ile ¢arparsak ispat tamamlanir.

Teorem 3.2. f : [a,b]—)]R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir

, [a,b] uizerinde konveks ise

fonksiyon olsun. Eger|f"

fla)+ f(b) T(a+1)
2 2(b-a)"

a a b-a _ L ' '
e ry+ J,,f(aq SETP (l 7 j[f (@) +f'(®)] (3.72)

dir.

Ispat. Lemma 3.1.1 deki (3.65) esitligi ve | f '| nin konveksligini kullanarak,
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|f(a)+f() F(a+1)
. o ) [7e. £y + T2 f(a)

< b—a

> J:‘(l—t)“—t” ’(ta+(1—t)b)|dt

(3.73)

+(1-0)|f'b)||ar

}

_ b;a{joi[(l—t)“ —r e
+ﬁ[(1—t)“—t”][t '

b—a
= 5 (r,+7,)

seklinde diizenlenir. 1k olarak

= |f’(a)|[jozt(l—t)“dt—Ijt"“dt
(3.74)

0| [ra=n"di=[>1=n) dr

olur. Buradal—¢ =u degisken degistirmesi yapilirsa

1 1
= |f,((l)||:— J;Eua(l—u)du_J.OEt’”ldt
1 1 1
+|f'(b)|J.02 (1—[)“*1 dt_J.Oztadt_'_J'Og z‘aJrldl‘:|
= |f’(a)|U u”du— I wdu — J’ ey
2
1 | |
Hw|fpa-netdi-[2rdr+ Lz;aﬂdt}
u 2 s, l

1
+2|% 0{+2|0

= If'(a)l{

(1 l_)a+2 ta+1 % ta+2 %
|o |6 + |0
a+?2 a+1 a+?2

Hf' <b>|{

o | (1)a+l (l)—a“
_|f(a)|{(a+1)(a+2) a+1} |f()|{a+2 0{+1} (3.75)
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elde ederiz. Diger yandan

[ﬁt‘”ldt—ﬁt(l —t)“dt}
[ﬁ (-nevdr-[ (-0 dz}

a+2 a+l a+2
u 0 u 0
a L+ -
¢ )|{ a+1|§ a+2|]2}

a+l ta+2 (1 _ t)a+2
+f'(b - L+ f
|f( )|{ +1 a+2|5 a+?2 |2

reze

,b 1 _(%)oﬁ—l
(a+D(a+2) a+l

oldugundan 7, ve 7, degerlerini toplanirsa

T,t7,

{ LW _(;)““}

(a+D)(a+2) a+l a+2 a+l

HO AT _(5)“”}

Hf' (b)|{

+2 a+l (x+D)(a+2) a+l

ole el th

_ b—a L
—z(ml)( 2aj[f @)+ f'(b)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde arastirmada elde edilen bazi bulgulara ii¢ baslik altinda yer verilir. {1k olarak
Beta fonksiyonu igeren Hermite-Hadamard esitsizliklerine, ikinci olarak Beta fonksiyonu
iceren yamuk esitsizliklerine, {igiincii olarak Beta fonksiyonu iceren orta nokta
esitsizliklerini igeren tanim, teorem ve ispatlar verilmistir. Simdi de bulgularimiz i¢in

yararlanmis oldugumuz bazi lemma ve teoremleri agsagidaki sekilde verelim.
Lemma 41. f:I"cR—>R ile abel’ile a<b (I, Inm igi) lzerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger ' € L[a,b] ise bu durumda asagidaki esitlik gegerlidir:

b—a
2

fla)+ f()
2

1 1 ,
i [ fode==—=[(1-20)f"(ta+(1=1)b)dt. (4.1)

Simdi de Hermite-Hadamard esitsizligin sag tarafi i¢in bulunan ve (4.1) esitliginden

yararlanilarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1. f : I"cR—>R ile abel’ile a<b (I, Inmn igi) iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger | f'l, [a,b] tzerinde konveks ise asagidaki esitsizlikler

gecerlidir:

|f(a)+ f(b)
2

1 b— , ,
okt <x>d*{3( “)Qf (@] +|f'®)) (4.2)

8

Bu (4.2) esitsizlige literatiir de trapezoid esitsizligi adi verilir.
Diger yandan, Hermite-Hadamard esitsizligin sol tarafi i¢in ise Kirmaci (2004) yilinda
asagidaki Lemmay1 vermistir.

Lemma 4.2. f : I" c R — R, tanimh bir fonksiyona,beI"ile a<b (I", I nmn igi)

tizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger f' L([a,b]) ise,

| — a+b
ELf(x)dx—f( . j

(4.3)

- (b—a){ Etf’(ta+(1—t)b)dt+ ﬁ(r—l) Fl(ta+(1-1)b)dt |.
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esitligi saglanir.

Teorem 4.2. f : I' c R — R tanimlh bir fonksiyona,bel"ile a<b (I°, I nn igi)

iizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger| f'l, la,b]uzerinde konveks ise asagidaki

esitsizligin var oldugu bilinmektedir.

1)) (4.4)

1 ¢ a+b (b—a) ,
‘EL f(x)dx—f( : ]s o @+

Kesirli analizin (integraller ve tiirevler) konusu, temelde bilim ve miihendisligin
goriiniiste cesitlilik gdsteren ve yaygin alanlarindaki gosterisli uygulamalar nedeniyle son
on y1l boyunca 6nemli bir popiilerlik ve 6nem kazanmistir. Kesirli integral gercekten de
matematiksel bilimin 6zel fonksiyonlarmnin yani sira bunlarin bir ve daha fazla degisken
icindeki uzantilarin ve genellemelerini igeren cesitli problemler i¢in potansiyel olarak
faydali birka¢ ara¢ saglar. Bu konu hala bir¢ok yazar tarafindan kapsamli bir sekilde
incelenmektedir, ornegin (Akkurt, Yildirnm ve Yildirim, 2016), (Akkurt, Kacar ve
Yildirim, 2015), (Kilbas, Srivastava ve Trujillo, 2006), (Gorenflo ve Mainardi, 1997),
(Hussain ve ark., 2017), (Miller ve Ross, 1993) bakmiz. Kesirli integrallerin 6nemli
uygulamalarindan biri Hermite-Hadamard integral esitsizligi i¢in referanslara (Farid,
Rehman ve Zahra, 2016), (Igbal, Bhatti ve Nazeer, 2015), (Sarikaya ve ark., 2013)

bakiniz. Riemann-Liouville kesirli integrali asagidaki sekilde yeniden verelim:

Tanmm 4.1. f € Ll[a,b] olmak tizere, a > 0ile o = Qolmak ilizere J ‘ fve J f(x) ile

verilen sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla

J 0= % j (x—1)" f(ydt, x>a, (4.5)

N—

veE

1 b a—1
T f(x)=——| (t=x)" f()dt, x<b.
’ M) l (4.6)
seklindedir. Burada I'(a)ifadesi Gamma fonksiyonu ve
J:Lf(x) =J; f(x)=f(x) 4.7

77



dir.

k-Riemann-Liouville kesirli integrali ise asagidaki sekilde tanimlanir:

a _ 1 X A
I (a)L (k=) f@dt, x>a, (4.8)
o 1 b a_|
Jbi’kf(X) - krk (a) -[c (t B X)k f([)dt’ x< b (49)
Buradan
Fk(a)=jo (e dr, Re)>0 (4.10)
ve
[ ()= k‘ilr[%} R(ar) > 0;k >0 (4.11)

Bu tanimlar Mubeen ve Habibullah tarafindan tanimlanmastir.

Kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin temel ifadelerini (Sarikaya ve
ark., 2013) asagdaki gibi vermistir.

Teorem 4.3. f : [a, b]—)R pozitif bir fonksiyon a<b ve f e I;([a,b])olsun. Eger
f, la,b] lzerinde konveks bir fonksiyon ise o zaman kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlikler gecerlidir:

f(a;—bj 21;(05_4'1) [Ja+f(b)+-] f(a)]<Tf(b) (412)

Burada o >0 d.
Ayrica, (Sarikaya ve ark., 2013) Riemann-Liouville integrali i¢in asagidaki Trapeozid

tanimini vermislerdir:
Lemma 4.3. f : [a,b]—) R tanimh bir fonksiyon a<bile (a,b) araliginda
diferansiyellenebilir olsun. Eger f' e L[a,b] ise o halde kesirli integraller i¢in asagidaki

esitlik gecerlidir.
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f@+ ) _ rm+n
2 2Ab-ay

L[12 £ )+ 72 f(a)]

(4.13)

- b‘ajo'[ﬁ—z)“ | ea+ A= 0b)de

Teorem 4.4. f : [a,b]—)]R tanimlt bir fonksiyon a<bile (a,b)araliginda

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f'|, [a,b] lizerinde konveks bir fonksiyon ise o halde

kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

f@+ fb) na+n
|2 2(b - af

) [1% £ @)+ 7% f(a)
(4.14)

b-—a 1 , ,
< m(l—z—aj[f (@) + f'(b)]

Ote yandan, (Igbal ve dig., 2013) Hermite-Hadamard tipli Riemann-Liouville integral
esitsizliklerinin sol kismu ile baglantili asagidaki sonuglar1 vermistir (4.12) ve Midpoint
tanimini kullanarak asagidaki ifade verilmistir.

Lemma 44. f : [a,b]—)]R tammli bir fonksiyon a<bile (a,b) araliginda

diferansiyellenebilir olsun. Eger f'e L [a,b] ise Riemann-Liouville kesirli integralleri

icin asagidaki esitlik gegerlidir:

a+b F(a+1) b—a
f( ; j 2o L[1e f )+ JE F@)]= . ;zk, 4.15)
Burada
I = ft“f’(tb+ (-ta)dt, I,= f(—t")f’(ta+ (1-1)b)dt,
L ° N (4.16)
L=1"-1)f+a-na)ds, 1,=[(1-1")f"(ta+A-1)b)dr
dir.

Bir¢ok yazarin ilgisini ceken Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren ¢aligmalar ve

bu tiir integralleri kullanarak Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin yeni ve ilging
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genellestirmelerini (Sarikaya ve Ertugral, 2019), (Sarikaya ve ark., 2013) referanslarda
bulunabilir.

Bu tezin amaci Beta fonksiyonlarini igeren yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
olusturmaktir. Birinci tiirevleri mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak,
daha once elde edilmis sonuglar1 kapsayan tinlii Hermite-Hadamard tipli ile iliskili yeni

yamuk ve orta nokta esitsizlikleri elde edildi.

4.1. BETA FONKSiYONU iCEREN HERMITE-HADAMARD TiPLi
ESITSIZLIKLER

Bu boliime, Beta fonksiyonlarini kullanilarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.5. f :[a,b]— Rtanimhi konveks fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlikler

gecerlidir:
f(aerjﬂ(m n)S;j‘Q(x)f(x)deﬂ(m n)M (4.17)
9 2 Z(b r a)n1+n—l ) > 9

Burada f3(m,n) beta fonksiyonu ve

Qx)=b-x)""(x—a)" +(b—x)"(x—a)"".

Ispat. te[0,1], i¢in,x=ta+(1—-1t)b, y=(-t)a+tb olsun. f nin konveksligi

kullanilarak

f(“;bj=f(x;yjsf(x);f(y) 4.18)

yazilir. Diger bir ifade ile

Zf(a;rbjsf(ta+(l—t)b)+ F(A=1a+1b) (4.19)
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olur. (4.19)’in her iki tarafin daz""(1-7)"" ile carpilir ve ¢ € [0, 1], i¢in integral alinirsa

asagidaki esitsizlik elde edilir.

< [ (1= flea+ A =r)b)dt (4.20)

[ 1=ty F(=na+eb)dtr

0

Sonug olarak,

f(“”’ jﬂ(m,n)

2

< Wi[(b—x)’”_' (r=a)™ +(b—x)"(x—a)" ] £ (x)dx

(4.21)

a

olur ve bu da ilk esitsizlik ispatlanmis olur.
Diger yandan, (4.17) esitsizligin diger yarisini ispatlamak icin f konveks oldugundan,

Vv t €[0,1] icin,

flta+A=0b)+ f(A=D)a+1b)< f(a)+ f(b) (4.22)

yazilir. (4.21) nin her iki tarafi da #""(1-7)"" carpilirsa ve sonug olarak ortaya ¢ikan

esitsizligin ¢ e [0, 1] , Uzerinde integrali alinirsa
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WT [(b —x)" " (x=a)" +(b-x)"(x—a)"" ]f(x)dx
fla)+ f(b)

<= Blm.n)

(4.23)

olur. Boylece ikinci esitsizlik de ispatlanmus olur.

Uyan 4.1. Teorem 4.5’de, n=m =1, aldigimizda (4.17) esitsizligi Klasik Hermite-

Hadamard esitsizligine doniisiir.

Uyan 4.2. Teorem 4.5’de, m=1, n=«a, (veya m=qa, n=1 ) o zaman (4.17) esitsizligi

Teorem 4.3°de ki (4.12) esitsizligine dontistir.

Uyan 4.3. Teorem 4.5’de, m=1, n=%, (veya m=4%, n=1) o zaman (4.17) esitsizligi

sekline doniisiir.

4.2. BETA FONKSIYONUNU iCEREN YAMUK ESITSIZLiKLERI

Bu boliimde, bize yardimci olmak i¢in kullanacagimiz asagidaki lemma ile baslayalim.

Bu lemma kullanilarak yamuk esitsizlikler i¢in 6nemli sonuglar verilecektir.

Lemma4.5. f : [a,b] — R taniml bir fonksiyonve f (a,b) de diferansiyellenebilir
olsun. Eger f'e L[a,b] ise, o halde asagidaki esitlik gecerlidir:

1 b
_ 2(b - a)m+n—1 {Q(x)f(x)dx

(4.25)

B,(m,n)[f'(th + (1 =1)a)— f'(ta+(1-1)b)]dr.

Il
S
|
Q
~—
O —_— —
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Burada f3,(m,n) tam olmayan Beta fonksiyonu:

B.(m,n)= J‘s’"’1 (1-s)"'ds, 0<t<1.
0

Ispat. Burada, kismi integrasyon yardimiyla asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

1

F, = [ ,(mn) f'(tb+(1-t)a)dt

0

_ f(b) . 1 1 m—1 _d n—1 _
- —b_aﬂ(m,n) —b_alt (1) f(tb+ (A -D)a)dt
b
b f(b) ﬂ(m, m+nj' X— a m 1 b x n— lf(X)dX
b-a ’

Benzer sekilde

F, = [ B,(m.n) f'(ta+1-0)b)at

f(a) I T PP -

- b_aﬂ(m, )+b_a£; (1—1)"" f(ta+ (1 -1)b)dt
b

:_f(a)ﬂ(mn m+njx Y (b2 f ().
b-a ’

F, i F,den ¢ikarilir ve Ca) jle carpilirsa, (4.25)’in ispat1 elde edilir.

2

Uyan 4.4. Teorem 4.5’de, m=n =1, i¢in (4.25) 6zdesligi (4.1)’e doniisiir.

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Uyarn 4.5. Teorem 4.5’de, m=1, n=a, (veya m=a, n=1) segilirse (4.25) 6zdesligi

(4.13)’e doniisir.
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Uyan 4.6. Teorem 4.5’de, m=1, n=%, (veya m=%, n=1) secilirse, o zaman (4.25)

0zdesligi
Lo A —F’C(“f)[fi F®)+ 7, @)
2 (b - a)k ok ’
(4.29)
b— P
== a j; [(1 —1)i =1} ]f’(m +(1—1)b)dt
seklinde yazilir.
Uyan 4.7. Lemma 4.5’de degisken degisimi ile, (4.25) 6zdesligi
fla)+ f(b) L7
ﬂ(m’ n) 2 - 2(b _ a)m+n—] !Q(x)f(x)dx
(4.30)

(b-a)

2

[8.(m.n)- B_,(m,n)| f'(tb+ (1 =1)a)dL.

[ S

seklinde yazilir. Simdi, birinci tiirevi mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard tipli esitsizligin sag tarafinin bazi tahminleri asagidaki gibi
genigletebiliriz.

Teorem 4.6. f : [a,b]—)R tammli bir fonksiyon ve a<b ile (a,b) araliginda
diferansiyellenebilir olsun. Eger | f '| fonksiyonu [a,b] da konveks ise o zaman

asagidaki esitsizlik gecerlidir:

‘,B(m,n)f(a)Jr f(b)_ 1 _ j.Q(x)f(x)dx{

2 2b—a)™s
(4.31)

1B,.,(m.n)- B,(m,n)]dt.

2

3 (b_a)[ fa)+ f’(b)lJ

cCt—_ju | —

Ispat. Lemma 4.5 den ve | /|, nin konveksliginden
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= 2 j)-wf( n)= B f(A=t)a+1b)dt
< (b ; a) j. [ﬂ]_z (m, n)— ﬂ, (m, n)] [(1 — t)|f'(a) + f|f'(bl]dt (4.32)
(b - a)

(m.n)= B, (m. [0 =) () + o (6t

_|_

[\

[CY U S,
=

_ (b—a)q )| |f b)|) (m,n)— B,(m,n)|dt

o!—..\)\._

bulunur. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.
Uyan 4.8. Teorem 4.6’da, n=m =1, i¢in (4.31) esitsizligi (4.2)’ye doniisiir.

Uyan 4.9. Teorem 4.6’da, m=1, n=«, (veya m=«a, n=1 ) secilirse (4.31) esitsizligi
(4.14)’e dontisiir.

Uyan 4.10. Teorem4.6’da, m=1, n=¢, (veya m=%, n=1) secilirse o zaman (4.31)
esitsizligi

f@+fb) T(a+k)
2 (b - a)%

el

EAICE O]

g

(4.33)

<

seklinde yazilir.

Teorem 4.7. f : [a,b]—)]R tanimhi bir fonksiyon ve a<b ile (a,b) araliginda

diferansiyellenebilir olsun. Eger | f '|q fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise o zaman

asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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(4.34)

IA
S
N}
~

; (hﬂ,(m’n)—ﬂ]_,(man)pdfj [|f a)’ + 2|f b]qu

0

Burada g >1 ve l+l:1 dir.
P 4

Ispat. Holder esitsizligi ve | f '|q fonksiyonunun konveksliginden, asagidaki ifade yazilir:

S RN VAV

1 1

(b-a) U 1, (m.n)~ B (m.n)” dt]p (I

(a-t)a+w) dt] (4.35)

(b_")[hﬂ (m,n)= B, (m,n)" dt] ( £(®) ]dtJ

olur. Boylece (4.34)’in ispat1 tamamlanur.

Uyan 4.11. Teorem 4.7°de, m=n =1, alinirsa (4.34) esitsizligi referans (Dragomir ve
Agarwal, 1998) deki esitsizligine doniisiir.

Uyan 4.12. Teorem4.7’de, m =1, n=«a, (veya m=a, n=1), alinirsa (4.34) esitsizligi
referans (Sarikaya ve ark., 2013) deki esitsizligine doniisir.

Uyan 4.13. Teorem 4.7°de m =1, n=%, (veya m=4%, n=1 ) se¢ilirse o zaman (4.34)

esitsizligi
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f@+fBb) T(a+k)
I (b-a)t

I fw) I @)

(4.36)

(b-a) [|f'<a1" -

2z p+1)r 2

f’(b)|" Jll

seklinde yazilir. Buradai +é =1, % € [0,1] dir.

4.3. BETA FONKSIYONUNU ICEREN ORTA NOKTA ESITSIZLIKLERI
Orta nokta tipli esitsizliklerin sonuglarini elde etmek icin asagidaki lemmanin verilmesi
gerekir.

Lemma 4.6. f :[a,b)] >R  tammh bir fonksiyon ve a<b ile (a,b) de

diferansiyellenebilir olsun. Eger f' e L[a,b] ise o zaman asagdaki esitlik gecerlidir:

f[“b)ﬂ( )—;Tﬂ( )£ (x)d —b_“iT (4.37)
> m,n 2(b—a)m+”_1a x)flx)dx= > & k- .

Burada

B (m.n) f'(tb+(1—-t)a)dt, T,= i(— B,(m,n)) f'(ta+(1-1)b)dt,

© —wl—

]'i =
(4.38)

| — —

1, =1 o) £+ (—Da)dt, T, =1 By (nm) e+ (- 0b)a.

2

drr.

Ispat. (4.34)iin ispat1 igin, kismi integrasyon uygulanirsa
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z:i@@mnn%m+a—o@dt

1 (4.39)
_ 1 ﬂ(mrﬂf(a+b)— ! ifH@—¢Y1f0b+a—ﬁmyﬁ
b—a':" " 2 ) b-ay ’
1, = [ Bmon)) £ a+ (1= 1b)ds
’ ] (4.40)
_ ﬂ(mrﬁf(“+bJ— ! iﬂ”@—qy4fﬁa+(r—0bﬁh
b—a" =" 2 ) b-a? ’
ve
T, = [(= B..(m.n)) f(tb+ (1~ 1)a)dt
: , ] (4.41)
1 a—+ 1 m—1 -1 b
_b—aﬂi(n’m)f( 3 j—b_a!(l—t) " f(th+ (1 —1)a)dt,
T, = [ B, (mn) f(ta+1—1)b)dr
: , | (4.42)
a—+ 1 P _
_b_aﬂ;(n,m)f( > j_b—a!(l_t) " f(ta+(1—1)b)dt.

yazilir. Boylece, yukaridaki ifadelerle istenilen (4.37) esitligi elde edilir.
Uyan 4.14. Lemma 4.6’da, m =n =1, icin (4.37) esitligi (4.3) 6zdesligine doniisiir.

Uyan 4.15.Lemma4.6’da, m=1, n=«, (veya m=a, n=1 ) alindiginda (4.37) esitligi
(4.15)’e doniisiir.

Uyar1 4.16. Lemma 4.6’da, m=1, n=%, (veya m=4%, n=1 ) alindiginda (4.37) esitligi

referans (Farid ve dig., 2016) daki 6zdeslige doniisiir.
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Uyari 4.17. Lemma 4.6’da degisken degisimi ile (4.37) 6zdesligi

2 2( _ a)m+n—1 y

(4.43)
-0 > a)i [8,(m.n)+ B,(n.m)|[f (eb+ (1 = )a)— f'(ta+ (1= 1)b)]d1.
seklinde yazilir.

Sonug olarak, ilk tiirevi mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢cin Hermite-

adamard tipli esitsizligin sol tarafinin bazi tahminlerini asagidaki gibi ifade verebiliriz.

Teorem 4.8. f : [a,b]—)]R tanimh bir fonksiyon ve a<b ile (a,b) da
diferansiyellenebilir olsun. Eger | f ’| fonksiyonu [a,b] de konveks ise bu durumda

asagidaki esitsizlik gecerlidir.

‘f(a+bjﬁ(m,n)—;zﬂ(x)f(x)d'(

2 2(b _ a)m+n—1
(4.44)
(b — a) , , 1
S Tnf (a) u (b)] Eﬂ(m’”)_ﬂ%(m+1’”)_ﬁ%(”+1’m) -
Ispat. (4.43) esitligi ve | /| ’nin konveksligini kullanarak:
a+b 1 b
(452 o) st
(4.45)

< O~ T o) s  (nm)at |[ ) +10)]
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elde edilir. integrallerdeki degisken degisimi yapilirsa,

18, (m.n)+ B, (n.m)]dt

s" (11— s)" dsdt+

S —_— o —
Il

S 0 | —

<) ——

(=R L

J. —s m 's"\dsdt
0 (4.46)

N | —

,B(m, n)— N (m +1, n)— N (n +1, m)
bulunur. Boylece (4.45) i¢ine (4.46)’y1 yazarak, gerekli esitsizligi elde ederiz.

Uyan 4.18. Teorem 4.8’de, m=n=1, alnirsa (4.44) esitsizligi (4.4) esitsizligine

doniisiir.

Uyan 4.19. Teorem 4.8’de, m=1, n=«, (veya m=«a, n=1) alindiginda o zaman

(4.44) esitsizligi referans (Igbal ve ark., 2015) deki esitsizligine doniisiir.

Uyan 4.20. Teorem 4.8°’de, m=1, n=%, (veya m=%, n=1 ) alindiginda o zaman

(4.44) esitsizligi referans (Farid ve dig., 2016) da ki esitsizligine doniisiir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak beta fonksiyonu yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizlik elde edilerek buna bagli olarak literatiir de nemli bir yere sahip
Trapozoid ve Midpoint tipli esitsizlikler elde edildi. Elde edilen tiim sonuglarimiz daha
once elde edilmis sonuglarin bir genellemesi oldugu kolayca goriilmektedir. Benzer
olarak farkl tiirden konveks fonksiyonlar kullanilarak da elde ettigimiz tiirden yeni
sonuclar elde edilebilecektir. Bu sonuglarin birgok okuyucunun ilgisini ¢ekecegini

diistiniiyoruz.
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