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                                               ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Beta-Sturm-Liouville Problemi  

Büşra TELLİ 

 

Burdur Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Hüseyin TUNA 

 

Haziran, 2022 

 

Bu çalışmada ilk olarak konunun tarihsel gelişimi ifade edildi ve çalışmada 

kullanılan bazı tanım ve temel sonuçlar verildi. 

Üçüncü bölümde, regüler Beta-Sturm-Liouville problemleri çalışıldı. 

Son olarak, Beta Sturm Liouville operatörünün maximal disipatif, akretif, kendine eş 

genişlemeleri sınır koşulları cinsinden verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Beta kalkulüs, Sturm-Liouville operatörü, simetrik operatör, 

kendine eş operatör, disipatif operatör, akretif operatör, genişleme, sınır değer uzayı, sınır 

koşulları. 
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                                           SUMMARY 
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some 

definitions and main results used in the work are given. 

In the third section, regular Beta-Sturm-Liouville problems are studied.  

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and other 

extensions of Beta-Sturm-Liouville operator is given in terms of boundary conditions. 

 

Keywords: Beta calculus, Sturm-Liouville operator, symmetric operators, self-adjoint 

operators, dissipative operators, accretive operators, a space of boundary value, boundary 

conditions.  
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1.GİRİŞ 

Simetrik operatörlerin genişlemesi problemi operatörler teorisinde uzun zamandır 

çalışılan konulardan birisidir. Bu problem şöyle ifade edilebilir: simetrik bir operatör 

kendisi de simetrik olan genişlemeye hangi koşullarda sahiptir ve bu genişleme nasıl elde 

edilir? 1929 yılında J. Von Neumann (Von Neumann, 1929) bu problem ile ilgili temel 

sonuçları elde etmiştir. Rellich (Rellich, 1951), Krein (Krein, 1947, 1952), Vishik 

(Vishik, 1952), Birman (Birman, 1956), bu problem üzerinde çalışan matematikçilerden 

bazılarıdır. 1969 yılına gelindiğinde Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969) lineer 

bağıntıları kullanarak simetrik operatörlerin genişlemesini elde etmiştir. Disipatif lineer 

bağıntılar kullanılarak operatör katsayılı simetrik diferansiyel operatörlerin disipatif ve 

kendine eş genişlemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk vd., 1972) 

tarafından elde edilmiştir. Daha sonraki yıllarda birbirinden bağımsız olarak Bruk (Bruk, 

1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafından sınır değer uzayı kavramı yardımıyla 

simetrik operatörlerin disipatif, akretif, kendine eş ve diğer genişlemeleri yapıldı. 

Simetrik operatörlerin genişlemesi ile ilgili daha ayrıntılı bilgi için Gorbachuk, 

Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk vd., 1989) çalışmasına bakılabilir. Gorbachuk ve 

Gorbachuk (Gorbachuk vd., 1984), Bairamogly (Bairamogly, 1984), Maksudov ve 

Allahverdiev (Maksudov ve Allahverdiev, 1993), Allahverdiev (Allahverdiev, 1995, 

2013, 2014, 2016), ve Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018) simetrik 

operatörlerin kendine eş genişlemelerini sınır koşulları cinsinden elde eden 

matematikçilerdir. 

Kuantum kalkulüs, limit kullanılmayan hesap olarak bilinir. Türevlenemeyen 

fonksiyonlar üzerinde işlem yapabilmeyi sağlar. Kuantum fark operatörleri, ortogonal 

polinomlar, temel hipergeometrik fonksiyonlar, kombinatorik, varyasyon hesabı ve 

görelilik teorisi gibi çeşitli matematiksel alanlarda uygulamalarından dolayı ilginç bir role 

sahiptir. 

2015 yılında Hamza vd. (Hamza vd., 2015) tarafından genel kuantum fark 

operatörü 𝐷𝛽, genelleştirilmiş Hahn kuantum operatörü (belirli 𝛽 fonksiyonları için) ve 

onların ters operatörü, 𝛽-integral tanımlandı. Yapılan bu tanımla 

 

𝐷𝑞,𝜔 [𝑓](𝑥) ≔  
𝑓(𝑞𝑥+𝜔)−𝑓(𝑥)

(𝑞−1)𝑥+𝜔 
                                                                                        (1.1) 



 

2 

 

ile tanımlanan Hahn kuantum türevi ve 

 

𝐷𝑞[f](x):= 
𝑓(𝑞𝑥)−𝑓(𝑥)

(𝑞−1)𝑥
                                                                                                       (1.2) 

 

ile tanımlanan Jackson q-türevi genelleştirilmiştir. 2015’te (Hamza ve Shehata, 2015), β-

Hölder, β-Minkowski, β-Gronwall, β-Bernoulli ve β-Lyapunov eşitsizliklerini ispatladı. 

2016’da genel kuantum fark denklemlerinin varlık ve teklik çözümleri kanıtlandı. 

(Hamza ve Shehata, 2016). Faried vd. (Faried vd., 2017) genel kuantum fark 

denklemlerinde bazı yeni sonuçlar vermiştir. Hamza vd. (Hamza vd., 2017)’de üstel, 

trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar tanıtıldı. (Cruz ve Martins, 2018)’de genel 

quantum varyasyonel hesaplama kurulurken (Faried vd., 2018)’de n.ci mertebe lineer 

genel quantum fark denklemleri araştırıldı. β-Lebesgue uzaylarının özellikleri (Cardoso, 

2020)’de verildi ve Shehata vd. (Shehata vd., 2020)’de, genel kuantum Laplace 

dönüşümünü araştırmışlardır. 2021 yılında Cardoso (Cardoso, 2021) β-Sturm Liouville 

probleminin kendine eş formülasyonunu elde ederek, karşılık gelen özdeğerler ve 

özfonksiyonlar için özelliklerini araştırmıştır. 

Bu tez çalışmasında, regüler durumda Beta-Sturm-Liouville denklemi ele 

alınmıştır. Bu tip operatörler için sınır değer uzayı inşa edildi. Sınır koşulları yardımıyla 

tüm maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeleri elde edilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

            Bu bölümde tezde kullanılan temel kavram ve teoriler verilecektir. 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. Lineer uzaylarda tanımlanmış olan dönüşümlere operatör denir (Kreyszig, 

1978). 

 

Tanım 2.1.2. U, bir kompleks lineer uzay olsun. Her u, v ∈  𝑈 ve 𝜆 ∈ 𝕂 için 

 

i. (𝑢, 𝑢) ≥ 0; (𝑢, 𝑢) = 0 ⇔ 𝑢 = 0 

ii. (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

iii. (𝜆𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣) 

iv. (𝑢1 + 𝑢2, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣) + (𝑢2, 𝑣) 

 

Şartlarını sağlayan ve (u, v) ile gösterilen kompleks sayısına u ve v elemanlarının iç 

çarpımı denir ve U lineer uzayına da iç çarpım uzayı denir. 

Ayrıca verilen bu özellikleri dikkate aldığımızda (𝑢, 𝜆𝑣) = 𝜆̅(𝑢, 𝑣) ve 

(𝑢, 𝑣1 + 𝑣2) = (𝑢, 𝑣1) + (𝑢, 𝑣2) özellikleri de yazılabilir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

 

Tanım 2.1.3. Bir (𝑈, (. , . )) iç çarpım uzayı, 

‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)
1

2⁄                                                                                                                            

normuna göre tam ise yani (𝑈, (. , . )) içindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir u0 noktasına 

yakınsak ise bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.1.4. 𝐻 Hilbert uzayı üzerinde tanımlanan bir T lineer operatörü verilsin. Her 𝑢 ∈

𝐻 için, 

 

‖𝑇𝑢‖ ≤ 𝑘‖𝑢‖                                                                                                         (2.1) 

 

eşitsizliğini sağlayan bir k sayısı varsa 𝑇 ye sınırlı lineer operatör denir. Bu k sayılarının 

en küçüğüne T sınırlı operatörünün normu denir ve ‖𝑇‖ ile gösterilir. 

T operatörünün normu 
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‖𝑇‖ = sup
𝑢≠0

‖𝑇𝑢‖

‖𝑢‖
= sup

‖𝑢‖≤1
‖𝑇𝑢‖                                                                                 (2.2) 

 

ile verilir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.1.5. H bir Hilbert uzayı ve T bu uzayda bir lineer operatör olsun. T nin tanım 

kümesi 𝒟(T), H Hilbert uzayında yoğun olsun. Her ℎ, 𝑡 ∈ 𝒟(𝑇) için, 

 

(𝑇ℎ, 𝑡) = (ℎ, 𝑇∗𝑡)                                                                                                  (2.3) 

 

eşitliğini saplayan 𝑇∗ operatörüne 𝑇 operatörünün eşlenik operatörü denir. Bu eşitliği 

sağlayan 𝑡 ∈ H vektörlerinden oluşan kümeye 𝑇∗ operatörünün tanım kümesi denir ve 

D(𝑇∗) ile gösterilir. 𝑇∗ operatörü aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

 

i.  (𝑇∗)∗ = 𝑇 

ii.  (𝜆𝑇)∗ = 𝜆̅𝑇∗ 

iii.  (𝑇 + 𝐿)∗ = 𝑇∗ + 𝐿∗ 

iv.  (𝑇)∗ = 𝐿∗𝑇∗ 

v.  ‖𝑇∗‖ = ‖𝑇‖  (𝑇 𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤 𝑖𝑘𝑒𝑛) 

(Naimark, 1968). 

 

Tanım 2.1.6. 𝑇∗ = 𝑇 ise, T’ ye kendine eş operatör adı verilir (Akhiezer ve Glazman, 

1963). 

 

Tanım 2.1.7. A lineer operatörünün tanım kümesi D(A), H Hilbert uzayında yoğun olsun. 

Her 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴) için 

 

∀𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), 𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) ≥ 0                                                                                            (2.4) 

 

ise, A operatörüne disipatif operatör denir. 

Her 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴) için 

 

𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) ≤ 0                                                                                                                (2.5) 
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ise A operatörüne akretif operatör denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

Eğer A disipatif (akretif) operatörü kendinden farklı disipatif (akretif) genişlemeye sahip 

değilse A operatörüne maksimal disipatif (akretif) operatör denir. 

 

Tanım 2.1.8. Tanım kümesin 𝐷(𝐴) olan bir A lineer operatörü için, 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴) olmak üzere, 

(𝐴𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐴𝑔) 

eşitliği sağlanırsa, 𝐴 operatörüne Hermitian denir (Naimark,1968). 

 

Tanım 2.1.9. 𝐴: 𝐷(𝐴) → 𝐻 lineer bir operatör ve 𝐷(𝐴) tanım bölgesi 𝐻 Hilbert uzayında 

yoğun olsun (𝐷(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻). Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴) için, 

(𝐴𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐴𝑔) 

ise, yani 𝐴 ⊂ 𝐴∗ ise, 𝐴 ya simetrik operatör denir (Naimark,1968). 

 

Tanım 2.1.10. 𝐷(𝑈), 𝑈 operatörünün tanım bölgesi olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑈) için 

(𝑈𝑥, 𝑈𝑦) = (𝑥, 𝑦) 

ise U ya izometrik operatör denir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

 

Tanım 2.1.11. Bir U izometrik operatörünün tanım ve değer kümesi tüm H Hilbert 

uzayına eşit ise U operatörüne üniter operatör denir. 

Sınırlı bir izometrik U operatörünün üniter olabilmesi için gerek ve yeter şart 

𝑈∗𝑈 = 𝑈𝑈∗ = 𝐼 olmasıdır (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

 

Tanım 2.1.12. 𝑓 ∈ 𝐷(𝐴) için, 

𝐴̃𝑓 = 𝐴𝑓 

ve 𝐷(𝐴̃) ⊂  𝐷(𝐴) oluyorsa, 𝐴 operatörüne 𝐴̃ operatörünün genişlemesidir denir. 

𝐴̃ operatörüne ise A operatörünün kısıtlamasıdır denir. Eğer A operatörü, simetrik 𝐴̃ 

operatörünün bir simetrik genişlemesi ise 𝐴 ⊂  𝐴̃∗ dır. Yani 𝐴̃ operatörünün her simetrik 

genişlemesi,  𝐴̃∗ operatörünün bir kısıtlamasıdır (Naimark,1968). 

 

Tanım 2.1.13. Simetrik bir 𝐴 operatörünün uygun bir simetrik genişlemesi yoksa 𝐴 

operatörü maksimaldir denir (Naimark,1968). 

Kendine eş (self-adjoint) her 𝐴 operatörü, maksimal simetrik bir operatördür. 
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2.2. Beta-Fark Operatörü ve Özellikleri 

I⊆ℝ bir aralık ve 𝛽:I→I kesin artan, sürekli fonksiyon olsun. Ayrıca 𝛽 fonksiyonu her 

t∈I için 

 

(𝑡 − 𝑠0)(𝛽(𝑡) − 𝑡)≤0                                                                                       (2.6) 

 

koşulunu sağlayan tek bir s0∈I sabit noktasına sahip olsun. 

Burada yalnızca t=s0 olduğunda (2.6) denkleminde eşitlik olur. 

𝑓:I→ 𝕏 fonksiyonu için 𝑓 ′(𝑠0) türevinin mevcut olması şartıyla genel kuantum fark 

operatörü 

 

𝐷𝛽 𝑓(t)={ 
𝑓(𝛽(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝛽(𝑡)−𝑡
   , t ≠ 𝑠0

   𝑓 ′(𝑠0)            ,   t =  𝑠0

                                                                         (2.7) 

 

ile tanımlanır (Hamza vd., 2015). 

𝐷𝛽 𝑓 (t) ifadesine t ∈ I noktasında 𝑓 fonksiyonunun 𝛽-türevi denir. 𝑓 ′(𝑠0) türevi varsa 𝑓 

fonksiyonuna I aralığı üzerinde β-türevlenebilir denir. 

Aşağıda 𝛽-fark operatörünün bazı özellikleri verilmiştir. 

 

(i) 𝐷𝛽 lineer bir operatördür. 

(ii) 𝑓, 𝑡'de 𝛽-türevlenebilir ise, o zaman 

𝑓 (𝛽(𝑡)) = 𝑓 (𝑡) + (𝛽(𝑡) − 𝑡)𝐷𝛽𝑓(𝑡)’dir. 

(iii) 𝑓, 𝛽-türevlenebilir ise, o zaman 𝑓, 𝑠0 noktasında süreklidir (Hamza vd., 2015). 

 

Lemma 2.2.1. Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(i) 𝑠0 noktasını içeren her 𝐽 ⊆ 𝐼 kompakt aralığı üzerinde {𝛽𝑘(t)}k∈ℕ0
 fonksiyonlarının 

dizisi, sabit 𝛽̂(t):= 𝑠0 fonksiyonuna düzgün yakınsar. 

(ii) 𝑠0 noktasını içeren her 𝐽 ⊆ 𝐼 kompakt aralığı üzerinde  ∑ |𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡)|∞
𝑘=0  serisi 

|t–𝑠0|’a düzgün yakınsar. 

 

Kanıt. (i) 𝐽=[a,b], 𝑠0 ∈ 𝐽 olsun. Eğer t∈[𝑠0,b] ise, (2.6) koşulundan, her k∈ ℕ0 için 

𝛽𝑘+1(𝑡) ≤ 𝛽𝑘(𝑡) 
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elde edilir. Böylece {𝛽𝑘(t)}k∈ℕ0
dizisi 𝛽̂(t)= 𝑠0 sabit fonksiyonuna doğru azalır. Dini'nin 

teoremiyle {𝛽𝑘(t)}k∈ℕ0
, [𝑠0,b] aralığı üzerinde 𝛽̂(t) sabit fonksiyonuna düzgün yakınsar. 

Benzer şekilde [a, 𝑠0] aralığı üzerinde de düzgün yakınsaklığı ispatlanabilir. Sonuç 

olarak, 

{𝛽𝑘(t)}k∈ℕ0
 dizisi 𝐽=[a,b] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır. 

(ii) İstenen sonucu elde etmek için [𝑠0,b] ve [a, 𝑠0] aralıklarının üzerinde Dini’nin 

teoremini 

𝑆𝑛(𝑡) = ∑ (𝛽𝑘𝑛
𝑘=0 (𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡)), 𝑛 = 1,2, … serisine uygulanarak istenen sonuç elde 

edilir (Hamza, vd., 2015). 

 

Lemma 2.2.2. 𝑓: 𝐼 → 𝕏  fonksiyonu ve 𝑠0noktasında sürekli ise, {𝑓(𝛽𝑘(𝑡))}k∈ℕ0
 dizisi 

𝑠0 noktasını içeren her 𝐽 ⊆ 𝐼 kompakt aralığında 𝑓(𝑠0)'a düzgün yakınsar (Hamza vd., 

2015). 

 

Teorem 2.2.3. 𝑓:𝐼 → 𝕏  fonksiyonu ve 𝑠0 noktasında sürekli ise 

 ∑ ‖𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡))‖∞
𝑘=0  serisi 𝑠0 noktasını içeren her 𝐽 ⊆ 𝐼 kompakt 

aralığında düzgün yakınsar (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. 𝐽 ⊆ 𝐼 𝑠0 noktasını içeren kompakt bir aralık olsun. Lemma 2.2.2 den 

‖𝑓(𝛽𝑘(𝑡)) − 𝑓( 𝑠0)‖ < 1      ∀𝑡 ∈  𝐽, 𝑘 ≥ 𝑘0 

olacak şekilde 𝑘0 ∈ ℕ vardır. 

O zaman, 𝑘 ≥ 𝑘0 ve 𝑡 ∈ 𝐽 için 

‖𝑓(𝛽𝑘(𝑡))‖ < 1 +  ‖𝑓(𝑠0)‖ 

olur. Buradan 

 

|(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))|‖𝑓(𝛽𝑘(𝑡)‖ < |(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))|(1+‖𝑓(𝑠0)‖) ∀𝑡 ∈ 𝐽, 𝑘 ≥ 𝑘0          (2.8) 

 

elde edilir (Hamza vd., 2015). Şimdi 

 

𝐷𝑛(𝑡) = ∑ ‖(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡))‖𝑛
𝑘=0                                                           (2.9) 

 

ve 
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𝐶𝑛(𝑡) = ∑ |(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))|𝑛
𝑘=0 (1+‖𝑓(𝑠0)‖)                                                                 (2.10) 

 

dizilerini göz önüne alalım. 

Lemma 2.2.1 (ii) ile, 𝐶𝑛(𝑡),  𝐽 aralığı üzerinde |𝑡 − 𝑠0| (1+‖𝑓(𝑠0)‖) düzgün yakınsar. 

Cauchy kriteriyle,  𝜖>0 verildiğinde 𝑛0 ∈ ℕ vardır, öyle ki 

 

‖𝐶𝑛(𝑡) − 𝐶𝑚(𝑡)‖ < 𝜖      ∀𝑡 ∈ 𝐽, 𝑛 ≥ 𝑚 ≥ 𝑛0.                                                                (2.11) 

 

(2.8) ve (2.11) koşullarını kullanarak, 

‖𝐷𝑛(𝑡) − 𝐷𝑚(𝑡)‖ ≤ ‖𝐶𝑛(𝑡) − 𝐶𝑚(𝑡)‖ < 𝜖    ∀𝑛 ≥ 𝑚 ≥ max{𝑛0, 𝑘0} 

elde edilir. Böylece, 

 ∑ ‖(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡))‖
∞

𝑘=0
 

serisi 𝐽 aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır (Hamza vd., 2015). 

 

Örnek 2.2.4. Sabit 𝜔 ≥ 0 ve 𝑞 ∈ (0, 1) için, 𝛽(𝑡) ∶= 𝑞𝑡 ∓ 𝜔 formülü ile 𝐼 = ℝ üzerinde 

tanımlansın. Bu durumda  𝑠0 =
∓𝜔

1−𝑞
 ve 

[𝑘]𝑞 = 
1−𝑞𝑘

1−𝑞
 olmak üzere 

𝛽𝑘(𝑡) = 𝑞𝑘𝑡 ∓ 𝜔[𝑘]𝑞 

ve 

𝛽−𝑘(t)=
𝑡∓𝜔[𝑘]𝑞

𝑞𝑘
 

elde edilir. O zaman 

lim
𝑘→∞

𝛽𝑘(𝑡) = 𝑠0 

ve 

lim
𝑘→∞

𝛽−𝑘(t) = {
∞,      𝑡 > 𝑠0,
−∞,     𝑡 < 𝑠0

 

elde edilir. Bu durum, hem ileri hem de geri Hahn fark operatörlerini, ayrıca, ω=0 

olduğunda Jackson 𝑞-fark operatörünü de temsil eder (Annaby vd., 2012; Annaby ve 

Mansour, 2012; Hamza ve Ahmed, 2013; Bangerezako, 2008; Kac, 2002). 

 

Örnek 2.2.5. Sabit 𝑞 ∈(0,1) ve sabit n∈2ℕ+1 ve 𝛽 için 𝛽(𝑡) :=q𝑡𝑛 fonksiyonu 
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𝐼 = (−𝑞
1

1−𝑛, 𝑞
1

1−𝑛) üzerinde tanımlansın. O zaman 𝛽, 𝐼'dan 𝐼'ya kesinlikle artan bir 

fonksiyon ve 𝑠0=0 tek bir sabit noktası olan bir fonksiyondur. 

𝛽−1(𝑡) = √
𝑡

𝑞

𝑛
  dir. Ayrıca 

𝛽𝑘(t)= 𝑞[𝑘]𝑛𝑡𝑛𝑘
,    𝛽−𝑘(t)= 𝑞−𝑛−𝑘[𝑘]𝑛 𝑡𝑛−𝑘

 

ve t𝜖 𝐼 için 

lim
𝑘→∞

𝛽𝑘 (𝑡) = 0, 

 

lim
𝑘→∞

𝛽−𝑘 (𝑡) = {
𝑞

1

1−𝑛    ,       0 < 𝑡
0           ,       𝑡 = 0

−𝑞
1

1−𝑛   ,       𝑡 < 0

 

 

𝐷𝑛,𝑞𝑓(𝑡) ≔ {

𝑓(𝑞𝑡𝑛) − 𝑓(𝑡)

𝑞𝑡𝑛 − 𝑡
,

𝑓′(0),                    𝑡 = 0    

   𝑡 ≠ 0
                          

            

(Aldwoah vd.,2012). 

 

Teorem 2.2.6.  𝑓: 𝐼 → 𝕏 ve 𝑔: 𝐼 ⟶ ℝ fonksiyonları 𝑡 ∈ 𝐼 noktasında 

𝛽-diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. 

O zaman 

(i) 𝑓𝑔 ∶  𝐼 ⟶ 𝕏 çarpımı 𝑡 noktasında 𝛽-diferansiyellenebilirdir ve 

𝐷𝛽(𝑓𝑔)(𝑡) = (𝐷𝛽𝑓(𝑡)) 𝑔(𝑡) + 𝑓(𝛽(𝑡))𝐷𝛽𝑔(𝑡) 

                   = (𝐷𝛽𝑓(𝑡)) 𝑔(𝛽(𝑡)) + 𝑓(𝑡)𝐷𝛽𝑔(𝑡) 

dir. 

(ii) 𝑓/𝑔, 𝑡 noktasında 𝛽-diferansiyellenebilirdir ve 

𝐷𝛽(𝑓/𝑔)(𝑡) =
(𝐷𝛽𝑓(𝑡))𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝐷𝛽𝑔(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝛽(𝑡))
,     𝑔(𝑡)𝑔(𝛽(𝑡)) ≠ 0 

(Hamza vd., 2015). 

 

Örnekler 2.2.7. 

1.Dβ𝑡𝑛=∑ (𝛽(𝑡))𝑛−𝑘−1𝑛−1
𝑘=0 𝑡𝑘 , 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑛 ≥ 1. 

2. t ≠ 0 için, Dβ
1

𝑡
= −

1

𝑡𝛽(𝑡)
, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝛽(𝑡) ≠ 0.  
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3.𝑓: I → ℝ2 tanımlanan 𝑓(t)=(𝑡2, 2𝑡) ve 𝛽(𝑡)=
1

2
t+1, öyleyse 

Dβ𝑓(𝑡) =
(−

3

4
𝑡2+𝑡+1,2−𝑡)

1−
1

2
𝑡

 olur. 

4.𝛽(𝑡)=
1

4
t    f:I→ 𝕄2×2    𝑓(𝑡)=[𝑡3 1

𝑡 𝑡2], Dβ𝑓(𝑡) = [

21

16
𝑡2 0

1
5

4
𝑡
] 𝕄2×2 her 2 × 2 

metriklerin uzayıdır (Hamza vd., 2015). 

 

Lemma 2.2.8. 𝑓: 𝐼 → 𝕏 fonksiyonu 𝛽-türevlenebilir ve her 𝑡 ∈ 𝐼 için 𝐷𝛽𝑓(𝑡) = 0 olsun. 

O zaman 𝑡 ∈ 𝐼 için 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑠0) olur (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. 𝐷𝛽f(t)=0, t∈ 𝐼 olduğundan, t∈ 𝐼 için 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝛽(𝑡)) olur. Sonuç olarak, 𝑡 ∈ 𝐼 

ve 𝑘 ∈ ℕ0 için f(t)=f(𝛽𝑘(t)) olur. k→∞ alarak ve 𝑓 fonksiyonunun 𝑠0 noktasındaki 

sürekliliğini kullanarak, 𝑡 ∈ 𝐼 için  𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑠0) eşitliği sağlanır (Hamza vd., 2015). 

 

Sonuç 2.2.9. Diyelim ki 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐼 ⟶ 𝕏, 𝐼 üzerinde 𝛽-türevlenebilir fonksiyonlar olsun. 

Eğer her 𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝐷𝛽𝑓(𝑡) = 𝐷𝛽𝑔(𝑡) ise her 𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝑓(𝑡)– 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑠0)– 𝑔(𝑠0) 

olur (Hamza vd., 2015). 

 

Tanım 2.2.10. 𝑠0 ∈[a,b] ⊆  𝐼 olsun. 𝛽-aralığını 

[𝑎, 𝑏]𝛽 = {𝛽𝑘(𝑎); 𝑘 ∈ ℕ0} ∪ {𝛽𝑘(𝑏); 𝑘 ∈ ℕ0} ∪ {𝑠0}  

ile tanımlanır. Keyfi bir 𝑐 ∈ 𝐼 noktası için [𝑐]𝛽 sınıfı ise 

 [𝑐]𝛽 = {𝛽𝑘(𝑐); 𝑘 ∈ ℕ0} ∪ {𝑠0} 

ile tanımlanır. Herhangi bir A⊂ ℝ kümesi için, 

𝐴∗ =A\{𝑠0} 

olarak tanımlanır (Hamza, vd., 2015). 

 

Lemma 2.2.11. [a,b], 𝐼’nın kompakt bir alt aralığı, 𝑠0∈[a,b] ve 

𝑓: [𝑎, 𝑏] ⟶  ℝ fonksiyonu 𝑠0 noktasında sürekli olsun. O zaman: 

(i) 𝑓 fonksiyonu,  [a, b]β aralığı üzerinde kesin olarak artandır ancak ve ancak her 

t∈[a, b]β
∗  için 
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Dβ𝑓(t)>0. 

(ii) 𝑓 fonksiyonu, [a, b]β aralığı üzerinde kesin olarak azalandır ancak ve ancak her 

t∈[a, b]β
∗  için 

Dβ𝑓(t)<0 (Hamza, vd., 2015). 

 

Kanıt. 

(i) Her t∈[𝑎, 𝑏]𝛽
∗  için 𝐷𝛽𝑓(t)>0 olduğunu varsayalım. 𝑠0 ∉{a,b}olsun. 

𝑎 < 𝛽(𝑎) < 𝛽2(𝑎) < ⋯ < 𝛽𝑘(𝑎) < ⋯ < 𝑠0 < ⋯ < 𝛽𝑚(𝑏) < ⋯ < 𝛽(𝑏) < 𝑏 

elde edilir. 𝑓 fonksiyonunun 𝑠0 noktasındaki sürekliliğini kullanarak, 

𝑓(𝑎) < 𝑓(𝛽(𝑎)) < 𝑓(𝛽2(𝑎)) < ⋯ < 𝑓(𝛽𝑘(𝑎)) < ⋯ < 𝑓(𝑠0) … < 𝑓(𝛽𝑚(𝑏)) < ⋯

< 𝑓(𝛽(𝑏)) < 𝑓(𝑏) 

elde edilir. Bu, 𝑓 fonksiyonunun [a, b]β aralığı üzerinde kesin artan olduğunu gösterir. 

Tersine, herhangi bir k∈ ℕ0 için f fonksiyonunun [a, b]β aralığı üzerinde kesin artan 

olduğu varsayılır. Eğer 

𝛽𝑘+1(𝑡) > 𝛽𝑘(𝑡) ise ozaman 

𝑓(𝛽𝑘+1(𝑡)) > 𝑓(𝛽𝑘(𝑡)) 

olur. Eğer 

𝛽𝑘+1(𝑡) < 𝛽𝑘(𝑡) ise 

𝑓(𝛽𝑘+1(𝑡)) < 𝑓(𝛽𝑘(𝑡)) 

olur. Bu nedenle, her t∈[𝑎, 𝑏]𝛽
∗  için 

𝐷𝛽𝑓(t)>0 

olur. 

(ii) Benzer şekilde gösterilebilir. 

Aşağıdaki örnek önceki Lemma 2.2.10 [a,b]\ [a, b]𝛽 aralığı üzerinde her zaman geçerli 

olmayabileceğini göstermektedir (Hamza vd., 2015). 

 

Örnek 2.2.12.  𝑓: [1,
3

2
] → ℝ fonksiyonu 𝑓 (t) = 4t2 –  9t ile tanımlansın ve 

𝛽(𝑡) =
1

2
𝑡 +

3

4
 olsun. t∈[1,

3

2
) ve 𝑠0 =  

3

2
   için 𝐷𝛽𝑓(t)<0 olduğu görülür. 

𝑡1 =1.15< 𝑡2 =1.2 için, 𝑓(𝑡1)=-5.06<𝑓(𝑡2)=-5.04 olur. Bu, 𝑓 fonksiyonunun [1,
3

2
] 

aralığında kesin olarak azalmadığı anlamına gelir; ancak burada 𝑡1, 𝑡2 ∉ [1,
3

2
]𝛽 olduğu 

unutulmamalıdır (Hamza vd., 2015). 
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Teorem 2.2.13. α bir sabit ve m ∈ ℕ olsun. O zaman 

 

(𝑖)𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝛼)𝑚 ise 𝐷𝛽𝑓(𝑡) = ∑ (𝛽(𝑡) − 𝛼)𝑟(𝑡 − 𝛼)𝑚−1−𝑟𝑚−1
𝑟=0 .                         (2.12) 

 

(ii) (𝛽(𝑡) − 𝛼)𝑚−𝑟(𝑡 − 𝛼)𝑟+1 ≠ 0, 𝑟 = 0,1, … , 𝑚 − 1 olmak üzere 

𝑔(𝑡) = 1/ (𝑡 − 𝛼)𝑚 ise 𝐷𝛽𝑔(𝑡) = − ∑
1

(𝛽(𝑡)−𝛼)𝑚−𝑟(𝑡−𝛼)𝑟+1
𝑚−1
𝑟=0                             (2.13) 

 

elde edilir. 

Aşağıdaki örnek türevdeki zincir kuralının 𝛽-kalkulüste geçerli olmadığını 

göstermektedir (Hamza vd., 2015). 

 

Örnek 2.2.14. 𝑓(t)=𝑡2 ve 𝑔(t)=3t fonksiyonları göz önünde bulundurulursa 

 

𝐷𝛽𝑓(𝑔(𝑡))𝐷𝛽𝑔(𝑡) = 3(𝛽(3𝑡) + 3𝑡)                                                                        (2.14) 

ve 

𝐷𝛽(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 9(𝛽(𝑡) + 𝑡) 

olur. Buradan 

 

𝐷𝛽(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) ≠ 𝐷𝛽𝑓(𝑔(𝑡))𝐷𝛽𝑔(𝑡)                                                                            (2.15) 

olur (Hamza vd., 2015). 

 

Teorem 2.2.15. 𝑔: 𝐼 ⟶ ℝ sürekli ve 𝛽-diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun ve 

𝑓: ℝ ⟶ 𝕏 sürekli diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. O zaman 𝛽(𝑡) ile 𝑡 arasında öyle 

bir c noktası vardır ki 

 

𝐷𝛽(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑓′(𝑔(𝑐))𝐷𝛽𝑔(𝑡)                                                                               (2.16) 

 

eşitliğini sağlar (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. 𝑡 = 𝑠0 eşitliği bilinen zincir kuralıdır. 2.2.11'in her iki tarafı da sıfır olduğundan 

𝑡 ≠ 𝑠0 için 𝑔(𝛽(𝑡)) = 𝑔(𝑡) olduğu açıktır. 

𝑡 ≠ 𝑠0 için 𝑔(𝛽(𝑡)) ≠ 𝑔(𝑡) ile 
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𝐷𝛽(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) =
(𝑓 ∘ 𝑔)(𝛽(𝑡)) − (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡)

𝛽(𝑡) − 𝑡
 

                       =
𝑓(𝑔(𝛽(𝑡)))−𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝛽(𝑡))−𝑔(𝑡)

𝑔(𝛽(𝑡))−𝑔(𝑡)

𝛽(𝑡)−𝑡
 

elde edilir. 

Ortalama değer teoremi ile 𝑔(𝛽(𝑡)) ile 𝑔(𝑡) arasında bir reel sayı 𝜂 vardır öyle ki 

𝑓(𝑔(𝛽(𝑡)))−𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝛽(𝑡))−𝑔(𝑡)
=𝑓’(𝜂) 

olur. 𝑔 sürekli bir fonksiyon olduğundan 𝛽(𝑡) ile 𝑡 arasında 𝑔(𝑐) = 𝜂 olacak şekilde 𝑐 

noktası vardır. 

Buradan 

𝐷𝛽(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑓′(𝑔(𝑐))𝐷𝛽(𝑔(𝑡)) 

elde edilir. 

Aşağıdaki teoremde, 𝑓𝑔 çarpımının 𝑛. mertebeden 𝛽-türevi için formül oluşturulur. 

Burada 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının biri gerçek değerli bir fonksiyon, diğeri vektör değerli bir 

fonksiyondur. 

n∈ ℕ için, 𝑆𝑘
(𝑛)

, k kez 𝛽 ve n–k kez 𝐷𝛽 içeren n uzunluğundaki tüm olası dizilerin kümesi 

olsun. 

𝑓𝐷𝛽𝛽(𝑡) = (𝐷𝛽𝑓)(𝛽(𝑡)) 

ve 

𝑓𝛽𝐷𝛽(𝑡) = 𝐷𝛽(𝑓(𝛽(𝑡))) 

eşitliğini gösteriyoruz. 

Γ 𝜖 𝑆𝑘
(𝑛)

 için 𝑓Γ tanımlanır. 

𝑓, 𝐼 aralığı üzerinde n defa β-diferansiyellenebilir ise, 𝑓 fonksiyonunun daha yüksek 

mertebeli türevleri 𝑛 𝜖 ℕ0 olmak üzere 

𝐷𝛽
0𝑓 = 𝑓, 

𝐷𝛽
𝑛𝑓 = 𝐷𝛽(𝐷𝛽

𝑛−1𝑓), 

ile tanımlanır. 

Sonuç olarak şu görülür: 

(∑ 𝑓Γ𝐷𝛽
Γ∈𝑆

𝑘
(𝑛) )(t)+ (∑ 𝑓Γ𝛽

Γ∈𝑆
𝑘−1
(𝑛) )(t)= (∑ 𝑓Γ

Γ∈𝑆
𝑘
(𝑛+1) )(t) (Hamza vd., 2015). 

 

Teorem 2.2.16. (Leibniz formülü) 𝑓 ve 𝑔, 𝑛 defa 𝛽-diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise 
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𝐷𝛽
𝑛(𝑓𝑔)(𝑡) = ∑ (∑ 𝑓Γ

Γ∈𝑆
𝑘
(𝑛)

𝑛
𝑘=0 )(t) 𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡),     𝑡 ≠ 𝑠0                                                   (2.17) 

 

elde edilir. 

 

Kanıt. Teorem 2.2.6 (i) ile, ifade 𝑛 = 1 için doğrudur. 𝑛 = 𝑚 için (2.17) bağıntısının 

doğru olduğunu kabul edelim. 

𝐷𝛽
𝑚+1(𝑓𝑔)(𝑡) = 𝐷𝛽 [∑ (∑ 𝑓Γ)(𝑡)𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡)
Γ∈𝑆

𝑘
(𝑚)

𝑚
𝑘=0 ] 

= ∑ (𝑚
𝑘=0 ∑ 𝐷𝛽𝑓Γ)(𝑡)𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡) 
Γ∈𝑆

𝑘
(𝑚) + ∑ (𝑚

𝑘=0 ∑ 𝑓Γ)(𝛽(𝑡))
Γ∈𝑆

𝑘
(𝑚) 𝐷𝛽

𝑘+1𝑔(𝑡) 

= ∑ (𝑚
𝑘=0 ∑ 𝐷𝛽𝑓Γ)(𝑡)𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡)
Γ∈𝑆𝑘

(𝑚)  + ∑ (𝑚+1
𝑘=1 ∑ 𝑓Γ)(𝛽(𝑡))

Γ∈𝑆𝑘−1
(𝑚) 𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡) 

= ∑ 𝐷𝛽𝑓Γ)(𝑡)𝑔(𝑡) 
Γ∈𝑆0

(𝑚) + ∑ (𝑚
𝑘=1 ∑ 𝐷𝛽𝑓Γ)(𝑡)

Γ∈𝑆
𝑘
(𝑚) 𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡) 

+ (∑ 𝑓Γ)(𝛽(𝑡))𝐷𝛽
𝑚+1𝑔(𝑡) 

Γ∈𝑆𝑚
(𝑚) + ∑ (𝑚

𝑘=1 ∑ 𝑓Γ)(𝛽(𝑡)
Γ∈𝑆𝑘−1

(𝑚) ) 𝐷𝛽
𝑘𝑔(𝑡) 

= (∑ 𝐷𝛽𝑓Γ)(𝑡)𝑔(𝑡)
Γ∈𝑆0

(𝑚)  + (∑ 𝑓Γ)(𝛽(𝑡)
Γ∈𝑆𝑚

(𝑚) ) 𝐷𝛽
𝑚+1𝑔(𝑡) 

+ ∑ [(∑ 𝑓Γ𝐷𝛽)(𝑡) + (∑ 𝑓Γβ
Γ∈𝑆𝑘−1

(𝑚)
Γ∈𝑆𝑘

(𝑚) )]𝑚
𝑘=1 𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡) 

=(∑ 𝑓Γ
Γ∈𝑆0

(𝑚+1) )(𝑡)𝑔(𝑡) + (∑ 𝑓Γ)(𝑡)
Γ∈𝑆𝑚+1

(𝑚+1) 𝐷𝛽
𝑚+1𝑔(𝑡) 

+ ∑ (𝑚
𝑘=1 ∑ 𝑓Γ

Γ∈𝑆𝑘
(𝑚+1) )(𝑡) 𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡) 

= ∑ (𝑚+1
𝑘=0 ∑ 𝑓Γ

Γ∈𝑆𝑘
(𝑚+1) )(𝑡)𝐷𝛽

𝑘𝑔(𝑡). 

Buradan (2.17) her 𝑛 ∈ ℕ için sağlar (Hamza vd., 2015). 

Aşağıdaki örnek, bir fonksiyonun süreksiz olduğu halde 𝛽-diferansiyellenebilir 

olabileceğini göstermektedir. 

 

Örnek 2.2.17. 𝑓:[–1,1]  ⟶ ℝ 

𝑓(𝑡) = {

         𝑡,         𝑡 ∈ (−1,0)

  −𝑡,         𝑡 ∈ (0,1)
1,        𝑡 = 0

 0,              𝑡 = 1, −1

       ve      𝛽(𝑡) =  
1

4
𝑡 +

1

4
 olsun. 

𝑓 fonksiyonu süreksizdir; ancak 𝛽-diferansiyellenebilir olduğu aşağıda görülür. 

𝐷𝛽𝑓(𝑡) = {

      1,            𝑡 ∈ (−1,0)
−1,           𝑡 ∈ (0,1)
−5,                𝑡 = 0

1,       𝑡 = 1, −1

 

(Hamza vd., 2015). 
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2.3. Beta İntegral 

𝑡 ∈ 𝐼 𝑖ç𝑖𝑛 𝐷𝛽𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡) ise F fonksiyonuna,  𝑓: 𝐼 ⟶ 𝕏 fonksiyonunun bir 𝛽-ilkeli 

denir. 

 

Tanım 2.3.1 𝑠0 noktasında sürekli ve 𝑠0 noktasında sıfır değerini alan 𝑔: 𝐼 ⟶  𝕏 

fonksiyonlarının vektör uzayını Ω ile gösterilir. 𝑇𝛽: Ω ⟶ Ω operatörünü 

𝑇𝛽(𝑔)(𝑡) = 𝑔(𝛽(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐼 ile tanımlayalım. 

𝔗 birim operatör olmak üzere Y kümesi 𝔗 – 𝑇𝛽 operatörünün değer kümesi olsun. 

𝑔 ∈ 𝑌 için  ∑ 𝑔(𝛽𝑘(𝑡))∞
𝑘=0   

serisi 𝐼 aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır. 𝔗–𝑇𝛽 operatörü birebirdir (Hamza vd., 2015). 

Bir sonraki teoremi ispatlamak için aşağıdaki lemmaya ihtiyaç vardır. Kanıtı açıktır. 

 

Lemma 2.3.2. 𝐴: 𝑌 ⟶ 𝛺 

 

𝐴(𝑔)(t)=  ∑ 𝑔(𝛽𝑘(𝑡))∞
𝑘=0                                                                                             (2.18) 

 

ile tanımlansın. 𝐴 operatörü, 𝔗–𝑇𝛽 operatörünün tersidir (Hamza vd., 2015). 

 

Teorem 2.3.3. 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏 operatörü 𝑠0 noktasında sürekli olsun. O zaman 

 

F(t)=∑ (∞
𝑘=0 𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡)),      𝑡 𝜖 𝐼                                                               (2.19) 

 

ile tanımlanan 𝐹 fonksiyonu, 𝐹(𝑠0) = 0 ile 𝑓'nin bir 𝛽-ilkelidir. 

Tersine,  𝑠0 noktasında sıfır değerini alan 𝑓 fonksiyonunun bir F 𝛽-ilkel türevi (2.19) ile 

verilir (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. Her 𝑡 ∈ 𝐼 ve t≠ 𝑠0 için, 

𝐷𝛽𝐹(𝑡) =
𝐹(𝛽(𝑡)) − 𝐹(𝑡)

𝛽(𝑡) − 𝑡
 

             =
∑ (∞

𝑘=0 𝛽𝑘+1(𝑡)−𝛽𝑘+2(𝑡))𝑓(𝛽𝑘+1(𝑡))−∑ (∞
𝑘=0 𝛽𝑘(𝑡)−𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡))  

𝛽(𝑡)−𝑡
 

            = 𝑓(𝑡) 

elde edilir. 
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𝐷𝛽F(𝑠0)=f(𝑠0) olduğunu göstermek için 𝜖 >0 olsun. 𝑓(𝑡) fonksiyonunun 𝑡 = 𝑠0 

noktasındaki sürekliliğinden 

‖𝑓(𝛽𝑘(𝑠0 + ℎ)) − 𝑓(𝑠0)‖ <  𝜖,      𝑘 ≥ 0, 0 < ℎ <  𝛿, 

olacak şekilde 𝛿 > 0 vardır. Buradan 

‖
1

ℎ
𝐹(𝑠0 + ℎ) − 𝑓(𝑠0)‖ ≤ ∑

1

ℎ
(

∞

𝑘=0
𝛽𝑘(𝑠0 + ℎ) − 𝛽𝑘+1(𝑠0 + ℎ)) 

× ‖𝑓(𝛽𝑘(𝑠0 + ℎ)) − 𝑓(𝑠0)‖ <  𝜖, 0 < ℎ <  𝛿, 

elde edilir. 

Tersine, 𝐹 fonksiyonu 𝑠0 noktasında sıfır değerini alan 𝑓 fonksiyonunun bir 𝛽-ilkeli 

olduğunu varsayalım. O zaman 

𝑓(t)= 𝐷𝛽𝐹(𝑡) =
𝐹(𝛽(𝑡))−𝐹(𝑡)

𝛽(𝑡)−𝑡
 

=  
𝑇𝛽(𝐹(𝑡))−𝐹(𝑡)

𝛽(𝑡)−𝑡
 

=  
(𝔗−𝑇𝛽)𝐹(𝑡)

𝑡−𝛽(𝑡)
 

elde edilir. 

𝑓(𝑡)(𝑡 − 𝛽(𝑡)) = (𝔗 − 𝑇𝛽)𝐹(𝑡) denkleminden 

𝐹(𝑡) = (𝔗 − 𝑇𝛽)
−1

(𝑡 − 𝛽(𝑡))𝑓(𝑡) 

eşitliği bulunur. 

𝐺(𝑡) = (𝑡 –  𝛽(𝑡))𝑓 (𝑡) fonksiyonu Ω kümesine aittir ve F(t)=(𝔗 – 𝑇𝛽 )−1G(t). 

Lemma 2.3.2. ile 

 

𝐹(𝑡) = ∑ 𝐺(∞
𝑘=0 𝛽𝑘(𝑡)) = ∑ (∞

𝑘=0 𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))𝑓(𝛽𝑘(𝑡))                                         (2.20) 

 

bulunur (Hamza vd., 2015). 

 

Tanım 2.3.4. 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶  𝕏 ve a, b∈ 𝐼 olsun. a noktasından b noktasına 𝑓 fonksiyonunun 

𝛽-integrali 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑥

𝑠0
𝑡 = ∑ (𝛽𝑘(𝑥)∞

𝑘=0 -𝛽𝑘+1(𝑥))𝑓(𝛽𝑘(𝑥)),      x ∈ Ι                                                     (2.21) 

 

serisinin x=a ve x=b noktasında yakınsaması şartıyla 
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∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽

𝑏

𝑠0
𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽

𝑎

𝑠0
𝑡,                                                                        (2.22) 

 

formülü ile tanımlanır. 

Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 için seri yakınsak ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝐼 aralığı üzerinde 𝛽-

integrallenebilir denir. Eğer 𝑓, 𝑠0 ∈ 𝐼 üzerinde sürekli ise, o zaman 𝑓, 𝐼 üzerinde 𝛽-

integrallenebilirdir. 

(2.21) ve (2.22) integral formüllerinde, 𝛽(𝑡) = 𝑞𝑡, 𝑞 ∈ (0, 1) olduğunda, 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞
𝑥

0
𝑡 ∶= 𝑥(1 − 𝑞) ∑ 𝑞𝑘∞

𝑘=0 𝑓(𝑥𝑞𝑘),      x∈ Ι                                                              (2.23) 

 

iken 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞
𝑏

𝑎
𝑡 ∶= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞

𝑏

0
𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞

𝑎

0
𝑡,                                                                        (2.24) 

 

eşitliği ile tanımlanan Jackson 𝑞-integrali elde edilir (Annaby ve Mansour, 2012; 

Aldwoah, 2009; Bangerezako, 2008; Kac, 2002). 

𝛽(𝑡) = 𝑞𝑡 +  𝜔, 𝑞 ∈ (0, 1), 𝜔 > 0, 𝜔0 =
𝜔

1−𝑞
 ve [𝑘]𝑞 =  

1−𝑞𝑘

1−𝑞
 olsun. Bu durumda (2.21) 

ve (2.22) integralleri 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞,𝜔
𝑥

𝜔0
𝑡 ≔ (𝑥(1 − 𝑞) − 𝜔) ∑ 𝑞𝑘∞

𝑘=0 𝑓(𝑥𝑞𝑘 + 𝜔[𝑘]𝑞),     x ∈ 𝐼                             (2.25) 

 

olmak üzere 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞,𝜔
𝑏

𝑎
𝑡 ∶= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞,𝜔

𝑏

𝜔0
𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑞,𝜔

𝑎

𝜔0
𝑡                                                              (2.26) 

 

ile tanımlanan Hahn integraline dönüşür (Annaby vd., 2012; Annaby ve Mansour, 2012; 

Hamza ve Ahmed, 2013; Aldwoah, 2009; Bangerezako, 2008; Kac, 2002). 

 

Lemma 2.3.5. 𝑓 : 𝐼 ⟶  𝕏 fonksiyonu, 𝐼 aralığı üzerinde 𝛽-integrallenebilir ve a, b, c∈ 𝐼 

olsun. Öyleyse aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

i. 𝛽-integrali lineer bir operatördür. 

ii. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑎

𝑎
𝑡 = 0. 
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iii. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 = − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽

𝑎

𝑏
𝑡. 

iv. ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽

𝑐

𝑎
𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽

𝑏

𝑐
𝑡 

(Hamza vd., 2015). 

Teorem 2.3.3 yardımı ile Beta-kalkulüsün birinci temel teoremi aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

Teorem 2.3.6. 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏 fonksiyonu 𝑠0 noktasında sürekli olsun. 

 

F(x)= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑥

𝑠0
𝑡,      x ∈ 𝐼                                                                                               (2.27) 

 

olmak üzere F fonksiyonu 𝑠0 noktasında süreklidir. Her x∈ 𝐼 için 𝐷𝛽F(x) vardır 

ve 𝐷𝛽F(x)=𝑓(𝑥) olur (Hamza vd., 2015). 

 

Sonuç 2.3.7. 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏 fonksiyonu, 𝑠0 noktasında sürekli ise 

 

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽
𝛽(𝑡)

𝑡
𝜏 = (𝛽(𝑡) − 𝑡)𝑓(𝑡)        𝑡 ∈ 𝐼                                                                     (2.28) 

 

olur (Hamza vd., 2015). 

Kanıt. F(t)= ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽
𝑡

𝑠0
𝜏, t∈ 𝐼 olsun. Teorem 2.3.6 ile, F(t), 𝑠0 noktasında süreklidir ve 

her t∈ 𝐼 için 𝐷𝛽F(t)=𝑓(t) olur. Böylece 

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽
𝛽(𝑡)

𝑡
𝜏 =  ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽

𝛽(𝑡)

𝑠0
𝜏-∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽

𝑡

𝑠0
𝜏 

                        =F(𝛽(t))-F(t) 

elde edilir. 

F(𝛽(t))=F(t)+(𝛽(t)–t)𝐷𝛽F(t) olduğundan 

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝛽
𝛽(𝑡)

𝑡
𝜏 =(𝛽(t)–t)𝑓(t),          t ∈ 𝐼 olur (Hamza vd., 2015). 

𝛽-kalkulüsün ikinci temel teoremi verilecektir. 

 

Teorem 2.3.8. Eğer 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏 fonksiyonu 𝐼 aralığı üzerinde 𝛽-diferansiyellenebilir ise, 

her a, b ∈ 𝐼 için 

 

∫ 𝐷𝛽𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 =𝑓(b)-𝑓(a)                                                                                                   (2.29) 
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olur (Hamza vd., 2015). 

Kanıt.∫ 𝐷𝛽𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑠0
𝑡 = ∑ (𝛽𝑘∞

𝑘=0 (𝑏) − 𝛽𝑘+1(𝑏))( 𝐷𝛽𝑓)(𝛽𝑘(𝑏)) 

                                  = ∑ (𝑓(𝛽𝑘∞
𝑘=0 (𝑏)) − 𝑓(𝛽𝑘+1(𝑏))) 

                                  = lim
𝑛→∞

∑ (𝑓(𝛽𝑘𝑛
𝑘=0 (𝑏)) − 𝑓(𝛽𝑘+1(𝑏))) 

                                  = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑠0). 

Benzer şekilde 

∫ 𝐷𝛽𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑎

𝑠0
𝑡 = 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑠0) 

elde edilir. Öyleyse her a, b ∈ 𝐼 için 

∫ 𝐷𝛽𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)    olur (Hamza vd., 2015). 

Teorem 2.3.6 nın doğrudan bir sonucu olarak, aşağıdaki teoremin doğru olduğu görülür. 

 

Teorem 2.3.9. Eğer 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏 fonksiyonu 𝑠0 noktasında sürekli ve Φ: 𝐼 ⟶  𝕏 

fonksiyonu 

𝐼 üzerinde 𝑓 fonksiyonunun bir 𝛽-ilkeli ise a, b∈ 𝐼 için aşağıdaki integral elde edilir. 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡 = Φ(𝑏) − Φ(𝑎). 

Aşağıdaki teorem 𝛽-integralinin kısmi integrasyon formülünü verir (Hamza vd., 2015). 

 

Teorem 2.3.10. 𝑓, g fonksiyonlarının 𝐼 aralığı üzerinde 𝛽-diferansiyellenebilir 

fonksiyonlar olduğunu varsayalım, 𝐷𝛽g ve 𝐷𝛽f fonksiyonlarının her ikisi de 𝑠0 noktasında 

sürekli olsunlar. Öyleyse a, b ∈ 𝐼 için 

∫ 𝑓(𝑡)𝐷𝛽𝑔(𝑡)𝑑𝛽
𝑏

𝑎
𝑡  =𝑓(b)g(b)-𝑓(a)g(a)- ∫ (𝐷𝛽𝑓(𝑡))𝑔(𝛽(𝑡))𝑑𝛽

𝑏

𝑎
𝑡. 

Burada 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarından en az biri gerçek değerli bir fonksiyondur. 

𝑐, 𝑑 ∈ 𝐼 ve 𝑐 < 𝑑 olsun. [𝑐, 𝑑]𝛽 aralığı üzerinde tanımlanan ve 𝑠0 noktasında sürekli tüm 

gerçek değerli fonksiyonların kümesini D ile gösterelim. 

 

Lemma 2.3.11. 𝑓 ∈ 𝐷 olsun. O zaman ℎ(𝑐) = ℎ(𝑑) = 0 olacak şekilde 

her ℎ ∈ 𝐷 için ∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽
𝑑

𝑐
𝑡=0 dır ancak ve ancak her 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]𝛽için 𝑓(𝑡) = 0 

olur (Hamza vd., 2015). 

Kanıt. 𝛽-integralinin tanımından her 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]𝛽 için 𝑓(𝑡) = 0 ise 

 ∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽
𝑑

𝑐
𝑡 = 0 olduğu açıktır. Tersini kanıtlayalım. Aksi varsayılırsa 𝑓(𝑙)≠ 0 

olacak şekilde bir 
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𝑙 ∈ [𝑐, 𝑑]𝛽 vardır ve aşağıdaki iki durum oluşur. 

Durum1. 𝑙 ≠ 𝑠0 ise o zaman k∈ ℕ0 için ya 𝑙 = 𝛽𝑘(𝑐) ya da 𝑙 =  𝛽𝑘(𝑑) olur. 

İlk olarak, k∈ ℕ0 için  𝑙 = 𝛽𝑘(𝑐) olduğu varsayılırsa 

h(t)={
𝑓(𝑙), 𝑡 = 𝛽(𝑙),

0, bunun dışında
              olsun. 

Açıkça h ∈ 𝐷 için h(c)=h(d)=0 olur. O zaman 

∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽
𝑑

𝑐
𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽

𝑑

𝑠0
𝑡 - ∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽

𝑐

𝑠0
𝑡 

                                 = −(𝑙 − 𝛽(𝑙))𝑓2(𝑙) ≠ 0 elde edilir. 

𝑙 = 𝛽𝑘(𝑑) durumu benzer şekilde ele alınabilir. 

Durum 2. 𝑙 = 𝑠0 ve 𝑓(𝑠0) ≠ 0 olsun. Genelliği bozmadan 𝑓(𝑠0)>0 olduğu varsayılırsa 𝑓 

fonksiyonunun 𝑠0 noktasındaki sürekliliğinden 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝛽𝑘(𝑐)) = lim
𝑘→∞

𝑓(𝛽𝑘(𝑑)) = 𝑓 (𝑠0)  

elde edilir. Sonuç olarak, her k> 𝑘0 için 𝑓 (𝛽𝑘(𝑐)) > 0 ve 𝑓(𝛽𝑘(𝑑)) > 0 olacak şekilde 

𝑘0 ∈ ℕ vardır. 𝑠0 ∉ {c,d} ise ℎ şu şekilde tanımlanır: 

ℎ(t)={

𝑓(𝛽𝑘(𝑐)), 𝑡 = 𝛽𝑘+1 (𝑐)  ℎ𝑒𝑟 𝑘 > 𝑘0 𝑖ç𝑖𝑛 ,

𝑓(𝛽𝑘(𝑑)), 𝑡 = 𝛽𝑘+1 (𝑑) ℎ𝑒𝑟 𝑘 > 𝑘0 𝑖ç𝑖𝑛,
0,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟𝑙𝑒𝑟𝑖 𝑖ç𝑖𝑛

 

buradan 

∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽

𝑑

𝑐

𝑡 = ∑ (𝛽𝑘(𝑑) − 𝛽𝑘+1(𝑑))𝑓2(

∞

𝑘=𝑘0

𝛽𝑘(𝑑)) 

                                       − ∑ (𝛽𝑘(𝑐) − 𝛽𝑘+1(𝑐))𝑓2(∞
𝑘=𝑘0

𝛽𝑘(𝑐)) ≠0 

𝑠0 =c için ℎ fonksiyonu şu şekilde tanımlanır: 

ℎ(t)= {
𝑓(𝛽𝑘(𝑑)), 𝑡 = 𝛽𝑘+1(𝑑)   ℎ𝑒𝑟 𝑘 > 𝑘0 𝑖ç𝑖𝑛,

0,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟𝑙𝑒𝑟𝑖 𝑖ç𝑖𝑛 
 

öyleyse 

∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝛽(𝑡))𝑑𝛽
𝑑

𝑐
𝑡 =  ∑ (𝛽𝑘(𝑑) − 𝛽𝑘+1(𝑑)𝑓2(∞

𝑘=𝑘0
𝛽𝑘(𝑑)) ≠0 

𝑠0 = 𝑑 durumu benzer şekilde ele alınabilir (Hamza vd., 2015). 

 

Lemma 2.3.12. 𝑓: 𝐼 ⟶  𝕏, 𝑔: 𝐼 ⟶  ℝ, 𝐼 üzerinde 𝛽-integrallenebilir fonksiyonlar 

olsun. 

her t∈ [a, b]𝛽, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve a≤b için ‖𝑓(𝑡)‖ ≤  𝑔(𝑡) ise, 

x, y∈[a, b]𝛽, x<𝑠0 <y için aşağıdakileri elde ederiz. 
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‖∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑠0
‖ ≤ ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡

𝑦

𝑠0
                                                                                            (2.30) 

 

‖∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑥

𝑠0
‖ ≤ − ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡

𝑥

𝑠0
                                                                                         (2.31) 

 

‖∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑥
‖ ≤ ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡

𝑦

𝑥
                                                                                              (2.32) 

 

sonuç olarak, her t∈[a, b]𝛽için 𝑔(t)≥0 ise, o zaman ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑠0
≥ 0 ve ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡

𝑦

𝑥
≥ 0 

eşitsizlikleri her x, y∈[a, b]𝛽, x<𝑠0 <y için sağlanır (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. y> 𝑠0  olduğundan    𝛽𝑘+1(𝑦) < 𝛽𝑘(𝑦), 𝑘 ∈ ℕ0, y ∈ [a, b]𝛽 için 

‖∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑠0

‖ ≤ ∑(𝛽𝑘(𝑦) − 𝛽𝑘+1(𝑦))‖𝑓(𝛽𝑘(𝑦))‖

∞

𝑘=0

 

                        ≤ ∑ (𝛽𝑘(𝑦) − 𝛽𝑘+1(𝑦))𝑔(𝛽𝑘(𝑦))∞
𝑘=0  

                        = ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑠0
 

elde edilir. 

Benzer şekilde, (2.31) denklemi kanıtlanır. Ayrıca x, y∈ [a, b]𝛽ve x< 𝑠0<y ise x=𝛽𝑘2(a) 

ve y= 𝛽𝑘1(b) sağlayan 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℕ vardır. O zaman 

‖∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑥
‖ = ‖

∑ [(𝛽𝑘(𝑦) − 𝛽𝑘+1(𝑦))𝑓(𝛽𝑘(𝑦))]∞
𝑘=𝑘1

− ∑ [(𝛽𝑘(𝑥) − 𝛽𝑘+1(𝑥))𝑓(𝛽𝑘(𝑥))]∞
𝑘=𝑘2

‖ 

≤ ∑(𝛽𝑘+𝑘1(𝑦) − 𝛽𝑘+𝑘1+1(𝑦))‖𝑓(𝛽𝑘+𝑘1(𝑦))‖

∞

𝑘=0

 

+ ∑ (𝛽𝑘+𝑘2+1(𝑥) − 𝛽𝑘+𝑘2(𝑥))‖𝑓(𝛽𝑘+𝑘2(𝑥))‖∞
𝑘=0  

≤ ∑(𝛽𝑘+𝑘1(𝑦) − 𝛽𝑘+𝑘1+1(𝑦))𝑔(𝛽𝑘+𝑘1(𝑦))

∞

𝑘=0

− ∑(𝛽𝑘+𝑘2(𝑥) − 𝛽𝑘+𝑘2+1(𝑥))𝑔(𝛽𝑘+𝑘2(𝑥))

∞

𝑘=0

 

= ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡 − ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑥

𝑠0

𝑦

𝑠0
= ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡

𝑦

𝑥
 

elde edilir. 
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𝑓(𝑡) = 0 fonksiyonunu (2.28) ve (2.30) da yerleştirerek ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑠0
≥ 0 ve 

 ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑥
≥ 0 elde edilir (Hamza vd., 2015). 

Lemma 2.3.13. 𝑓:𝐼 ⟶  𝕏 ve g: 𝐼 ⟶ ℝ, 𝐼 aralığı üzerinde 𝛽-diferansiyellenebilir 

fonksiyonlar olsunlar. 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]𝛽 , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝑎 ≤ 𝑏 için ‖𝐷𝛽𝑓(𝑡)‖ ≤ 𝐷𝛽𝑔(𝑡) ise, her x, y ∈ [𝑎, 𝑏]𝛽 , 

  x < 𝑠0 < y  için 

 

‖𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥)                                                                                       (2.33) 

 

olur (Hamza vd., 2015). 

 

Kanıt. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]𝛽 ,   𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝑎 ≤ 𝑏  olmak üzere ‖𝐷𝛽𝑓(𝑡)‖ ≤ 𝐷𝛽𝑔(𝑡)  olduğunu 

varsayalım. Teorem 2.3.8. ve Lemma 2.3.12. ile 

‖∫ 𝐷𝛽𝑓(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑥

‖ ≤ ∫ 𝐷𝛽𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡
𝑦

𝑥

 

elde edilir. Bu denklem şu eşitliği sağlar: 

‖𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥) 

(Hamza vd., 2015). 

2.4. 𝓛𝜷
𝒑[𝒂, 𝒃] Uzayı ve 𝑳𝜷

𝒑
[𝒂, 𝒃] Uzayı 

2.4.1. 𝓛𝜷
𝒑[𝒂, 𝒃] Uzayı 

a, b∈I olsun, f:I→ℂ fonksiyon olmak üzere [a, b] aralığında |𝑓|𝑝 

β-integrallenebilir fonksiyonlar kümesini ℒβ
p[a, b] ile gösterelim. Yani 

ℒβ
p[a, b] ={𝑓 ∶  𝐼 → ℂ | ∫ | 𝑓 |𝑝𝑑𝛽

𝑏

𝑎
< ∞} 

olur. p=∞ için 

ℒ𝛽
∞[𝑎, 𝑏] = {𝑓 ∶ I → ℂ | sup

𝑘∈ℕ0

{|𝑓(𝛽𝑘 (a))|, | 𝑓(𝛽𝑘(b)) |} < ∞} 

ile verilir. a≤ 𝑠0≤b ve 1≤p≤∞ olmak üzere, klasik fonksiyonlarda toplama ve çarpma 

işlemleri altında ℒ𝛽
𝑝[𝑎, 𝑏]’nin 𝕂 üzerinde lineer bir uzay olur (Cardoso, 2020). 

2.4.2. 𝑳𝜷
𝒑

[𝒂, 𝒃] Uzayı 

f, g∈ ℒ𝛽
𝑝[𝑎, 𝑏] olsun. Her k=0, 1, 2,… için 
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f(𝛽𝑘(𝑎)) = g(𝛽𝑘(𝑎)) ve f(𝛽𝑘(𝑏)) =  g(𝛽𝑘(𝑏))                                          (2.34) 

olduğunda f  ~g ile gösterelim. Yani [a, b]𝛽 aralığında f=g ise f~g olduğunu söyleriz. 

Açıkça ~, ℒ𝛽
𝑝[𝑎, 𝑏]'de bir denklik bağıntısı tanımlar. 

𝐿𝛽
𝑝 [𝑎, 𝑏] := ℒ𝛽

𝑝[𝑎, 𝑏]/~ 

olur (Cardoso, 2020). 

 

Teorem 2.4.3. a≤ 𝑠0 ≤b ve 1≤p≤∞ olsun. 𝐿𝛽
𝑝 [𝑎, 𝑏] 

 

∥ 𝑓 ∥𝐿𝛽
𝑝 [𝑎,𝑏] :=   {

 (∫ |𝑓|𝑝𝑏

𝑎
𝑑𝛽)

1

𝑝     ,                           1 ≤ 𝑝 < ∞ 

sup
𝑘∈ℕ0

{ |𝑓(𝛽𝑘(𝑎))| , |𝑓(𝛽𝑘(𝑏))|},       p = ∞
                                           (2.35) 

 

normu ile 𝕂 üzerinde normlu lineer uzaydır. (Cardoso, 2020). 

 

Teorem 2.4.4. a≤ 𝑠0  ≤b ve 1≤p≤∞ olsun. O zaman 

(i) (2.37) normu ile verilen 𝐿𝛽
𝑝 [𝑎, 𝑏], 1≤p≤∞ bir Banach uzayıdır, 

1≤p<∞ ise ayrılabilirdir ve 1<p<∞ ise yansımalıdır. 

(ii) 𝐿𝛽
2 [𝑎, 𝑏] 

〈𝑓, 𝑔〉β:=∫ 𝑓𝑔̅
𝑏

𝑎
𝑑𝛽,     𝑓, 𝑔 ∈  𝐿𝛽

2 [𝑎, 𝑏]                                                                                   (2.36) 

 

iç çarpımı ile bir Hilbert uzayıdır (Cardoso, 2020). 

2.5. 𝜷-Üstel ve 𝜷-Trigonometrik Fonksiyonlar 

Üstel ve trigonometrik fonksiyonların β-analogları ve bunların bazı özellikleri (Hamza, 

vd., 2017)’den alınmıştır. 

p:I→ℂ, 𝑠0 noktasında sürekli bir fonksiyon olsun. 𝛽-üstel fonksiyonlar 

 

𝑒𝑝,𝛽(𝑡)=
1

∏ [1−𝑝(𝛽𝑘(𝑡))(𝛽𝑘(𝑡)−𝛽𝑘+1(𝑡))]∞
𝑘=0

                                                                              (2.37) 
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ve 

𝐸𝑝,𝛽(𝑡) = ∏ [1 + 𝑝(𝛽𝑘(𝑡))(𝛽𝑘(𝑡) − 𝛽𝑘+1(𝑡))]∞
𝑘=0                                                          (2.38) 

ile tanımlanır. 

p ve β fonksiyonları üzerindeki varsayımlar altında (2.37) ve (2.38) sonsuz çarpımları 

yakınsaktır (Hamza vd., 2017). 

Öte yandan, trigonometrik fonksiyonlar şu şekilde tanımlanır: 

 

𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽 (𝑡)= 
𝑒𝑖𝑝,𝛽(𝑡)+𝑒−𝑖𝑝,𝛽(𝑡)

2
, 𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)= 

𝑒𝑖𝑝,𝛽(𝑡)−𝑒−𝑖𝑝,𝛽(𝑡)

2
,                                                     (2.39) 

 

ve 

𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) = 
𝐸𝑖𝑝,𝛽(𝑡)+𝐸−𝑖𝑝,𝛽(𝑡)

2
, 𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)=  

𝐸𝑖𝑝,𝛽(𝑡)−𝐸−𝑖𝑝,𝛽(𝑡)

2
                                                   (2.40) 

 

𝑒𝑝,𝛽(𝑡) =
1

𝐸−𝑖𝑝,𝛽(𝑡)
, 𝑒𝑝,𝛽(𝑠0) =1, 𝐸𝑝,𝛽(𝑠0) =1 

ve 

 

{

𝐷𝛽𝑒𝑝,𝛽(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑒𝑝,𝛽(𝑡)       ,          𝐷𝛽𝐸𝑝,𝛽(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡)),

𝐷𝛽𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡)    ,    𝐷𝛽𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) = −𝑝(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡),

𝐷𝛽𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) ,    𝐷𝛽𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) = −𝑝(𝑡)𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) 

                           (2.41) 

 

olduğu bilinir (Cardoso, 2020). 

 

Önerme 2.5.1. Aşağıdakiler I aralığı üzerinde geçerlidir:  

𝐷𝛽−1𝑒𝑝,𝛽(𝑡)=p(𝛽−1(t)) 𝑒𝑝,𝛽(𝑡), 𝐷𝛽−1𝐸𝑝,𝛽(𝑡)=p(𝛽−1(t)) 𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡)), 

𝐷𝛽−1𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)=p(𝛽−1(t)) 𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡), 𝐷𝛽−1𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡)=p(𝛽−1(t)) 𝑠𝑖𝑛𝑝,(𝛽(𝑡)), 

𝐷𝛽−1𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)=p(𝛽−1(t)) 𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) 

𝐷𝛽−1𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡)=-p(𝛽−1(t)) 𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) 

(Cardoso, 2020). 

 

Kanıt. İlk özdeşliği kanıtlayalım. 

𝐷𝛽−1𝑒𝑝,𝛽(𝑡) =
𝑒𝑝,𝛽(𝑡)−𝑒𝑝,𝛽(𝛽−1(𝑡))

𝑡−𝛽−1(𝑡)
  = 
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1− 
1

1−𝑝( 𝛽−1(𝑡))( 𝛽−1(𝑡)−𝑡)

(t−𝛽−1(𝑡)) ∏ [1−𝑝(𝛽𝑘(𝑡))(∞
𝑘=0 𝛽𝑘(𝑡)−𝛽𝑘+1(𝑡))]

=-
𝑝( 𝛽−1(𝑡))(𝛽−1(𝑡)−𝑡)

𝑡−𝛽−1(𝑡)
𝑒𝑝,𝛽(𝑡) =𝑝( 𝛽−1(𝑡))𝑒𝑝,𝛽(𝑡). 

𝛽-türev çarpım kuralından, 

𝐷𝛽−1[𝑓. 𝑔](𝑡) = 𝐷𝛽−1[𝑓](𝑡).𝑔(𝑡)+𝑓(𝛽−1(𝑡)).𝐷𝛽−1[𝑔](𝑡) 

                       =𝐷𝛽−1[𝑔](𝑡).𝑓(𝑡)+𝑔(𝛽−1(𝑡)).𝐷𝛽−1[𝑓](𝑡)                                                    (2.42) 

(Cardoso, 2020). 

 

Önerme 2.5.2. Aşağıdakiler I aralığı üzerinde geçerlidir: 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑒𝑝,𝛽(𝑡) =[𝑝2(𝛽−1(t))+𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)] 𝑒𝑝,𝛽(𝑡), 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐸𝑝,𝛽(𝑡) =p(t)p(𝛽−1(t)) 𝐸𝑝,𝛽(𝑡)+𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡)) 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) =-𝑝2(𝛽−1(t))𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)+𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡), 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) =-𝑝2(𝛽−1(t))𝑐𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡)-𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡), 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) =-𝑝2(𝛽−1(t))𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡)+𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡), 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡) =-𝑝2(𝛽−1(t))𝐶𝑜𝑠𝑝,𝛽(𝑡)-𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝑆𝑖𝑛𝑝,𝛽(𝑡) 

(Cardoso, 2020). 

 

Kanıt. Kanıtlar açıktır. Sadece ikinci eşitlik ispatlanacaktır. (2.40) ve (2.41) ile 

aşağıdakiler elde edilir. 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐸𝑝,𝛽(𝑡)=𝐷𝛽−1[p(t)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡))] 

 

                        =𝐷𝛽−1p(t)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡))+𝑝(𝛽−1(t)) 𝐷𝛽−1𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡)) dir. 

 

(𝐷𝛽𝑓)(𝛽−1(𝑡)) =( 𝐷𝛽−1𝑓)(t) olduğundan 

 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐸𝑝,𝛽(𝑡)  =𝐷𝛽−1𝑝(t)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡))+𝑝(𝛽−1(t)) 𝐷𝛽𝐸𝑝,𝛽(𝑡) 

                          =𝑝(t)𝑝(𝛽−1(t)) 𝐸𝑝,𝛽(𝑡)+𝐷𝛽−1𝑝(𝑡)𝐸𝑝,𝛽(𝛽(𝑡)) 

elde edilir (Cardoso, 2021). 

 

Lemma 2.5.3. Eğer p, I aralığı üzerinde p(t)=z sabit fonksiyon ise aşağıdaki özdeşlikler 

sağlanır. 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑒𝑧,𝛽(𝑡) =  𝑧2𝑒𝑧,𝛽(𝑡), 𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐸𝑧,𝛽(𝑡) = 𝑧2𝐸𝑧,𝛽(𝑡), 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑠𝑖𝑛𝑧,𝛽(𝑡) =  −𝑧2𝑠𝑖𝑛𝑧,𝛽(𝑡), 𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑐𝑜𝑠𝑧,𝛽(𝑡) = −𝑧2𝑐𝑜𝑠𝑧,𝛽(𝑡) 

𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑆𝑖𝑛𝑧,𝛽(𝑡) =  −𝑧2𝑆𝑖𝑛𝑧,𝛽(𝑡),  𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝐶𝑜𝑠𝑧,𝛽(𝑡) = −𝑧2𝐶𝑜𝑠𝑧,𝛽(𝑡). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde Beta-Sturm-Liouville problemi ve özellikleri ele alınacaktır. 

 

Lemma 3.1. 𝑏 sabit bir reel parametre olsun. O zaman 

∫ 𝑓(𝛽))𝑑𝛽
𝑏

𝑠0
𝑡 = ∫ 𝑓(𝑢)(

𝛽(𝑏)

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1)(𝑢)𝑑𝛽𝑢 dir (Cardoso, 2021). 

 

Kanıt. Kanıt basittir; çünkü tanım gereğince sağ taraf 

∫ 𝑓(𝑢)(𝐷𝛽
𝛽(𝑏)

𝑠0
𝛽−1)(𝑢)𝑑𝛽𝑢, 

∑ 𝑓(

∞

𝑘=0

𝛽𝑘(𝛽(𝑏)))
𝛽−1(𝛽𝑘(𝛽(𝑏))) − 𝛽𝑘(𝛽(𝑏)))

𝛽𝑘(𝛽(𝑏))) − 𝛽(𝛽𝑘(𝛽(𝑏))))
(𝛽𝑘(𝑏) − 𝛽𝑘+1(𝑏)) 

toplamına eşittir. Sadeleştirmeden sonra; 

∑ 𝑓( 𝛽(

∞

𝑘=0

𝛽𝑘(𝑏)))(𝛽𝑘(𝑏) − 𝛽𝑘+1(𝑏)) = ∫ 𝑓(𝛽

𝑏

𝑠0

(𝑡))𝑑𝛽𝑡  

olur (Cardoso, 2021). 

 

Lemma 3.2. 𝑏 sabit bir reel parametre, f, g∈𝐿𝛽
2 (𝑠0, 𝑏), 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının her ikisi 

de 𝑠0 noktasında sürekli fonksiyonlar olsun. O zaman 

t∈(𝑠0,b] için aşağıdakiler elde edilir: 

(i)(𝐷𝛽𝑓)(𝛽−1(𝑡))=( 𝐷𝛽−1𝑓)(t); 

(ii)〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉=𝑓(𝑏)g(𝛽−1(𝑏))-𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)+〈𝑓, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝑔〉; 

(iii)〈−𝐷𝛽𝛽−1𝐷𝛽−1𝑓, 𝑔〉=𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)-𝑓(𝛽−1(𝑏))𝑔(𝑏)+〈𝑓, 𝐷𝛽𝑔〉 (Cardoso, 2021). 

 

Kanıt. (i)'nin kanıtı açıktır. (ii) kanıtlayalım. 

𝛽-kısmi integrasyon teoreminden aşağıdaki formülü elde edilir. 

〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 =∫ (𝐷𝛽𝑓)
𝑏

𝑠0
(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝛽𝑡 

  =𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)-𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)-∫ 𝑓(𝛽
𝑏

𝑠0
(𝑡))(𝐷𝛽𝑔)(𝑡)𝑑𝛽𝑡. 

𝑢 = 𝛽(𝑡) alarak Lemma 3.1 den aşağıdaki elde edilir. 

〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 =𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)-𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)- ∫ 𝑓(𝑢)
𝛽(𝑏)

𝑠0
(𝐷𝛽𝛽−1)(u)(𝐷𝛽𝑔)(𝛽−1(𝑢))𝑑𝛽𝑢, 

(i) kullanılarak 
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〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 = f(𝑏)𝑔(𝑏)-f(𝑠0)𝑔(𝑠0)-∫ 𝑓(𝑢)
𝛽(𝑏)

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢.                           (3.1) 

 

elde edilir. Lemma 2.3.5 (iv) den 

∫ 𝑓(𝑢)
𝛽(𝑏)

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢=∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢 

+∫ 𝑓(𝑢)
𝛽(𝑏)

𝑏
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢 

elde edilir. 

Sonuç 2.3.7 den 

∫ 𝑓(𝑢)
𝛽(𝑏)

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u) 𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢=∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢 

+(𝛽(𝑏) − 𝑏)𝑓(𝑏) 𝐷𝛽𝛽−1(𝑏)𝐷𝛽−1𝑔(𝑏) 

bulunur (A. E. Hamza vd., 2015). 

(2.3.2) eşitliği yardımıyla, 

〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 =𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)-∫ 𝑓(𝑢)
𝑏

𝑠0
𝐷𝛽𝛽−1(u)𝐷𝛽−1𝑔(𝑢)𝑑𝛽𝑢 

−(𝛽(𝑏) − 𝑏)𝑓(𝑏) 𝐷𝛽𝛽−1(𝑏)𝐷𝛽−1𝑔(𝑏) 

elde edilir. 

𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0) − (𝛽(𝑏) − 𝑏)𝑓(𝑏) (𝐷𝛽𝛽−1)(𝑏)(𝐷𝛽−1𝑔)(𝑏)=𝑓(𝑏)𝑔(𝛽−1(𝑏))–

𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0) 

olduğundan 

〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 =𝑓(𝑏)𝑔(𝛽−1(𝑏)) − 𝑓(𝑠0)𝑔(𝑠0)-〈𝑓, 𝐷𝛽  𝛽−1𝐷𝛽−1𝑔〉 

elde edilir. (ii) kanıtlanır. Son olarak, (iii), (ii) nin bir sonucudur (A.E. Hamza vd., 2015). 

 

Sonuç 3.3. 𝑎≤𝑠0 ≤𝑏 ve f, g∈𝐿𝛽
2 (𝑎, 𝑏) fonksiyonlarının her ikisi de 𝑠0 noktasında sürekli 

fonksiyonlar olsun. O zaman 

〈𝐷𝛽𝑓, 𝑔〉 =𝑓(𝑏)𝑔(𝛽−1(𝑏))-𝑓(𝑎)𝑔(𝛽−1(𝑎))+〈𝑓, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝑔〉’dir. 

Şimdi 𝐿𝛽
2 (𝑠0, 𝑏) uzayı üzerinde 𝑠0≤t≤b<∞, λ∈ℂ olmak üzere 

 

ℓ𝛽𝑦(𝑡) :=−𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝜆𝑦(𝑡)                                                         (3.2) 

 

denklemi ve 
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{
𝑎1𝑦(𝑠0) +  𝑎2𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0) = 0

𝑏1𝑦(𝑏) +  𝑏2𝐷𝛽−1𝑦(𝑏) = 0
                                                                                             (3.3) 

 

sınır koşulları ile verilen Beta-Sturm-Liouville problemini (β-SLP) ele alalım. Burada 

𝑟(𝑡) fonksiyonunun [𝑠0, b] aralığı üzerinde reel değerli sürekli bir fonksiyon ve 

|𝑎1|+|𝑎2|≠0≠|𝑏1|+|𝑏2| 

olduğu varsayılır. 

Şimdi β-Lagrange özdeşliğini ispatlayalım (Cardoso, 2021). 

 

Teorem 3.4. Eğer y, z∈𝐿𝛽
2 (𝑠0, 𝑏) ise o zaman 

 

∫ [(ℓ𝛽𝑦(𝑡))
𝑏

𝑠0
𝑧(𝑡)-𝑦(𝑡) (ℓ𝛽𝑧(𝑡))] 𝑑𝛽𝑢 = [𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧]( 𝑠0)                                        (3.4) 

 

dir. Burada 

 

[𝑦, 𝑧](𝑡) = 𝑦(𝑡) 𝐷𝛽−1𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡) 𝐷𝛽−1𝑦(𝑡)                                                                          (3.5) 

 

ile tanımlanır (Cardoso, 2021). 

 

Kanıt. 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿𝛽
2 (𝑠0, 𝑏) olsun. Lemma 3.2 (iii) de 

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛽𝑦(𝑡) ve 𝑔(𝑡) = 𝑧(𝑡) yazarsak 

〈−𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦, 𝑧〉=−𝐷𝛽𝑦 (𝛽−1(𝑏)) 𝑧(𝑏)+𝐷𝛽𝑦(𝑠0) 𝑧(𝑠0)+〈𝐷𝛽𝑦, 𝐷𝛽  𝑧〉 

elde edilir. 

Lemma 3.2 (i) ile aşağıdaki elde edilir. 

 

〈−𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦, 𝑧〉=−𝐷𝛽−1𝑦(𝑏) 𝑧(𝑏)+𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0) 𝑧(𝑠0)+〈𝐷𝛽𝑦, 𝐷𝛽  𝑧〉                      (3.6) 

 

Öte yandan, Lemma 3.2 (ii)’de, 𝑓(𝑡) = 𝑦(𝑡) ve 𝑔(𝑡)=𝐷𝛽𝑧(𝑡) yazarak aşağıdaki elde 

edilir. 

〈𝐷𝛽𝑦, 𝐷𝛽  𝑧〉 =  𝑦(𝑏)𝐷𝛽𝑧(𝛽−1(𝑏))-𝑦(𝑠0) 𝐷𝛽𝑧(𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧〉, 

Lemma 3.2 (i) ile 
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〈𝐷𝛽𝑦, 𝐷𝛽  𝑧〉=y(b)𝐷𝛽−1𝑧(𝑏)-𝑦(𝑠0) 𝐷𝛽−1𝑧(𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧〉                          (3.7) 

 

bulunur. (3.6) ile (3.7) kullanılarak 

〈−𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦, 𝑧〉=𝑦(𝑏)(𝐷𝛽−1𝑧)(𝑏)–(𝐷𝛽−1𝑦)(𝑏) 𝑧(𝑏)-

𝑦(𝑠0)(𝐷𝛽−1𝑧)(𝑠0)+(𝐷𝛽−1𝑦)( 𝑠0) 𝑧(𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧〉 

elde edilir. Bu sonuç 

 

〈−𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦, 𝑧〉  = [𝑦, 𝑧](𝑏)– [𝑦, 𝑧]( 𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧〉                            (3.8) 

 

ifadesine denktir. 

(3.8) ve 𝑟(𝑡) fonksiyonunun gerçel oluşu kullanarak aşağıdakiler elde edilir: 

〈ℓ𝛽𝑦, 𝑧〉 =〈𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)〉 

             =〈𝐷𝛽  𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)〉+〈𝑟(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)〉 

             =[𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧]( 𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧(𝑡)〉+〈𝑦(𝑡), 𝑟(𝑡)𝑧(𝑡)〉 

            = [𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧]( 𝑠0)+〈𝑦, −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑧(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑧(𝑡)〉 

            =[𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧]( 𝑠0)+〈𝑦, ℓ𝛽𝑧〉 

(Cardoso, 2021). 

 

Sonuç 3.5. (3.2)-(3.3) ile tanımlanan Beta-Sturm-Liouville operatörü Lβ
2 (s0, b) uzayında 

biçimsel kendine eş operatördür (Cardoso,2021). 

 

Kanıt. y ve z (3.3) sınır koşullarını sağlasın. 

(i) Eğer 𝑎2 ≠0 ise (3.5) ile, 

[𝑦, 𝑧]( 𝑠0) = 𝑦(𝑠0)(−
𝑎1

𝑎2
 𝑧( 𝑠0)) +

𝑎1

𝑎2
 𝑦( 𝑠0)𝑧(𝑠0) =0 

elde edilir. 

(ii) Eğer 𝑎2=0 ise, |𝑎1|+|𝑎2|≠0 olduğundan, 𝑎1≠0 olmalıdır ki 

(3.3) den y(𝑠0)=0 olduğu görülür. Benzer şekilde 𝑧(𝑠0) =0 elde edilir. 

Böylece [𝑦, 𝑧](𝑠0)=0 olur. 

Yukarıdaki gibi [𝑦, 𝑧](𝑏) =0 dır. Böylece 

〈ℓ𝛽𝑦, 𝑧〉=〈𝑦, ℓ𝛽𝑧〉 

elde edilir (Cardoso, 2021). 
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Teorem 3.6. (3.2)-(3.3) ile tanımlanan Beta-Sturm-Liouville problemi tüm özdeğerleri 

gerçektir. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar ortogonaldir (Cardoso, 2021). 

 

Kanıt. İlk önce özfonksiyonların gerçek olduğunu gösterelim. 

𝜆0 bir özdeğer ve 𝑦0(t) karşılık gelen bir özfonksiyon olsun. 

ℓ𝛽𝑦0(t)=𝜆0𝑦0(t),  ℓ𝛽𝑦0(t)=𝜆0𝑦0(t)  

olduğundan Sonuç 3.5 yardımıyla 

∫ ℓ𝛽𝑦0(t)
𝑏

𝑠0
𝑦0(t)𝑑𝛽𝑡 =∫ 𝑦0(t)

𝑏

𝑠0
ℓ𝛽𝑦0(t)𝑑𝛽𝑡 

elde edilir. Buradan, 

𝜆0 ∫ |
𝑏

𝑠0
𝑦0(t)|2𝑑𝛽𝑡=𝜆0 ∫ |

𝑏

𝑠0
𝑦0(t)|2𝑑𝛽𝑡 

ve, 

(𝜆0 −  𝜆0)∫ |
𝑏

𝑠0
𝑦0(t)|2𝑑𝛽𝑡=0 

bulunur. 𝑦0(t) bir özfonksiyon olduğundan 𝜆0=𝜆0 olur. 

𝜙1 ve 𝜙2 fonksiyonları sırasıyla 𝜆1 ≠ 𝜆2 özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlar 

olsunlar. 

Sonuç 3.5'ten ve özdeğerlerin reel oluşundan 

𝜆1 ∫ 𝜙1
𝑏

𝑠0
(t)𝜙2(𝑡)𝑑𝛽𝑡=𝜆2 ∫ 𝜙1

𝑏

𝑠0
(t)𝜙2(𝑡)𝑑𝛽𝑡 

elde edilir. 𝜆1 ≠ 𝜆2 olduğundan, ortogonallik elde edilir (Cardoso, 2021). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde Beta-Sturm-Liouville denklemi tarafından üretilen Beta-Sturm-

Liouville operatörü ele alınacaktır. Sınır koşulları kullanılarak bu operatör için sınır değer 

uzayı inşa edilecektir. Bu kavram yardımıyla Beta-Sturm-Liouville operatörü için tüm 

maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeleri elde edilecektir. 

𝑟(·) fonksiyonu [𝑠0, 𝑏] aralığı üzerinde reel-değerli sürekli bir fonksiyon olmak 

üzere 

 

𝑙𝑦: = −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑦(𝑡)                                                                                (4.1) 

 

Beta-Sturm-Liouville denklemini göz önüne alalım. Beta-Sturm-Liouville denkleminden 

operatöre geçiş yapmak için 𝐿𝛽
2 [𝑎, 𝑏]  Hilbert uzayını dikkate alalım. 

Şimdi bu denkleme karşılık gelen maksimal ve minimal operatörlerin tanımlayalım. 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = {𝑦 ∈ 𝐿𝛽
2 [𝑠0, 𝑏]:

 
𝑦 𝑣𝑒 𝐷𝛽𝑦 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑙𝑎𝑟𝚤 (𝑠0, 𝑏)  ü𝑧𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒  𝑡𝑎𝑛𝚤𝑚𝑙𝚤,

    𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 𝑣𝑒 
 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿𝛽

2 [𝑠0, 𝑏]

} 

 

𝐷𝑚𝑖𝑛 = {𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥: 𝑦(𝑠0) = 𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0) = 𝑦(𝑏) = 𝐷𝛽−1𝑦(𝑏) = 0}. 

𝐷𝑚𝑎𝑥  kümesi üzerinde 

𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦 = 𝑙𝑦 

ile 𝐿𝑚𝑎𝑥 maksimal operatörünü tanımlayalım. 𝐿𝑚𝑎𝑥 operatörünü 𝐷𝑚𝑖𝑛 kümesine 

kısıtlarsak 𝐿𝑚𝑖𝑛 minimal operatör elde edilir. 𝐿𝑚𝑖𝑛
∗ = 𝐿𝑚𝑎𝑥 ve 𝐿𝑚𝑖𝑛 kapalı simetrik 

operatörüdür (Naimark,1968). 

Şimdi genişleme yaparken kullanılacak olan temel tanım ve teoremleri verelim. 

 

Tanım 4.1.  𝐾 Hilbert uzay, Γ₁, Γ₂: DA∗ → K lineer dönüşümler olsun. 

 𝑓, 𝑔 ∈ DA∗ için 

 

                        (𝐴∗𝑓, 𝑔) − (𝑓, 𝐴∗) = (𝛤₁𝑓, 𝛤₂𝑔)𝐾−(𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑔)𝐾; 

 

 



 

30 

 

keyfi F₁, F₂ ∈ K için 𝛤₁𝑓 = 𝐹₁, 𝛤₂𝑓 = 𝐹₂ olacak şekilde bir 𝑓 ∈ DA∗ vektörüvardır; 

şartlarını sağlayan (𝐾, 𝛤₁, 𝛤₂) üçlüsüne 𝐴 operatörünün sınır değer uzayı denir 

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

Teorem 4.2. 𝑛 ≤ ∞ olmak üzere (𝑛, 𝑛) indis defektli keyfi simetrik operatör için 

𝑑𝑖𝑚𝐾 = 𝑛 olmak üzere (𝐾, 𝛤₁, 𝛤₂) sınır değer uzayı vardır (Gorbachuk ve Gorbachuk, 

1991). 

 

Teorem 4.3. 𝐾, 𝐻 Hilbert uzayında büzülme operatörü ise A∗ operatörünün 

 

(𝐾 − 𝐼)𝛤1𝑓 + 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝛤2 = 0                                                                                              (4.2) 

 

(𝐾 − 𝐼)𝛤1𝑓 − 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝛤2 = 0                                                                                               (4.3) 

 

koşulunu sağlayan 𝑓 ∈ DA∗vektörlerinin kümesine kısıtlaması sırasıyla 𝐴 operatörünün 

maksimal disipatif (maksimal akretif) genişlemesidir. Tersine 𝐴 operatörünün keyfi 

maksimal disipatif (maksimal akretif) genişlemesi A∗ operatörünün (4.2) ve (4.3) 

koşulunu sağlayan 𝑓 ∈ DA∗  vektörlerinin kümesine kısıtlamasıdır ki burada 𝐾 büzülme 

operatörü genişleme ile tek türlü belirlenir. 𝐻 Hilbert uzayı üzerinde 𝐴 operatörünün 

maksimal simetrik genişlemesi (4.2), (4.3) koşulu ile belirlenir ki burada 𝐾 izometrik 

operatördür. Eğer 𝐾 üniter operatör ise bu koşullar kendine eş genişleme belirler. Son 

durumda (4.2), (4.3) koşulları, 𝐶, 𝐻 üzerinde kendine eş operatör olmak üzere 

 

(𝑐𝑜𝑠𝐶)𝛤₂𝑓 − (𝑠𝑖𝑛𝐶)𝛤₁𝑓 = 0  

 

koşuluna denktir. 𝐴 operatörünün disipatif genişlemelerinin genel formu 

 

𝐾(𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂𝑓) = 𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂ ∈ 𝐷𝐾                                                                (4.4) 

 

sırasıyla 

 

𝐾(𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂𝑓) = 𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂ ∈ 𝐷𝐾                                                                (4.5) 

koşulu ile verilir. Burada 𝐾 operatörü 𝑓 ∈ 𝐷𝐾 için 

‖𝐾𝑓‖ ≤ ‖𝑓‖ 
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sağlayan lineer operatördür. 𝐴 operatörünün simetrik genişlemeleri ise 𝐾 izometrik 

operatör olmak üzere (4.4), (4.5) formülleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

Şimdi 

𝛤1, 𝛤2: 𝐷𝑚𝑎𝑥 → ℂ2, 

 

𝛤1𝑦 = (−𝑦(𝑠0)

𝑦(𝑏)
),           𝛤2𝑦 = (

𝐷
𝛽−1𝑦(𝑠0)

𝐷𝛽−1𝑦(𝑏)
)                                                                               (4.6) 

 

dönüşümlerini tanımlayalım. 

 

Teorem 4.4. (4.6) ile tanımlanan (ℂ2, Γ1, Γ2) üçlüsü 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün bir sınır 

değer uzayıdır. 

 

Kanıt. ∀𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 için 

(𝛤1𝑦 − 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦 − 𝛤1𝑧)ℂ2 

 = ((
−𝑦(𝑠0)

𝑦(𝑏)
) , (

𝐷𝛽−1𝑧(𝑠0)

𝐷𝛽−1𝑧(𝑏)
))

ℂ2

− ((
𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0)

𝐷𝛽−1𝑦(𝑏)
) , (

−𝑧(𝑠0)

   𝑧(𝑏)
))

ℂ2

 

 

= (−𝑦(𝑠0) (𝐷𝛽−1𝑧(𝑠0))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

+ 𝑦(𝑏) (𝐷𝛽−1𝑧(𝑏))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

) 

 

  − (−𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0)(𝑧(𝑠0))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐷𝛽−1𝑦(𝑏)(𝑧(𝑏))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

 = 𝐷𝛽−1𝑦(𝑠0)(𝑧(𝑠0))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑦(𝑠0) (𝐷𝛽−1𝑧(𝑠0))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

 +𝑦(𝑏) (𝐷𝛽−1𝑧(𝑏))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

− 𝐷𝛽−1𝑦(𝑏)(𝑧(𝑏))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

= [𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧](𝑠0) 

Teorem 3.4 den 

 

(𝛤1𝑦 − 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦 − 𝛤1𝑧)ℂ2 = (𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦, 𝑧) − (𝑦, 𝐿𝑚𝑎𝑥𝑧) 

elde edilir. Böylece sınır değeri uzayının tanımının ilk koşulunu kanıtladık. 
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Şimdi sınır değer uzayının tanımının ikinci koşulunu ispatlayacağız. 

𝑢 = (
𝑢1

𝑢2
) , 𝑣 = (

𝑣1

𝑣2
) ∈ ℂ2 

 

𝑦(𝑡) = 𝛼1(𝑡)𝑢1 + 𝛼2(𝑡)𝑣1+𝛼3(𝑡)𝑢2 + 𝛼4(𝑡)𝑣2 ∈ 𝐿𝛽
2 [𝑠0, 𝑏], 

vektör değerli fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlayacak şekilde tanımlayalım: 

 

𝛼1(𝑠0) = 1                                      𝐷𝛽−1𝛼1(𝑠0) = 0           𝛼1(𝑏) = 1   𝐷𝛽−1𝛼1(𝑏) = 0  

 

𝛼2(𝑠0) = 1    𝐷𝛽−1𝛼2(𝑠0) = 0 𝛼2(𝑏) = 1   𝐷𝛽−1𝛼2(𝑏) = 0 

 

𝛼3(𝑠0) = 1   𝐷𝛽−1𝛼3(𝑠0) = 0 𝛼3(𝑏) = 1   𝐷𝛽−1𝛼3(𝑏) = 0 

 

𝛼4(𝑠0) = 1   𝐷𝛽−1𝛼4(𝑠0) = 0 

 

𝛼4(𝑏) = 1   𝐷𝛽−1𝛼4(𝑏) = 0 

Bu fonksiyon 𝐷𝑚𝑎𝑥 kümesine aittir ve Γ1𝑦 = 𝑢 , Γ2𝑦 = 𝑣 olduğu açıktır. 

Şimdi Teorem 4.3 kullanarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.5. 𝐾, ℂ2 uzayında büzülme operatörü olmak üzere 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün 

 

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 + 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                            (4.7) 

ve 

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 − 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                            (4.8) 

 

koşullarını sağlayan 𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 fonksiyonlarının kümesine kısıtlanması sırasıyla 𝐿𝑚𝑖𝑛 

operatörünün maksimal disipatif ve maksimal akretif genişlemesidir. 

Tersine 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif 

genişlemeleri (4.7) ve (4.8) koşulları yardımıyla verilir. K büzülme operatörü genişleme 

ile tek türlü belirlenir. 

Eğer (4.7) ve (4.8) ifadesindeki K operatörü izometrik olursa 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün 

maksimal simetrik genişlemesini, eğer üniter olursa 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün kendine eş 

genişlemesini verir. 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün disipatif genişlemelerinin genel formu 
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𝐾(Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦) = (Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦, Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦) ∈ 𝐷(𝐾) 

 

𝐾(Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦) = (Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦, Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦) ∈ 𝐷(𝐾) 

 

koşulu ile verilir. Burada 𝐾 operatörü 𝑓 ∈ 𝐷(𝐾) için, 

‖𝐾𝑓‖ ≤ ‖𝑓‖ koşulunu sağlayan lineer operatördür. 
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5.SONUÇ 

Bu tez çalışmasında, 𝑟(·) fonksiyonu [𝑠0, 𝑏] aralığı üzerinde reel-değerli sürekli bir 

fonksiyon olmak üzere 

 

𝑙𝑦: = −𝐷𝛽 𝛽−1𝐷𝛽−1𝐷𝛽𝑦(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑦(𝑡)                                                                           (5.1) 

 

Beta-Sturm-Liouville denklemi ele alındı. Bu denklemlere karşılık gelen minimal ve 

maximal operatör oluşturuldu. Bu operatöre karşılık gelen sınır değer uzayı inşa edildi. 

Sınır değer uzayı yardımıyla simetrik operatörün maksimal disipatif, akretif ve kendine 

eş genişlemeler sınır koşulları cinsinden ifade edildi. 

Bu çalışma singüler Beta-Sturm-Liouville denklemlerinin Weyl limit-nokta/Weyl limit-

çember durumu için yani indis defektin (1,1) ve (2,2) olduğu durumlarda yapılarak Beta-

Sturm-Liouville teorisi genişletilebilir. 
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