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Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve c¢alismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuglar verildi.

Ucgiincii boliimde, regiiler Beta-Sturm-Liouville problemleri ¢alisildi.

Son olarak, Beta Sturm Liouville operatoriiniin maximal disipatif, akretif, kendine es
genislemeleri sinir kosullari cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Beta kalkuliis, Sturm-Liouville operatorii, simetrik operator,
kendine es operator, disipatif operatdr, akretif operatdr, genisleme, sinir deger uzayi, sinir
kosullart.
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, regular Beta-Sturm-Liouville problems are studied.

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and other
extensions of Beta-Sturm-Liouville operator is given in terms of boundary conditions.

Keywords: Beta calculus, Sturm-Liouville operator, symmetric operators, self-adjoint
operators, dissipative operators, accretive operators, a space of boundary value, boundary
conditions.
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1.GIRIS

Simetrik operatorlerin genislemesi problemi operatorler teorisinde uzun zamandir
calisilan konulardan birisidir. Bu problem sdyle ifade edilebilir: simetrik bir operator
kendisi de simetrik olan genislemeye hangi kosullarda sahiptir ve bu genisleme nasil elde
edilir? 1929 yilinda J. Von Neumann (Von Neumann, 1929) bu problem ile ilgili temel
sonuglar1 elde etmistir. Rellich (Rellich, 1951), Krein (Krein, 1947, 1952), Vishik
(Vishik, 1952), Birman (Birman, 1956), bu problem iizerinde ¢alisan matematikg¢ilerden
bazilaridir. 1969 yilina gelindiginde Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969) lineer
bagmntilar1 kullanarak simetrik operatorlerin genislemesini elde etmistir. Disipatif lineer
bagintilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel operatorlerin disipatif ve
kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk vd., 1972)
tarafindan elde edilmistir. Daha sonraki yillarda birbirinden bagimsiz olarak Bruk (Bruk,
1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafindan sinir deger uzay1 kavrami yardimiyla
simetrik operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri yapildi.
Simetrik operatorlerin  genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in Gorbachuk,
Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk vd., 1989) ¢alismasina bakilabilir. Gorbachuk ve
Gorbachuk (Gorbachuk vd., 1984), Bairamogly (Bairamogly, 1984), Maksudov ve
Allahverdiev (Maksudov ve Allahverdiev, 1993), Allahverdiev (Allahverdiev, 1995,
2013, 2014, 2016), ve Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018) simetrik
operatorlerin  kendine es genislemelerini  smir kosullari cinsinden elde eden
matematikgilerdir.

Kuantum kalkulis, limit kullanilmayan hesap olarak bilinir. Tirevlenemeyen
fonksiyonlar iizerinde islem yapabilmeyi saglar. Kuantum fark operatorleri, ortogonal
polinomlar, temel hipergeometrik fonksiyonlar, kombinatorik, varyasyon hesabi ve
gorelilik teorisi gibi ¢esitli matematiksel alanlarda uygulamalarindan dolayi ilging bir role
sahiptir.

2015 yilinda Hamza vd. (Hamza vd., 2015) tarafindan genel kuantum fark

operatdrii Dg, genellestirilmis Hahn kuantum operatorii (belirli f fonksiyonlari igin) ve

onlarin ters operatorii, S-integral tanimlandi. Yapilan bu tanimla

Dy o [f1(x) = flax+w)—-f(x) (1.1)

(@-Dx+w



ile tanimlanan Hahn kuantum tiirevi ve

— flax)-
Dy [f(0:= EET (12)

ile tanimlanan Jackson g-tiirevi genellestirilmistir. 2015°te (Hamza ve Shehata, 2015), B-
Holder, B-Minkowski, B-Gronwall, B-Bernoulli ve B-Lyapunov esitsizliklerini ispatladi.
2016’da genel kuantum fark denklemlerinin varlik ve teklik ¢oziimleri kanitlandi.
(Hamza ve Shehata, 2016). Faried vd. (Faried vd., 2017) genel kuantum fark
denklemlerinde bazi yeni sonuglar vermistir. Hamza vd. (Hamza vd., 2017)’de {istel,
trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar tanitildi. (Cruz ve Martins, 2018)’de genel
quantum varyasyonel hesaplama kurulurken (Faried vd., 2018)’de n.ci mertebe lineer
genel quantum fark denklemleri arastirildi. B-Lebesgue uzaylarinin 6zellikleri (Cardoso,
2020)’de verildi ve Shehata vd. (Shehata vd., 2020)’de, genel kuantum Laplace
doniisimiinii arastirmislardir. 2021 yilinda Cardoso (Cardoso, 2021) B-Sturm Liouville
probleminin kendine es formiilasyonunu elde ederek, karsilik gelen ozdegerler ve
6zfonksiyonlar i¢in 6zelliklerini arastirmistir.

Bu tez calismasinda, regiiler durumda Beta-Sturm-Liouville denklemi ele
alinmistir. Bu tip operatdrler i¢in sinir deger uzay1 insa edildi. Siir kosullar1 yardimriyla

tiim maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tezde kullanilan temel kavram ve teoriler verilecektir.
2.1. Temel Kavramlar

Tanmim 2.1.1. Lineer uzaylarda tanimlanmis olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig,

1978).

Tamm 2.1.2. U, bir kompleks lineer uzay olsun. Her u, v € U ve 1 € Kigin

. (wuw=20wu)=0su=0
i. (wv)=wu)
. (Au,v) = A(u,v)

iv.  (u +uy,v) = (ug,v) + (uy,v)

Sartlarini saglayan ve (u, v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin i¢
carpimi denir ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzay1 denir.

Ayrica verilen bu ézellikleri dikkate aldigimizda (u, Av) = A(u, v) ve

(u,v; + v3) = (U, v1) + (u, v,) 6zellikleri de yazilabilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tanmm 2.1.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,
1
lull = (w2
normuna gore tam ise yani (U, (,.)) igindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir uo noktasina

yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.4. H Hilbert uzay1 tizerinde tanimlanan bir T lineer operatdrii verilsin. Her u €

H igin,
ITull < kllull (2.1)

esitsizligini saglayan bir k sayisi1 varsa T Ye sinirlt lineer operatér denir. Bu K sayilarinin
en kiigtigiine T sinirh operatériiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatoriiniin normu



ITN = sup 4 = sup |1 7u]] 2.2)

uzo U =1

ile verilir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.1.5. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operatdr olsun. T nin tanim

kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h,t € D(T) igin,

(Th,t) = (h, T"t) (2.3)

esitligini saplayan T* operatoriine T operatoriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektorlerinden olusan kiimeye T operatoriiniin tanim kiimesi denir ve

D(T™) ile gosterilir. T* operatorii asagidaki esitlikleri saglar:

I. (T =T

ii. (AT)* = AT*

ii. (T+L)=T"+L"

iv. (T)" =L'T*

V. IT*|| = |IT|| (T svurl iken)
(Naimark, 1968).

Tamm 2.1.6. T* =T ise, T’ ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve Glazman,
1963).

Tamim 2.1.7. A lineer operatoriiniin tanim kiimesi D(A), H Hilbert uzayinda yogun olsun.

Her f € D(A) i¢in
Vf € D(A), Im(Af,f) =0 (2.4)

ise, A operatoriine disipatif operator denir.
Her f € D(A) igin

Im(Af,f) <0 (2.5)



ise A operatoriine akretif operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Eger A disipatif (akretif) operatorii kendinden farkli disipatif (akretif) genislemeye sahip

degilse A operatoriine maksimal disipatif (akretif) operator denir.

Tanmim 2.1.8. Tanim kiimesin D (A) olan bir A lineer operatorii igin,

f,g € D(A) olmak iizere,
(Af,9) = (f,A9)

esitligi saglanirsa, A operatdriine Hermitian denir (Naimark,1968).

Tamim 2.1.9. A: D(A) — H lineer bir operatdr ve D (A) tanim bolgesi H Hilbert uzayinda
yogun olsun (D(A) = H). Her f, g € D(A) igin,
(Af.9) = (f,A9)

ise, yani A € A” ise, A ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tanmm 2.1.10. D(U), U operatoriiniin tanim bolgesi olmak tizere, her x,y € D(U) i¢in

(Ux,Uy) = (x,)
ise U ya izometrik operator denir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tammm 2.1.11. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tim H Hilbert
uzayina esit ise U operatdriine liniter operatdr denir.
Sinirli bir izometrik U operatoriiniin iiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

U*U = UU* = I olmasidir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tanim 2.1.12. f € D(A) igin,

Af = Af

ve D(A) € D(A) oluyorsa, A operatdriine A operatdriiniin genislemesidir denir.
A operatdriine ise A operatdriiniin kisitlamasidir denir. Eger A operatdrii, simetrik A
operatdriiniin bir simetrik genislemesi ise A € A* dir. Yani A operatériiniin her simetrik

genislemesi, A* operatoriiniin bir kisitlamasidir (Naimark,1968).

Tamim 2.1.13. Simetrik bir A operatoriiniin uygun bir simetrik genislemesi yoksa A
operatorii maksimaldir denir (Naimark,1968).

Kendine es (self-adjoint) her A operatorii, maksimal simetrik bir operatordiir.



2.2. Beta-Fark Operatorii ve Ozellikleri
ISR bir aralik ve B:/—1 kesin artan, siirekli fonksiyon olsun. Ayrica 8 fonksiyonu her

tel icin

(t =s0)(B(t) — t)<0 (2.6)

kosulunu saglayan tek bir sy€l sabit noktasina sahip olsun.
Burada yalnizca t=s, oldugunda (2.6) denkleminde esitlik olur.
f:1- X fonksiyonu i¢in f '(sy) tlirevinin mevcut olmasi sartiyla genel kuantum fark

operatoru

F(BW®)-£(t)
Dg f(t)= ,ﬁ(t)—t
f '(so) , t = 5g

, t# 5, 27)

ile tanimlanir (Hamza vd., 2015).
Dg f (t) ifadesine t € | noktasinda f fonksiyonunun S-tiirevi denir. f (s,) tiirevi varsa f
fonksiyonuna | araligi tizerinde f-tiirevlenebilir denir.

Asagida fB-fark operatoriiniin bazi 6zellikleri verilmistir.

(1) Dg lineer bir operatordiir.
(ii) f, t'de B-tiirevlenebilir ise, 0 zaman
fB@®)=f @)+ BQ1) —t)Dgf(t) dir.

(iii) f, B-tirevlenebilir ise, 0 zaman f, s, noktasinda siireklidir (Hamza vd., 2015).

Lemma 2.2.1. Asagidaki ifadeler dogrudur.

() s noktasini igeren her /] € I kompakt aralig iizerinde {f k(t)}keNo fonksiyonlarinin
dizisi, sabit (t):= s, fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

(ii) so noktasini igeren her | € I kompakt aralig1 iizerinde Yol 8% (t) — BXT1(t)] serisi

t—s,|’a diizgiin yakinsar.

Kanit. (i) /=[a,b], s¢ € J olsun. Eger t€[s,,b] ise, (2.6) kosulundan, her ke N, i¢in
B(®) < B (D)



elde edilir. Boylece {ﬁk(t)}keNodizisi B(t)= s, sabit fonksiyonuna dogru azalir. Dini'nin

teoremiyle {8% () }en o [S0,b] aralig1 iizerinde B(t) sabit fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
Benzer sekilde [a, so] araligi {izerinde de diizglin yakinsakligi ispatlanabilir. Sonug
olarak,

{B"(t)}keNo dizisi J=[a,b] aralig1 iizerinde diizgiin yakinsaktir.

(ii) Istenen sonucu elde etmek igin [sy,b] Ve [a, so] araliklarmn iizerinde Dini’nin
teoremini

Sa(0) = XR_o(B* (t) — B*1(t)), n = 1,2, ... serisine uygulanarak istenen sonug elde
edilir (Hamza, vd., 2015).

Lemma 2.2.2. f: 1 — X fonksiyonu ve synoktasinda siirekli ise, {f (8% (t))}ken, dizisi

So noktasini igeren her / € I kompakt araliginda f(sy)'a diizgiin yakinsar (Hamza vd.,

2015).

Teorem 2.2.3. f:I - X fonksiyonu ve s, noktasinda siirekli ise
Y ollBE(E) — BEFL(E)) F(B*(t))|| serisi s, noktasim igeren her ] S 1 kompakt
araliginda diizgiin yakmsar (Hamza vd., 2015).

Kanit. /] € [ s, noktasini igeren kompakt bir aralik olsun. Lemma 2.2.2 den

|7(85®) - f(so)| <1 vte jk=k
olacak sekilde kq € N vardir.

O zaman,k = ky ve t € ] icin

IF BN <1+ lIf (ol

olur. Buradan

|(B (@) = B )[I[F B*O]| < |(B @) = B )| @+IIf (so)ll) VE €, k = kg (2.8)
elde edilir (Hamza vd., 2015). Simdi

Dy (1) = oo || (B(0) — B4 (0) £ (B () (29)

ve



Ca(8) = Ex=ol (B* () = B¥*HENIA+If (s0)) (2.10)

dizilerini g6z Oniine alalim.
Lemma 2.2.1 (ii) ile, C,,(t), J araligi tizerinde |t — so| (1+]]f (so)]) diizgiin yakinsar.

Cauchy kriteriyle, >0 verildiginde n, € N vardir, 6yle ki
IC,(t) — C,(DIl<€e Vte], n=m=n,. (2.11)

(2.8) ve (2.11) kosullarin1 kullanarak,
1D, (t) = Din (O < [1C () = Crn (DIl < € ¥Vn =m = max{ng, ko}

elde edilir. Boylece,

> IO — B O B O

serisi J araligi tizerinde diizgiin yakinsaktir (Hamza vd., 2015).

Ornek 2.2.4. Sabit w > 0 ve g € (0,1) icin, B(t) := qt F w formiilii ile I = R iizerinde

F
tamimlansin. Bu durumda s, = 1—w ve

1—qk .
[k]q = N olmak ilizere

pr®) = ¢t ¥ wlk],
ve

ttwlklq

=
elde edilir. O zaman
,lim B¥(t) = s

ve

0 t>s
. -k _ ) 0
dim (1) = {—oo, t < s

elde edilir. Bu durum, hem ileri hem de geri Hahn fark operatorlerini, ayrica, ®=0
oldugunda Jackson g-fark operatoriinii de temsil eder (Annaby vd., 2012; Annaby ve
Mansour, 2012; Hamza ve Ahmed, 2013; Bangerezako, 2008; Kac, 2002).

Ornek 2.2.5. Sabit g €(0,1) ve sabit n€2N+1 ve B icin B(t) :=qt™ fonksiyonu



1 1
I = (—q1-—n, qi-n) lizerinde tanimlansin. O zaman B, I'dan I'ya kesinlikle artan bir

fonksiyon ve s,=0 tek bir sabit noktasi olan bir fonksiyondur.
pL(t) = n\/% dir. Ayrica

BEM)= q!¥Ine™,  p(t)y= g kg™
ve te I igin

’lim gk () =0,

qﬁ , 0<t
lim 87 ()={0 , t=0
k—co 1
—qin , t<0
f(qt™) — f(t)
Dn,qf(t) = { qtt —t ' =g
£1(0), t=0

(Aldwoah vd.,2012).

Teorem 2.2.6. f: 1 - Xve g:I — R fonksiyonlari1 t € I noktasinda
B-diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun.
O zaman

(i) fg : I — X ¢arpimu1 t noktasinda B-diferansiyellenebilirdir ve

Dp(f)(®) = (Df (1)) (&) + F(B())Dpg (e)

= (Dsf®) 9(BW®) + F(O)Dgag (®)
dir.
(i) f/g, t noktasinda B-diferansiyellenebilirdir ve

(Dpf(£))g(®) — fF(O)Dpg(t)

Ds(f/9)(t) = g(g(B®) ’

(Hamza vd., 2015).

g®)gB®) #0

Ornekler 2.2.7.
1Dgt"=yps(B)" * Ttk te,n > 1,

2.t¢Oi(;in,DB%= —Fl(t),tel,ﬁ(t) # 0.



3.f:1 - R? tanimlanan f(t)=(t?, 2t) ve B(t):%tﬂ, dyleyse

(—ot2+t+1,2t)
—4———olur.

Dﬁf(t) = PR

21 5

1 t3 1 et 0
BO=E FloMae fO) G] D@ =] | Moo her 2x2
4

metriklerin uzayidir (Hamza vd., 2015).

Lemma 2.2.8. f:1 — X fonksiyonu S-tiirevlenebilir ve her t € I igin Dgf(t) = 0 olsun.
O zaman t € [ i¢in f(t) = f(sy) olur (Hamza vd., 2015).

Kamit. Dgf(t)=0, t€ I oldugundan, t€ I i¢in f(t) = f(B(t)) olur. Sonug olarak, t € I

ve k € Ny igin f(t)=f(B*(t)) olur. k—oo alarak ve f fonksiyonunun s, noktasindaki

stirekliligini kullanarak, t € [ i¢in f(t) = f(sy) esitligi saglanir (Hamza vd., 2015).

Sonug 2.2.9. Diyelim ki f,g : I — X, I lizerinde B-tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
Eger her t € I igin
Dgf(t) =Dgg(t) ise her t € I igin

f)-g(t) = f(s0)-g(so0)
olur (Hamza vd., 2015).

Tamim 2.2.10. s, €[a,b] € I olsun. B-araligini

[a,blg = {B*(a); k € N} U {B¥(b); k € No} U {so}
ile tanmimlanir. Keyfi bir ¢ € I noktast igin [c]z sinifi ise
[clp = {B*(c); k € No} U {so}

ile tanimlanir. Herhangi bir Ac R kiimesi igin,

A" =A\{s,}

olarak tanimlanir (Hamza, vd., 2015).

Lemma 2.2.11. [a,b], I'nin kompakt bir alt aralig1, syE€[a,b] ve
f:[a,b] — R fonksiyonu s, noktasinda siirekli olsun. O zaman:

(i) f fonksiyonu, [a,b]g aralig1 iizerinde kesin olarak artandir ancak ve ancak her

t€[a, b]g icin



Dgf (1)>0.

(ii) f fonksiyonu, [a,b]g aralig: iizerinde kesin olarak azalandir ancak ve ancak her
t€[a, b]g icin

Dgf (t)<0 (Hamza, vd., 2015).

Kanit.
(i) Her t€[a, b]; igin Dg f(t)>0 oldugunu varsayalim. s, €{a,b}olsun.
a<pla)<p?) < <pFla) < <sog<-<p™b)<--<BMD)<b
elde edilir. f fonksiyonunun s, noktasindaki siirekliligini kullanarak,
f@ < f(B(@) < f(B(@) < - < f(B*(@) < = < f(50) .. < (BT (D) <
< fBD) <f(b)
elde edilir. Bu, f fonksiyonunun [a, b]g aralig1 iizerinde kesin artan oldugunu gosterir.
Tersine, herhangi bir K€ N, i¢in f fonksiyonunun [a, b]g aralig: iizerinde kesin artan

oldugu varsayilir. Eger
LEYL(t) > B*(¢) ise ozaman

fB®) > F(B*®)

olur. Eger
BIHI(E) < BF(t) ise
fBF®) < fF(B*®)

olur. Bu nedenle, her t€[a, b]j igin

Dgf(t)>0

olur.

(i) Benzer sekilde gosterilebilir.

Asagidaki 6rnek onceki Lemma 2.2.10 [a,b]\ [a, b]; aralig: lizerinde her zaman gegerli

olmayabilecegini gostermektedir (Hamza vd., 2015).

Ornek 2.2.12. f: [1, %] - R fonksiyonu f (t) = 4t? - 9tile tamimlansin ve
B(t) =5t +>olsun. te[12) ve so = = igin Dpf(t)<0 oldugu goriliir.
t; =1.15<t, =1.2 igin, f(t;)=-5.06<f(t,)=-5.04 olur. Bu, f fonksiyonunun [1,2]

araliginda kesin olarak azalmadigi anlamina gelir; ancak burada t,, t, € [1,%] g oldugu

unutulmamalidir (Hamza vd., 2015).



Teorem 2.2.13. a bir sabit ve m € N olsun. O zaman
Of@) = (t —a)™ise Dgf (1) = X755 (BE) —a) (t — )™ 7. (2.12)

(i) B@) — )™ " (t—a)™t # 0,7 = 0,1, ..., m — 1 olmak iizere

. _ 1
g9(t) =1/ (t—a)™ise Dgg(t) = = X' mmmmramay (2.13)

elde edilir.
Asagidaki  Ornek tiirevdeki zincir kuralmin  [-kalkuliiste gegerli olmadigini

gostermektedir (Hamza vd., 2015).

Ornek 2.2.14. f(t)=t? ve g(t)=3t fonksiyonlar1 goz 6niinde bulundurulursa

Dpf(9())Dgg(t) = 3(B(3¢t) + 3¢) (2.14)
ve
Dg(f o g)(t) =9(B(t) +1t)

olur. Buradan

Dp(f ° 9)(t) # Dpf(g(t))Dpg () (2.15)
olur (Hamza vd., 2015).

Teorem 2.2.15. g:1 — R siirekli ve [B-diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun ve
f: R — Xsiirekli diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. O zaman £ (t) ile t arasinda 6yle

bir ¢ noktas1 vardir ki

Dp(f 2 9)(®) = f'(g(c))Dpg(t) (2.16)
esitligini saglar (Hamza vd., 2015).

Kanit. t = s, esitligi bilinen zincir kuralidir. 2.2.11"in her iki tarafi da sifir oldugundan
t # sqicin g(B(t)) = g(t) oldugu agiktir.
t # sqicin g(B(t)) # g(t) ile
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(fe)(B®) = (fo9)(®)

Dp(f o )() = O
_ f(g(ﬁ(t)))—f(g(t)) g(B®)-g(®)
— g(B®)-g@® B(t)—t
elde edilir.

Ortalama deger teoremi ile g(S(t)) ile g(t) arasinda bir reel say1 n vardir dyle ki

(9(B®))-rg®)_ ,
O AL,

olur. g siirekli bir fonksiyon oldugundan £(t) ile t arasinda g(c) = n olacak sekilde ¢
noktas1 vardir.

Buradan

Dp(f o 9)(@®) = f'(9())Dg(9 (1))

elde edilir.

Asagidaki teoremde, fg carpiminin n. mertebeden B-tiirevi igin formiil olusturulur.
Burada f ve g fonksiyonlarinin biri ger¢ek degerli bir fonksiyon, digeri vektor degerli bir
fonksiyondur.

ne N igin, S ,En) , kkez B ve n—k kez Dg igeren n uzunlugundaki tiim olas1 dizilerin kiimesi
olsun.

fPeE ) = (DpfH(B(®)

ve

fPPe(t) = Dp(F(B(®)))

esitligini gosteriyoruz.

['eS ,En) icin fT tanimlanur.

f, I aralig1 tizerinde n defa B-diferansiyellenebilir ise, f fonksiyonunun daha yiiksek

mertebeli tiirevleri n € N, olmak tizere
Dpf =1,

Dgf = Dg(DF™'f),

ile tanimlanir.

Sonug olarak su goriiliir:

pese FOO Cpegm fO= Epegoren £1)O) (Hamza v, 2015)
Teorem 2.2.16. (Leibniz formiilii) f ve g, n defa §-diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise

11



DRUDO = To(Eregn IO DEIO), ¢ % 5o (2.17)

elde edilir.

Kanit. Teorem 2.2.6 (i) ile, ifade n = 1 i¢in dogrudur. n = m igin (2.17) bagintisinin

dogru oldugunu kabul edelim.

DGO = Dy [T gt FIODES ()

= ST Zpestm Dpf I ODEGE) + Tol Epggom M BW) DE g (0)
= ST Zregom D fIODEG(O) + B (L gom FOBE) D9 (0
= Lrestm DgfH)()g(®) + Zie=1(Lpegm Dpf™) () DFg ()

+ pestm FIBOIDF () + s (Zpegom FHBO) DGO

= (e DpfIOIO) + Spegom FBED) DF9(0)

+ 3T | e FPO + Epegem £ D9 0)
=S egonen FIOGD) + gomen (0 DFF ()
+ ST (Zpegomen O D g(0)

= TS pegonen FODEGO.

Buradan (2.17; her n € N i¢in saglar (Hamza vd., 2015).

Asagidaki oOrnek, bir fonksiyonun siireksiz oldugu halde pg-diferansiyellenebilir

olabilecegini gdstermektedir.

Ornek 2.2.17. f:[-1,1] — R
t, te(-1,0)

f) = 1 =0 ve B(t) = Sttty olsun.
0, t=1,-1
f fonksiyonu siireksizdir; ancak g-diferansiyellenebilir oldugu asagida goriiliir.
1, te (=10
-1, t e (0,1)
Dgf(t) =
sf (0 —5, t=0
1, t=1,-1

(Hamza vd., 2015).

12



2.3. Beta Integral
t € ligin DgF(t) = f(t) ise F fonksiyonuna, f:I — X fonksiyonunun bir g-ilkeli

denir.

Tanmm 2.3.1 s, noktasinda siirekli ve s, noktasinda sifir degerini alan g: [ — X
fonksiyonlarinin vektor uzayini () ile gosterilir. Tg: (1 — () Operatortini

Tp(g)(t) = g(B(t)), t € I ile tammlayalim.

< birim operatdr olmak tizere Y kiimesi T - Tg operatdriiniin deger kiimesi olsun.

g € Yigin X0 g(B (1)

serisi I aralig1 lizerinde diizgiin yakinsaktir. Ty operatérii birebirdir (Hamza vd., 2015).

Bir sonraki teoremi ispatlamak icin asagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir. Kanit1 agiktir.

Lemma2.3.2. 4:Y —

A(g))= Zi=o 9 (B*(®) (2.18)

ile tamimlansin. A operatorii, T-Tp operatdriiniin tersidir (Hamza vd., 2015).

Teorem 2.3.3. f: I — X operatdrii sq noktasinda siirekli olsun. O zaman

FO)=2k=0(B () = 1O (B* @),  tel (2.19)

ile tanimlanan F fonksiyonu, F(sy) = 0 ile f'nin bir g-ilkelidir.
Tersine, s, noktasinda sifir degerini alan f fonksiyonunun bir F g-ilkel tirevi (2.19) ile
verilir (Hamza vd., 2015).

Kamt. Her t € [ ve t# s, igin,
F(B(t)) — F(t)
B(t) —t

_ZReo(BH O BRF (O f (BFF () - R o (BH (D) -B*+1 () (B* (1))
B(O)-t

= f(®)

elde edilir.
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DgF(s)=f(sg) oldugunu gostermek igin € >0 olsun. f(t) fonksiyonunun ¢t = s,
noktasindaki stirekliliginden
|F(B¥so+ M) = fs)|| < e k=0, 0<n< s,

olacak sekilde § > 0 vardir. Buradan

<3 (B (5o B — B+ )

k=0 h

| Feso+m = £iso)

><||f(ﬁ"($o+h))—f(so)||< e, O0<h<3§,
elde edilir.
Tersine, F fonksiyonu s, noktasinda sifir degerini alan f fonksiyonunun bir g-ilkeli

oldugunu varsayalim. O zaman

— _ F(B)-F(t)
f(O= DgF () = "=

_ Tp(F@)-F(®)
B(O)-t

_ @-TpF(®)
=B ®

elde edilir.

F@O(t— B@®) = (T — Tp)F(¢) denkleminden
F(t)=(T-Tp) (£ = BO)F(®)

esitligi bulunur.
G(t) = (t- B(B))f (¢t) fonksiyonu Q kiimesine aittir ve F(t)=(T - Tp )TIG(1).

Lemma 2.3.2. ile

F(t) = Y=o G(B (D)) = Zi=o(B“(8) = B 1) f (B (D) (2.20)

bulunur (Hamza vd., 2015).

Tanmm 2.34. f : | — X e a, b€ [ olsun. a noktasindan b noktasina f fonksiyonunun

B-integrali

J; f©)dg t = TR0 (B¥()-B+ ) f (B¥(x)), X € (2.21)

serisinin Xx=a ve X=b noktasinda yakinsamasi sartiyla
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L fOdgt =[] fO)dgt = [ f©)dgt, (2.22)

formiilii ile tanimlanir.

Eger her a, b €1 i¢in seri yakinsak ise, f fonksiyonuna [ araligi iizerinde f-
integrallenebilir denir. Eger f, sq € I ilizerinde siirekli ise, o zaman f, I {lizerinde f3-
integrallenebilirdir.

(2.21) ve (2.22) integral formiillerinde, B(t) = qt, q € (0,1) oldugunda,

[ f©dgt =x1 - q) o q* f(xq¥), el (2.23)
iken
[ f®dgt = [ f©Odgt — [1 F)dgt, (2.24)

esitligi ile tanimlanan Jackson g-integrali elde edilir (Annaby ve Mansour, 2012;
Aldwoah, 2009; Bangerezako, 2008; Kac, 2002).

_qk
Bt)=qt + w,q € (0,1), > 0,w, = :—qve [k], = %olsun. Bu durumda (2.21)

ve (2.22) integralleri

Jo, (D dgut = (x(1 = @) — @) XiZo q* f(xq" + wlk]y), x€I (2.25)

olmak tizere

[ f®dgwt =, fOdgut =[] fO)dgut (2.26)

ile tamimlanan Hahn integraline doniistir (Annaby vd., 2012; Annaby ve Mansour, 2012;
Hamza ve Ahmed, 2013; Aldwoah, 2009; Bangerezako, 2008; Kac, 2002).

Lemma 2.3.5. f : I — X fonksiyonu, I araligi lizerinde B-integrallenebilir ve a, b, ce I
olsun. Oyleyse asagidaki ifadeler dogrudur:

i.  B-integrali lineer bir operatordiir.

i. [Tf(Odgt=0.
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1i fcf’f(t)dﬁ t=—['f(Ddgt.

iv. [Pf@©dgt=[ fOdgt+ [ fD)dgt
(Hamza vd., 2015).

Teorem 2.3.3 yardimu ile Beta-kalkuliisiin birinci temel teoremi asagidaki gibi elde edilir.

Teorem 2.3.6. f: I — X fonksiyonu s, noktasinda siirekli olsun.
F(x)= f:f, f()dgt, x€l (2.27)

olmak iizere F fonksiyonu s, noktasinda siireklidir. Her X€ I i¢in DgF(X) vardir

ve DgF(X)=f(x) olur (Hamza vd., 2015).

Sonug¢ 2.3.7. f: 1 — X fonksiyonu, s, noktasinda siirekli ise

[FOf@dpr= BO -0f@) tel (2.28)

olur (Hamza vd., 2015).
Kamt. F(t)= fstof(r)dﬁ 7, t€ I olsun. Teorem 2.3.6 ile, F(t), s, noktasinda siireklidir ve
her t€ I igin DgF(t)=f (t) olur. Béylece
[FOr@aze= [ r@adgrf. f(D)dg
=F(B(1))-F(t)

elde edilir.
F(B(1)=F()+(B(t)-t)DgF(t) oldugundan
ftﬁ(t)f(T)dﬁ T =(B()-V)f (1), t € I olur (Hamza vd., 2015).

B-kalkuliistin ikinci temel teoremi verilecektir.

Teorem 2.3.8. Eger f: I — X fonksiyonu [ aralig1 izerinde S-diferansiyellenebilir ise,

her a, b € I igin
J2 Dgf (£)dg t =f (b)-f (@) (2.29)
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olur (Hamza vd., 2015).

Kamt-fs'f) Dpf (t)dp t = Xi_o(B* () — B*** (b)) Dpf) (B (D))
= Yio(f(B* (0)) = F(B** (b))
= lim ¥R o(f (B* (b)) = F(B*** (b))
=f(b) — f(s0).

Benzer sekilde

Iy Dpf (®)dg £ = f(@) = f(s0)

elde edilir. Oyleyse her a, b € I igin

[ Dgf(dg t=f(b) — f(a) olur (Hamza vd., 2015).

Teorem 2.3.6 nin dogrudan bir sonucu olarak, asagidaki teoremin dogru oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.9. Eger f:I — X fonksiyonu s, noktasinda siirekli ve ®:1 — X
fonksiyonu
I tizerinde f fonksiyonunun bir S-ilkeli ise a, b€ I i¢in asagidaki integral elde edilir.
b
J, f®)dg t = @(b) — @ (a).

Asagidaki teorem fS-integralinin kismi integrasyon formiiliinii verir (Hamza vd., 2015).

Teorem 2.3.10. f, g fonksiyonlarinin [ araligi iizerinde p-diferansiyellenebilir
fonksiyonlar oldugunu varsayalim, Dgg ve Dgf fonksiyonlarmin her ikisi de s, noktasinda
siirekli olsunlar. Oyleyse a, b € I igin

[} f(©)Dpg(®)dg t =f(b)a(b)-f(@)(@)- [, (Dpf(E)g(B(t))dgt.

Burada f ve g fonksiyonlarindan en az biri ger¢ek degerli bir fonksiyondur.

¢, d € Ivec <dolsun. [c,d]z aralifs lizerinde tanimlanan ve s, noktasinda siirekli tiim

gercek degerli fonksiyonlarin kiimesini D ile gosterelim.

Lemma 2.3.11. f € D olsun. O zaman h(c) = h(d) = 0 olacak sekilde

her h € D igin fcdf(t)h(ﬁ(t))dﬁ t=0 dir ancak ve ancak her t € [c,d]gi¢in f(t) =0
olur (Hamza vd., 2015).

Kanit. S-integralinin tammindan her t € [c, d]g i¢in f(t) = 0 ise

fcd f(@©h(B(t))ds t = 0 oldugu agiktir. Tersini kanitlayalim. Aksi varsayilirsa f(1)# 0
olacak sekilde bir
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l € [c,d]p vardir ve asagidaki iki durum olusur.

Duruml. [ # s, ise 0 zaman K€ N, i¢in ya |l = f*(c) yada l = B*(d) olur.
flk olarak, k€ N, i¢in [ = B*(c) oldugu varsayilirsa

R RACA R

0, bunun disinda
Agik¢a h € D igin h(c)=h(d)=0 olur. O zaman
[EFOREB®)gt = [ FORB©)dgt - [ FORBE)dgt
=—(1—=BW)f2() # 0 elde edilir.

olsun.

I = B¥(d) durumu benzer sekilde ele alinabilir.

Durum 2.l = s, ve f(so) # 0 olsun. Genelligi bozmadan f(s,)>0 oldugu varsayilirsa f
fonksiyonunun s, noktasindaki siirekliliginden

lim f(B*(c)) = lim f(B*(d)) = f (s0)

elde edilir. Sonug olarak, her k> k, icin f (8%(c)) > 0 ve f(8%(d)) > 0 olacak sekilde
ko € N vardir. s, & {c,d} ise h su sekilde tanimlanir:

F(B* (), t = B (c) her k > kg icin,
h(t)=1 f(B*(d)),t = B*** (d) her k > k, icin,
0, digerleri icin

buradan

d [o.0]
| rORBO) =Y 6@ - B @ (5@
¢ k=kq

— Yzk, (BH(C) = BN f?(B*(c)) #0
S =c¢ i¢in h fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
h(O)= {f(ﬁ"(d)), t = B**1(d) her k > kg icin,
0, digerleri igin
oyleyse
[ FORB@Ydgt = By (B*(d) — B (@) F2(B*(d)) #0

So = d durumu benzer sekilde ele alinabilir (Hamza vd., 2015).

Lemma 2.3.12. f:1 — X, g:1 — R, I lizerinde B-integrallenebilir fonksiyonlar
olsun.
her t€ [a,b]g, a, b € I ve a<b igin [|f ()|l < g(t) ise,

X, YE[a, b]g, X<s, <y i¢in asagidakileri elde ederiz.
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L f©dgt|| < 12 g(tgt (2.30)

IZ F©dgt|| < - [ g(t)dpt (2.31)

1) f©dgt|| < [ g()dgt (2.32)

sonug olarak, her t€[a, b]gigin g(t)>0 ise, 0 zaman f;;g(t)d/;t >0 ve f;g(t)dﬁt >0

esitsizlikleri her X, y€[a, b] 5, X<s, <y i¢in saglanir (Hamza vd., 2015).

Kamt. y> s, oldugundan B**'(y) < B*(y), k € Ny, y € [a,b]; i¢in

y (e}
[ rodst]| < Y 5401 - g onlrEopl
So k=0
< 22o(B4 ) — B (1)) g (B* ()
=[5 9(©dgt
elde edilir.

Benzer sekilde, (2.31) denklemi kanitlanir. Ayrica x, Y€ [a, b]gve X< s5,<y ise x=p%2(a)

ve y= B*1(b) saglayan k,, k, € N vardir. O zaman
Sk, [ (8500 = B 00 )F (B4 )]

y =
WFOBA= s 15400 - g0 g

< ) (84400 = B ) IF R o)

0

k
+ 3 (B () — BEH (0 ) IF (B2 ()

< ) (B4R 0) - Bt (3)g (B4 )
k=0

o)

_ Z('Bk+k2 (x) _ ,Bk+k2+1(x))g([3k+k2 (x))

k=0
=2 9@ dgt — [ g(t)dgt = [ g(t)dgt

elde edilir.
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f(t) = 0 fonksiyonunu (2.28) ve (2.30) da yerlestirerek f;;g(t)dﬁt >0ve

f;g(t)dﬁt > 0 elde edilir (Hamza vd., 2015).

Lemma 23.13. fiI — X ve g:1 — R, [ aralign lizerinde B-diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olsunlar.
t € [a,blg,a,b € I vea < b igin ||Dﬁf(t)|| < Dgg(t) ise, her X,y € [a, b]g,

x < 5¢ <y ig¢in

If ) = fIl < g») —g(x) (2.33)

olur (Hamza vd., 2015).

Kamt. ¢ € [a,blg, ab€lvea<b olmak izere ||Dgf ()| < Dpg(t) oldugunu

varsayalim. Teorem 2.3.8. ve Lemma 2.3.12. ile

y
f Dgf(t)dgt

X

y
x

elde edilir. Bu denklem su esitligi saglar:

If ) = FIll < g() —gX)
(Hamza vd., 2015).

2.4. LZ [a, b] Uzay1 ve Lg[a, b] Uzay1
2.4.1. Lz [a, b] Uzay1

a, bel olsun, f:/—C fonksiyon olmak iizere [a, b] araliginda |f|P

S-integrallenebilir fonksiyonlar kiimesini Lg [a, b] ile gosterelim. Yani

Lhlab]={f : 1>C|[]|f|Pdg < oo

olur. p=c0 i¢in

Lﬁo[a,b]:{f=l—>CI:élN1]D{lf(ﬁk @)l | f(B (b)) I}<°°}

ile verilir. a<sy<b ve 1<p<co olmak iizere, klasik fonksiyonlarda toplama ve ¢arpma

islemleri altinda Lg [a, b]’nin K iizerinde lineer bir uzay olur (Cardoso, 2020).

2.4.2. Ly[a, b] Uzay

f ge Llf,’[a, b] olsun. Her k=0, 1, 2,... i¢in
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f(B*(a)) = 9(B*(a)) ve f(B*(b)) = g(B*(b))

oldugunda f ~g ile gdsterelim. Yani [a, b]g aralifinda f=g ise f~g oldugunu séyleriz.

Acikega ~, LE [a, b]'de bir denklik bagintis1 tanimlar.
L’E [a, b] := LE [a, b]/~
olur (Cardoso, 2020).

Teorem 2.4.3. a< s, <b ve 1<p<co olsun. Lg [a, b]

b 1
(g IfIPdg)e Isp<ow

1 Wit = :§N§{|f(ﬁk(a>)l,If(ﬁ"@)'}' / 4

normu ile K iizerinde normlu lineer uzaydir. (Cardoso, 2020).

Teorem 2.4.4. a< s, <b ve 1<p<co olsun. O zaman

(i) (2.37) normu ile verilen L [a, b], 1<p<co bir Banach uzayidur,
B

1<p<o ise ayrilabilirdir ve 1 <p<oo ise yansimalidir.
(i) Lzﬁ la, b]

(f.9):=[; fgdg, f.g€ Li[ab]

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayidir (Cardoso, 2020).

2.5. B-Ustel ve B-Trigonometrik Fonksiyonlar

(2.35)

(2.36)

Ustel ve trigonometrik fonksiyonlarin f-analoglari ve bunlarin baz1 dzellikleri (Hamza,

vd., 2017)’den alinmustir.

p:I—C, s, noktasinda siirekli bir fonksiyon olsun. S-iistel fonksiyonlar

1
MR [1-p(BK®)(BX(D-B+1(1))]

ep,p ()=
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ve

Eyp(t) = TTeo[1 + p(*(®))(B*(®) — B+ (®))]

ile tanimlanir.

(2.38)

p ve S fonksiyonlar1 tizerindeki varsayimlar altinda (2.37) ve (2.38) sonsuz ¢arpimlari

yakinsaktir (Hamza vd., 2017).

Ote yandan, trigonometrik fonksiyonlar su sekilde tanimlanr:

_eipp®)te_ippt) . _ eipgt)—e_jp p(0)
cosy g (£)= — G Sinpg ()= —

ve

Cos, 5 (t) = Eiprﬁ(t)ZE_ip.ﬁ(t)’ Siny, 5 (t)= Eip‘ﬁ(t)_ZE_ip' ()

1
epp (D) =5 — 5 Cpp(S0) =L Ep p(s0) =1

ve

Dge, p(t) = p(Depp(t) DgE, 3(t) = p(O)E, g(B(D)),
Dgsiny, B(t) = p(t)cos, g(t) , Dgcos,p(t) = —p(t)sing g (t),
Dgsiny, B(t) = p(t)Cospp(t), DgCosyp(t) = —p(t)Sing z(t)

oldugu bilinir (Cardoso, 2020).

Onerme 2.5.1. Asagidakiler I aralig1 iizerinde gegerlidir:

Dg-1e, s ()=p(B~1(V)) ep gy, Dp-1Eppy=pP(B~ (1)) Ep s (B(D)),

Dg-1siny, g ()=p(B" (1)) cosp g(ty, Dp-1€08p gey=P(B~1 (1)) siny, (1)),

Dg-1Siny, g (©)=p(B(1)) Cosyp, (1)
Dg-1Cosy, g ()=-p(B~(1)) Siny, g (t)
(Cardoso, 2020).

Kamit. ik 6zdesligi kanmitlayalim.

_epgO—epp(B~H(®) _
Dﬁ—lep'ﬁ(t) - P t—ﬁp_l(t) =
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(2.39)

(2.40)

(2.41)



1
Y RO VIO P(£1 W) ©-0)

= = -1
(= B1(0) 152, [1-p (B (D) (B - B+ 1(0)] i es® P(B71(©)epp(0).

p-tlirev carpim kuralindan,

Dp-1[f. g1(8) = Dp-1[f1(t).g(O)+f (B~(£)).Dp-1[g1(t)
=Dg-1[g1(t).f(t)+g(B~*(t))-Dp-1 [£1(t) (242)

(Cardoso, 2020).

Onerme 2.5.2. Asagidakiler | aralig1 iizerinde gegerlidir:
Dg-1Dgep, 5(t) =[p*(B~(1))+Dg-1p(t)] e, 5(8),
Dg-1DgEy, 5 (£) =DOP(B (1) Ep () +Dg-1p (D) Ep 6 (B(D)
Dg-1Dgsing, g(t) =-p*(B~1(1))sing gy +Dg-1p(t)cosy g (t),
Dg-1Dgcos, g (t) =-p* (B~ (t))cos, gry-Dp-10(t)sin, g (t),
Dg-1DgSiny, p(t) =-p*(B~1(1))Siny, g (£)+Dg-1p(t)Cosp p (1),
Dg-1DgCosy p(t) =-p*(B~H(t))Cosy g (£)-Dg-1p(t)Sin, g(t)
(Cardoso, 2020).

Kanit. Kanitlar agiktir. Sadece ikinci esitlik ispatlanacaktir. (2.40) ve (2.41) ile

asagidakiler elde edilir.

Dp-1DgEp, g (t)=Dp-1[P(O)Ep,p (B(1))]
=Dp-1p(VEy, 5 (B())+p(B™' (1) Dp-1Ep, 5 (B(1)) dir.

(Dpf)(B™H (1)) =(Dg-1f)(1) oldugundan

Dg-1DgEy, () =Dp-1p(OEp,(B(0)*+p(B~(1) DpEp,p (1)

=p(Op(B~1 (V) Ep p()+Dg-1p(O)Ep g (B(1))
elde edilir (Cardoso, 2021).

Lemma 2.5.3. Eger p, | aralig1 iizerinde p(t)=z sabit fonksiyon ise asagidaki dzdeslikler
saglanir.

Dg-1Dge, g(t) = z%e, 5(t), Dp-1DgE, p(t) = z°E, (1),

Dg-1Dgsin, g(t) = —2z%sin, p(t), Dg-1Dgcos, p(t) = —2%¢0s,,3(t)

Dg-1DgSin, g(t) = —z>Sin, g(t), Dpg-1DgCos, 5(t) = —z°Cos, 5(t).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Beta-Sturm-Liouville problemi ve 6zellikleri ele alinacaktir.

Lemma 3.1. b sabit bir reel parametre olsun. O zaman

[ FBNdgt = [27 F)(Dpp~)@)dgu dir (Cardoso, 2021).

Kamt. Kanit basittir; ¢linkli tanim geregince sag taraf
B(b) _
Ji, " f@Dg B~H W) dgu,

BL(B*(B(B))) — BX(B(D)))
B (B(b))) — B(B*(B(D))))

toplamina esittir. Sadelestirmeden sonra;

PNICAEON (B*(b) = (b))
k=0

oo b
Zf(ﬁ(ﬁk(b)))(ﬁk(b) — B (b)) = jf(ﬁ (t))dpt
k=0 %

olur (Cardoso, 2021).

Lemma 3.2. b sabit bir reel parametre, f, gELz (50, b), f ve g fonksiyonlarinin her ikisi
de s, noktasinda siirekli fonksiyonlar olsun. O zaman

te(sy,b] icin asagidakiler elde edilir:

()(DpHB~H)=(Dg-1£)V);

(4D f, 9)=f (0)3(B~2(B))-f (50)9 (5)+(f, ~Dy B~ Dy-19);

(iii)(—Dg B~ Dg-1, §)= (50) g G5o)-f (B (6))g (B)*(f, Dg.g) (Cardoso, 2021).

Kamit. (i)'nin kanit1 agiktir. (ii) kanitlayalim.

B-kismi integrasyon teoreminden asagidaki formiilii elde edilir.

(Dpf, 9 =[, (Dpf) () )yt

=f(b)g(b)-f(so)g (So)-fsl:f (B () (Dpg)()dgt.
u = B(t) alarak Lemma 3.1 den asagidaki elde edilir.
(Dsf,9) =f (b)g(b)-f(s0)g(s0)- 2" F w)(DpB~ )W) Dpg) (B )z,
(1) kullanilarak
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(Dgf,9) = T(b)g(B)-H(s0)g (s)-J." £ () DB~ (u)Dp—+g (W) dgue (3.1)

elde edilir. Lemma 2.3.5 (iv) den
J2P £ () DB~ (WD g()dgu=J, f(w) DB~ (U)Dp—g(W)dpu

b _ —_—
+[F P £ w) Dy~ (U)Dp-1 g Wy dgu
elde edilir.

Sonug 2.3.7 den

fsf(b) f(w) DgB~(u) mdﬁu:f; f W) DgB~(u)Dp-1g(W)dgu

+(B(b) — b)f (b) DB~ (b)Dp-19(b)
bulunur (A. E. Hamza vd., 2015).
(2.3.2) esitligi yardimuyla,
(Dpf,9) =f (1)g(B) — f(50)g(50)-f, f () DB~ (W)Dg1g () dpu
—(B(b) — b)f (b) D~ (b)Dp-19(b)
elde edilir.
f(B)g(b) = £ (50)9(s0) = (B(b) = b)f (b) (DpB~)(b)(Dp-19) (b)=f (b)g(B~* (b))~
f(50)9(s0)
oldugundan
(Dgf,9) =f(b)g(B(b)) — f (s0)g(s0)~(f, Dg B~ Dg-19)
elde edilir. (ii) kanitlanir. Son olarak, (iii), (ii) nin bir sonucudur (A.E. Hamza vd., 2015).

Sonug¢ 3.3. a<s, <b ve f, gGL%, (a, b) fonksiyonlarinin her ikisi de s, noktasinda siirekli

fonksiyonlar olsun. O zaman

(Dgf,9)=f (B)g (B~ (D))-f (@)g(B~*(a)){f, —Dp B~ Dg-1g) dir.

Simdi Lf; (89, b) uzay1 iizerinde sy<t<b<owo, AEC olmak iizere

Lpy(t) :=—Dg B~ Dg-1Dgy(t) + r()y(t) = Ay (t) (3.2)

denklemi ve
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{aly(so) + ayDg-1y(so) =0 (3.3)

smir kosullar1 ile verilen Beta-Sturm-Liouville problemini (B-SLP) ele alalim. Burada
r(t) fonksiyonunun [s,, b] aralig1 tizerinde reel degerli siirekli bir fonksiyon ve

|ay|+|az [#0#|by |+[b,|

oldugu varsayilir.

Simdi B-Lagrange 6zdesligini ispatlayalim (Cardoso, 2021).

Teorem 3.4. Eger y, zeLﬁ, (50, b) ise 0 zaman

121y () 2(D-y(2) Bpz(t)] dpu = [y,Z1(b) — [1,Z]( 50) (34)
dir. Burada
[y, z](t) = y(¢t) Dg-1z(t) — z(t) Dg-1y(t) (3.5)

ile tantmlanir (Cardoso, 2021).

Kamt. y, z € L3(s,, b) olsun. Lemma 3.2 (iii) de
f(t) = Dgy(t) ve g(t) = z(t) yazarsak

(—Dg B~1Dg-1Dgy, z)=—Dgy (B~1(b)) z(b)+Dgy(so) z(s0)+(Dpy, Dp z)
elde edilir.

Lemma 3.2 (1) ile asagidaki elde edilir.

(=Dp B~ Dg-1Dgy, 2)==Dg-1y(b) z(b)+Dg-1y(o) 2(50)+(Dyy, D 2) (3.6)

Ote yandan, Lemma 3.2 (ii)’de, f(t) = y(t) ve g(t)=Dpz(t) yazarak asagidaki elde
edilir.
(Dgy, Dg z) = y(b)Dpz(B~*(b))-y(s0) Dpz(s0)+(y, —Dg f~'Dg-1Dpz),

Lemma 3.2 (i) ile
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(Dﬁy’ Dg Z)ZY(b)Dﬁ-lz(b)'Y(So) Dﬁ—lz(so)"'(}” —Dg B_lDﬁ_l DﬁZ> (3.7)

bulunur. (3.6) ile (3.7) kullanilarak
(—Dg B~1Dg-1Dgy, z)=y(b)(Dp-12)(b)~(Dg-1y) (b) z(b)-

Y(50)(Dg-12)(50)+(Dg-1¥)( S0) 2(50)+(y, —Dg B~ Dg-1Dpz)

elde edilir. Bu sonug
(—Dp B~*Dyg-1Dpy, z) = [v,2](b)- [y, Z](S0)+(y, —Dp B~*Dp-1Dpz) (38)

ifadesine denktir.

(3.8) ve r(t) fonksiyonunun gergel olusu kullanarak asagidakiler elde edilir:
(£5y,z) =(Dg B~ Dp-1Dgy(t) + r(®)y(t), z(t))
=(Dp B~ Dg-1Dgy (), z())Hr(O)y(¢), (L))
=[y,2]1(b) — [, 2] (s50)+(y, —Dg B~ Dg-1Dpz()}+(y (1), 7 (t)z (1))
= [y,Z](b) — [, 2](S0)*(y, —Dp B~ Dg-1Dpz(t) + r(t)z(t))
=1y, z](b) — [y, 2] (s0)*{y, £p2)
(Cardoso, 2021).

Sonug 3.5. (3.2)-(3.3) ile tanimlanan Beta-Sturm-Liouville operatorii Lfg (so,b) uzayinda

bigimsel kendine es operatordiir (Cardoso,2021).

Kamit. y ve z (3.3) smir kosullarini saglasin.
(i) Eger a, #0 ise (3.5) ile,

[y, Z1(50) = ¥(50)(— 5+ 2(50)) +> ¥(50)z(50) =0

elde edilir.

(ii) Eger a,=0 ise, |a,|+|a;|#0 oldugundan, a,#0 olmalidir ki

(3.3) den y(sy)=0 oldugu goriiliir. Benzer sekilde z(sy) =0 elde edilir.
Boylece [y, z](s)=0 olur.

Yukaridaki gibi [y, z](b) =0 dir. Boylece

(tpy, z)=(y, {pz)

elde edilir (Cardoso, 2021).
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Teorem 3.6. (3.2)-(3.3) ile tanimlanan Beta-Sturm-Liouville problemi tim 6zdegerleri
gercektir. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir (Cardoso, 2021).

Kanit. ilk dnce dzfonksiyonlarmn gercek oldugunu gosterelim.

Ao bir 6zdeger ve y,(t) karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun.

Lpy0(D)=20Y0 (1), £5y0(D=A0¥0(t)
oldugundan Sonug 3.5 yardimiyla

13 €600 Yo dgt = yo(0) €pyo(®) gt

elde edilir. Buradan,

b - b
2o Iy 190012 dgt=2s [}, | yo(O)Pdgt

Ve,
=\ rb
(Ao = 20)J, 1 ¥0(D?dpt=0

bulunur. y,(t) bir 6zfonksiyon oldugundan A,=A, olur.

¢, Ve ¢, fonksiyonlar sirasiyla A; # A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar
olsunlar.

Sonug 3.5'ten ve 6zdegerlerin reel olusundan
b — b ——
A fso $1(0@2 (D) dpt=4, fso 12 (D) dpt
elde edilir. A; # 1, oldugundan, ortogonallik elde edilir (Cardoso, 2021).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde Beta-Sturm-Liouville denklemi tarafindan iiretilen Beta-Sturm-
Liouville operatorii ele alinacaktir. Sinir kosullar1 kullanilarak bu operator i¢in sinir deger
uzay1 insa edilecektir. Bu kavram yardimiyla Beta-Sturm-Liouville operatorii igin tiim
maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilecektir.

r(-) fonksiyonu [sy, b] aralig1 tizerinde reel-degerli siirekli bir fonksiyon olmak

uzere
ly:= —Dg B~ Dg-1Dgy(t) + r(t)y(t) 4.1)

Beta-Sturm-Liouville denklemini gbz oniine alalim. Beta-Sturm-Liouville denkleminden
operatore gecis yapmak igin Lf; [a, b] Hilbert uzaymi dikkate alalim.

Simdi bu denkleme karsilik gelen maksimal ve minimal operatdrlerin tanimlayalim.

y ve Dgy fonksiyonlari (sy, b) lizerinde tamimli,
Dinax =Y € Lj[so, b]: siirekli ve
[(y) € Lg[so, b]

Dinin ={¥ € Diax:¥(s0) = Dg-1y(so) = y(b) = Dg-1y(b) = 0}.

Dinax kiimesi lizerinde

Linaxy = ly

ile L, maksimal operatoriinii tanimlayalim. L,,,, operatoriinii D,,;, kiimesine
kisitlarsak L,y,;;, minimal operator elde edilir. Lin" = Limax V€ Lmin kapali simetrik
operatoriidiir (Naimark,1968).

Simdi genisleme yaparken kullanilacak olan temel tanim ve teoremleri verelim.

Tamm 4.1. K Hilbert uzay, I'y, I';: Do+ — K lineer doniisiimler olsun.

f,9 € Da- igin

Af,9) = (f,A) = (T1f, I2@ =T 2f , T19)k;
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keyfi F1,F, € K i¢in I'yf = F4,I',f = F, olacak sekilde bir f € Da- vektoriivardir;
sartlarint saglayan (K,I'1,I";) Ugliisine A operatoriiniin sinir deger uzayi denir
(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 4.2. n < oo olmak iizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator icin

dimK = n olmak iizere (K, I'1, ') sinir deger uzay1 vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,

1991).

Teorem 4.3. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin

(K=DIif+i(K+Drz=0 (4.2)

(K—Drf—i(K+Dr2=o0 (4.3)

kosulunu saglayan f € Dy+vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatdriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatoriiniin (4.2) ve (4.3)
kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay: tizerinde A operatdriiniin
maksimal simetrik genislemesi (4.2), (4.3) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K iiniter operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son

durumda (4.2), (4.3) kosullari, C, H iizerinde kendine es operator olmak iizere

(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

sirastyla

K(I1f —ilof) =T1f +ilLf, I1f — i, € Dy (4.5)
kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

IKFI < NIfl
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saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik
operator olmak {izere (4.4), (4.5) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Simdi

I}, Iyt Dy = C2,

_ (—y(so) _ DB—lJ’(so)
=38 (e ()

dontistimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.4. (4.6) ile tanimlanan (C?, Ty, T,) iigliisii Ly, operatdriiniin bir sinir

deger uzayidir.

Kanit. Vy,z € D4, i¢in
Iy — 2)z — (y — [12) 2

_ (<—y(so)> <DB-1Z(50)>> _<<Dﬁ-13’(50)> <_Z(50)>>
y(b) )'\Dg-1z(b) )] , \\Dp-1y(0) '\ z(0) )],
= (=G0 (Dp-12(0)) + 70 (0y2200)))
— (=¥ (s0) (#(50)) + D1y (D) Z(Y))
= Dg-1y(s0) (2(s9)) — }’(So)m

+y(b) (Dg-12(b)) = Dp-1y(b)(z(b))

= [y, z](b) — [y, z](so)
Teorem 3.4 den

(Fly - FZZ)(CZ - (Fzy - Flz)(CZ = (LmaxY, 2) — (V) Lmax2)

elde edilir. Boylece sinir degeri uzayinin taniminin ilk kosulunu kanitladik.
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Simdi sinir deger uzayinin taniminin ikinci kosulunu ispatlayacagiz.
u v

u=(y)r=()ee
Uy (Z

y(t) = a1 (Ouy + az (v +az(Du; + a, (v, € Lzﬁ[so,b],

vektor degerli fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde tanimlayalim:

a,(sp) =1 Dg-1a,(sp) =0 a,;(b) =1 Dg-1a:(b) =0

a,(sy) =1 Dg-1a;5(s9) =0 a,(b) =1 Dg-1a,(b) =0
asz;(sg) =1 Dg-1a3(sp) =0 as;(b) =1 Dg-1a3(b) =0
a,(sg) =1 Dg-1a4(se) = 0 a,(b) =1 Dg-1a4(b) =0

Bu fonksiyon D, kiimesine aittir ve [y = u, [,y = v oldugu agiktir.

Simdi Teorem 4.3 kullanarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.5. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii olmak iizere L,y;, operatdriiniin

(K-Dhhy+i(K+DLLy=0 (4.7)
ve
(K-DIy—i(K+DlLy=0 (4.8)

kosullarini saglayan y € D,y,,, fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirasiyla Ly,
operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine L, operatoriniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif
geniglemeleri (4.7) ve (4.8) kosullar1 yardimiyla verilir. K biiziilme operatorii genisleme
ile tek tiirlii belirlenir.

Eger (4.7) ve (4.8) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L,,;, operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesini, eger iiniter olursa L,,;, operatoriiniin kendine es

genislemesini verir. L,y,;,, operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu
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KTy + ily) = (Ihy — ilLy, Ty + ilLy) € D(K)

KTy —ilLy) = (Ihy + ilLy, [y — ilLy) € D(K)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € D(K) igin,

IIKf|l < ||f]l| kosulunu saglayan lineer operatordiir.
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5 SONUC

Bu tez calismasinda, r(+) fonksiyonu [sg, b] araligi iizerinde reel-degerli siirekli bir

fonksiyon olmak tizere
ly:= —Dg B~'Dg-1Dgy(t) + r(t)y(t) (5.1)

Beta-Sturm-Liouville denklemi ele alindi. Bu denklemlere karsilik gelen minimal ve
maximal operator olusturuldu. Bu operatore karsilik gelen sinir deger uzayi insa edildi.
Sinir deger uzay1 yardimiyla simetrik operatdriin maksimal disipatif, akretif ve kendine
es genislemeler sinir kosullari cinsinden ifade edildi.

Bu c¢alisma singiiler Beta-Sturm-Liouville denklemlerinin Weyl limit-nokta/Weyl limit-
¢ember durumu igin yani indis defektin (1,1) ve (2,2) oldugu durumlarda yapilarak Beta-

Sturm-Liouville teorisi genisletilebilir.
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