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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BEZIER EGRILERI iLE iLGIiLi PYTHON UYGULAMALARI

Rumeysa AKALIN

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Do¢. Dr. Mehmet GUMUS
ikinci Tez Damismam: Dr. Ogr. Uyesi Seda KARATEKE
Ocak 2024, 91 sayfa

Bilgisayar Destekli Tasarimin (BDT) gelismesiyle teorik bilginin bilgisayar teknolojisi ile
gorsellestirilmesinin  6nemi giderek artmakta ve popiilerligini korumaktadir. Egriler ve
ylzeylerin bilgisayar sistemlerinde ¢izdirilebilmesinde en 6nemli Onciillerinden biri Bézier
egrileridir. Bu tezin amaci, Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim (BDGT)’da siklikla
kullanilan Bézier egrilerini teorik olarak arastirmak; acgik kaynak ve 6grenmesi daha kolay ve
esnek olan ve bu sebeplerden yapay zeka alaninda en ¢ok tercih edilen dillerden biri olan Python
3.10 bilgisayar programlama dilinde Bézier egrilerinin uygulamalarini sunmaktir. Yapilan
uygulamalardan bazilar1 yapay zekdnin alt dali olarak bilinen Makine Ogrenmesi (MO)
uygulamalar1 egri uydurma (curve fitting) yontemi ile ilgili olacaktir. Tez bes bolimden
olusmaktadir: Birinci boliimde; makine 6grenmesi (MO) ve Bézier egrileri hakkinda
okuyucuyu motive edici bilgiler verilmistir. ikinci bdliimde; tezin geriye kalan kisminda
kullanilacak olan Oklid uzayi, Minkowski uzay1 ve Bézier egrileri ile ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ayrica temel Bézier egrilerinin ve bazi drneklerinin grafiklerinin

Python 3.10 bilgisayar programlama dilinde grafikleri ¢izdirilerek kullanilan kodlar tez
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OZET (devam ediyor)

sonunda ek olarak sunulmustur. Ugiincii ve ddrdiincii boliimlerde ise ii¢ boyutlu Minkowski
uzayinda Bézier egrilerinin Serret-Frenet catilartyla ilgili ispatlara ve bunlarla ilgili 6rneklere
yer verilmistir. Besinci boliimde ise dort adet farkli kontrol noktasina sahip Bézier egrilerinin
kontrol noktalar1 degistirilerek elde edilen ve verilen parametre araligindaki artis miktari
degistirilerek olusan goriintiilerdeki farkliliklar Python 3.10 (64 bit) bilgisayar programlama

dilinde ¢izdirilerek incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yapay Zekd (YZ), Bézier egrileri, Bernstein temel fonksiyonu,

Minkowski uzay1, Serret-Frenet ¢atisi, egri uydurma, python 3.10 uygulamalart.

Bilim Kodu: 403.06.00
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ABSTRACT
M. Sc. Thesis
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Department of Mathematics
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January 2024, 91 page

With the development of Computer Aided Design (CAD), the importance of visualizing
theoretical knowledge with computer technology is increasing and it maintains its popularity.
One of the most important pioneer tools to draw curves and surfaces on computer systems is
Bézier curves. The aim of this thesis is to theoretically investigate Bézier curves, which are
frequently used in Computer Aided Geometric Design (CAGD), and to implement Bézier
curves in the computer programming language Python 3.10, which is one of the most preferred
languages in the field of Artificial Intelligence (Al) thanks to flexibility of its codes and, also
being open source. Some of the presented applications are related to the curve fitting method
of Machine Learning (ML) applications, known as the sub-branch of Artificial Intelligence
(AI). The thesis consists of five chapters: In the first part of the thesis, motivating information
is given to the reader about Machine Learning (ML) and Bézier curves. In the second chapter,
basic definitions and theorems about Euclidean space, Minkowski space and Bézier curves,

which will be used in the rest of the thesis, are given. In addition, the graphs of basic Bézier



ABSTRACT (continued)

curves and some of their examples are plotted employing computer programming language
Python 3.10 and their codes are given as an appendix at the end of the thesis. In the third and
fourth chapters, proofs of Serret-Frenet frameworks of Bézier curves in three-dimensional
Minkowski space and examples are presented. In the fifth chapter, the image obtained by
changing the control points of Bézier curves with four different control points and the
differences in the images obtained by changing the amount of increase in the given parameter

range are examined drawing them in the computer programming language Python 3.10 (64 bit).

Keywords: Artificial Intelligence (Al), Bézier curves, Bernstein basis function, Minkowski

space, Serret-Frenet frame, curve fitting, python 3.10 applications.

Science Code: 403.06.00
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BOLUM 1

GIRIS

21. yiizyila yaklasirken internet kullaniminin artis1 ve teknolojinin gelismesiyle birlikte “biligim
¢ag1” denilen bir zaman dilimine gecilmistir. Zamanla insanlarin ihtiyaglaria gore sekillenen
bu teknolojik gelismeler, insanlardan edinilen her tiirlii bilgi ile onlarin giinliik yasamini
kolaylastirmak i¢in yapay zeka sistemleri olugturulmaya baglanmistir. Yapay zeka sistemlerinin
olusturulabilmesi i¢in verilere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu verilerin en 6nemli kaynagi da
insanlardir. Yapay zeka kavrami miihendislik, tip, biyoloji, psikoloji, sosyoloji, hukuk, egitim-
Ogretim, ticaret, animasyon gibi farkli alanlarda kullanilabilir. Kullanim alanlarina gére yapay
zeka bazen felsefi bazen de teknik olarak ifade edilebilir. Teknik olarak yapay zekanin en
¢Ozme, yorumlama gibi faaliyetlerin bir makine tarafindan gerceklestirilebilmesi olarak kabul
edilmektedir. Bircok farkli alanda kullanilabilmesi ve 1950’1 yillardan sonra internet
kullaniminin artig gostermesiyle birlikte hayatimiza hizla giris yapan makine Ogrenmesi
kavrami her gegen giin daha da geliserek giincelligini ve popiilaritesini korumaktadir. Gegmiste
makinelere dgretilen algoritmalar sayesinde “Makinelerin bilgiyi isleyebilir, hesaplayabilir ve
sonuglandirabilir yapilarda oldugundan ve ayn1 zamanda tiim bunlar yiiksek hizda yaptigindan
makinelerin diisiinebilecegini belirten” ifadelerde bulunulmus ve tiim bunlardan dolay1 bu

biiylik makinelerin “Beyne benzer karmasik yapilardan olustuklarindan” bahsedilmistir [1-5].

Makine 6grenmesi, insanlarin hayatini kolaylastirmak i¢in ¢esitli algoritma, modelleme ve
teknikleri bilgisayar sitemlerine isleyerek makinelerin insanlar gibi 6grenme, yorumlama ve
sonuglandirma yeteneklerinin olmasi i¢in kullanilan, yapay zekanin alt dali olan bilimsel
calisma alanidir. Bu c¢aligma alan1 baslangigcta imkansiz gibi diisiiniilse de yapay zeka,
matematik ve istatistik alanlarinin kesismesi ile miimkiin hale gelmistir. Ornegin, iiretim
alaninda (tedarikten lojistige kadar bir¢ok farkli alanda), saglik alaninda (kanser timori
algilamadan, goz hastaliklar tespitine kadar her tiirlii hastalikta), finansal hizmetlerde (borsa
hareketleri, dolandiricilik siiphesi tagiyan kisilerin tespiti vs.), medya ve eglence sektoriinde, e-

ticarette ve hukuk gibi birgok farkli alanda uygulama alan1 vardir [1-15].



Toplumsal/insani ihtiyaglar1 karsilayan ve yapay zeka literatiiriinii 5nemli 61¢iide zenginlestiren
secilmis bazi1 calismalar agagidaki gibi 6zetlenmistir. “Diagnosis of Diseases through Eye
Images using Artificial Intelligence,” adl1 calismada g6z goriintiileri yoluyla hastaliklarin tespiti
ve teshisinde yeni yapay zekad algoritmalar1 gelistirmis ve test etmistir. Ayrica goz
hastaliklarinin teshisinde de yapay zeka kullanimi onerilmektedir [16]. “Ortodonti Klinigine
Basvuran Hastalarin Okluzal (alt ve iist digler temas halindeyken disler arasindaki iligki)
Fotograflarindan Yapay Zeka Kullanilarak Caprasiklik Siddetinin Belirlenmesi,” adli uzmanlik
calismasinda yapay zekanin dis hekimligi dalinda kullanim alanini genisletmek, gelistirilen
yapay zekda modeli ile dogru teshis ve tedavi siirecine katkida bulunmak ve bu siirecin
hizlanmasi1 konusunda ilerleme kaydedilmesi amaclanmistir [17, 18]. “Tarihi Yapilarda Yapay
Zeka Destekli Hasar Tespiti Icin Bir Model Onerisi,” adli ¢alismada tarihi yapilardaki
bozulmalarin oldukga biiyiik kaynak ve zaman gerektiren geleneksel yontemler ile olusturulan
bozulma haritalar1 yerine yapay zeka destekli gelistirilen hasar tespit modeli ile daha hizli ve
dogru tespitin yapilabildigi goriilmiistiir [19]. “Insan Kaynaklar1 Yénetiminde Yapay Zeka ve
Tiirkiye Uygulamasi,” adli ¢aligma sayesinde insan kaynaklari siirecinde ise alim siirecinde
aday bulma ve se¢me icin ayrilan silire¢ biiyliik oranda azalmistir. Ayrica, performans
degerlendirme siirecinde de daha objektif ve yeterli performansi sergileyemeyen calisanlara
performanslarini iyilestirmeleri i¢in se¢enekler onerilmektedir [20]. “Novel Models for Credit
Card Fraud Detection,” adl1 ¢calismada kredi kart1 sahtekarliklarinin tespiti i¢in ¢esitli yapay
zeka algoritmalar1 Onerilmistir [21]. “Avukatlik Mesleginde Yapay Zeka Kullanimi,” adli
caligmada giin gectikge artan teknolojiyle beraber meslege dahil olan robot avukatlarin

meslekteki yerine, faydasina ve zararlarina deginilmistir [22].

Bahsi gegen ¢alismalar yapay zekanin ¢ok farkli alanlarda kullanildigini ve ne kadar 6nemli bir

calisma sahas1 oldugunu gostermektedir.

Bu alanlarin bazi 6rneklerinde teorik bilgiyi bilgisayar sistemlerine dgretebilmek i¢in bazi
temel parametrik egrilere ve yiizeylere ihtiya¢c duyulmaktadir. Egriler ve ylizeyler, bilgisayar
destekli geometrik tasarimin temelini olusturmaktadir. Bu yiizden makine dgrenmesinden
bahsedilince ilk akla gelen kavramlardan biri egrilerdir. Egriler sanat, endiistri, mimari ve
otomotiv gibi birgok alanda kullanim alan1 bulmustur. Ozellikle temel bir drnek vermek
gerekirse elektronik ortamlarda kullanilan ¢esitli yazi tiplerinin olugsmasinda egriler kullanilir.
Olgekleme yapilarak farkli boyutlarda, dteleme, doniistirme ve derinlestirme gibi farkli
uygulamalar yapilarak 6zel yaz tipleri elde edilebilir. Bilgisayar grafiklerinin temelinde egriler

oldugundan dolayli olarak bu uygulamalarin birgogunun temeli matematik ile atilmistir. Bunlar



arasinda Bilgisayar Destekli Tasarim (BDT), geometrik modelleme, robotik, photoshop, sinema
efektleri gibi ¢ok cesitli uygulama alani vardir [23-30]. Bu tezde, egrilerin ve ylizeylerin
bilgisayar sistemlerinde ¢izdirilebilmesinde yaygin olarak kullanilan Bézier egrileri ve bazi
ilging Python 3.10 (64 bit) uygulamalari ¢alisilmistir. Bézier egrileri baglangi¢ ve bitis noktalari
olan, sonlu sayida kontrol noktalarindan olusur. Dolayisiyla bu kontrol noktalar1 ve
parametrenin deger araligi degistirilerek ¢esitli goriintiilere ulasilabilir. Boylece Bézier
egrilerinin tiptan mimariye, mimariden otomotiv sanayisine, otomotiv sanayisinden ¢esitli

miihendislik alanlarina kadar bir¢ok kullanim alani vardir [23-57].

Bu kullanim alanlari ile ilgili baz1 calismalar asagidaki gibi 6zetlenmistir ve bu ¢alismalardan

bazilar1 yapay zeka alanini da kapsamaktadir.

“Kisitlara Bagli Matematiksel Modelleme ile Insansiz Hava Araci i¢gin Yumusatilmis Rota
Planlamas1” adli calismada kisitlara bagli matematiksel modelleme ile Insansiz Hava Araclar
(IHA) igin yumusatilmis rota planlama problemi ele alinmistir. Yumusatma ydntemleri olarak
Bézier Egrileri, B-Spline Egrileri ve Dubins Yolu kullanimi iki 6rnek problem iizerinde
incelenmis ve elde edilen sonuglar karsilastirilmistir [ 15]. “Kiibik Bézier Egrileri ile Yiiz Ifadesi
Tanima” adli calismada giilen, saskin, korkmus, kizgin, igrenmis ve dogal olmak iizere yedi
farkli yiiz ifadesi tespitinde kiibik Bézier egrileri kullanilarak resimlerden yiiz ifadesi tanima
islemi gerceklestirilmistir. Resimlerdeki yiiz gorsellerinden duygusal ifadelerin taninabilmesi
i¢in egri uydurma yontemine bagl olarak yeni bir algoritma gelistirilmistir [58]. "R3’ deki
Yiizey Egrilerinin Bézier Egrileri ve Matlab Uygulamalar1” adli calismada ylizey iizerinde bir
egri ve bu egrinin ikiden fazla noktas: alinarak buna ait Bézier egrisi hesaplanmistir. R®’ deki
yiizey egrilerinin Bézier egrileri incelenip MATLAB uygulamalar1 yapilmistir [59]. “Oklid
Diizleminde ve Oklid Uzayinda Bézier Egrileri” adli ¢aligmada ise bilgisayar bilimleri ve
uygulamali matematikte kullanilan temel bir algoritma yardimiyla iki boyutlu ve {i¢ boyutlu
Oklid diizleminde ve Oklid uzayinda Bézier egrilerinin rolii incelenmistir [60]. “On the Cubic
Bézier Curves in E3" adl ¢alismada E*’ te kiibik Bézier egrileri matris formunda kontrol
noktalarina bagh olarak incelenmistir [61]. “Otonom Araglarda Hareket Planlamas1™ baglikli
calismada otonom araclarda mevcut yol ve trafik durumunda calisma dongiistindeki hareket
planlama sathasi {lizerine yapilan ¢aligmalar ve teknikler incelenmis, kiyaslanmis ve gelecege
dair bilgiler verilmistir [62]. “Interactive 3D Visualization of Bézier Curves using Java Open
Graphics Library (JOGL)” de 3D Bézier egrilerinin etkilesimli gorsellestirilmesi ve islenmesi
icin ve kiibik Bézier egrileri araciligiyla grafik tasarimda harf olusturma siirecinin gorsel

gdsterimi i¢in Java uygulamalar1 ve JOGL gibi en giincel gorsellestirme teknikleri kullanilarak



yeni bir program araci sunulmustur [63]. “A Path Generation For Automed Vehicle Based On
Bézier Curve And Via-Points” isimli makalede Bézier egrisine dayali olarak otomatik araclarda
navigasyon sistemi kullaniminda diizgiin yolun tiiretilmesi i¢in bir yol olusturma ydntemi

sunulmaktadir [64].

Bahsi gecen caligmalar Bézier egrilerinin ¢ok farkli alanlarda kullanildigin1 ve bilgisayar
destekli tasarimda ve bununla birlikte yapay zeka alaninda ne kadar 6nemli bir ¢alisma konusu

oldugunu gostermektedir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir: Tezin birinci boliimiinde; yapay zeka, makine 6grenmesi
ve Bézier egrileri hakkinda kisaca bilgiler ve literatiirde bulunan alanlardan cesitli 6rnekler
verilmistir. Ikinci boliim; tezin kalan kisminda kullamlacak Oklid uzay1, Minkowski uzay1 ve
Bézier egrileri ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica temel Bézier
egrilerinin ve bazi 6rneklerinin Python 3.10 (64 bit) programlama dilinde grafikleri ¢izdirilerek
kodlar1 ek olarak tezin sonunda verilmistir. Ugiincii ve dérdiincii boliimde ise ii¢ boyutlu
Minkowski uzayinda Bézier egrilerinin Serret-Frenet catilariyla ilgili ispatlar yapilip bunlarla
ilgili 6rneklere yer verilmistir. Besinci boliimde ise dort farkli kontrol noktasina sahip Bezier
egrilerinin kontrol noktalar1 degistirilerek elde edilen goriintli ve verilen parametre araligindaki
artis miktar1 degistirilerek olusan goriintiideki farkliliklar Python 3.10 (64 bit) programlama

dilinde ¢izdirilerek incelenmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde Oklid uzayn; ikinci alt boliimde
Bézier egrileri ve son alt boliimde de Minkowski uzay1 hakkinda tez boyunca kullanilacak olan

temel kavramlara yer verilmistir.

2.1 OKLIiD UZAYINDA EGRILER

Bu alt boliimde, tezde gerekli olan bazi 6nemli tanimlara yer verilmistir.

Tanim 2.1 I c R bir agik aralik olacak sekilde (I, @) koordinat komsulugu verilsin.

a:] —> R"

icin u € I tanimli olmak tizere a(u) = (a;(w), ay(w),...,a,(u)) seklinde tamimli olan
a(u)’ya R™’de bir egri denir. Burada I aralifina a egrisinin parametre araligl, u € [ ya «

egrisinin parametresi denir [66, 67].

Tamim 2.2 R™ de ve (I, @) koordinat komsulugunda bir M egrisi verilsin.

a:l - R"

olmak tizere u €1 i¢in a(u) = (a;(u), ay(w), ..., a,(w)) ifadesinin tirevi olan a'(u) =
(a;(w), az(u), ..., a,(w)) ile tamiml olan a'(u) vektoriine M egrisinin hiz vektorii denir [66,

67].

Tanmm 2.3 R" de (I, @) koordinat komsulugunda bir M egrisi verilsin. |a'|: I - R fonksiyonu

tanimlansin. u € I i¢in

la'|(w) = |a’ (W]



esitligi saglaniyorsa bu fonksiyona (/, @) koordinat komsuluguna gére M egrisinin skaler hiz

fonksiyonu, |a’(u)| € R ifadesine de skaler hiz denir [66, 67].

Tamim 2.4 R" de (I, @) koordinat komsulugunda bir M egrisi verilsin. u € I igin,

la' W =1 @.1)

oluyorsa (I, ) koordinat komsulugunda M egrisine birim hizli egri denir [66, 67].

Tamm 2.5 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir. Yani,

a:l - R"

olmak tizere her u € I i¢in a'(u) # 0 ise a egrisi regiiler egridir [66, 67].

Tanim 2.6 A bir afin reel uzay olsun. Afin reel uzaylarin birlesmesiyle tanimlanan vektor uzayi

da V olsun. V uzayinda i¢ carpim

(,VxV->R

(X,_’y) - <x'y) = anlxiyi {X = (xltxZJ ""xn)ty = (yliyZ' 'yn)} (22)

seklinde tamimlanirsa A afin uzayma n boyutlu Oklid uzay: denir. Bu n boyutlu Oklid uzay:

E™ ile gosterilir [66, 67].

Sonug 2.1 Iki boyutlu ve ii¢ boyutlu Oklid uzaylar1 sirasiyla E? ve E3ile gosterilir. Ayni

zamanda sirastyla E? ve [E3°de i¢ carpimlar

(x,y) = {(x1,%2), 1, ¥2)) = x1Y1 + X2 (2.3)

(x,y) = ((x1, %2, %3), (Y1, Y2, ¥3)) = X1¥1 + X272 + X3Y3 (2.4)

olarak tanimlanir.



Tamim 2.7 p ve q, E?’de sifirdan farkl iki vektor olsun.

_ {pa) . _ (v.Jq)
= Tomian V€ SO = (23)

seklinde tanimlanir. Burada 6; p ve q arasinda 0 < 8 < 2m olacak sekilde benzersiz bir

yonelim agisidir [68].

Tamm 2.8 R? de bir egri a(t) = (a,(t), ay(t)) seklinde verilsin. ¢t yay parametresi olarak

tanimanacak olursa bu egrinin Frenet ¢atisi

T = (a;1(0), az(t)) (2.6)
N = (—a3(0), a1 () (2.7)
ile tanimlanir [66, 68].

Tanmm 2.9 r(t) parametrik diizlemsel egri olsun. Boylece r(t) egrisinin egriligi

_ r''(@®).Jr" )
lr" N3

(2.8)

olarak tanimlanir [69].

Tamm 2.10 « : [ > E3 birim olmayan bir hiz egrisi olsun. a’nin Serret-Frenet gercevesi

{T, N, B}, egriligi k ve burulmasi t;

_a®

T = lla’ ®)l] (2.9)

N(t) =B(t) XT (t) (2.10)
_ad@®xa’ (@)

B(®) = la’ (O)xa (Bl (2.11)
_ lla’®xa" @l

k() = aor 2.12)



det (a'(t),a" (t),a"" (t))
lle! ®)xa’’ ()2

(t) =

(2.13)

denklemleri ile tanimlanir [69].

2.2. BEZIER EGRILERI iLE iLGILIi KAVRAMLAR

Bu boéliimde, oncelikle Bézier egrileri hakkinda genel bilgilere daha sonra da Bézier egrileri ve

Bernstein polinomlart ile ilgili tezde kullanilacak temel kavramlara yer verilmistir.

Bézier egrileri 1950-1960 yillar1 arasinda Renault araba firmasinda miihendis olarak ¢alisan
Fransiz matematik¢i Pierre Bézier tarafinda kesfedilmistir ve onun adiyla anilmaya
baslanmigtir. Fakat Pierre Bézier kesfetmeden once bu egrilerin temeli 1912 yilinda kesfedilen
Bernstein polinomlarina kadar uzanmaktadir. Bundan yaklasik 50 yil sonra Citroén araba
firmasinda ¢aligmakta olan Paul de Casteljau tarafindan “De Casteljau” adinda Bézier egrileri
ile ayn1 sonuca ulasan bir algoritma gelistirilmistir. Fakat bu algoritmanin patentini almis olsa
bile hic¢bir yerde yayinlatamamistir. Daha sonra yaklagik ayni yillarda birbirlerinden habersiz
sekilde P. Bézier’de bu egrilerle ilgili calismalarin1 yapmistir. Otomotiv firmasinda ¢alisan
Pierre Bézier, otomotiv govdelerinin tasarlanmasi ile ilgili ¢alisirken bu konuyu bilgisayar
grafiklerine tasimak amaciyla, 1912 yilinda yaklagimlar teorisi lizerine yaptig1 aragtirmada Rus
Matematik¢i Sergei Natanovich Bernstein tarafindan gelistirilen ve kendi adiyla anilan
Bernstein polinomlarini kullanarak bu egriler yardimiyla yeni bir geometrik modelleme elde
etmistir. BOylece Bernstein polinomu yardimiyla egri ve yiizeylerin Bernstein formunda
ifadesiyle tamamen gelisen bu yeni teori Pierre Bézier’in adiyla anilmaya baglanmistir. Daha
sonra bilgisayar grafiklerinde siklikla tercih edilmistir. Baglangi¢ ve bitis noktalarina sahip olan
n. dereceden Bézier egrilerinin n + 1 tane kontrol noktas1 vardir. Baglangi¢ ve bitis noktalarinin
arasinda da sonlu sayida kontrol noktas1 olmalidir. Kontrol noktalarinin sirasiyla birlesmesiyle
olusan goriintiiye kontrol ¢okgeni denir. Bézier egrilerinin kontrol noktalar1 ¢okgeninin
baslangi¢ ve bitis (u¢ noktalarindan) noktalarindan gegmek zorundadir. Fakat diger noktalar
egri iizerinde bulunmak zorunda degildir. Bu sebeple Bézier egrileri kontrol noktalari
cokgenine sadece u¢ noktalarda baglidir. Bu kontrol noktalar1 istenen egriye gore degistirilerek
istenen sekle ulasilabilir. Boylece Bézier egrilerinin kontrol noktalarina bagli ve derecesiyle
kontrol noktalar1 arasinda dogrudan bir iligki oldugu anlasilir. Bu nedenle Bézier egrilerinin
sekli aslinda kontrol noktalarinin dolayisiyla kontrol cokgeninin degisimiyle dogrudan ilgilidir.

Bilgisayar Destekli Tasarim (BDT) programlar1 ve bilgisayar grafikleri ¢izimlerinde kontrol



noktalar1 degistirilerek uygun egri modelleri ¢ikarilabilir. Bu da Bézier egrilerinin birgok alanda

kullanilmasini saglamaktadir [23-27, 31-64, 70-72]
Simdi Bézier egrileri ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tanmim 2.11 44, A, ..., A (k = 3) diizlemdeki sirali noktalar olsun. Bu noktalar ardisik olarak
birbirine ve sonuncusunu da birincisine dogru pargalariyla baglayarak elde edilen geometrik

sekle diizlemde bir k-kenarli poligon denir [65, 66].
Tanmm 2.12 x,y € Rven € N igin (x + y)™ binom ag¢ilimu,
(x + )" = Bizo(p)xy @0 (2.14)

olarak tanimlanir. Buradaki binom acilimi Islamin Altin Cagi’nin 6nemli matematikgilerinden
biri olan Omer Hayyam (12. ve 13. y.y.) déneminden beri bilinmektedir ve katsayilari (;) olan

Pascal iicgeni olarak bilinen algoritma ile verilebilir. x ve y nin olasilik degiskenleri olmasi
durumunda; Bernstein bu ag¢ilima, istatistiksel bir tanim kazandirmistir. Bu olaya ait olasiliklar

X vey ise;
x+y=1

seklindedir. Burada, y =1 — x olarak tanmimlanirsa, x + y = x + (1 — x) toplam1 olarak

yazilabilir. Boylece bu olaya ait tek degiskenli olasilik agilima,
1=(x+01-x)" (2.15)
= Zk=o()x* (1 — )" (2.16)

olarak tanimlanir. Es. (2.16) acilim1 Bernstein temel fonksiyonu ve bu fonksiyona eslik eden

her bir
(Z)xk(l — x)* (2.17)

terimi Bernstein temel fonksiyonunun terimleri olarak isimlendirilir. Bernstein polinomlari,

polinomlar halkasinda 6nemli bir role sahiptir ve Bézier egrilerinin temelini olusturur [59].



Tamm 2.13 p; (i = 0,1, ...,n) ’ler (n + 1) tane kontrol noktas1 olmak iizere,
B(t) = Xio(T) (L — O™ itlp; = Xio B (Opy, 0<t<1 (2.18)

seklinde tanimli egriye Bézier egrisi denir. Burada

M1 =) it <i<
prn={ Da-ore, o 0sisn (2.19)
0 , diger durumlarda
ifadesine Bernstein polinomu denir. Burada (T;) = (n_ni!)'i' olarak tanimli binom katsayisidir

[27, 30, 38, 67].
2.2.1 Bézier Egri Parcasinin Olusturulmasi

Tanmm 2.14 iki ve ii¢ boyutlu {E™ (n = 2,3)} Oklid uzayinda p,,p; kontrol noktalari

verildiginde Pyp; dogru pargast iizerindeki herhangi bir nokta B3 (t) ile gosterilirse;

B (t) = By()po + Bi()py = (1 —Opo +tpy 5 t€[01]
denklemi bir lineer egri parcasinin bir parametrizasyonunu olusturur. Burada;
Bi®) = (A - =1-1) (2.20)
Bi() = (D@ -t =¢ (2.21)
esitlikleri birinci dereceden Bernstein temel fonksiyonu ve pg,p; kontrol noktalar1 olarak

adlandirilir [27, 28, 38, 59]. Birinci dereceden Bernstein temel fonksiyonunun 0 < t < 1 i¢in

grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir (bkz. Sekil 2.1).
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Sekil 2.1 Birinci dereceden Bernstein temel fonksiyonunun Python 3.10 gdriintiisii [59].

Yukaridaki Sekil 2.1°in Python 3.10 kodu EK A’ da verilmistir [38, 73, 74].

Bernstein temel fonksiyonu ve kontrol noktalarinin birlesmesiyle olusan denklem lineer Bézier

egrisini ifade etmektedir (bkz. Sekil 2.2).

t (1-1t)

’_ ....... ’ ........................... ’

o— ®
Po P P1

Sekil 2.2 p,, p; kontrol noktalarinin olusturdugu lineer Bézier egrisi [59].

Ornek 2.1 E? de p, = (1,1), p; = (2,0) kontrol noktalarindan gegen pop; dogru parcasi;
B =T oBi®p, ; te[01] (2.22)

= By (po + Bi ()P

=(1-1t)(1,1) +t(2,0)

=(1+t1-1t)

dir (bkz. Sekil 2.3).

11



104 — BI(t)

— B(t)
081

0.6 1

04

0.2

004

000 025 050 075 100 125 150 175 200

Sekil 2.3 p, = (1,1), p; = (2,0) kontrol noktalarindan gecen lineer Bézier egrisi Python 3.10
gorlntiisii [59].

Sekil 2.3’ in Python 3.10 kodu EK B’ de verilmistir [38, 73, 74].
Tamm 2.15 E3 Oklid uzayinda verilen p,, p; ve p, noktalari igin ¢t € [0,1] olmak {izere
Po(t) = (1= po + tps
Pi(t) = (1= Dp; + tp,
P{(t) = (1 - tps(®) + t?p1(t)
denklemleri yardimiyla
B(t) = P3(t) = Lo Bi(®)p, ; t€[01] (2.23)
= B§(t)po + Bi (t)ps + B3 (D)p>
= (1—t)%*po + 2(1 — t)tp, + t?p, (2.24)

B(t) egrisine kuadratik Bézier egrisi denir ve kontrol noktalarinin olusturdugu dogru pargalari

ile elde edilen ii¢ boyutlu sekle kontrol poligonu denir (bkz. Sekil 2.3) [27, 28, 59].

P,

Po P"

Sekil 2.4 p,, p1, P, kontrol noktalarinin olusturdugu kuadratik Bézier egrisi [59].

12



Sekil 2.4> den goriildiigii gibi; Pop; dogru pargasi iizerinde herhangi bir nokta pg(t), P1P2
dogru pargasi lizerinde herhangi bir nokta pi(t), pg(t)pi(t) dogru pargasi iizerinde herhangi

bir nokta p (t) ile gosterilmistir.
(2.15) esitliginden ikinci dereceden Bernstein temel fonksiyonunun terimleri,
B(t) = ())t°(1 —1)*° = (1 - )%,
B ) = (At -0t =2(1-0)¢,
B3(t) = (i) t2(1—t)>"2 =¢2

seklinde yazilir. Bu fonksiyonlar ikinci dereceden Bernstein temel fonksiyonu olarak

adlandirilir [27, 28, 59].

Ikinci dereceden Bernstein temel fonksiyonunun 0 <t <1 icin grafigi asagidaki gibi

cizilebilir.
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Sekil 2.5 ikinci dereceden Bernstein temel fonksiyonunun Python 3.10 gériintiisii [59].

Sekil 2.5’in Python 3.10 kodu EK C’ de verilmistir [38, 73, 74].

Ornek 2.2 p, = (0,0),p; = (2,—1),p, = (3,4) kontrol noktalarmin olusturdugu B(t)

diizlemsel kuadratik Bézier egrisinin parametrik denklemi (2.4) esitligi yardimiyla

2
B = ) BiOp, = (1-07py+2(1 - Otp, + tp,
i=0

= (1-1)2(0,0) + 2(1 — )t(2,—1) + t*(3,4)
= (0,0) + (4t(1 —1t),—2(1 — O)t) + (3t?, 4t?)

= (0 +4(t — t?) + 3t%, =2t + 2t% + 4t?)

13



= (4t — t?,6t% — 2t); t € [0,1]

dir (bkz. Sekil 2.6).

0.0 0.5 10 15 20 25 30

Sekil 2.6 p, = (0,0),p; = (2,—1),p, = (3,4) kontrol noktalarinin olusturdugu diizlemsel
kuadratik Bézier egrisinin Python 3.10 goriintiisii [59].

Sekil 2.6’nin Python 3.10 kodu EK D’ de verilmistir [38, 73, 74].

Tamm 2.16 E" (n = 2,3) Oklid uzayinda p,, p1,p, Ve p3 noktalar1 verildiginde t € [0,1]
olmak tizere

P (t) = (1= t)po + tp
P{(t) = (1 = )py + tp;
Py(t) = (1 = t)p, + tps
P§(®) = (1 = )ps (1) + tpi (t)
PE(t) = (1 = )p1(t) + tpz(t)
P3(t) = (1 — t)pg () + tpi (t)
dir. Yukaridaki denklemler yardimiyla
B(t) = Py(1) = X2 Bi(®p, ; te€[01] (2.25)
= B3 (t)po + B ()p1 + B3 ()p, + B3 ()3
=(1—0)3py +3(1 —t)%*tp, + 3(1 — t)t*p, + t3p; (2.26)

kiibik Bézier egrisi tanimlanir. Burada;

B0 =(3)ra-p= = -

14



Bi() = ()t*(1 — ) =301 - t)?t

B3 () = )t?(1 - )*2 = 3(1 — t)¢?

B3(t) = (g) t3(1—¢t)33=1¢3

ifadeleri tiglincii dereceden Bernstein temel fonksiyonunu ifade eder [27, 28, 59]. Uciincii

dereceden Bernstein temel fonksiyonunun 0 < t < 1 i¢in goriintiisii asagidaki gibi ¢izdirilebilir

(bkz. Sekil 2.7).
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Sekil 2.7 Ugiincii dereceden Bernstein temel fonksiyonunun Python 3.10 goriintiisii [59].

Sekil 2.7°nin Python 3.10 kodu EK E’ de verilmistir [38, 73, 74].

B3, B3, B3, B3 Bernstein temel fonksiyonunun terimleri ve pg, p1, p2, p3 de kontrol noktalarmin

birlesmesiyle kiibik Bézier egrisi olusmaktadir (bkz. Sekil 2.8).

f’il't'

}312lf|

Poz'!'

Sekil 2.8 py, p1, 2 ve p3 kontrol noktalarinin olusturdugu kiibik Bézier egrisi [59].

Sekil 2.8’de goriildiigli {izere py, p1,p2 Ve p3 kontrol noktalarinin dogru parcalart ile

birlestirilmesi ile elde edilen poligona kontrol ¢okgeni (poligonu) denir [27, 28, 59].
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Ornek 2.3 E?’de p, = (0,0),p; = (1,0),p, = (2,3) ve p; = (—1,0) kontrol noktalarmin
olusturdugu diizlemsel kiibik Bézier egrisinin parametrik denklemi (2.7) esitligi yardimiyla
B(t) = XL B (Op

= (1—-t)°py +3(1 — t)%tp; + 3(1 — t)t?p, + t3ps

= (1-1)3(0,0) + 3(1 — £)?t(1,0) + 3(1 — )t%(2,3) + t3(—1,0)

= (0,0) + (3t(1 — t)%,0) + (6(1 — )t2,9(1 — )t?) + (—t3,0)

= (0,0) + (3t — 6t% + 3t3,0) + (6t2 — 6t3,9t? — 9t3) + (—t3,0)

= (3t — 4t3,9t? — 9t3); t € [0,1]

dir (bkz. Sekil 2.9).

12 A

10

0.8 1

0.6 1

04

0.2 1

0.0 1

-1.00 -0.75 050 -0.25 000 025 050 075 100

Sekil 2.9 p, = (0,0),p; = (1,0),p, = (2,3) ve p3; = (—1,0) kontrol noktalarinin olusturdugu
kiibik Bézier egrisinin Python 3.10 goriintiisti [59].

Sekil 2.9°un Python 3.10 kodu EK F’ da verilmistir [38, 73, 74].

Tamm 2.17 E3 6klid uzayinda (n + 1) kontrol noktas1 verilsin. Bu kontrol noktalar p, =

(%0, Y0, 20), P1 = (X1,Y1,21), D2 = (X2,¥2,22), ., Pn = (Xn, Yns Zy) olsun. Bu noktalarin

olusturdugu

B(t) = Xizo B{'(Op; (2.27)
B(t) egrisine n. dereceden Bézier egrisi denir. Burada;
Br®) = () -t 0<i<n, (2.28)

ifadesi ile tanimli B]*(t) ifadesi n. dereceden Bernstein temel fonksiyonudur [27, 28, 38, 59].
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Ornek 24 [E¥de p, = (0,0,0),p; = (1,0,1),p, = (2,3,0) ve p3 = (=1,1,1)  kontrol
noktalarinin olusturdugu diizlemsel kiibik Bézier egrisinin parametrik denklemi (2.7) esitligi

yardimiyla
B(t) = X B Op;
=(1—1t)3py +3(1 —t)?tp; + 3(1 — t)t*p, + t3p;
= (1 -1)3(0,0,0) + 3(1 — t)?t(1,0,1) + 3(1 — t)t?(2,3,0) + t3(—1,1,1)
= (0,0) + 3t(1 —t)%,0) + (6(1 — t)t2,9(1 — t)t?) + (—t3,0)
= (0,0) + (3t — 6t% + 3t3,0) + (6t> — 6t3,6t% — 6t3) + (—t3,0)
= (3t — 4t3,9t%? — 9¢3); t € [0,1]

dir (bkz. Sekil 2.10).

100 .,
t'*
0.75 i

*,
050 - *‘,**..*ttnﬁtf*ttﬁttﬁﬂb
ant®
0.25
0.00

-0.25
-0.50

-0.75

-1.00

0.00 025 0.50 0.75 100 125 150 175

Sekil 2.10 p, = (0,0,0),p; = (1,0,1),p, = (2,3,0) ve p3; = (—1,1,1) kontrol noktalarmnin
olusturdugu diizlemsel kiibik Bézier egrisinin Python 3.10 goriintiisii [59].

Sekil 2.10’un Python 3.10 kodu EK G’da verilmistir [38, 73, 74].

Teorem 2.1 Bernstein polinomu asagidaki 6zellikleri saglar:

1. Anti-negatiftir. B*(t) fonksiyonlarinin tamami 0 < t < 1 araliginda anti-negatiftir.

t € [0,1] igin B (t) = 0 dir. Bu 6zellik;

(Z) = k!(:ik)! >0,t = 0ve (1—t=0) oldugundan
Br®) =(A -t k>0 (2.29)
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olur.
2. Birimin par¢alanmasi 6zelligini saglar.
i=oBi'(®) =1 (2.30)
esitligi saglanir. Bernstein polinomu B}*(t) i¢in, Es. (2.15) binom teoreminden agikga
G+ )" = T (rly @
seklinde yazilir. x + y = 1 olursave x = tiseohaldey = 1 — t dir.n € Z* i¢in
1=1"=[t+ (1 -0]" = ZL(Dt'A - O = T BI (D) (2.31)
oldugu goriiliir.
3. Simetriktir.
BI'(t) = Bp_;(1 - 1) (2.32)
dir. Bernstein temel fonksiyonu B;*(t) igin;
By_i(t) = B'(1—1t) (2.32)

esitligi saglanir. Burada, n. dereceden bir Bernstein temel fonksiyonu (2.15) esitligi ile

verilmisti.

Br(0) = (2)(1 - )it

=" (1-p)itn

(n=0)'i!

=2 _(1-t)it"i = BM1-t) (2.33)

il(n—i)!

olur. Boylece, (2.33) ve (2.34) esitliklerinin birbirine esit oldugu goriiliir. Bu nedenle,
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Bp_i() =B (1—1)
olur. Boylece, B _;(t) fonksiyonunun grafigi, B;*(1 — t) fonksiyonunun yansimasidir.
4. Yinelemelidir.

n.dereceden Bernstein temel fonksiyonlari Bj*'(t) i =0,1,..,nigin (n — 1). dereceden

fonksiyonlarla
B(t) = (1 = )BI (1) + B (1) (2.34)
esitligi gibi ifade edilebilir.

Burada; B";(t) = 0 ve B2 1(t) = 0 dir. n. dereceden bir Bernstein temel fonksiyonu (2.2.3)

esitligini kullanarak

Bl '() = ("7 - on i (2.35)
ve

B () = (F) @ — it (2.36)

esitlikleri elde edilir. Boylece i = 0 icin, B™;1(¢t) yardimiyla
Bit)=(1-t)"=({1-t)BYF(t) + tB" () (2.37)
bulunur. Benzer sekilde i = n igin, B2 1(t) = 0 yardimiyla
BMt) =t" = (1 —t)B21(t) + tB'=1(b) (2.38)

yazilabilir. Genel halde, 1 < i < n igin (2.36) ve (2.37) esitlikleri sirasiyla (1 —t) ve t ile

carpilirsa Bernstein temel fonksiyonu tanimindan

(1-10).B1(t) + t. B} (t)
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= (1-1). (n : 1) (1—)n1-igi 4+ ¢, (n: 11> (1 — t)nigi-1

i

=" Ha-o~i+ (A - vl

S )

n—ipi [ (n—1)! (n—1)!
n—isi (n—0)+i n

_ (Tll) (1 — )n-igd
= B['()
dir.
5. Tiirevienebilirdir.

dB*(t _ -
PO = n[BrH (B - BT (1)

dir. Es. (2.15) nin her iki tarafinin t’ye gore tiirevi alinirsa,

dB'(t n! o o
Clit( ) — ; (n — i)| [_(TL _ l)(]. _ t)n—l—ltl + i(l _ t)n—ltl—l]
___n _\n—1-igi n! _ p\n—ipi-1

T i(n—1-0)! (1 t) £+ (i—-1)!(n—1)! (1 t) t

I e O L R (e 0| EP P
_n[(i—l)!(n—l)!(1 O™ i!(n—l—i)!(l ) t]

— n[(rll_—ll)(l _ t)n—iti—1 _ (n;l)(l _ t)n—l—iti]

20
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= n[B['(¢) — B ()]
esitligi elde edilir [27-30].
Teorem 2.2 B(t) ile tanimlanan Bézier egrisi asagidaki 6zellikleri saglar:

1. Ug nokta sartlart saglanr. Yani Bézier egrisi kontrol ¢okgeninin t = 0 baslangig

noktasindan gegerken t¢ = 1 noktasinda da egri bitis noktasindan geger.

2. Ug noktalarda teget olma sartlari saglanir. 8" (t), kontrol noktalar1 py, py, ..., Pn Olan
n. dereceden bir Bézier egrisinin t = 0 baglangic noktasindaki ve t =1 bitis

noktasindaki tegeti sirasiyla

dB™(t)
dt t=

ds™(t)

=n(p1 —po) ve ——|  =n(pPp = pp-1) dir.
0 t=1

3. Geometrik invaryanttir. T bir afin doniisiim olarak tanimlansin. O halde,
T piBi' (1) = Xizo T(p:) B[ (t)

esitligi saglanir. Yani, Bernstein temel fonksiyonunun birimin parcalanmasi
ozelliginden egrinin sekli, koordinat sisteminin donme ve Otelemesi altinda

degismezdir.

4. Konveks kafes ozelligine sahiptir. n. dereceden bir B"(t) Bézier egrisi pg, p1, -, Pn
kontrol noktalar1 ile olusturulan konveks kafesin tamamen icerisinde kalmaktadir ve
boylece kontrol noktalar1 degistirilerek egri istenilen sekilde degistirilebilecegi i¢in bu

durum tasarimet icin biiyiik kolaylik saglamaktadir.
5. Simetri 6zelligi saglanir.
i=o PiBi () =Xizo Pn-iB{'(1 — 1) (2.41)

dir [27-30].
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2.2.2 Bézier Egrisinin Tiirevleri

Tegetleri ve normalleri belirleme gibi egrileri kapsayan bir¢ok uygulama sirasinda, tiirev
hesaplamaya ihtiya¢ duyulur. Bézier egrisi taniminin temelinde Bernstein temel fonksiyonu yer
aldigindan Bézier egrisinin tiirevi hesaplanirken Bernstein temel fonksiyonu tiirevinden
yararlanilir. Bu ylizden 6ncelikle n. dereceden Bernstein temel fonksiyonunun tiirevleri asagida

ele alinmistir.

Teorem 2.3 E™ Oklid uzaymnda (2.27) denklemi ile verilen bir Bézier egrisinin tiirevine
ulagabilmek i¢in n. dereceden Bernstein temel fonksiyonlarinin tiirevlerini inceleyelim.

Birinci tiirevi,

12 i—nt
Bin(D) = 125 BI'(®) (2.42)

ve ikinci tiirevi

" i(i-1)-2i(n-1)t+n(n-1)t?
B () = ( . ) Bl () (2.43)

ile ifade edilir. Ayrica, Bernstein temel fonksiyonunun birinci tiirevini
Bin(t) = n(BI' () — BIH(6)) (2.44)
esitligi ile gdstermek miimkiindiir [27, 30, 76].

Ispat: (2.28) esitligi ile verilen Bernstein temel fonksiyonuna garpimin tiirevi kurali

uygulanirsa
B, (®) = (M) (i(1 — "= — (n — D) (1 — )n=i1e)

= (ﬂ) (M - i

t(1-t)

- (tl(Iili)) B'(®)

elde edilir. (2.42) esitligine tekrar tiirev alma islemi uygulanirsa
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Blo(0) = (225 BI(O) + (225) BL ()

t(1-t) t(1-t)

_(2it-nt?—i\ ,n i-nt \% n
- ( t2(1-t)2 )Bi ©+ (t(l—t)) Bi(t)

_ (ii-D=2i(n-Dt+n(n-Dt%\ on
- ( t2(1-t)2 )Bi ®

olarak bulunur. Ayrica,

B, () = () (n— )1 — )"+ (T)i(1 — )i

n!

T (n=D)li!

(n—i)(1— )" i1l 4 — (1 — p)n-igi-1

(n—=i)i!

_ n(n—1)! gl _— y
= "o T Gy (T

=n(-(")A - e+ (7T A - i)
= n(Bf5 () — BPTH(t))
elde edilir. m

Teorem 2.3 yardimiyla n. dereceden Bézier egrilerinin tiirevleri i¢in asagida verilen teorem ve

sonuclar elde edilir.

Teorem 2.4 E" Oklid uzayinda (2.27) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bézier egrisinin

birinci tlirevi
B'(t) = n ¥y B (DA (2.45)
seklindedir. Burada, p; (i = 0,1,2 ..., n) kontrol noktalar1 olmak tizere

A'p; = piv1 — D (2.46)

olup ileri fark operatérii olarak adlandirilir [27, 30, 76].
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Ispat: Bernstein temel fonksiyonunun rekiirsiyon 6zelliginden B*;1(t) = B *(t) = 0 olmak

lizere (2.44) esitligi de kullanilarak,
B(£) = T Bi (0P = Xison (BISH(©) — B0

= X nBH(Op; — Yoo nBl  (Op;

= XisonBl Ty (Op; — LiZg nB ™ (Op;
elde edilir. Son ifadenin toplamlar1 tekrar diizenlenirse
B'(t) = X nBI H(Opis — Xiso nBl T ()p;

= X nB () (D1 — pi) = n X1y B (A,
sonucu elde edilir.

Bézier egrisinin birinci tiirev formiiliine tekrar tiirev uygulamasi yapilarak ikinci ve daha

yiliksek mertebeden tiirevlere ulagilir.

Sonug¢ 2.2 E" Oklid uzayinda (2.27) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bézier egrisinin ikinci

tiirevi Teorem 2.4’ e tekrar tlirev formiiliiniin uygulanmasiyla

B"(t) = n(n— 1) XI5 B 2 ()A%p; (2.47)
seklinde elde edilir. Burada, A ileri fark operatoriiniin ikinci tiirevi

A?p; = (A'piys — A'p) = Dir2 — 2Pis1 +00) (2.48)
ifadesine esittir.

Sonug¢ 2.3 E™ 6klid uzayinda (2.27) denklemi ile verilen n. dereceden bir Bézier egrisinin .

tlirevi,

n!
(n-r)!

B'(t) = 2iZo BITT (A p; (2.49)
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seklindedir. Burada, A ileri fark operatoriiniin r. tlirevi

Ap; = A""'p — Ay (2.50)
ifadesine esittir [27, 30, 76].

2.3 Minkowski Uzay Ile Ilgili Kavramlar

Bu boliimde Minkowksi geometrisinde ve tezin geriye kalan kisimlarinda siklikla kullanilacak

bazi temel kavramlara yer verilecektir.

R = (E3,(, )) ile gosterilen Lorentz ya da Minkowski uzay1 ii¢ boyutlu Oklid uzay: iizerine
kurulmus bir metrik uzaydir. Bu metrigin Oklid i¢ ¢arpimindan farkli olmasinin nedeni son
teriminin negatif isaretli olmasidir. Boylece ¢ikan sonuca goére bu uzayda i¢garpim {ii¢ sinifa
ayrilarak incelenebilir. Bu siniflandirma timelike (zamansal), spacelike (uzaysal) ve lightlike

(1s1ksal) olarak yapilabilir. [76]
Tamm 2.18 R? uzayinda standart reel vektor uzay iizerinde
~R?xR?2->R
O, y) = (6, y) = X171 + %Y 5 X = (%1,%2),y = (V1,¥2) (2.51)

Oklid i¢ garpimi tanimlanirsa, R? afin uzayina, Oklidyen 2-uzay denir. R? ile gosterilir [77,
78].

Tamm 2.19 R? uzayinda standart reel vektor uzay: iizerinde
~RZXR? >R
(x,y) >=(0,y) =191 —x%2¥2 5 x = (x1,%2),y = (Y1, ¥2) (2.52)

Minkowski i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, R? afin uzayi, iki boyutlu Minkowski uzay1 veya iki

boyutlu Lorentziyen uzay1 olarak isimlendirilir ve R? ile gosterilir [77, 78].
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Sonuc 2.4 R3 uzayinda standart reel vektdr uzayi iizerinde

SREXRESR

(6, y) = (x,y) = x1y1 + X9, — x3Y3 5 x = (X1, %2,%3), Y = (V1,¥Y2,V3) (2.53)

Minkowski i¢ carpimi tanimlanirsa, R3 afin uzayi, ii¢ boyutlu Minkowski uzay1 olarak

isimlendirilir ve R ile gosterilir [76, 78-82].

Tamm 2.20 R? uzayindaki x = (x;, x,) herhangi bir vektdr olmak iizere

1. Metrik, pozitif tanimli yani {x, x) > 0 veya x = 0 ise x’ e spacelike (uzaysal)
vektor,

2. Metrik, negatif tanimli yani (x, x) < 0 ise x’ e timelike (zamansal) vektor,

3. Metrik, dejenere metrik yani (x,x) = 0,x # 0 ise x’ e lightlike (veya null) vektor

denir [78, 81]. RZ Minkowski diizleminde 1. ve 2. aciortaylar iizerinde lightlike vektdrler (b),
iki agiortay arasinda timelike vektorler (a) ve agiortaylarin disinda da spacelike vektorler (c)

bulunur.

y
i tin'lelike Vo
. ./ /b
C
spacelike °. spacelike x
v >
timglike

Sekil 2.11 Minkowski diizleminde vektorler [79]
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Tamm 2.21 Bir x € R? vektdriiniin normu ||x||;;, = +/|{x, x)| olarak tanimlanir ve

L |lxll;, >0,

2. |lx|l;. = 0 & x bir lightlike (null) vektordir.
3. x bir timelike vektor ise ||x||%, = —(x, x),

4. x bir spacelike vektor ise ||x||%, = (x, x)

ozellikleri saglanir [77, 78, 80, 81].

Tammm 2.22 Ug boyutlu Minkowski (R3) uzaymnda x = (x1,%,%3), ¥ = (y1,¥2,y3) iki

vektor olmak iizere,

(,y) = %191 + X35 — X3Y3 (2.54)
XAy = (x3y2 — X2Y3,X1Y3 — X3Y1,X1Y2 — xz)’1) (2.55)
carpimlar1 sirastyla i¢ carpim ve vektorel (dis) ¢arpimi olarak tanimlanir. Minkowski-3

uzayinin baz vektorleri e; = (6;1, 02, 0;3),1 = 1,2,3 igin Minkowski vektorel ¢arpiminin

determinant ile gosterimi

€1 € €3
XAy =—det [X1 X2 X3
Yi Y2 V3
. 1,i=j .
olarak verilir, burada §;; = .. dir.
0 ,i#]j
Baz vektorleri e; Ay, e, = e3, e, Ay, e3 = —eq,e3 Ajp e = —e, vektorel carpim kosullarini

saglamaktadir [76-81].

Teorem 2.5 Ug boyutlu R3 uzayinda ii¢ vektdr x = (x1,%5,%3), ¥ = (y1, V5, ¥3) ve z =

(24, 25, z3) olsun. Bu durumda,

1. (x \jp y,z) = —det (x,y,2) (2.56)
2. (X ALY ALz =—(x,2)y +(y,2)x (2.57)
3. (x ALy, x) =0ve{xApy,y)=0 (2.58)
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4. (x ALy, x AL y) = —(x,x )Xy, ) + ((x, ¥)? (2.59)

esitlikleri saglanir [78, 79, 81].

Ispat:

1. (2.55)dan x A,y = (X3Y2 — X2¥3, X1Y3 — X3Y1, X1Y2 — Xp¥q) dir.

(X AIL Y, Z) = X322 — X3Y3Z1 + X1Y32Z5 — X3Y1Z2 — X1Y2Z3 + X2Y123 (2.60)

elde edilir.

X1 X2 X3

Yi Y2 V3
Zy Zy Z3

- det(x' Y Z) = -

= —X1Y223 + X1Y3Z3 + X2Y123 — X2Y3Z1 — X3Y1Z2 t X3Y271 (2.61)

bulunur. (2.60) ve (2.55)’ den

(x A\;Ly, z) = —det(x,y,2)

dir.

ey €, €3

2. (XN Y) Nz =—|[X3Y2 = X2Y3 X1Y3 — X3Y1 X1)V2 — X2V
Zq Z2 Z3

= (=X1Y32Z3 + X3Y123 + X122, — X3V1Z2)€1 + (X3Y22Z3 — XpY323 — X121 +

X2Y121) + (X3Y225 — X2Y325 — X1Y321 + X3Y1Z1)e€3

elde edilir. (x A;;, y) Ay z vektoriiniin birinci bilesenine x;y,z;, ikinci bilesenine x,y,z, ve

liclincii bilesenine x3y3z3 ifadeleri bir eklenip bir ¢ikarilacak olursa

(X AL Y) AL 2 = (—X1Y323 + X3Y123 + X1Y2Z5 — XpY1Z2 — X1Y1Z1 + X1YV1Z1) €

+(X3Y223 — X2¥323 — X1Y2Z1 + X2V1Z1 + X3Y225 — X2Y2Z3)€;
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+(X3Y222 — X2¥3Z2 — X1Y3Z1 + X3Y1Z1 + X3Y3Z3 — X3Y3Z3)€3

= (=x121 — X2 + x323) (Y161 + Y26, + y3€3)

+ (V121 + Y22, — y323) (X161 + X328, + X3€3)

= —(x,2)y +(y, 2)x

elde edilir.

3. (2.56)’den (x A, y,x) = —det(x,y,x) = 0ve(x Ay, y,y) = —det(x,y,y) = 0 dir.

4. (2.56), (2.57) ve determinant fonksiyonunun 6zelliklerinden

(X ALy, x Appy) = —det(x,y,x Aj, y)

=det(x,x N\;L y,y)

= —det(x A;, v, x,y)

=((x AL Y) AL x,y)

= (—(x, x)y + (y, x)x,y)

= —(x, )y, y) + ((x, ¥)?

bulunur [79]. =
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BOLUM 3
UC BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA BEZIER EGRIiLERi

Bu boliimde, bilgisayar destekli geometrik tasarimda siklikla kullanilan kiibik Bézier egrilerinin
oncelikle genel tanimlar1 verilmis, daha sonra da 6zel olarak t = 0 baslangic ve t = 1 bitis

noktalarindaki Serret-Frenet catisi, egriligi ve burulmasi incelenmistir.

3.1 TIMELIKE BEZIER EGRILERININ SERRET-FRENET CATISIL, EGRILIiGi VE
BURULMASI

Bu alt baslikta timelike Bézier egrilerinin Serret-Frenet cercevesi, egriligi ve burulmasi

incelenecektir.

B(t) birim hizli olmayan timelike Bézier egrisi olsun. B(t) Bézier egrisi timelike ise Serret-
Frenet catisindaki T teget vektorii de timelike olmalidir.B(t) timelike Bézier egrisinin t = 0
baslangic¢ noktasindaki T teget vektorii timelike, B binormal vektorii ve N asli normali spacelike

icin {T, N, B}|;=, ortonormal ¢atis1 tanimlansin. Béylece,

(T,T)=-1, (N,N)=1, (B,B)=1

(T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=0 } (3.1
kosullar1 saglanir [78].

Teorem 3.1 Ap; ve Ap; timelike (zamansal) vektorler ise

[(api, 8p))|,, = —NlApill L llApill, cosh 6 (32)
”Api Arr APj”IL = ”Api”IL”Apj”IL sinh 6 (3.3)
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olur ve boylece Ap; ve Ap; timelike vektorleri arasindaki 6 agisi da timelike vektordiir [78,

81].

Teorem 3.2 B(t) timelike Bézier egrisi ve p; € R™’ler kontrol noktalar1 olsun. B(t) nin Serret-
Frenet gercevesi T, N, B, egriligi k ve burulmasi t;

ST BTN (D)Ap;

T = T (3.4)
(— St B (0BT (6)(Ap;Ap;))?

S Iy Yhso Bl ()BT (6) B () (Ap jALAZp )AL AP

N(t) = — 3.5

© =7 2252 B B2 (@) (apjnia?pd) || 1RSS! B (4l , )
ISt SIS B (OB (5) (A A1LA% D)

B(t) = rrjl—;J m—z rrjl—l m-—2 . 2 l (36)
=t 2?1 (B2 (0 (8 ans?py) |,

(&) = M |7t 2 B 0BT (0(8pjAna?py) |, 3.7

K = 3 .
" |2t Bt wanj,

o) = — M2 Eime Tite Niy B OB OB (et (p;A%piA%pi) (3.8)

2
m |2t B2 B B2 (0 (8p jana?py) ||

denklemleri ile verilir. Burada Ap; = pj.1 — pj, A*p; = Apj41 — Apj ve A3p; =
A2p, —A2p; dir [68, 78, 81].

Ispat: Ap ; vektorleri timelike (zamansal) vektorler oldugundan, t € [0,1] igin Ap;’ nin normu

18p;]l,, = V—(Bp;, Ap)) (3.9)

dir. Boylece Serret-Frenet ¢atisinin, teget vektorii Es. (2.1.9)’dan

’ mor BT ()Ap;
T(t) = 20 hE IO,
I8/ Ol [mpgt 57 0ap,]

mYT B (4

e e
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STt Bl (D)Ap;

J (T B H(©Ap X7 B H () AD))

e Bjm_l(t)Ap i

J — I I BT (OB TN (6)(Ap j,Ap))

YTt Bl H(D)Ap;

J-Clzm sy oee],,)

Bm L(D)Apj
||Z Bm Yoapj|,

denklemi ile elde edilir. Binormal vektorii (2.11) esitlikten;

B'(OALB (1)

B(®) = momme @i

mZ Bm 1(t)Ap]/\ILm(m sBDWirey 1 2(t)A2
~ mrs Bm 1(B)Ap jArLm(m— 1)2 Bm 2(t)AZp,||

m?(m-1) $7L;! ?162Bm_l(t)Bm_z(t)<Ap]/\ILA2P1)
" D S R B OB Ot

m2(m=1) ST S5% BT (OB (00 jAnA%p))
I ’:;OZB}” LB 2 (Op e,

zm YRS BT H(O)BI A (6)(Ap jA1LA% D))
||2 BB 2(t)<Azoj/\1LA2101)||

denklemi ile elde edilir. Timelike Bézier egrisinin T teget vektori timelike, N ana normal
vektorii ve B binormal vektorii spacelike vektorler oldugundan ana normal vektorii olan N

(2.10) esitliginden

N(t)

—B(t) A, T(2)

B'(©ALB" (1) B'(t)
18" (A8 Ol T 18" ()l
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X RS BB A (0)(Ap jALA% D)) YL B (6)Apy
- IL
||Zm LEES? BT OB @ s’ IIZ}ZL(}B;T Y(©)dpell,

X NI Nk BT OB (B (0 (A jA1LADi ) ALADL
(et s Bt B2 (0 (apjanap)| (5 B (O],

denklemi ile elde edilir. Es. (2.12) kullanilarak timelike Bézier egrisinin egriligi;

_ ||93'(t)A1L93”(f)||1L
k() = —won

||mz BN (Oap A m(m=1) S BT (04|

HmZ 1B l(t)Ap]”

_ [m2am- || S 2% B (OB @ epana?p))|

im31|[ St B ey |

_ mo |2 S B 0B Z(t)mpjmmzpl)”

m |zmat 5= 1(t)Azo,||
denklemi ile elde edilir ve Es. (2.13)’den timelike Bézier egrisinin burulmas;

(B'(®)ALB" ()8 (1))
1B ()AL B" ()l

(t) =

(mZ o' BT (0)Ap jam(m=1) 1257 B2 (0)A%p;m(m—1)(m-2) 3755 B3 (6)A%py)

|zt B 1(t>Ap,A1Lm(m D X7 B (082

m3(m-1)2(m-2) 75 2 0? Xhse B (0B A (0B 3 (0) det(Ap],Azpi,A3pk)

m (m-1)2||ZISt SIG? B OB R (0w nnap) |

~ m—2 Y75 B IR BT (OB A (DB TR () det(Ap,.Azpl,A%k)

m ||2m LIS BTN OB (00 aa?p)|

denklemi ile elde edilir.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2” den Sonug 3.1 ve Sonug 3.2 elde edilebilir.

34



Sonug 3.1 B(t) timelike Bézier egrisi ve p;’ler kontrol noktasi olsun. B(t) nin t = 0’daki

Serret-Frenet ¢ercevesi T, N, B, egriligi k ve burulmasi t:

_ Apg
TO) = =m iy (3.10)
_ _Apo __Apy
N(O) = iy, Ot € = 3y, csch @ (3.11)
B(O) — ApoArLAD1 (312)

lApolliLllAp1llsL sinh 6

K'(O) __ m—1]|Ap4llj; sinh 6
m apolli®

(3.13)

m-—2 det(Apo,Ap1,Ap2)
m  [|ApoArLAP Il

7(0) =

(3.14)

esitlikleri ile verilir ve burada 8, Ap, ve Ap; arasindaki acidir [78, 81].

ispat: (2.28) denklemindeki Bernstein temel fonksiyonunun tanimindan;

(m-1)!

B = (51— groie = D

A-m™ 't =1 -t)ym!

B{n_l(t) — (m1_1)(1 _ t)m—2t1 _ (m-1)!

= T (- ™2 = (- 1)L - )"t

(m-1)!

s (1= 1 = (m = 1)(1 - "2

BRoi(®) = ()1 - 0)em? =

Bpmi) = () - 0™t = O('Z:i;, (1—t)0tm 1 =¢m-t
BI2(t) = (mO—Z)(l —£)m2¢0 = (5:1_—2;):)' (1= £)m=2¢0 = (1 — £)™2
B2(6) = (") (1 - Rt = I (1 - )R = (m - 2)(1— )™

BRT3(0) = (373)(1— %™ 2 = T (1 — )™ = 2

T 0l(m-2)!
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ifadeleri elde edilir. Boylece B(t)’ nin t = 0 noktasindaki Serret-Frenet ¢atis1 T, N, B, egriligi

K ve burulmasi t agagidaki gibi elde edilir. Teget vektort,

Yot Bl (0)Ap;
|2yt B @an)],

T(0) =

B (0)Apo+BT ™ (0)Apy+-+B7 =3 (0)Apym—_z+Byn—1 (0)Apm—_1
B~ (0)Apo+B* 1 (0)Ap1 ++BJ=2 (0)APm_2+BI=1 (0)Apm_1l,,

_ (1-00™1Apo+(m—-1)(1-0)2.0Ap; +---+(M—1)(1-0).02Apy_» +0™ 1Apy 4
I(1-0)Mm1Apy+(m—1)(1-0)2.0Ap; +++(Mm—1)(1~0).02Apm_5 +0M~1Ap 4 Iy,

Apo Apo

" llapollL v —(Apo,Apo)

denklemi ile hesaplanir. Binormal vektorii;

B'(0)ALB"'(0)
1B (0)ALB" (0)I1L

B(0) =

St S0? BT (0)BM T2 (0)(Ap jA1LA D))
|7t 22 B (B2 (0)p s |

(B (0)+BT 1)+ +Bm=1(0)) (BF*~2(0)+ B2 (0)+-+B1=5 (0) )(Ap jAr A p;)
(BT @+ BT @+ + Bt (0) (B 2 (0)+ BT 2 (0)++ B2 (0)) 8w jandzpy,

— BI 1 (0)BE 2 (0)(ApoA1LA? Do)+ BY 1 (0) B2 (0)(ApoAILAZ D1 )+ +BI 1 (0) BIZ2 (0){ADPAILA? Dm—2)
|B&=1(0)BE*2(0){ApoA1LAZDo)+BE ™1 (0) B2 (0)(ApoAILAZp1 ) ++++BI 1 (0)BIZ2 (0){ADoAILAZDm—2)

B 1 (0)BF"2(0){Ap1A1LA%po)+-+++ B (0) Bin=2 (0)(Ap1 A1LA?Prn—2)
B 1(0)BI* 2 (0)(Ap1A1LAZpo)+-++ B 1 (0)BIZ2 (0)(AD1 AILA2Pm—2)

n Bi=1(0)BI*2(0)(Apm—1A1LA% Do)+ B (0) B 2(0){Apm—1A1LA%p1)
BI=1(0)BI*2(0){APoAILAZPm—2)+ B (0) BT ™2 (0)(Apm—1A1LA%D1)

---+Brrrnl:11 (O)B$:22 (0)(Apm—1/\ILA2pm—2)
B (0) B (0)(Apm-1A1LAZDm-2)|l

_ (=0 (1-0)™"#(ApoArLAZpo)+(1-0)" 1 (n—2) (1-0)™3.0(ApoA1L A2y )+ +0™ O™ H(APoALA? Pr—z)
1(1=0)™=1(1-0)"2(ApoA1LAZPo)+(1-0)" 1 (m—2)(1-0)™3.0(Apo AL A2 P1)+++-+0M 10 2(Apo A1 L A2 P —2)
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(m-1)(1-0)""2.0.(1-0)™2(Ap; Aj A% po)+--+(m—1)(1-0)™"2.0.0" " 2(Ap1 A1 A2 ppy—2)
(m-1)(1-0)™=20..(1-0)™~2(Ap1 A;LA% o)+ +(Mm—1) (1-0)"72.0.0m~2(Ap1 A;L A% Py —2)

0™ (1-0)""2(App_1 A1LA%Po)+0™ 1 (m—2) (1-0)"3.0.(Ap 1 AlLA?p1)++-+0™ 1 0™ 2 (AP 1 AjL A% P —2)
0™~ 1(1-0)""2(Apm—1AJLA? Do)+ 0™~ 1 (M—2)(1-0)"3.0.(APm—1 AJLAZD1 )+ +0M =10 =2(Ap 1 A1 A% D211

_ (ApoArLA?po)  _ (ApoArL(Ap1—Apo)) _ _{8poA1LAP1)—{APoAILAD.)
KApoAL Aol IKAPoAIL(Ap1—ApoliiL  I{APoAILAP1)—{APoAILADO) 1L

— (ApoA1LAP1)
I{ApoArLAD 1L

denklemi ile hesaplanir. Ana normal vektorii ise
N(0) = =B(0) Ay, T(0)

___(ApoArLAp,) Apo
AP AL~ X lapolisL

(ApoMLAP AILAPY ((Apo.Apo)Am—<Ap1.Apo)Apo)
IKApoAILAD DLl Aol I{ApoAILADP 1Ll ApolliL

l1Apoll1LllApoll1.Ap, cosh 6 1Ap1 7L llADoll 7L ADo
lApollrLllApollrLllAplliL sinh & [|ApollrLllApoll;LllAp1 Iz sinh 6

Apo Apq
=———coth® ————csch@
1ApolliL [[Ap4llre

denklemi ile hesaplanir. Egriligi,

_ 8" (0)ALB" O,
k(0 =—zon

_ m=1|{ApoAiLAp )i _ m—1||ApollLllAp4llyL sinh 6

m llapoll, m llapoll,

m—1 ||Apq|l; sinh 6

m llapollF,

denklemi ile elde edilir. Burulmasi,
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(8B’ (0)A;LB"(0), 8" (0))

7(0) =
© 1B’ (0)A1LB" (011
_ m—2Xj5o XiZo" Xkso Bj" T(0)B["*(0)Bi"*(0) det(Ap;,A%p;,A%py)
- 2
m szgolzzigzB}”—l<0)B{“—2<0)<Aij1LA2m>||IL

m—2 det(Apo,A%py,A3D,)
m  {AporLAp)liL’

denklemi ile elde edilir. Buradaki 6 agis1 Ap; ve Ap, vektorleri arasindaki agidir.

Sonug¢ 3.2 B(t) timelike Bézier egrisi ve p;’ler kontrol noktasi olsun. B(t) nin t = 1’daki

Serret-Frenet ¢ercevesi T, N, B, egriligi k ve burulmasi t:

_ Apm—1
W=y (3.15)

By _ b
N = 1Apm—2llL cscing 18Dm—1liL cothd (3.16)

Apm—1ALADm—2
B(1) = - a 3.17
(1) lApm-1lliLl|APm~—2 Il sinh 8 ( )

m—1||Apm— zIIstth
() = m [|Apm-ili? (3.18)

l1Apm— 1/\1LAPm 2 ||1L

ile verilir ve burada 6, Ap,,,_, ve Ap,,_, arasindaki acidir [78, 81].

Ispat: Es. (2.28) Bernstein polinomunun tanimi yardimiyla 8B(t)’nin t = 1 noktasindaki

Serret-Frenet ¢atis1 T, N, B, egriligi k ve burulmasi 7 asagidaki gibi elde edilir. Teget vektorii;

Yot Bl (D)AD;

T(1) = HZ Bm 1(1)Ap]”

B Y(1)Apo+BI (1) Apy +++ B (D) Appm— o +BRZ (1) Apm—1
[1B3*~* (1) Apo+BI* ™1 (1)Aps +++BR =3 (DAPm—2+BR~1 (D) APm-1||,,
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(1-1)™1Ape+(m—-1)(1-1)2.1Ap  +-+(m—-1)(1-1).12Apm—2 + 1" 1 Apm_1
T I(1-D™ AP+ (m—1)(1-1)2.1Ap; +++(M—1) (1~1).12Appm—2 + 1™ 1App 4 111,

_ Apm-1 Apm—1
lApm-a1lli. —(APm-1.APm-1)

esitligi ile ifade edilir. Binormal vektori;

8 A8’ (D)
B(1) = 1B’ (DALB" (Dl

St S0 BT (B2 (1)(Ap jA1LA% D))
-1 -2 -1 -2
|7t 22 B (B2 (e s |

_ (BE (W +BT (W) +-+Bm=1 (1)) (BF*2(1)+B* 2 (1) +-+BJ=5 (1) )(Ap jArLA? py)
(BT O+ BT (D++ Bt (D) (B> (D+BT 2 (D++Bi=3 (0)p A2,

_ BITH (DB ()(ApoAILAZ Do) +BE ()BT 2(1)(ApoA1LAZpa )+ + BT (1) Bi—2 (1){ADoAILA? P —2)
|B&* (1) B ~2(1){ApoAILA?Po)+BY ™ (1) B2 (1){ApoAILAZ D1+ +BY (1) Bin=2 (){(ApoALA?Pm—2)

+ BI""11)BI 2 (1)(Ap1 A1LA? Do)+ + B L (1) BIZ2 (1)(Ap1 AlLA? D —2)
B 1 (1)BI 2 (1)(Ap1A1LAZpo)+-+BT (1) B= 5 (1){AP1 A 1L A Din—2)

+ Byn=1 (1B 2(1){Apm—1A1LA% Do) +B=1 (1) B (1){ADm—1ALA?p1)+-+Bon=1 (1B =5 (1){Apm—1 A1LA? Din—2)
BIZ1(0)BE 2 (0)(APoAILAZDm—2)+ B =1 (0) B2 (0){Apm—1 ArLAZ Dy )+ + B =1 (1) B =3 (D{Apm—1A1LA2 D2,

(1-1)™ 1 (1-1)™"2(ApoArLA%po)+(1-1D)™ 1 (m—2)(1-1)™ 3. 1{ApoArL A% )+ + 1M 11 2(Apo AL A2 ppy_2)
- [(1-1)™M=1(1—1)M~2(ApoArLA2 o)+ (1-1)" "1 (m—2)(1-1)M 3. 1(ApoA[L A% D1 )+ + 1M 1IM=2(Apo AL A2 D —2)

(m-1)(1-1)""2.1.(1-1D)™ 2(Ap; AjLA% po)+--+(m—1)(1-1)™ 2,11 2(Ap 1 AjLA? Py —2)
(m-1)(1-0)M~21.(1-1)M~2(Ap1 A, A2po)++++(m—1) (1-1)M2.1.1M~2(Ap; AjL A2 Py —5)

n 1M 1(1-1)""2(App_1A1LAZPo) + 1™ 1 (m—2) (1- 1) 3. 1(Apm—1 ALLAZ D1 )+ + 1 112 (A1 AL A% D)
1M1 (1-1)M"2(Ap 1 A1LAZPo)+ 111 (M —2) (1 - 1) 3. 1(AP 1 AfLA? P )+ + 1M 1IN 2(Ap 1 AfLA? D) 1L

_ (Apm—1AILA®Dm—2) — (Apm—1 AL (Apm—1—APm-2)) — (Apm—1 A ILADm—1)—{ADm—1AILADmMm—2)
KAPm-1AILAZD M-l I{APm—1AIL(ADm—1—APm-2D)I1L {Apm—1A1LAD M- 1)~ (ADm—1A1LADm-2)l1L

— (Apm—1A LAPm—2) — (Apm—1ALADPm—2)
{Apm—1ATLADm -2l 1L 1Apm—11liLl1APm—2l1L sinh 6

esitligi ile ifade edilir. Ana normal vektor;
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N1 =-B() A, T(D)

_ (AP m—1AILAPm—2) Apm—1 - _ (Apm—1 A ILADm—-2)A I LADm—1
1ADm-1A1LADm -2l X 1APm-1l1L 1ADm-1A1LAPm—2 LIl APm—1 ll1L

— (Apm—1,8Pm—1)APm—2—{ADPm—2,APm—1)APm—1
KAPm—1A1LAPm—2) 1Ll APm—1ll1L

I1Apm—1lliLIAPm—1l1LAPm—2 1Apm—2lliLlAPm—1ll1LAPm—1 cosh &

T NAPm—1 AP m—1 AP m—2 ;L sinh @ AP m—1 1L IAPm—1 I 1LAPm—2 11 sinh 6

Apm— Apm_
=_"Pm=2  gchg ——PmL 6the
l1Apm—2ll1L 1Apm—1ll1L

esitligi ile ifade edilir. Egriligi;

@B O, m2an-1 [ZEe S BB P (idp jnnapd |,

D) =g, imI?

|5yt B any|

m—1 [{Apm-1A1LAPm-2)l1L. _ m—=1||Apm—1ll1LllAPm—2]l11 Sinh 6

m ”Apm—l”?L m ”Apm—1||13L

_ m—1||Apm—zlljL sinh @
m lAPm-1117,

esitligi ile ifade edilir ve son olarak burulmasi;

(1) = B WAL (1),38"1(1)
1B (W)ALB" (Dl

m-2 X7t 2o’ Theo, BJY (VB2 (1B 3 (1) det(Ap j,A2p;,A%py)

2
m =7 B2a2 B (B2 (01 a?p)|

__ m=2 det(Apm—1,82Pm—283Dm-3)
= 2
m  |{Apm-1A1LAPm-2)l1L

esitligi ile ifade edilir ve burada Ap,,,_, ve Ap,,,_, arasindaki a¢1 8 agisidir.
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3.2. SPACELIKE BEZIER EGRILERININ SERRET-FRENET CATISI, EGRILiGi
VE BURULMASI

Bu boliimde spacelike Bézier egrilerinin Serret-Frenet ¢ercevesi, egriligi ve burulmasi

spacelike ve timelike normallerle incelenecektir.

3.2.1 Spacelike Normale Sahip Spacelike Bézier Egrilerinin Serret-Frenet Catisi, Egriligi

ve Burulmasi

B(t) spacelike egrisini ele alalim. Birim hizli olmayan B(t) spacelike Bézier egrisinin kontrol
noktalar1 pg, py, ..., Pn—1 € R3 olsun. B(t) Bézier egrisi spacelike ise T teget vektorii spacelike
olmalidir. Asli normalinin spacelike oldugu durumda B(t) spaceike Bézier egrisine “asli
normali spacelike olan spacelike Bézier egrisi” denir. T teget vektorii spacelike, N normal
vektoril spacelike, B binormal vektorii timelike olmak tizere B(t) spacelike Bézier egrisinin

t = 0 baslangi¢ noktasindaki {T, N, B}|;—, ortonormal gatis1 tanimlandiginda

(3.20)

(T, T)=1, (N,N)=1, (B,B)=—1}
(T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=0

n n
kosullar1 saglanir. Spacelike Bézier egrisi ayn1 zamanda (M O

2, ) > 0 kosulunu saglar

[78].
Teorem 3.3 x ve y Minkowski-3 uzayinda iki vektor olsun.

1) Eger x ve y spacelike vektorleri |[(x, y)|;. < llx|l;.1ly]l;, kosulunu sagliyorsa x X y

vektorii bir spacelike vektor i¢in

[, ) = llxlle Iyl cos @ (3.21)

lx X yll;, = x|l Iyl sin 6 (3.22)

esitligi saglanir. Burada 8; x ve y spacelike vektorleri arasindaki spacelike agidir.

2) Eger x ve y spacelike vektorleri |(x, y)|;. > llx|l;. 1yl kosulunu sagliyorsa x X y

vektori bir timelike vektor i¢in
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1<, )i = =llx |l llyll ;. cosh & (3.23)
llx X ¥l = Ixll;llyll;, sinh & (3.24)
esitligi saglanir. Burada 8; x ve y spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.

3) Eger x ve y spacelike vektorleri |{x, y);. = l|x|l;. 1yl esitligini sagliyorsa x X y
vektori lightlike vektordiir [78, 81].

Teorem 3.4 B(t) spacelike normale sahip spacelike Bézier egrisi olsun ve p; kontrol noktalari
olsun. B(t)’ nin Serret-Frenet ¢ercevesi T, N, B, egriligi k ve burulmasi t:

mleltA-
T(t)= j=0 ()p]

( 71] %Bm 1(t)B]7_n_1(t)(Apj,Apj))

b

N =

25”0121"02 koo Bl H(®)BM 2 (0)BE () (AP jA1LA P ) ALAD

N(t) = — :

N S e T T PE s N e oY en
B(t) = Zm LY BT (0BT (0)(Ap jA1LA® ;)

|t =ms? B @B 2O (apjana?py)||

(&) = ™t ||zm LSRGt B 1(t)Bm‘2(t)(Ap,-mLA2m)||,L

K = )
|zpst Byt ||

() = -2 2 N ISR S B T (OB ()BT (t)det (Ap), Api i)

”Zm o Zitg? BT (B z(t)(Ap]AILAzpl)”
esitlikleri ile verilir ve burada Ap; ayni koni iginde yer alir [79, 82].

Ispat: Ap ; vektorleri spacelike vektorler oldugundan, t € [0,1] i¢in Ap; ‘nin normu

1ap;]|,, = (P Ap)) (3.25)

dir. Boylece Serret-Frenet ¢atisinin, teget vektorii su sekilde hesaplanir:
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Py = B _mI s om,
18Ol [mpgt 57 ap,]

__mITG BT @Ay I BT (Op;
T miEs s o o 0an

YTt BT (D) Ap;

T B (A T B H(©)AD))
j=0 Pj jhj=0 Pj j

-1 -1
j=o B/" ()Ap;

JES B B 0B 0 )

ispatin kalan kisimlar1 Teorem 3.1 ispati ile aynidir.

Sonu¢ 3.3 B(t) asli normali spacelike olan spacelike Bézier egrisi igin p; € E™ kontrol
noktalar1 olsun. Ab; ler ayn1 konide yer alan vektorler alindiginda t = 0 baslangi¢ noktasindaki

Serret-Frenet ¢atisinin teget vektorii

Apg Apy
T 0 = -
( ) lApolli.  V{Apo,Apo)

esitligi ile ifade edilir. Binormal vektorii ve Asli Normal vektori iki durumda incelenir:

1. Durum: [{Apg, Ap )i < |ApolliLllAp1]l;, kosulu saglaniyorsa Ap, ve Ap; vektorleri
icin N asal normali ve B binormali (3.21) ve (3.22) esitlikleri kullanilarak asagidaki
sekilde

B(O) — {(ApoA1LAp1) — (ApoA1LAD1)
[[AporrLApallie 1ApolliLllAp4llzL sin @

N(0) = 81 gcp — 2P0

"~ llApalin llapollyL

2. Durum: Ap, ve Ap,; vektorleri igin [{Apo, Ap ) 1L > AP |l Il Ap4 |l kosulu
saglaniyorsa N asal normali ve B binormali (3.23) ve (3.24) esitlikleri kullanilarak

asagidaki sekilde
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B(0) = (ApoArLAp1) _ (ApoA1LAD1)
lApoArLApallin - 1ApolliLllAp4llrL sinh 6

_  Apq __Apg
N(0) =15 esch 0 — g - coth 0

ifade edilir [78, 81].

Ispat: B(t) spacelike Bézier egrisi oldugu icin T teget vektorii de spacelike olmalidir. Bu

yiizden Apy’in normu ||Apoll;. = v {Apo, Apy) ifadesine esittir. Boylece t = 0 baslangig

noktasindaki teget vektorii

D A L)
|27t B @aw]

T(0) =

_ BI"H0)Apo+BI 1 (0)Ap; +++ B2 (0)Apym—_+ B 1 (0)Apsm—_1
185 (©)Apo+B" ™ (0)Ap1 +--+ B3 (0)APm—2+Bm =1 (0)Apm-1

_ (1-0™"1Apy+(m—-1)(1-0)2.0Ap1 +--+(m—1)(1-0).02Appm_2+0™ T Apy,_4
I(1-0)™~1Apy+(m—1)(1-0)2.0Ap; ++++(M—1)(1~0).02Ap 5 +0M~1Ap 4 Iy,

Apy Apg

" l1ApolliL — {Apo,ADe)

esitligi ile ifade edilir. |(Apg, Api )i < 1ApolliLllApy|l;. kosulunu saglayan Ap, ve Ap;
vektorleri spacelike vektor ise spacelike aginin i¢ ¢arpim ve vektorel (dis) ¢carpim 6zelliklerinin
kullanilmastyla birim hizli olmayan B(t) Bézier egrisinin t = 0 baslangic noktasindaki

binormal vektori:

B'(0)ALB"'(0)

BO) = mome o

ST EIe? B H(0)B]M2(0)(Ap jA1LA% D)
|7 B2g? B (@B 2 (00w jana?pa |

_ (BF*~1(0)+BT* () +--+B=1(0)) (BE*~2(0)+BI* 2 (0)+:-+B1=5 (0)){Ap jA;L A p;)
(B~ (0)+B1"~* (6)+++Bm=3 (0))(BF*~2(0)+BI*~2(0)+++BR =2 () {Ap jArLApy)|

_ BJTH(0)BI2(0)(ApoAILAZ Do) +BE T (0) B2 (0)(ApoA1LAZ D1 )+ +BY 1 (0)Bii =2 (0){ADoAILA? Pm—2)
|B&=1(0)BE™2(0){ApoAILAZDo)+BEY ™1 (0) B2 (0)(ApoAILAZp1 )+ -+ BT 1 (0)BIZ2 (0){APoAILAZDm—2)
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B (0)B*2(0){Ap1A1LA?po)+--++ BT (0)Byn—3 (0){AD1 A1LA? P —2)

+ == — - -
B (0)BI" 2 (0)(Ap1A1LA2 o)+ + B 1 (0) B2 (0)(Ap1 AlLA?Pm—2)

BI=1(0)BY ™ 2(0)(Apm—1A1LA%Do)+ B 1 (0) BT 2(0){Apm—1A1LA%p1 )+ +BJi—1 (0)Bin—2 (0){APm—1AILA?Pm—2)
B Z1(0)BI2(0){APoAILAZPm—2)+ B 1 (0) BT 2(0){ADm—1A1LAZ D1 )+ + B -1 (0) B2 (0)(Apm—1/\1LA2Pm—z)||IL

(1-0)""1(1-0)""2(ApoArLAZ o) +(1-0)™ L (m—2) (1-0)"3.0(ApoALLAZ D1 )+ +0™ 20 2(Apo AfL A2 Py —2)
T I(1-0)M=1(1-0)M=2(Apo A1 A2 po)+(1-0)M=1(m—2) (1—0)M=3.0(Apo A1 A2 D1 ) ++++0M=10M=2(Apo A A2 Py —5)

(m—-1)(1-0)™"2.0.(1—-0)™2(Ap; AjA%po)+-++(m—1)(1-0)™"2.0.0" 2(Ap1 A1 A2 Py —2)

+ (m=1)(1-0)™~20..(1-0)"™2(Ap1 A;LA?po)+++-+(M—1) (1-0)™72.0.0™2(Ap1 ALA? P —2)

0" 1(1-0)""2(Apm—1A1LAZPo)+0™ L (m—2) (1-0)"3.0.(Apm—1 A1LAZ D1 )+ +0™ 20 2(Apyy 1 AILA? Din—2)

_.l_
0™M~1(1-0)""2(Ap -1 A1LAZ D) +0™ 1 (M—2)(1-0)""3.0.(Apm—1A[LAZP1 )+ +0™ 10 2(Ap 1 AfL A2 Pm-2)1L

(ApoAILA%Do)  _ (ApoAL(AP1—APo)) _ (ApoAILAD1)—(ApoAILAD)
KApoALA?poMliL  I{APoAIL(AP1—APoliL  I{APoAILAD1)—(APoAILADO) 1L

_ {ApoA1LAD1) — (ApoA1LAp1)
lApoArLApalli.  1ApolliLllAp1lliL sin 6

esitligi ile hesaplanir. T teget vektorii ve N ana normal vektorii spacelike, B binormal vektori
timelike ise N = —B Ay, T alinacaktir. Burada Ap, spacelike vektor oldugu igin (3.25)
denklemden ||Apy |7, = (Apo, Ap,) dir. B(t) Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki ana

normal vektori;

N(0) = =B(0) A, T(0)

(ApoA1LAD1) Apg
IapoArLApalli * T llapolii,

_ __ {ApoArLAp1)ALApe — _ (—(APO'APO)AM+(AP1'AP0)APO)
I{ApoArLADP DLl ApolliL [I{AporiLAp DLl ApolliL

[1ApolliLllApoll1.Ap1 cos 6 [1Ap1ll1LllADo 7L ADo

~ apolliLliapolliLliapalliLsing  1ApollrLllApollrLllAD, Iz sin 6

A A
=—PL 5ch ——2° coth
1Ap1 L [1ApollrL

esitligi ile ifade edilir. Burada Ap, ve Ap; spacelike vektorleri arasindaki ac1 8 dir.

[{Apo, Ap )1 > Ao |l 1| Ap ||, kosulunu saglayan Ap, ve Ap, vektorleri spacelike vektor
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ise hiperbolik a¢inin i¢ ¢arpim vektorel carpim 6zelliklerinin kullanilmasiyla B(t) birim hizl

olmayan Bézier egrisinin t = 0 baglangi¢ noktasindaki binormal vektorii:

B'(0)ALB"'(0)
1B (0)ALB"" (0)I1L

B(0) =

ot Siko” B' T (0)B" 2 (0)(Ap jA1LA%D;)
||Zm i ZBm B2 (0)(8p;AA%p) |

_ {BpoAlLA?po)  _ {BpoAIL(ADP1—APo))  _ (ApoAILADP1)—(APoAILAD)
KApoAILA2po)li  [KAPoAIL(AP1—APoiL  [{APoAILADP1)—(ADoAILADOM 1L

_ (ApoA1LAp1) — (ApoA1LAD1)
[lApoArLAplli.  1ApolliLllAp4|l;L sinh 8

esitligi ile ifade edilir. T teget vektorii ve N ana normal vektorii spacelike, B binormal vektori
timelike ise N(t) = —B(t) Ay, T(t) alinacaktir. Burada Ap, spacelike vektér oldugu igin
|1Apo |12, = (Apo, Apo) dir. B(t) birim hizli olmayan Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢

noktasindaki nna normal vektori:

N(0) = =B(0) A, T(0)

__{ApoArLAp1) Apg
lapoArLdpll 1 1ApolisL

_ _ _ (BpornApi)AiLApe (—(Apo.Apo)Am+<Ap1.Apo)Apo)
I{ApoArLADP DLl ApolliL [I{AporiLAp DLl ApolliL

_ _lIapolliLllApolliLAps cosh 6 lAp 411111 APoll1LAPo
lapolliLllApolliLllAp4lliL sinh & ||ApollrLllApolliLllApy iz sinh 6

A
=—P1L (schf ——2° (othh
1Ap1llrL ||Apo||1L

olarak hesaplanir. Burada 8, Ap, ve Ap, spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.

Sonu¢ 3.4 Kontrol noktalar1 spacelike vektorler olan pgy, py, ..., pn, olan ve Ap; spacelike
vektorlerden olusan n. dereceden asli normali spacelike olan spacelike B(t) Bézier egrisinin

t = 0 baslangic noktasinda egrilik ve burulmasi iki durum igin asagidaki gibi hesaplanir:
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1. Durum: [{Apg, Ap )i < 1ApolliLl|Apy ;L kosulu saglaniyorsa Ap, ve Ap; spacelike

vektorleri igin

m—1||Ap1]l;L sin 6 m—2 det (Apy,Apq1,A
K(O) — DalliL — Ve T(O) — (Apo.Apy p22)
m  ||ApolliL m  ||ApoArLAP4lliL

2. Durum: |{Apg, Ap )L > 1ApolliLl|Apy|l;, kosulu saglanmiyorsa Ap, ve Ap; spacelike

vektorleri igin

m-1 |A sinh 6 m—2 det (Apy,Ap41,A
lAp4lliL ve 7(0) = — (Apo,Ap1,Ap2)

2 2
m [1ApollzL m  ||[ApoArLApalliL

k(0) =

olarak bulunur [78, 81].

Ispat: Birinci durumda oldugu gibi [{Apg, Api) i < |Apoll;LlI1Ap, ||, kosulu saglaniyorsa Ap,
ve Ap, spacelike vektorleri i¢in B(t) spacelike Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢c noktasindaki

egriligi k ve burulmasi 7, (3.21) ve (3.22) esitlikleri yardimiyla

_ 8" (0ALB" O, _ m=1 [ApoArLAPL L

k(0
(0 1B ()13, m lApollF,
_ m-11ApolliLllAp4lliLsin® _ m-—2 det(Apo,Ap1,Ap2)
m llapoll3, m |(ApoArLAp)liiL®
_ m=1||Ap4|l;r sin 8
m  dpollf,
(B'(0)ALB"'(0), 8" (0))
T(O) — IL

1B (0)A;LB" (0)]l11

_ m—2XJ5 Bie” Tko B (0)B"*(0)BY" 3 (0) det(Ap;A%p; A%py)

2
m |27 B252 B (@B (0)p jAn?pi) |

_ m-—2det(Apo,A2py,A%p,)
m  |[{ApoArLAp: )i’

ifadesi ile elde edilir. Tkinci durumda oldugu gibi [(Apo, Api )y > |1APo ;1A |l kosulu

saglantyorsa Ap, ve Ap, spacelike vektorleri i¢in spacelike vektorler igin B(t) spacelike

47



Bézier egrisinin ¢t = 0 baslangi¢ noktasindaki egriligi k ve burulmasi 7 ise sirasiyla (3.23)

ve (3.24) esitlikleri kullanilarak

0) = 8" (@ALB" O, m-1I(ApoALAP) L
1B (0113, m lApoll3,

_ m—1|Apoll;LllAp4lliL sinh & _ m—1 ||Ap4|ly sinh 6
m llapoll, m llapollF,

)

__ (8'(0)ALB"'(0), 8" (0))
10) = S ome Ol

m-2 Xjto' Zite? Theo B 1(0)B]"2(0) By 3 (0) det(Ap j,A%p;,A3py)

2
m =Tt 212 B B2 (0)ap s |

. m-2 det(Apo,A%p1,A3D,)
m  |{8porrLAp:)lin’

ifadeleri elde edilir.

Sonu¢ 3.5 Ana normali spacelike olan B(t) spacelike Bézier egrisi i¢in b; € E3 kontrol
noktalar1 olsun. Ayn1 konide yer alan Ab; vektorleri alindiginda ¢t = 0 baslangi¢ noktasindaki

Serret-Frenet ¢atisinin teget vektorii

( ) — Apy Apg

lApolli, — (Apo,ADo)

dir. Binormal vektori ve Asli Normal vektori iki durumda incelenir:

1. Durum: [{Apg, Ap )i < |ApolliLl|Ap1]l;, kosulu saglaniyorsa Ap, ve Ap; vektorleri
icin N asal normali ve B binormali (3.21) ve (3.22) esitlikleri yardimiyla;

B(0) = (ApoArLAP1) _ (ApoA1LAD1)
lApoArLApalli.  ApolliLllApalliL sin 6

Ap, Apg
N(0) = ————cscO + cotd
Q) [[Ap4llre [[Apollre
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2. Durum: [{Apo, Ap )i > 1ApollillApy ;L kosulu saglaniyorsa Ap, ve Ap; vektorleri
icin N asal normali ve B binormali (3.23) ve (3.24) esitlikleri yardimiyla;

B(O) — {ApoA1LAP1) — (ApoA1LAD1)
lApoArLAp1llin - 1ApolliLllAp4llzL sinh 6

_ _ _bps __Apg
N(0) = =y esch 0 — g coth 6

ifadeleri ile hesaplanir [78, 81].

Ispat: B(t) spacelike Bézier egrisi oldugu igin teget vektorii de spacelike olmalidir. Bu yiizden

1Apoll;L = + (Apo, Apy) olur. t = 0 baslangi¢ noktasindaki teget vektori

STt B H(0)Ap;
2525t B~ 0nw ],

T(0) =

_ BI"H0)Apo+BI 1 (0)Ap; +++ B2 (0)Apym—_2+ B (0)Apm—_1
185~ (©)Apo+B* ™ (0)Apy +---+ B3 (0)APm—2+Bm =1 (0)Apm-1

_ (1-0)™1Apo+(m-1)(1-0)2.0Ap; +---+(mM—1)(1-0).02Ap, 2 +0™ 1 Apy, 4
[1(1=0)™~1Apo+(m—1)(1-0)2.0Ap; ++--+(M—1)(1-0).02Ap, 5 +0™ T Apy 4 |l1L

Apy Apg

" Aol {Apo,Ape)

esitligi ile elde edilir. [(Apg, Api )i < IApolliLllAp1ll;, kosulunu saglayan Ap, ve Ap;
vektorleri spacelike vektor ise spacelike aginin i¢ ¢arpim ve vektorel carpim 6zelliklerinin
kullanilmastyla birim hizli olmayan B(t) Bézier egrisinin t = 0 baslangic noktasindaki

binormal vektorii (3.21) ve (3.22) denklemleri yardimiyla

B'(0)A;LB"(0)
[B"(0)ALB" (0)I11

B(0) = I

_ (ApoArLAp1) _ (ApoArLAP1)
lApoArLApallie  ApolliLllApalliL sin @
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oldugu kolayca goriiliir. T teget vektorii ve N ana normal vektorii spacelike, B binormal
vektorii timelike ise N = B Ay T aliacaktir. Burada Ap, spacelike vektor oldugu i¢in

|Apo |, = (Apg, Ape) dir. Asli normal vektorii (3.21) ve (3.22) denklemleri yardimiyla;

_ _ {ApoArLAp4) Apg
N(0) = B(0) A, T(0) = Inponiipali L Tapolis

_ __{BpoAiLAPIAILAPe (—(Apo.ApoMpl+<Ap1.Apo)Apo)
{ApoAILAP LI APl 1L {apoAILAP DLl APoll1L

_ =|lApoll1LllApoll1.AP1 [1Ap11l1LllApoll 1. APo
[[apollzLllApolliLllAp4lliL sin€® ~ ||ApolliLllApolliLllAp4 ]l sin 6

Apl 9 + ApO

= — cotd
[lAp1lliL [[ApolliL

oldugu goriiliir. Burada 8, Ap, ve Ap, spacelike vektorleri arasindaki acidir.

[{Apo, Ap )1 > AP |l |Ap1 |l kosulunu saglayan Ap, ve Ap, vektorleri spacelike vektor
ise hiperbolik ac¢inin i¢ carpim ve vektorel carpim 6zelliklerinin kullanilmasiyla birim hizli
olmayan B(t) Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii (3.23) ve (3.24)

denklemleri yardimiyla:

B'(0)A;LB" (0)
[1B"(0)ALB" (0)I11

B(0) =

X RS B (0BT (0)(Ap iArLA D))
|7t 22 B (B2 (0)ap e

— (ApoA1LADP1) — (ApoA1LAD1)
lApoArLAplli.  1ApolliLllApy|lzL, sinh 6

esitligi elde edilir. T teget vektorii spacelike, N ana normal vektorii timelike, B binormal
vektori spacelike ise N(t) = B(t) A, T(t) alinacaktir. Burada Ap, spacelike vektor oldugu
icin ||Apoll4, = (Apy, Ap,) dir. Ana normal vektorii (3.23) ve (3.24) denklemleri yardimiyla:

N(0) = B(0) Ay, T(0)

_ {(ApoA1LAD1) Apo
apoArLAp Il T 11 ApolisL
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_ __(BpoA1LApAILAPe  _ —(APo,APo)APs1+(AP1,APe)ADe
IKApoArLADP 1L ApollrL I{ApoAILAD 1L ApollrL

_ 1A ll1LlIAPo |l 1LADP1 lAp1ll1Ll1APoll1LAPo cOsh 6
lApollrLllApolliLllAplliL sinh 8 [|ApglliLllApolliLllAp1ll;L sinh 6

A A
=——P1 (schf +—2 cothd
lAp1lre [[Apollre

olarak hesaplanir. Burada 8, Ap, ve Ap; spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik acidir.

Sonu¢ 3.6 Kontrol noktalar1 spacelike vektorler (pg,pq,...,pn) olan ve Ap; spacelike
vektorlerden olusan n. dereceden asli normali timelike olan spacelike B(t) Bézier egrisinin t =

0 baslangi¢ noktasinda egriligi (k) ve burulmasi (7) iki durum icin agsagidaki gibi hesaplanir:

1. Durum: [(Apo, Ap) i < 1ApollillApyll;, kosulunu saglayan Ap, ve Ap; spacelike

vektorleri igin

m-1 1A : m—2 det (Apo,Ap1,A
K(0) = 22 apllin g ve 7(0) = — (Apo.AP1,ADS)

m || ApolliL m  lApoArLAp i’

2. Durum: [(Apo, Ap )i > 1ApollillAp1 |l kosulunu saglayan Ap, ve Ap; spacelike
vektorleri i¢in
x(0) = m-1 ||Ap4liiL m—2 det (Apo,Ap1,Ap2)

———=sinh 8 ve 7(0) =—
m  |ApolliL® m  ||ApoArLAp i’

olarak bulunur [78, 81].

Ispat: Birinci durumda oldugu gibi [{Apg, Api)li. < |Apoll;LlI1Ap, ||, kosulu saglaniyorsa Ap,
ve Ap; spacelike vektorleri i¢cin B(t) spacelike Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢c noktasindaki

egriligi (k) ve burulmasi (1) sirasiyla (3.21) ve (3.22) denklemleri yardimiyla

_ 8" (0)ALB" O, _ m=1 [(AporrAp i
1B’ (0113, m llApoli3,

k(0)

_ m—1||ApollsLllAp1llsL sin 6
m llapoll,
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_ m—1||Ap4|l;y sin 8

m  |lApollf,

)

__(8'(0)ALB"'(0), 8" (0))
10) = S o Ol

_ m—2 Y75 B TRto B (0)B" T2 (0)B 3 (0) det(Ap;,A%p; A%py)

2

m =7 £252 B (@B (0)p jana?ps) |
_ m-2det(Apg,A%py,A%p,)  m-—2 det(Apg,Ap1,Apy)
m  {ApoArLAp)IL’ m  |[{ApoArLAP)IiL”

ifadeleri ile elde edilir. Tkinci durumda oldugu gibi [(Apg, Api )i > |1Apoll;Ll|Ap, |l kosulunu
saglayan Ap, ve Ap, spacelike vektorleri igin B(t) spacelike Bézier egrisinin t = 0 baslangig¢
noktasindaki egriligi k(0) ve burulmasi 7(0) sirasiyla (3.23) ve (3.24) denklemleri yardimiyla

I8 a8 O,
IO

k(0)

_ m=1[{ApoArLAp) i _ m—1||Apoll;LllAp1lliL sinh 8

m llapoll, m llapoli,

m—1 || Ap4|| .
=2 PIUL Sinh 6
m ”Apo”u,

)

_ (B'(0)ALB"'(0),8'"(0))
7(0) = g s O

_ m—2XJ5 Bie” Xko Bj" N (0)B"*(0)BY 3 (0) det(Ap;A%p;A%py)

2
m |7t 2i? B B2 (0)ap s |

_ m-2det(Apy,A%p,,A3D,)
m  {ApoALAP)IrL

esitlikleri elde edilir. m
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BOLUM 4

E3’ te TIMELIKE VE SPACELIKE KUBIK BEZIER EGRILERININ SERRET-
FRENET ELEMANLARINA ILISKIN UYGULAMALARI

4.1 E3° TE ANA NORMALI TIMELIKE OLAN TIMELIKE KUBIK BEZIER
EGRILERININ SERRET FRENET ELEMANLARI UYGULAMALARI

Ornek 4.1 B(t) kontrol noktalar1 py = (1,3,—3), p; = (3,0,4), p, = (2,1,6), ps = (2,5,5)

olan timelike kiibik Bézier egrisi olsun. O halde timelike konveks ¢okgent,
Apy = p1 —po = (2,-3,7),

Ap; =p, —p1 = (=1,1,2),

Ap; =p3 —p2 = (0,3,1)

vektorleri ile verilir. Buradaki vektorler (Ap;, Ap;) < 0 kosulunu saglayan her bir vektorden
dolay1 timelike vektordiir. Boylece B(t) timelike kiibik Bézier egrisi oldugu gerceklenmis olur.
Bu Ornekte asli normali timelike olan timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangic

noktasindaki Serret-Frenet catisi, egriligi ve burulmasi asagidaki gibi hesaplanir.
Sonug (2.3)’daki (2.49) denkleminden yararlanarak
B(6) = X0 B (Op;
ifadesinin ¢ = 0 baslangi¢ noktasindaki birinci ikinci ve {igiincii tlirevleri
B'(0) =3Y2,B2(0)Ap; =3.Ap, = 3(2,-3,7) = (6,—-9,21)

B"(0) = 3.2 B (0)A%p; =3.2.A%p, = 3.2.(Ap;, — Apy)
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=3.2[(-1,1,2) — (2,-3,7)] = 3.2.(=3,4,—5) = (—18,24, —30)

B"'(0) = 3.2.1%0 B (0)A3p; =3.2.1A3p, = 3.2.1(Ap, — 2Ap, + Apy)

=3.2.1[(0,3,1) — 2(~1,1,2) + (2,-3,7)] = 6(4,—2,4) = (24, —12,24)

seklinde hesaplanir. Burada Ap,’1in normu,

lApoll; = \/‘(APO»APO) = \/—(22 +(=3)2-72) = \/—(—36) =36=6

ile hesaplanir. Ana normali timelike olan timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢

noktasindaki teget vektorii (3.10) denkleminden yararlanarak

B'(0) Apo (2,-3,7) 2 -3 7
T = — = = - —_— -
(0) 1B @l lApollie V36 (6' 6 '6)

olarak elde edilir. Burada,

@, 70) = () + () () =t+2-2_ 4

oldugundan dolay1 T teget vektorii timelike vektordiir. Ap; ve Ap, arasindaki 6 acisini

hesaplamak igin [(Apo, Ap )i = —lApoll;LllAp4 |5, cosh @ ifadesi kullanilacaktir. Buradan,

|((2! _3:7)! (_1:1:2))|1L = _”(ZP _3I7)||1L||(_1I1I2)”1L COSh 9

= |-2—3—14|;, = —/—(22 + (=3)2 — 72){/=((=1)2 + 12 — 22) cosh §
= |19|;, = —V36V2 cosh

=19 = —6V2cosh#@

19
= cosh @ = G

olarak bulunur. Vektorel ¢arpimi, (2.3.5) denklemden
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Apo A, Apy = (7.(=1) = (=3).2,2.2 = 7.(=1),2.1 — (=3).(=1)) = (13,11,—1)

olarak hesaplanir. Ayrica vektorel carpimin normu,

1Apo A Apq Iy, = 132 + 112 — (—1)2 = V289 = 17
dir. Buradan ||[{Apo, Ap) ;. = Aol l|Ap |l sinh 6 ifadesini kullanarak

17 = 12,3, =Dl (=1,1,2)|l;, sinh 6

=17 = /=22 + (=3)2 — 72){/=((—1)% + 12 — 22) sinh @

= 17 = /36V/2sinh @

i =17
= sinh 8 = G
olarak bulunur. Timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Binormal

vektord,

lApoArLAPlliL 17 17’17’ 17

2 2 2
olarak elde edilir. Burada (B(0), B(0)) = (g) + (%) - (— %) = 1 oldugundan binormal

vektoriin spacelike vektor oldugu agikca goriiliir. Asli normal vektorii ise (3.12) denklemden

yararlanarak

N(0) = =B(0) Ay T(0) = = (=13,-11,1) A £ (2,-3,7)
= ﬁ(l- (=3) — (-11).7,(-13).7 — 1.2,(—=13).(=3) — (—11).2)

1
= —(74,-93,61)

sonucu elde edilir. Ikinci bir yol olarak (3.2) ve (3.3) denklemleri kullanilarak asagidaki sekilde

bir hesaplama yapilirsa
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N(0) = =B(0) A, T(0)

Apo Apq
= cothd ————csch 8
[1ApollrL [1Ap1lirL

19
(237 &z  (-112) 1 _ (2-37) 19 62 _ (-1,12)6V2

a7 a7 = PV AP
17 2 L 6 6V2 17 2 17
s V2 o~ V2 V2

_ (38-57133) (=363672) _ 1 (74,—-93,61)
17.6 17.6 102

yine ayni sonug elde edilmis olur. Boylece timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangic

noktasindaki Serret-Frenet ¢atisi,

2 =37 13 11 -1 74 —-93 61
Tleeo = (5 %2) Bleso = (55:35:37) Nle=o = (35572 703

17’17’17 102’ 102’ 102

olarak elde edilir. Ayrica timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki egriligi

(3.13) denklem kullanilarak,

18" A8 O], 3.3.2 1AporApoll,,
18’0113, 33 lApollf,

k(0)

_ 201@=3DAn (=345l _ 2112311, -l _ 217 _ 17
3 12,-3.73, 3 112-37)3, 363 182

bulunur ve yine ayni zamanda (3.2) ve (3.3) denklemde yerine yazarsak

m—1|Ap1 L . 3-1v2 17 17
(0) = —p—léLsth = ——— =
m |Apoll%, 3 626V2 182

bulunur. Yukaridaki denklemlerden goriildiigii iizere iki farkli yontem kullanildiginda da yine
ayni sonug elde edilir. Son olarak timelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki

burulmasi ise Sonug (3.1)’da (3.14) denklemde yerine yazildiginda,

2 -3 7

-1 1 2
r(0)=-321o s 1 _ 1734 _ 2
3 1(13,1,-DI% 3172 51

sonucu elde edilir [78]. m
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4.2 E3° TE ANA NORMALI SPACELIKE OLAN SPACELIKE KUBIK BEZIER
EGRILERININ SERRET-FRENET ELEMANLARI UYGULAMALARI

Ornek 4.2 B(t) kontrol noktalar1 p, = (1,0,1), p; = (3,1,2), p, = (4,0,1), p; = (3,0,2)

olan spacelike kiibik Bézier egrisi olsun. O halde spacelike konveks ¢cokgeni
Apy =p1 —po = (2,1,1),

Ap; =p; —py = (1,—-1,-1),

Ap; = p3 —p2 = (=1,0,-1)

vektorleri ile olusur. Buradaki her bir vektor (Ap;, Ap;) > 0 kosulunu sagladigindan dolay1
spacelike vektordiir. Boylece B(t) spacelike kiibik Bézier egrisi olur. Bu 6rnekte asli normali
spacelike olan spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢c noktasindaki Serret-Frenet

catisi, egriligi ve burulmasi agagidaki gibi hesaplanir.
Sonug 2.3’ daki (2.49) denkleminden yararlanarak
B(6) = XL B (0P
ifadesinin t¢ = 0 baslangic noktasindaki birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri
B'(0) = 3X7_, B (0)Ap; =3.4p, = 3(2,1,1) = (6,3,3)
B"(0) =3.2%1,B(0)A%p; =3.2.A%p, = 3.2.(Ap;, — Apy)
=3.2[(1,-1,-1) - (2,1,1)] =3.2.(-1,-2,-2) = (—6,—12,-12)
B"'(0) = 3.2.1%0 B (0)A3p; =3.2.1A3p, = 3.2.1(Ap, — 2Ap, + Apy)
=3.2.1[(-1,0,—1) — 2(1,—-1,-1) + (2,1,1)] = 6(—1,3,2) = (—6,18,12)

seklinde hesaplanir. Burada Ap,’1n normu,

Aol = v{APo, Apo) = /(22 + 12 — 12) = V& = 2
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ile hesaplanir. Asli normali spacelike olan spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢

noktasindaki T teget vektorii Sonug 3.3’den yararlanarak

— %,(0) — ApO — (Zrl!l) — E l l — l l
TO) = 5o = iapdln = & (2’2’2) (1'2'2)

olarak elde edilir. Burada,

CECRORORO RIS,

2 2

oldugundan T teget vektorl spacelike vektordiir. Ap; ve Ap, spacelike vektorler oldugundan
bu vektorler arasindaki 6 agisim1 hesaplamak igin (3.21) ve (3.22) denklemleri kullanilir.

Buradan,

|((2;1;1)' (1, _1; _1)>|1L = ”(21111)”1L”(1; _1; _1)“1L cos 6

> 2-1-(-Dlp=y@2+ 1?2 - 19)/(1% + (-1)2 = (-1)?) cos 6
= |2|;, = V4V1cos 8

= 2 =2.1cos6

= cosf = % =1

olarak bulunur. Vektorel ¢arpimi, (2.55) denklemden

Apg Ajp Ap; = (1.(-1) - 1.1,21-1.1,2.(-1) — 1.1) = (—-2,1,-3)

olarak hesaplanir. Ayrica vektorel carpimin normu,

|Apo Ar, AplliL = \/(—2)2 +12—-(=-3)2=+V4=2
dir. Buradan ||[{Apg, Ap:) ;. = Aol |Ap1 |l sin 6 ifadesi kullanilarak

2=1ELDN.N@ -1, -Dll;.sin 6
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=2=/@+ 12— 12)/(1+ (-D? - ()P sin6
= 2 =21sin0
= sinf = % =1

olarak bulunur. Spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Binormal

vektori,

B(0) = SRl _ (2459 _ (2 2 9
[1ApoArLAP L 2 2727 2

N2 2 a2
olarak elde edilir. Burada (B(0), B(0)) = (72) + (l) — (—3) = —1 oldugundan binormal

2 2

vektoriin spacelike vektor oldugu agikca goriiliir. Ana normal vektorii ise Sonu¢ 3.3’den

yararlanarak,
N(0) = =B(0) A, T(0)

Ap1 Apo
= cschf@ ————coth @
lAp4 iz [[Apollre

-1~ 1 (211 1
- 1 "1 2 "1

(-1,-2,-2)

bulunur. Boylece spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Serret-Frenet

catisi,
Tli=o = (1:%;%): Bli=o = (_1;%:_73)' Nli=o = (—=1,-2,-2)

olarak elde edilir. Ayrica spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baglangi¢ noktasindaki egriligi

Sonug 3.3 den yararlanilarak,

K'(O) _ m-1 lApslliL . 6 = 3_1i 1= l
m |lApollZ, 3 227 6

bulunur. Son olarak spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki burulmasi

ise Sonug 3.3 de yerine yazildiginda,
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_ m-2det(Apo,Ap1,Apz) _  3-2

7(0) =

sonucu elde edilir [78]. m

2 =
m  ||ApoArLApaliiL

2 1 1

-1 -1
=1 0 =1
3 1(-21,-3)F

4.3 E3° TE ANA NORMALI TIMELIKE OLAN SPACELIKE KUBIK BEZIER
EGRILERININ SERRET FRENET ELEMANLARI UYGULAMALARI

Ornek 4.3 B(t) kontrol noktalart p, = (—3,—2,—1), p; = (0,0,2), p, = (3,2,4), p3 =

(2,3,5) olan spacelike kiibik Bézier egrisi olsun. O halde spacelike konveks ¢cokgeni

Apo = p1 — o = (3,2,3),

Apl =D2—P1 = (3l2I2))

Ap, =ps —p, = (-1,1,1)

vektorleri ile olusur. Buradaki her bir vektor (Ap;, Ap;) > 0 kosulunu sagladigindan dolay1

spacelike vektordiir. Boylece B(t) spacelike kiibik Bézier egrisi olur. Bu 6rnekte asli normali

timelike olan spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Serret-Frenet catisi,

egriligi ve burulmasi asagidaki gibi hesaplanir.

Sonug 2.3°daki (2.49) denkleminden yararlanarak

B(t) = X0 B} (H)p;

ifadesinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri

B'(0) =3Y2,B2(0)Ap; =3.Ap, = 3(3,2,3) = (9,6,9)

B"(0) = 3.2YL , BL(0)A%p; =3.2.A%p, = 3.2.(Ap; — Apy)

=3.2[(3,2,2) — (3,2,3)] = 3.2.(0,0,—1) = (0,0,—1)
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B"'(0) = 3.2.1%0_, B (0)A3p; =3.2.1A3p, = 3.2.1(Ap, — 2Ap, + Apy)
=3.21[(-1,1,1) — 2(3,2,2) + (3,2,3)] = 6(—4,—1,0) = (—24,—6,0)

seklinde hesaplanir. Burada Ap,’1in normu,

1Apoll;L = /(Apo, Apo) = /(32 + 22 — 32) = V22 = 2

ile hesaplanir. Ana normali timelike olan spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangig

noktasindaki T teget vektorii Sonug 3.1 denkleminden yararlanarak

__B© _ Ao _ (323 _(323)_(3 .3
T(O)_IISB’(O)IIIL llApollL Va4 (2’2‘2) (2’1’2)

olarak elde edilir. Burada,

rOo =@ + (- 22431

oldugundan dolay1 T teget vektorii spacelike vektordiir. Ap; ve Ap, spacelike vektorler
oldugundan bu vektorler arasindaki 6 agisini hesaplamak i¢in (3.23) ve (3.24) denklemleri

kullanilir. Buradan,

|((3r2r3)r (31212)>|1L = _”(31213)”IL”(3t2;2)”IL COSh 0

= [9+4—6|, =—/(32+(2)2-32),/(32 + (2)2 — (2)?) cosh @

= |7|,, = —V22v32 cosh @

= 7 =—-—2.3cosh@

7
= cosl = ——
2.3

olarak bulunur. Vektorel ¢arpimi, (2.55) denklemden

Apo Ay, Apy = (3,2,3) Ay, (3,2,2) = (3.2 —2.2,3.2—3.3,3.2 —=3.1) = (2,-3,3)
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olarak hesaplanir. Ayrica vektorel carpimin normu alindiginda,

1Apo A Apalli = +/(2)2 + (-3)2—(3)2=V4 =2
dir. Buradan ||[{Apo, Ap) ;. = |1Apoll iz l|Ap1 |l sinh 6 ifadesini kullanarak

2= ”(3,2,3)”IL”(?),Z,Z)”]L Sinh@

= 2 =,/(3%2 4+ 22 — 32),/(32 + (2)2 — (2)2) sinh @

= 2 = 2.3sinh @

= sinf =

olarak bulunur. Spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Binormal

vektord,

Apo Ay Bpr (2,-3,3) (2 -3 3)

B(0)= - —\5'"5
|1Apo Arr, ApylliL 2 277202

2 ,_a\2 2
olarak elde edilir. Burada (B(0),B(0)) = (%) + (73) - (S) =1 oldugundan binormal

vektoriin spacelike vektor oldugu agikca goriiliir. Ana normal vektorii ise Sonug 3.1 deki 3.2

denkleminden yararlanarak

= _ _ _ _Apo __Ap1
N() =—-B0) A, T() = T coth @ Tl csch @

7
(823 75 (322 1 (323) ( 7)3 (3,22) 3
o 2 1 3 17 2 6/ 1 3 "1
3 3
_ (9,-1,13)
o 4

bulunur. Boylece spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki Serret-Frenet

catisi,
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=(213 - (233 _ O7113)
T|t=°_(2’1’2)’B|t=0_(2’ 2 ’2)’ Nle=o = 4
olarak elde edilir. Ayrica spacelike kiibik Bézier egrisinin t = 0 baglangi¢ noktasindaki egriligi

Sonug 3.1 deki 3.1.13 denklemden yararlanilarak,

m-1||Ap1llL . 3-13 1 1
(0):_—128 9———2.—:—
m  |Apollfy, 3 22'3 6

bulunur. Son olarak spacelike kiibik Bézier egrisinin t¢ = 0 baslangi¢ noktasindaki burulmasi

ise Sonug 3.1° da 3.14 denklemde yerine yazildiginda,

m-2 det(Apo,Ap1,Ap,)

T(O) = - 2
m  ||[ApoArLApaliiL
3 2 3
3 2 2
3—-2 -1 1 1l _ 15 _ 5
3 12-33)% 322 12

sonucu elde edilir [78]. m
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BOLUM 5

EGRI UYDURMA (CURVE FITTING)

Bu boliimde, ikinci boliimde teorik bilgisi verilen Bézier egrileri ve makine dgrenmesinin egri
uydurma (curve fitting) yontemi kullanilarak Python 3.10 (64 bit) bilgisayar programlama dili
yardimiyla Bézier egrileri iki farkli bakis acisi ile ele alinacaktir. Bunlardan birincisi kontrol
noktalar1 degistirilerek olusacak yeni goriintiilerin incelenmesi; ikincisi de kontrol noktalarini
degistirmeden parametre araliginin artig miktar1 degistirildiginde goriintiideki degisimin

incelenmesidir.

Dogada bilim insanlar tarafindan matematiksel olarak temsil edilebilecek ve sonlu sayida
egrinin birlesmesiyle olusturulabilecek sonsuz ¢oklukta sekil yer almaktadir. Istenen sekil tam
olarak tasvir edilemese bile en yakin goriintiiyii elde edebilmek i¢in yaklagim egrisi veya serbest
bicimli egri kullanilir. Egri uydurma yontemi, bir dizi veri noktasi ile en iyi uyumu saglayan
istenen nesnenin goriintiisiinii olusturma siirecini ifade eder. Egri uydurma algoritmasinin
amaci, gorlintlinlin ana hatlarina minimum degisimle yaklasmak i¢in minimum sayida kiibik

egri parcasi kullanmaktir.

Bu kavrama ¢ok yakin olan interpolasyon kavrami genellikle ayn1 anlami tasiyor gibi goriinse
de birbirinden ayr1 kavramlardir. Egriler arasinda iki yontemde de fonksiyon girdi ve
ciktilariyla alakali benzer bir iliski oldugu diisiiniilebilir. Interpolasyon ydnteminde genellikle
veri noktalari girildiginde ¢ikan sonu¢ mutlaka egri tizerinde bulunmalidir. Ancak egri uydurma
yonteminde interpolasyon yonteminin tam aksine veri noktalar1 girildiginde egrinin bu
noktalardan ge¢mesinin zorunlu olmadan en uygun goriintiiye ulagilmast hedeflenir. Bu iki
yontem arasindaki en temel fark, veri noktalarinin ulagilmak istenilen goriintiiniin iizerinde olup
olmadigidir. Egri uydurma iki veya daha fazla de§isken arasindaki iliski hakkinda 6rnek
verilere dayali olarak veri gorsellestirmeye yardimci olabilir. Bézier egrileri kontrol noktalarina
bagl olarak degistirme 6zellikleri ve derecesi ile kontrol noktalar1 arasinda baglanti olmasi ve
cesitli Ozellikleri saglamasi nedeniyle egri uydurma islemlerinde yaygin olarak tercih edilen

egri cesitlerindendir. “An algorithm for automatic capturing of the font outlines” isimli
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makalede Ozellikle yazi tiplerinin ana hatlarin1 yakalamak i¢in yararli olan, optimum egri
tasarimi i¢in basit ve etkili bir yontem sunulmasi bu konunun temsillerinden sadece bir tanesidir
[86]. Asagidaki orneklerle egri uydurma yonteminde iki boyutlu ve ii¢ boyutlu Bézier
egrilerinin kontrol noktalarinin degistirilmesi ve parametre araligindaki artis hizinin

degistirilmesiyle ortaya c¢ikan goriintiler Python 3.10 programlama dilinde ¢izdirilerek

incelenmistir [82-89, 92].

Ornek 5.1. 4 kontrol noktasi ile verilen kiibik Bézier egrilerinin kontrol noktalarmm

degismesiyle olusan harflerin Python 3.10 (64 bit) goriintiileri ve algoritmalari incelenmektedir
[90].

Sekil 5.1 (a, b, ¢, d): 4 kontrol noktasi ile verilen kiibik Bézier egrilerinin kontrol noktalarinin
degismesiyle olusan harflerin Python 3.10 goriintiisii.

In [38]: from beziers.point import Point
from beziers.path import BezierPath
from beziers.cubicbezier import CubicBezier
bl = CubicBezier(
Point(0.0,50.0), Point(30.0,50.0), Point(25.0,35.0), Point(0.0,0.0)
)

b2 = CubicBezier(
Point(60.0,-20.0), Point(30.0,-20.0), Point(40.0,-55.0), Point(0.0,-60.0)

)
b3 = CubicBezier(
Point(0.0,0.0), Point(0.0,120.0), Point(0.0,-25.0), Point(0.0,-50.0)
)
path = BezierPath.fromSegments([b1,b2,b3])
path.closed = False
path.addExtremes ()
path.balance()
path.translate(Point(0.0,0.0))

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots()
path.addExtremes ()
path.plot(ax)

plt.show()

Sekil 5.2 Sekil 5.1.a Python 3.10 kodu (B)

66



In [1]: from beziers.point import Point

from beziers.path import BezierPath
from beziers.cubicbezier import CubicBezier
bl = CubicBezier(

Point(40.0,-10.0), Point(20.0,-30.0), Point(10.0,-20.0), Point(0.0,0.0)
)
b2 = CubicBezier(

Point(0.0,0.0), Point(0.0,0.0), Point(0.0,0.0), Point(0.0,0.0)
)
b3 = CubicBezier(

Point(0.0,0.0), Point(-10.0,60.0), Point(80.0,0.0), Point(0.0,0.0)

)
path = BezierPath.fromSegments([b1,b2,b3])
path.closed = False
path.addExtremes ()
path.balance()
path.translate(Point(9.0,0.0))

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots()
path.addExtremes ()
path.plot(ax)

plt.show()

Sekil 5.3 Sekil 5.1.b Python 3.10 kodu (E)

In [2]: from beziers.point import Point

from beziers.path import BezierPath
from beziers.cubicbezier import CubicBezier
bl = CubicBezier(

Point(-15.0,100.0), Point(-10.0,20.0), Point(-6.0,15.0), Point(-4.0,10.0)
)
b2 = CubicBezier(

Point(0.0,5.0), Point(@.0,5.0), Point(0.0,5.0), Point(0.0,5.0)
)
b3 = CubicBezier(

Point(4.0,10.0), Point(6.0,10.0), Point(10.0,20.08), Point(15.0,100.0)

)
path = BezierPath.fromSegments([b1,b2,b3])
path.closed = False
path.addExtremes()
path.balance()
path.translate(Point(0.0,0.0))

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots()
path.addExtremes()
path.plot(ax)

plt.show()

Sekil 5.4 Sekil 5.1.c Python 3.10 kodu (U)
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In [14]: from beziers.point import Point
from beziers.path import BezierPath
from beziers.cubicbezier import CubicBezier
bl = CubicBezier(
Point(0.0,0.0), Point(0.0,50.0), Point(0.0,50.0), Point(0.0,50.0)
)

b2 = CubicBezier(
Point(50.0,0.0), Point(50.0,0.0), Point(50.0,00.8), Point(50.0,0.0)
)

b3 = CubicBezier(
Point(50.0,50.0), Point(50.0,50.0), Point(50.0,56.0), Point(50.0,50.0)
)
path = BezierPath.fromSegments([b1,b2,b3])
path.closed = False
path.addExtremes()
path.balance()
path.translate(Point(0.0,0.0))

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots()
path.addExtremes ()
path.plot(ax)

plt.show()

Sekil 5.5 Sekil 5.1.d Python 3.10 kodu (N)

Ornek 5.2 4 adet kontrol noktas1 verilerek olusturulan kiibik Bézier egrisinin Python 3.10 (64
bit) algoritmasi ve grafigi asagidaki gibidir. 0 < t < 1 olmak {izere sirasiyla (t = 0,1), (t =
0,01), (t = 0,001) artis miktarina goére verilen kontrol noktasi degerlerinin degisen sekillerini

incelenmistir [91].

Sekil 5.6 (a,b,c) t=0,1,t=0,01,t = 0,001 artis miktarina goére 4 adet kontrol noktasi
verilen kiibik Bézier egrisinin Python 3.10 goriintiisii
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In [121]7: dmport tkinter
import math

class Bezier{tkinter.Canvas):
# Becouse Canvas doesn't support simple pixel plotting,
# we need to help us out with g Line with Length 1 in
# positive x direction.
def plot pixel(self, w8, y@, z8, color):
self.create line(x@, y@, z8, x@+1, y8+1, =@, fill=color)

# Colculates the quadtratic Bézier polynomial for
# the n+1=3 roordingtes.
def gquadratic_bezier_ sum(self, t, w):

t2=1 %L

mt = 1-t

mt2 = mt * mt

return int{w[B]*mt2 + w[1]*2*mt*t + w[2]*t2)

# Colculates the cubic Bézier polynomial for
# the n+l=4 coordingtes.
def cubic_bezier_sum(self, t, w):

2=t *1%
t3=%2*1t
mt = 1-t

mt2 = mt * mt
mt3 = mt2 * mt
return int(w[8]*mt3 + Ftw[1]*mt2*t + I*w[2]*mt*t2 + w[3I]*t3)

def draw_gquadratic_bez(self, pl, p2, p3, color):

t=20

while (t < 1):
¥ = self.quadratic_bezier sum{t, (pl[@], p2[@], p3[e1))
y = self.quadratic_bezier sum(t, (pl[1], p2[1], p3[11))
z = self.quadratic_bezier_sum{t, (pl[2], p2[2], p3[21))
# self.plot pixel{math.floor(x), math.floor(y))
self.plot_pixel(x, y, z, color)
t += 8.1 & 1868 iterattions. IF you want the curve to be really

# fine grained, consider "t += 8.9681" for ten thousand iterations.

def draw_cubic_bez(self, pl, p2, p3, p4, color):

t =0

while (t € 1}):
x = self.cubic: bezier sum(t, (pl[@], p2[@], p3[@], p4[el))
y = self.cubic_bezier sum{t, (pl[1]1, p2[1], p3[1]1, pa[11)})
z = self.cubic bezier sum{t, (pl[21, p2[2], p3[2], pP2[21))
self.plot pixel{x, y, z, colar)
t+= 8.1

In [122]: maester = tkinter.Tk()
w = Bezier{master, width=1988, height=168&, bg="purple')
wW.packl()

“# Finolly drow some BEézier curves :}
#w. draw_quadratic bez{(60a, 548, 1ed), (669, 548, 160), (684, 548, 188), 'pink')

w.draw cubic bez((608, 548, 188), (688, 543, 188), (683, 548, 188), (300, 280, 280), ‘white')
tkinter.mainloop()

Sekil 5.7 Sekil 5.6.a t = 0,1 artis miktarina gore 4 adet kontrol noktasi verilen kiibik Bézier
egrisinin Python 3.10 kodu
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In [118]: dmport tkinter
import math

class Bezier(tkinter.Canvas):
# Becouse Canvas doesn't support simple pixel plotting,
# we need to help us out with g Line with Llength 1 in
# positive x direction.
def plot pixel(self, x@, v@, z8, color):
self.create_line(x®, v@, z8, x@+1, y@+1, z8, fill=color)

# Calculates the gquadtratic Bézier polynomial for
# the n+1=3 coordinagtes.
def guadratic_bezier sum(self, t, w):

t2=1t*t

mt = 1-t

mt2 = mt * mt

return int(w[@]*mt2 + w[1l]*2*mt*t + w[2]*t2)

# Calculates the cubic Bézier polynomial for
# the n+l=4 coordingtes.
def cubic_bezier_sumiself, t, w):

tz2=t=*t
t3=t2+*t
mt = 1-t

mt2 = mt * mt
mt3 = mt2 * mt
return int(w[@]*mt3 + 3I*w[1]*mt2*t + I*w[2]*mt*t2 + w[3]*t3)

def draw_guadratic_bez(self, pl, p2, p3, color):

t=28

while (t < 1):
= self.quadratic_bezier_sum{t, (pl[@], p2[@], p3[@1))
self,quadratic_bezier sum({t, (pl[1], p2[11, p3[11))
= self.quadratic_bezier_sum(t, (pl[2]1, p2[21, p3[21))
# self.plot_pixel{math.floor(x), moth.floor{y)})
self.plot_pixel(x, v, z, color)
t += 0.91 # 1880 iterations. If you want the curve to be really

# fine grained, consider "t += 8.8881" for ten thousond iterations.

A
L}

def draw_cubic_bez(self, pl, p2, p3, p4, color):

t=20

while (t < 1):
% = self.cubic_bezier_sum(t, (pl[@], p2[@], p3[@]1, pd[@]))
y = self.cubic_bezier_sum(t, (pl[1], p2[1], p3[1]1, p4[1]1))
z = self.cubic_bezier sum(t, (pl[2], p2[2], p3[2]1, pd[2]1))
self.plot_pixel{x, vy, z, color)
t += 08.81

In [128]: master = tkinter.Tk()
W = Bezier(master, width=186@, height=1688, bg="purple')
w.pack()

“# Finally draw some Bézrier curves :)
#w.draw_quadratic_bez( (688, 548, 188), (680, 548, 188), (688, 548, 188), 'pink')

w.draw_cubic_bez(({68@, 548, 1lee), (8@, 548, 188), (600, 548, 164), (809, 800, 58@), 'white")
tkinter.mainloop()

Sekil 5.8 Sekil 5.6.b t = 0,01 artis miktarina gore 4 adet kontrol noktasi verilen kiibik Bézier
egrisinin Python 3.10 kodu

70



In [121]: dmport tkinter
import math

class Bezier{tkinter.Canvas}:
# Becouse Canvas doesn't support simple pixel plotting,
# we need to help us out with a Line with length 1 in
# positive x direction.
def plot pixel(self, x8, y@, z@, color):
self.cregte line(xd, y@, z@, x@8+1, y8+1l, z@, fill=color)

# Calculgtes the guadtratic Bézier polynomicl for
# the n+i=3 coordingtes.
def guadratic_bezier sum(self, t, w):

2=t *1t

mt = 1-t

mt2 = mt * mt

return int(w[8]*mt2 + w[l]*2*mt*t + w[2]%t2Z)

# Colculates the cubic Bérier polyvhomicl for
# the n+l=4 coordinotes.
def cubic_berzier sum{self, t, w):

2=t %%
t3=tz*1t
mt = 1-t

mt2 = mt * mt
mt3 = mt2 * mt
return int{(w[8]*mt3 + 3I*w[1]*mt2*t + I*W[2]*mt*t2 + w[3]*t3)

def draw_guadratic_bez(self, pl, pZ, p3, color):

t=0

while (t < 1):
¥ = self.quadratic bezier sum{t, (pl[@], pZ[@]1, p3[81))
y = self.quadratic_bezier sum{t, (pl[1], p2[11, p3[11))
z = self.quadratic_bezier sum{t, (pl[21, p2[21, p3[21))
# self.plot_pixel{moth.floor{x)}, moth.floor(y))
self.plot_pixel(x, ¥, z, color)
t += 8.801 # 1808 iterations. If you want the curve to be really

# fine graoined, consider “t += B.8881" for ten thousond iterations,

def draw cubic_bez(self, pl, p2, p3, pd, color):

t=20

while (t < 1):
% =self.cubic_bezier_sum(t, (pli@], pZ[@l, p3[el, pa[e]l})
y = self.cubic_bezier sum{t, (pl[1], p2[1]1, p3[11, p4[11))
z = self.cubic bezier sum(t, (pl[2], p2[2], p3[21, p4[21})}
self.plot pixel(x, vy, z, color)
T +=8.881

In [122]: master = tkinter.Tk{)
w = Berzier{master, width=1084, height=1888, bp='purple’)}
W.pack()

+# Finally draw some Bézier curves :)
#w. draw_guadratic_bez( (688, 545, 160), (680, 548, 188), (688, 5458, 18a), 'pink’)
w.draw_cubic_bez((688, 548, 188), (686, 543, 188), (688, 543, 188), (886, 888, 583), 'white’)
tkinter.mainloop( )

Sekil 5.9 Sekil 5.6.c t = 0,001 artis miktarina gore 4 adet kontrol noktasi verilen kiibik Bézier
egrisinin Python 3.10 kodu
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BOLUM 6
SONUC

Bu tezde egriler ve ylizeylerin bilgisayar sistemlerinde ¢izdirilebilmesinde rol oynayan oncii
egri cesitlerinden biri olan Bézier egrileri ile ilgili ¢alismalar yapilmistir. Bézier egrileri
baslangi¢ ve bitis noktalarina sahip olmakla birlikte bu noktalar arasinda sonlu sayida kontrol
noktasina sahiptir. Dolayisiyla bu kontrol noktalari ve ilgili parametrenin deger aralig
degistirilerek gesitli goriintiilere ulasilmistir. Ozetle, tezin birinci boliimiinde Yapay Zeka (YZ),
Makine Ogrenmesi (MO) ve Bézier egrileri ve bu iigiiniin kesisim kiimesinde yer alan énemli
motive edici ¢alismalara vurgu yapilmustir. Ikinci boliimde hem Oklid uzayinda hem de iic
boyutlu Minkowski uzayinda Bézier egrisinden bahsedilip, bu egrilerin ve bazi 6rneklerinin
grafiklerinin Python 3.10 (64 bit) bilgisayar programlama dili vasitasiyla grafikleri ¢izdirilerek
kodlar ek olarak tezin sonunda verilmistir. Ugiincii ve dérdiincii béliimlerde ise iic boyutlu
Minkowski uzayinda Bézier egrilerinin Serret-Frenet catilariyla ilgili ispatlar verilip; 6nce py =
(1,3,-3), p, = (3,04), p, = (2,1,6), p; = (2,5,5) kontrol noktalar1 igin ana normali
timelike olan timelike kiibik Bézier egrilerinin Serret-Frenet elemanlari, egriligi ve
burulmasmin sonuglari, daha sonra da p, = (1,0,1), p; = (3,1,2), p, = (4,0,1), p3 =
(3,0,2) kontrol noktalar1 i¢in ana normali spacelike olan spacelike kiibik Bézier egrilerinin
Serret-Frenet elemanlari, egriligi ve burulmasi ile ilgili 6rneklere yer verilmistir. Son boliimde
ise yapay zekanin alt dali olan makine 6grenmesinin egri uydurma (curve fitting) yontemi ile
ilgili bilgilere yer verilip bununla ilgili farkli kontrol noktalarina sahip Bézier egrilerinin
kontrol noktalar1 elde edilmek istenen goriintiiye gore keyfi olarak degistirildiginde elde edilen
goriintiileri ve bir diger 6rnekte de yine dort kontrol noktasina sahip Bézier egrilerinin bu sefer
de verilen parametre araligindaki artis miktar1 degistirilerek elde edilen goriintiileri Python 3.10
(64 bit) programlama dilinde c¢izdirilerek sunulmustur. Ele alinan O6rneklerde kontrol
noktalarina keyfi degerler verildiginde bu egrilerin kontrol noktalarina bagl olarak degistigi ve
istenen goriintiiniin elde edilebildigi gbzlemlenmistir. Ayrica; bu ¢alisma Python 3.10 (64 bit)
programlama dilinin ve matematik kiitliiphanelerinin zenginlesmesine de katkida bulunabilir.

Gelecek caligmalarda ise; Python 3.10 (64 bit) bilgisayar programlama dilinin etkili ve pratik
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kullanimuiyla, Bézier egrilerinin 6zel bir hali olan rasyonel Bézier egrileri veya Bézier yiizeyleri

ile ilgili niimerik 6rnekler ve gorseller ilging gergek hayat uygulamalarinda kullanilabilir.
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EK ACIKLAMALAR

EK A: Sekil 2.1 Birinci dereceden Bernstein polinomunun Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [79]: 4impert numpy as np
import pandas as pd
from matplotlib import pyplot as plt
#B1 n=sum(i,n,x)(n,1)¥(1-t)**¥(n-1)Ft**1
x = np.linspace(8,1)
BB 1=1-x
plt.plot(x,Be 1,"g", label="B& 1")

y = np.linspace(@, 1)

Bl 1=x

plt.plot(x,B1 1,"orange", label="B1 1")
#plt.plot(x,yv,(B8 1,B1 1),"r", Label="B8 1")

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("y")

#plt.suptitle("Birinci dereceden Bernstein polinomu”)
plt.legend(loc="best")

plt.show()
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EK B: Sekil 2.3 pg = (1,1), p; = (2,0) kontrol noktalarindan gecen lineer Bézier egrisinin
Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [47]: 4import numpy as np
import pandas as pd
from matplotlib import pyplot as plt
#B(t)=sum(i,n,t)(n,1)*(1-t)**(n-1)*t**i*p i
t = np.linspace(@,1)
y = np.linspace(0,1)
BO=1+t
Bl=1-t%
plt.plot(t,y,B0,B1,"r", label="B(t)")

plt.xlabel("t")

plt.ylabel("y")

#plt.suptitle("Iki boyutlu kiibik bezier egrisi™)
plt.legend(loc="best")

plt.show()
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EK C: Sekil 2.5 Ikinci dereceden Bernstein polinomunun Python 3.10 kodu ve grafigi:

In |

L
[—

import numpy as np

import pandas as pd

from matplotlib import pyplot as plt
#B1 n=sum(i,n,x){n, 1)*(1-£)*¥(n-1)*t**{

¥ = np.linspace(g, 1)
BA 2=(1-x)**2
plt.plot(x,BB8 2,"g", label="B& 2"}

¥ = np.linspace(g, 1)
Bl 2=2*%(1-x)*x
plt.plot(x,B1 2,"tab:orangs", label="B1 2")

¥ = np.linspace(g, 1)
B2 2=x**2
plt.plot(x,B2_2,"b", label="B2 2"}

plt.xlabel("x"}

plt.ylabel("B 8~2(x)")

#plt.suptitle("The Bernstein Polynomial: The quadratic case”)
plt.legend(loc="beast")

plt.show()
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EK D: Sekil 2.6 p, = (0,0),p; = (2,—1), p, = (3,4) kontrol noktalarinin olusturdugu
diizlemsel kuadratik Bézier egrisinin Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [51]:

import numpy as np

import pandas as pd

from matplotlib import pyplot as plt
#B(t)=sum(i,n,x)(n,1)*(1-t)**(n-1)*t**1%p 1
X = np.linspace(©,1)

y = np.linspace(©,1)

BO=4%x-x**2

Bl=6*x**2-2%x

plt.plot(x,y,Be,B1,"r", label="B(x)")

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("y")

#plt.suptitle("Iki boyutlu kiibik bezier egrisi”)
#plt. legend(loc="best")

plt.show()
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EK E: Sekil 2.7 Ugiincii dereceden Bernstein polinomunun Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [23]: |[import numpy as np
import pandas as pd
from matplotlib import pyplot as plt
#B1 n=sum{i,n,x)(n, 1 }Y¥(1-t}¥*(n-1)%Ct**i

¥ = np.linspace(g, 1)
B8 3=(1-x)**3
plt.plot(x,B8_3,"g", label="B& 3"}

¥ = np.linspace(@, 1)
Bl 3=3%*(1-x)**2*x
plt.plot{x,B1 3,"tab:orange”, label="B1 3")

x = np.linspace(g, 1)
B2 3=3*(1-x)*x**2
plt.plot{x,B2 3,"r", label="B2 3")

% = np.linspace(®, 1)
B3 3=x**3
plt.plot(x,B3 3,"b", label="B3 3")

plt.xlabel("x")

#plt.ylabel ("B 83(x}")

plt.suptitle("The Bernstein Polynomial: The cubic case")
plt.legend(loc="hest")

plt.show()
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EK F: Sekil 2.9 p, = (0,0),p, = (1,0),p, = (2,3),p3 = (—1,0) kontrol noktalarinin
olusturdugu diizlemsel kuadratik Bézier egrisinin Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [36]:

import numpy as np

import pandas as pd

from matplotlib import pyplot as plt
#B(t)=sum(i,n,x)(n,1)*(1-t)**(n-i)*t**i*p 1
X = np.linspace(@,1)

y = np.linspace(8,1)

BO=3%*x-4%x**3

B1=0%x¥*%*)_g¥ k%3

plt.plot(x,y,Be,B1,"r", label="B(x)")

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel("y")

#plt.suptitle("Iki boyutlu kiibik bezier egrisi”)
#plt. Llegend(loc="best")

plt.show()
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EK G: Sekil 2.10 p, = (0,0,0),p, = (1,0,1),p, = (2,3,0), p5; = (—1,1,1) kontrol
noktalarinin olusturdugu diizlemsel kuadratik Bézier egrisinin Python 3.10 kodu ve grafigi:

In [37]: import numpy as np
import pandas as pd
from matplotlib import pyplot as plt

#B(t)=sum(i,n,x)(n,1)*(1-t)**(n-i)*t**i*p 1

X = np.linspace(0,1,60)
y = np.linspace(9,1,60)
z = np.linspace(9,1,6@)

BO=3*x-4*x**¥3 #turuncu

B1=0*x**2-8%x**¥3 #kirmiz1
B2=A*x*¥3-g¥x**24+3%x  Fmavi
plt.plot(x,y,z,B0,B1,B2,"r*", label="B(x)")

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("y")

#plt.suptitle("lic boyutlu kibik bezier egrisi"”)
#plt. legend(loc="best")

plt.show()
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