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ONSOZ

R? uzayindaki bir egrinin Serret-Frenet gatisi, egrinin geometrisini karakterize etmek
ve analiz etmek icin Onem arzeden bir ara¢ olmustur. Bu tezde Ceylan (2021) tarafindan
verilen m. dereceden Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet gatisinin ve egriliginin hesaplan-
mas1 amaclanmistir. Bu Serret-Frenet elemanlarini vermek i¢in Bernstein tipli fonksiyon-
larin ve Bézier tipli egrilerin ozellikleri incelenip, birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri
hesaplanmustir. Ayrica ikinci ve ticlincii dereceden Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet ¢a-
tis1 ve egriligi hesaplanip, 6rneklendirilmistir.

Bu tezde verilen boliimler kisaca asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Giris boliimiinde, Bézier egrileri ve Bézier tipli egrilerin kullanim alanlarina ve ta-
rihsel acidan onemine yer verilmistir. Tarithi gelismelere onemli katkilar saglayan bazi
matematik¢iler verilmistir.

Kaynak Taramasi boliimiinde, Bernstein polinomlari, Bézier egrileri, dogrusal donii-
stim, Serret-Frenet catist ve egrilik gibi kavramlarin tanimlar ve 6zellikleri verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, Bernstein tipli fonksiyonlarin ve Bézier tipli egri kav-
ramlar verilmistir. Bernstein tipli fonksiyonlar ve Bézier tipli egrilerin 6zellikleri ve bi-
rinci mertebeden tiirevleri verilmistir.

Bulgular ve Tartigma boliimiinde, iigiincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonlarin for-
miilleri bulunmugtur. Baz1 6zel degerleri hesaplanmistir. Bernstein tipli fonksiyonlarin ve
Bézier tipli egrilerin ikinci mertebeden tiirevleri hesaplanmistir. Tezin asil amaci olan, R?
uzayinda Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet elemanlar1 hesaplanmigtir. Bazi 6zel durum-
lar1 incelenmigtir. Ayrica, ikinci ve ligiincii dereceden Bézier tipli egriler ve bu egrilerin
Serret-Frenet elemanlar1 6rneklendirilmistir.

Tezin geri kalan kistmlar1 Sonug, Kaynaklar ve Ozgecmis boliimlerini kapsamaktadir.

Bu tez calismasi boyunca destegini esirgemeyen saymn danismanim Dog. Dr. Ayse
YILMAZ CEYLAN’a tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim. Ayrica egitim hayatim
boyunca her zaman yanimda olan babam Ahmet KUN ve annem Ayse KUN’a yiirekten

tesekkiir ederim.
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GIRIS D.S.KUN

1. GIRIS

Egri ve yiizey tasariminin kolaylagtirilmas1 amaciyla matematik¢i Paul de Casteljau
1959 yilinda bir formiil iizerinde arastirma yapmaya bagladi. Ayn1 amacla, mithendis Pi-
erre Bézier, onun arastirmalarindan bagimsiz ve habersiz olarak benzer bir formiil gelis-
tirdi. Bézier’in 1968’de yayinlanan ilgili ¢calismalar1 sonucunda, teori onun adiyla anil-
maktadir. Bu caligsmalarin bir sonucu olarak Bézier formiilii, sirali bir kiimede yer alan
{Py, P, ..., P,} kontrol noktalarin1 kullanarak orijinal egriye bir yaklasimi agiklamanin
motivasyonuyla kurulmustur.

Bézier egrileri, kontrol noktalar1 ad1 verilen vektor degerli katsayilara sahip Bernstein
polinomlarinin dogrusal bir kombinasyonu olarak verilir (Lorentz 1986; Phillips 2003;
Marsh 2004; Salomon 2006; Farouki 2012). Bézier egrileri teorisinin, Bilgisayar Destekli
Tasarim (CAD) alaninda biiyiik bir 6nemi vardir, ¢iinkii bunlar CAD deki tiim polinom ta-
banlar1 arasinda sayisal olarak en kararli olanlardir (Farin 1996). Parcali polinom egrileri
veya fonksiyonlar genellikle diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde yaklasik ¢o-
ziimii temsil etmek i¢in kullanilir. Bézier egrileri, kismi diferansiyel denklemlerin, dalga
denklemlerinin, 1s1 denklemlerinin ve dinamik sistemlerin ¢6ziimiinde kullanilir (Gho-
manjani vd. 2014). Bézier egrileri, CAD/CAM de serbest formlu egriler olusturmak i¢in
giiclii araglardir(Kucukoglu vd. 2019). Aym1 zamanda Berntein polinomlarinin ve Bézier
egrilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve uygulamalar1 ¢calistlmistir (Simsek 2011; Simsek 2012;
Simsek 2013; Simsek 2014a; Simsek 2014b; Simsek 2014c; Simsek 2018; Simsek 2019).

Bernstein polinomlari, derecesi m ve m den kiiciik olan polinomlarin olusturdugu
vektor uzayr P, [t] = span{1,¢,t% ... ,t™} i¢in en ¢ok kullanilan tabanlardan biridir.
Polinom yapisindan dolay1 Bernstein polinomlart, iistel fonksiyonlar, trigonometrik fonk-
siyonlar ve zincir egrisi gibi transandantal egrileri temsil etmede bircok eksiklige sahiptir.
Literatiirde, polinom yapisinin sakincalarindan kaginmak icin yeni uzaylarda bir¢ok farkli
taban bulunmustur.

Zhang (1996), span {1, ¢, cost,sint} uzaymnda egriler iizerinde calismigtir. Trigono-
metrik uzay span {1,sint,cost, ..., sinmt,cosmt} i¢in Sanchez-Reyes (1998) tarafin-
dan bir temel bulunmustur. Mainar ve arkadaslari (2001) span {1, ¢, cos ¢, sin ¢, cos 2t, sin 2¢ }

, span {1,t,1? cost,sint} ve span{1,t,cost,sint,tcost,tsint} uzaylan igin birer ta-
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ban tammlamiglardir. Chen ve Wang (2003), T',,, = span{1,¢,¢* ....t™ 2 sint,cost}
, (m > 2) uzayimnda bir Bézier tipli egriler sinifi olugturmustur. Ayrica Wang (2006),
span {1,t,t%,...,t™ 2 sinht, cosh t} hiperbolik fonksiyonlar uzayinda normalize edilmis

bazlar bulmustur. Zhu ve Tan (2012), bir bagka Bézier tipli egriyi
span {17 tt2 T2 el e_tw}

uzayinda vermistir. Qin ve arkadaglar1 (2015) terminal 6zelligi, digbiikey gdvde 6zelligi
ve afin degismezlik dahil olmak iizere Bézier egrileri ile aym ozelliklere sahip kuartik
C—Bézier egrilerini bulmuglardir.

Parametrik yapisindan dolay1 bir Bézier egrisi siirekli bir egrilige sahiptir. Boylelikle,
tip ve mithendislik alanlar1 gibi ¢esitli uygulamalarda kullanilabilir (Kucukoglu vd. 2019).
Egrilik ve burulma gibi diferansiyel degismezlerin Oklid geometrisindeki dzellikleri ma-
kalelerde arastirilmistir (Farin vd. 1989; Frey vd. 2000; Goldman 2005). Bir Bézier egri-
sinin u¢ noktalarindaki egriligi ve geometrik anlamlar1 diferansiyel geometri i¢in biiyiik

bir 6nem arz etmektedir (Farin 1996; Farin vd. 2002; Marsh 2004).
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu kisimda tez boyunca yararlanilacak olan tanimlar ve teoremler verilecektir. Bu
boliim boyunca verilen tanimlar i¢in 6zellikle Bustamante (2017), Marsh (2004), Farin
(1996), Salomon (2006), Kaplan ve Mann (2006), Gray vd. (2016) kaynaklarindan yarar-

lanilmigtir

Tanim 2.1. (Bernstein polinomu) Bernstein polinomu B['(t), n€ Ny ve 0<i<n olmak

lizere

By (t) = (n) F(L— )

1

ile tanimlanir (Salomon 2006 ; Marsh 2004).

Bernstein polinomunun birkag¢ degeri

By(t) = 1-t,
Bi(t) = t,

By(t) = (1-1t)
Bi(t) = 2t(1—1t),
Bi(t) = t*

ile belirlenir (Salomon 2006 ; Marsh 2004).

Bernstein polinomunun 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir:

1. Bernstein polinomlart B*(t) igin

iB{‘(t) =1

dir(Farin 1996; Marsh 2004).
2.t €[0,1] i¢in B*(t) > 0 dir (Marsh 2004).

3. Bernstein polinomlart B} () i¢in
By _i(t) = Bi(1-1)

esitligi gegerlidir (Marsh 2004).
4. n. dereceden Bernstein polinomlart B}*(¢), ¢ = 0,...,n i¢in (n — 1). dereceden

polinomlarla asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

3
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By (t) = (1—)By (1) + B/ (t).

Burada B"'(t) = 0 ve B"~!(t) = 0 dir (Marsh 2004; Farin 1996).

5. Derecesi n olan Bernstein polinomlar1 u¢ noktalarda asagidaki degerleri alir:

By(0) = Bp(1)=1,
BM0O) = 0,i=1,..,n,

BY(1) = 0,i=0,..,n.
(Marsh 2004).

Teorem 2.2. (Bernstein polinomunun tiirevi) n. dereceden Bernstein polinomunun 1. ve

7. tiirevi asagida verilmistir:

d 7 o n—1 n—1
%Bi (t)=n (Bi—l (t) — B (t))

dr n! —~ (r i pn—r
0= e (5 e

seklindedir (Kaplan ve Mann 2006, Marsh 2004).

Tamim 2.3. (Bézier egrisi) R" uzayinda Py, Py, P», ..., P, kontrol noktalar: verildiginde
her te€ [0, 1] igin
B(t)=>_ PB}t) (2.1)
i=0

parametrik esitligi bu kontrol noktalarimin olusturdugu n. dereceden Bézier egrisi adini
alir. Burada B}*(t) n. dereceden Bernstein polinomlaridir.
Py, Py, P ... P, kontrol noktalarimin sirasvyla ikigerli olusturdugu dogru parcalari-

nin birlesimine kontrol poligonu denir (Salomon 2006; Marsh 2004).

n = 1 igin dogrusal, n = 2 i¢in kuadratik ve n = 3 icin kiibik olarak adlandirilir. Tlk
ve son kontrol noktalar1 her zaman egrinin u¢ noktalaridir; ancak ara kontrol noktalari

(varsa) genellikle egri iizerinde yer almaz.
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Ornek 2.4. (Kuadratik Bézier egrisi) R™ uzayinda P,, P, ve P, noktalar: verildiginde te
[0,1] icin

By(t) = (1—t)Py+1th,

Bi(t) = (1-t)P +th,

Bi(t) = (1—1)By(t) +tBy(t)

denklemleri yardimiyla

B(t) = Bi)

= (1 —-t)?Py+2(1 —t)tP +*P, (2.2)
2
= Y PBi(1)
=0

kuadratik Bézier egrisi elde edilir. Burada B} (t), Bi(t) ve B2(t) birinci dereceden Bézier

egrilerdir ve B3(t), Bi(t) ve B3(t) kuadratik Bernstein polinomlaridir.

Teorem 2.5. (Bézier egrisinin denkleminin tiirevi) n. dereceden bir Bézier egrisinin r.

tiirevi
d,,, n—r
ZBty=S "PYBrrt 2.3
e (t) ; B (t) (2.3)

ile belirlenir. Burada

ﬂ”:nm—lynm—m—ly;«4rﬂ6)aﬂ

dir (Marsh 2004).

Tanim 2.6. n boyutlu R™ uzaymda X = {xg,x1, ..., x,} noktalar kiimesi verilsin. Bu X

kiimesinin konveks kabugu

1=0

seklinde tanimlanir ve C H { X'} ile gosterilir (Marsh 2004).

Bézier egrisinin ozellikleri agagidaki gibi verilebilir:
1. (2.1) esitligi ile verilen B(t) Bézier egrisi, t = 0 ve ¢ = 1 i¢in sirasiyla B(0) = F
ve B(1) = P, ug kontrol noktalar1 elde edilir. (Salomon 2006 ; Marsh 2004).

5
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2. (2.1) esitligi ile verilen B(t) Bézier egrisi i¢in

d d
EB(O) =n(P — Py) ve EB(U = (P, — Po1)

dir (Marsh 2004).
3. (2.1) parametrik denklemiyle verilen B(t) Bézier egrisi her t€ [0, 1] i¢in
B(t) e CH{Py, P,...,P,}
icin konveks kabuk 6zelligi saglanir (Salomon 2006; Marsh 2004).

Teorem 2.7. (2.1) parametrik denklemiyle verilen B(t) Bézier egrisi icin asagidaki yine-
leme ozelligi saglanir:
BI(t) = (1— OB\ () + tBI).
Buradai =0,....n—j,j =1,...,nve P} = P, olmak iizere B(t) = B3 (t) (0<t<1)
dir (Marsh 2004).
Bu tezde, Ceylan (2021) tarafindan verilen m. dereceden Bézier tipli egrilerin, Oklid

geometrisinde biiyiilk 6nem arzeden Serret-Frenet catisinin ve egriliginin hesaplanmasi

amaclanmistir. Bu nedenle asagidaki tanimlara deginilecektir.

Tamm 2.8. J : R?—R? asagidaki gibi tanimlanan dogrusal bir déniisiim olsun:

J(p1,p2) = (=p2, p1)-

Baska bir ifadeyle, (p1, p2) noktasi orijinden saat yoniiniin tersine 90 derece dondiiriilerek

(—pa, p1) noktast elde edilir. J doniigiimii her p, ¢ € R? icin asagidaki ozelliklere sahiptir:

(Jp,Jq) = (p,q),
(Jp,p) = 0,
(Jpq) = —(p,Jq).

Burada, < .,. > iki vektoriin i¢ carpimuni gostermektedir (Gray vd. 2016).

Tamm 2.9. p ve q, R? uzayinda sifir olmayan iki vektor ve 0, bu iki vektér arasindaki agt

olmak iizere

p.q

~

cosf = ,
P ]lllq|

J

sinf = v, Jq
lpllflal
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ile tamimlanir. Burada ||.|| Oklid normudur (Gray vd. 2016).

Tamm 2.10. o : I — R? diizlemsel ve birim hizli olmayan ( || (t)|| # 1 ) bir egri olsun.

V t € [icin a egrisinin Serret-Frenet catist T, N ve egriligi v asagidaki denklemlerle

tammlanir:
r
O = wor 24
gl
R oI @3
' (0).0a ()
") [ D 26)

(Gray vd. 2016).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, Bernstein tipli fonksiyonlar ve 6zellikleri ele alinmistir. Ayrica bu fonk-
siyonlar yardimiyla bir Bézier tipli egrinin karakterizasyonu incelenmistir.
Boliim boyunca, Ceylan (2021) calismasindaki tanimlar, bazi hesaplama formiilleri ve

bagintilardan yararlanilacaktir.

3.1. Bernstein Tipli Fonksiyonlar

Bu alt boliimde sirasiyla birinci, ikinci ve m. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlarin

tanimlar1 verilmistir.

Tamim 3.1. (Bernstein tipli fonksiyonlar) I’y =span {e', e '} uzayinda birinci dereceden

Bernstein tipli fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir:
v (t) = e wi(t) = €. 3.7)
Burada t € [0,a] ve a > 0 dir (Ceylan 2021).

Tamim 3.2. Ty = span {1, €', e 7'} uzayinda ikinci dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar

asagidaki gibi tanmimlanir:

B = 1 [ aul)s

va(t) = /5%1}%(3)(15. (3.8)

0

-1

a -1 a
Burada 5} = (f vé(t)dt) ve 5] = (f v%(t)dt) dir (Ceylan 2021).
0 0

Not 3.3. Tamum 3.2 de, vi(t) =1 —1t, vi(t) =t ve a = 1 olarak alimirsa klasik Bernstein

polinomlar elde edilir (Ceylan 2021).
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Ornek 3.4. Tamm 3.2 den agiktir ki T'y = span {1,¢e', e} uzayr igin

e—t+a _ 1
wp(t) = a1
—ette ol e 41
U%(t) - ea _ 1 )
et —1
30 = S

2. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlardir. Sekil 3.1 de ikinci dereceden Bernstein tipli
fonksiyonlar ve Bernstein polinomlari gosterilmektedir. Burada turuncu egriler ile 2. de-
receden Bernstein tipli fonksiyonlari (a = 1) ve mavi egriler ile de 2. dereceden Bernstein

polinomlart gosterilmistir (Ceylan 2021).

0.5

Sekil 3.1. 2. dereceden Bernstein polinomlar: ve 2. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar

(3.7) bagintisinda verilen baslangic fonksiyonlarina integral yaklasimi m kez uygula-

nirsa m. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar elde edilir.

Tamm 3.5. m > 2 icin [, = span {1,t,t>,... t™ 2 e’ e} uzayinda m. dereceden

Bernstein tipli fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir:

t

vy'(t) = 1—/56”_11](?_1(5)618,
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a -1
Burada 7" = (of v}-”(t)dt) vej=0,1,...,mdir(Ceylan 2021).

3.1.1. Bernstein Tipli Fonksiyonlarim Ozellikleri

Bu boliimde, Bernstein tipli fonksiyonlarin en 6nemli 6zellikleri verilecektir. Bu 6zel-
likleri sunabilmek icin Ceylan (2021) ¢alismasindan yararlanilmistir.
1. (Birimin parcalanmasi 6zelligi) m. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar1 birimin

parcalanmasi 6zelligini saglar:

Burada ¢ € [0, a] dur.

2. (Pozitiflik 6zelligi) Asagidaki esitsizlik m > 2 i¢in gecerlidir:
vi'(t) >0, j=0,1,...,m.

Burada t € [0,a] ve a > 0 dir.
3. (Simetri 0zelligi) m. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar: tarafindan asagidaki

simetri Ozelligi saglanir:

Buradat € [0,a] ve j = 0,1, ...,m dir.
4. (Uc¢ nokta ozelligi) Derecesi m olan Bernstein tipli fonksiyonlarin m > 2 icin ug

noktalart asagidaki degerleri alir:

v (0) = wvple) =1,

VP0) = 0,5=1,..,m, (3.10)

3.1.2. Bernstein Tipli Fonksiyonlarin Tiirevi

Bernstein tipli fonksiyonlarin birinci tiirevi asagidaki gibidir:

() () = 875 o (1) — 57 o),

Burada 0" ' = 6™~! = 0 dir (Ceylan 2021).

10
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3.1.3. Bernstein Polinomlar1 ve Bernstein Tipli Fonksiyonlarin Karsilastirilmasi

Bu boliimde, Bernstein polinomlari ile Bernstein tipli fonksiyonlarin 6zellikleri karsi-

lagtirilmigtir (Ceylan 2021).

Tablo 3.1. Bernstein polinomlar1 ve Bernstein tipli fonksiyonlar

Bernstein Polinomlar: Bernstein Tipli Fonksiyonlar
0<j<mvetel0,1] igin te0,a],0<j<m, m>1ve
Br(t) > 0. a>0 igin v (t) > 0.
0<j<mvete€l0,1]igin 0<j<mveté€|[0,ali¢in

B (t) = B (1— t). v (t) = vn",f_j(a —t).

S Br(t) =1, m > Ligin > v (1) = 1.

j=0 Jj=0

By (0) = By (1) = 1. v5'(0) = vy (a) = 1.

1 <j <migin B}"(0) = 0. 1 <j <miginv*(0) = 0.

0 <j<m—1ligin B(1) = 0. 0<j <m—liginvj*(a) = 0.

3.2. Bézier Tipli Egriler

Bu boliimde, Berstein tipli fonksiyonlar yardimiyla iiretilen Bézier tipli egriler tanim-
lanip, Ozellikleri incelenmistir. Bu incelemeler sunulurken Ceylan (2021) ¢alismasindan

yararlanilmisgtir.

Tamim 3.6. Kontrol noktalar: P; olan Bézier tipli bir BL(t) egrisi asagidaki gibi tanim-
lanir:
BL(t) =Y Pul'(t),t € [0,a]. (3.11)

Jv3

Burada v7" (t) fonksiyonlart Tanum 3.5 ile tanimlanan Bernstein tipli fonksiyonlardir (Cey-

lan 2021).

3.2.1. Bézier Tipli Egrilerin Tiirevi

Derecesi m olan Bézier tipli BL(t) egrisinin birinci tiirevi agagidaki gibidir:

—_

BL/(t) = Z_ POymL(), (3.12)
7=0

11
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Burada, Pj(l) = 6" 1(Pj;1 — P;) dir. Boylece, {Pj(l)} kontrol noktalariyla birlikte
(m — 1). dereceden yeni bir Bézier tipli egri elde edilir (Ceylan 2021).

3.2.2. Bézier Tipli Egrilerin Ozellikleri

Bu alt boliimde, (3.11) denklemi ile verilen Bézier tipli egrilerin temel 6zellikleri
verilecektir. Bu 6zellikler, Ceylan (2021) calismasinda verilmistir.
1. (Son nokta interpolasyon 6zelligi) (3.11) denkleminde verilen Bézier tipli egrinin

uc noktalarda aldig1 degerler

BL(O) = P

BL(a) = P,

seklindedir.
2. (Son nokta teget 6zelligi) (3.11) denkleminde verilen Bézier tipli egrinin u¢ nokta-

lardaki tegetleri asagidaki gibidir:

BEI(O) — (56n_1<P1 - P())

BL'(a) = 6™ X (P — Pu_y).

3. (Konveks kabuk 6zelligi) (3.11) denkleminde verilen Bézier tipli egri kontrol poli-

gonu tarafindan kapsanmaktadir.

Ornek 3.7. Py(0,1), Pi(4,4) ve Py(5,0) kontrol noktalar: ile verilen ikinci dereceden
Bézier egri kesintisiz siyah renkli egri ile gosterilsin. Py(0,1), Py(4,4) ve Py(5,0) kontrol
noktalart ile verilen ikinci dereceden Bézier tipli egrisi ise a = 1, a = 2vea = 3
icin kesikli cizgiler ile gosterilsin. Kirnmizi ¢izgiler de kontrol poligonunu gostersin. Bu
durumda, bahsi gecen kontrol noktalar, tiim egriler ve kontrol poligonu aym diizlemde

GeoGebra (2025) progranu ile ¢izildiginde Sekil 3.2 elde edilmistir.

12
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Sekil 3.2. 2. dereceden Bézier egrisi ve 2. dereceden Bézier tipli egriler

Not 3.8. Yukaridaki sekilde a degeri arttirilirsa, egri kontrol poligonuna yaklasir. Do-
laystyla egri ile poligon arasindaki mesafe gittikce azalir. Klasik Bézier egrilerinde ise
kontrol poligonuna yaklagsmak icin daha fazla kontrol noktasina ihtiyag vardir. Sonug ola-

rak Bézier tipli egriler biikiilmeye daha elverislidirler (Ceylan 2021).

13
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, daha onceki boliimlerde verdigimiz tanimlar ve formiiller kullanilarak
ticlincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar ve bazi 6zel degerleri bulunacaktir. Berns-
tein tipli fonksiyonlarin ve Bézier tipli egrilerin ikinci mertebeden tiirevleri hesaplana-
caktir. Ayrica Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet catis1 kurulacaktir. Bu ¢atinin bazi 6zel
noktalardaki degerleri ve ikinci ve ligiincii mertebeden Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet
catilar1 bulunacaktir. Bunlara ilaveten, ikinci ve {i¢iincii dereceden Bézier tipli egriler se-
killerle orneklendirilecektir.

Tanim 3.5 yardimiyla, tigiincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar I's = span {1,¢,¢e', e™*}

uzay1 icin
ettt —a—1
u(t) = et —a—1
. _67t+a_t_{_€a 67t+a—|—t€a—€t—6a—|—t+1
vit) = y '
e —a—1 ae® —2e*+a+ 2
—t+a a t a t
3 e +ie —e'—e"+t+1 e —t—1
) = — 4.13
UQ() ae® — 2e? +aq + 2 e —a—1 ( )
ve
et —t—1
Ug(t) - e —a—1

seklinde elde edilir. Sekil 4.3 ile iiciincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar ve Berns-
tein polinomlar1 gosterilmektedir. Burada turuncu egriler ile 3. dereceden Bernstein tipli
fonksiyonlart (a = 1) ve mavi egriler ile de 3. dereceden Bernstein polinomlar: gosteril-

mektedir ve GeoGebra (2025) programu ile ¢izilmistir.

14
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Sekil 4.3. 3. dereceden Bernstein polinomlari ve 3. dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar

1.Durum: (4.13) esitlikleri ile verilen ii¢lincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonla-

rinin ¢ = 0 durumunda aldig1 degerler asagidaki gibidir:

w(0) = 1,
v (0) = 0,
v(0) = 0,
v3(0) = 0.

Gercekten licilincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar (4.13) bagintisinda t = 0

yazildiginda
3 e’ —a—1
0) = ——=1
UO() et —aq—1 )
__pQ a a—l— a 1
v:f(O): ae+e _ea ae—i— =0,
e —a—1 ae*—2e*+a+2
@1 —e*+1 1—-1
W) = < e —0,
ae® —2e*+a+2 e*—a—1
1—-1
v3(0) = =0

e —a—1

15
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degerleri elde edilir.
2.Durum: (4.13) esitlikleri ile verilen ii¢iincii dereceden Bernstein tipli fonksiyonla-

rinin ¢t = a durumunda aldig1 degerler asagidaki gibidir:

vyla) = 0,
vi(a) = 0,
vy(a) = 0,
vi(a) = 1.

Gercekten liciincli dereceden Bernstein tipli fonksiyonlar (4.13) bagintisinda ¢ = a

yazildiginda

—1l—-a+1+4a
Ug(a> = 6‘1—@—1 :()7

3 e —a—1 1+ae*—2e*+a+1
Ul(a’) = a_ . 2 a o :07
e a—1 ae 2et +a—+ 2

1+ ae*—2e*+a-+1 e“—a—l_

B
= =0
vy(a) ae® — 2e% +a + 2 ev —a—1 ’
e —a—1
vi(a) = ~ iy 4

degerleri elde edilir.

4.1. Bernstein Tipli Fonksiyonlarm Ikinci Tiirevi

Bu boliimde v"(t) Bernstein tipli fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi verilecek-
tir. Ceylan (2021) calismasinda verilen Bernstein tipli fonksiyonun birinci tiirevi kullani-

larak ikinci tiirevi agagidaki gibi elde edilir:

(') () =

S (8) — 6 (1))

t) — (67102 4 67O ) WA (t)

dir.

16
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4.2. Bézier Tipli Egrilerin Ikinci Tiirevi

BL(t) Bézier tipli egrilerin birinci mertebeden tiirevi Ceylan (2021) calismasinda bu-
lunmugtur. Buradan yola ¢ikarak Bézier tipli egrinin ikinci mertebeden tiirevi asagidaki

gibi elde edilir:

(BL)" (t) = (BL(L))

= > [07310772) Piyo — (67710772 + 67151077°) Pia
j=0
+ (770 TR) Pyl v (). (4.15)

4.3. R? de Bézier Tipli Egrilerin Serret-Frenet Elemanlar:

Bu bsliimde R? uzayinda verilen bir Bézier tipli egrinin Serret-Frenet ¢atis1 kurulacak-
tir ve egrinin egriligi hesaplanacaktir. Ayrica bu catinin 6zel durumlarda aldig: degerler

incelenecektir.

17
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Teorem 4.1. V¢ € R icin (3.11) bagintist ile tanmimlanan m. dereceden diizlemsel ve birim

hizlt olmayan Bézier tipli egrinin Serret-Frenet catisi {T, N} ve egriligi  olmak iizere
m—1 m—
T(t) _ Zi:o U; l(t
m—1  m— m—
(Zi,j:[) Y; l(t)vj 1(t> )
PO () P

seklindedir.

ispat Serret-Frenet catis1 {7, N}, (3.11), (2.4) ve (2.5) bagintilar1 kullanilarak agsagidaki
gibi elde edilir:

T(t) = BL (t) Sl e 1(t)13i(1)
”B‘C/(t)H [ 1 m— Lt Pv;(l)H
Z?iol v l(t)Pi(l)

i m— 1/27
(Srhor @ R, BY)
JBL’(t) Zznol - 1t )JPZ»(I)
IBL O~ 5 o ()P

Z;nolvm (¢ )in(l)

m—1  m— m— 2
(S ety (0. A
Egrilik k, (3.12), (2.6) ve (4.15) bagintilar1 kullanarak asagidaki gibi elde edilir:

(t)
> 3/2

(BL"(t), JBL
((BL (1), BL (1)
Dl D (YU (VI )

(S e e, p)™

)

k(t) =

1,5=0 "2 J

Teorem 4.1 ile verilen sonucun bazi 6zel durumlar1 asagida verilmistir:

1. Durum: m. dereceden diizlemsel ve birim hizli olmayan Bézier tipli egrinin Serret-

18
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Frenet catis1 {T, N} ve egriligi x nin ¢t = 0 da aldig1 degerler asagidaki gibidir:

P(l)
Tt)|mo = —o)
Pl
Jp(l)
N(t)o = 0,
el
(P, JPM Py)
K(t>|t:0 = W13
1B

2. Durum: m. dereceden diizlemsel ve birim hizli olmayan Bézier tipli egrinin Serret-

Frenet catis1 {T, N} ve egriligi « nin ¢t = a da aldig1 degerler asagidaki gibidir:

P,
TWh=e = 0 1

JP\),
N(t)|i=a = W7
m—1
1 1
li(t)|t7 _ <P7(r1117 ‘]qu111>
125 12

3. Durum: 2. dereceden diizlemsel ve birim hizli olmayan Bézier tipli egrinin Serret-

Frenet catis1 {T, N} ve egriligi « nin aldig1 degerler asagidaki gibidir:

e—t-‘rapél) + etpl(l)
le—t+ePM 1 etpO |
et g PV + et J PV
le—t+ePD 1 etpO |’
(et 4+ )P i R")

ez Ry 4 et P

4. Durum: 3. dereceden diizlemsel ve birim hizli olmayan Bézier tipli egrinin Serret-

Frenet catis1 {T, N} ve egriligi « nin aldig1 degerler asagidaki gibidir:
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(e~t+a — 1)P(51) +(e7r e — et + 1)P1(1) + (e = 1)P2(1)
J(etre =PI + (et+e + et — et + 1)PD + (et — )P
(et — 1) IR + (e 4 e — et + 1)J P 4 (¢! — 1)J Py

[(et+e — )P 4 (etta 4 ea — et 4 )P 4 (et — )PV

(e o) (P, TR

ed—1

lemte = ) RSY + (et e —et + P + (e = PV
(e Db i) p(0) )

ed—1

l(emte = ) RSY + (et e — et + P + (e = PV
(et(eafet)(s}fe_t*'a(etfl)ég) <P2(1)’ JP1(1)>

ed—1

I(e=tra — 1)V + (emt+e 4 eo — et + )P + (et — )PP

Ornek 4.2. Ornek 3.7 de verilen ikinci dereceden, Py(0,1), Py(4,4) ve Py(5,0) kontrol
noktalarina sahip Bézier tipli egrinin a = 1 icin T, N ve k Serret-Frenet elemanlar
GeoGebra (2025) progranu ile cizildiginde siyah egri Bézier tipli egriyi, kirnuzi ¢izgiler

kontrol poligonunu, mavi vektorler u¢ noktalardaki teget ve normal vektorleri gosterir.

BL(t) — (—4e_t+1 +4de+e' — 1’ —3e ! + de — 4et + 3) |
e—1 e—1
(4ot 4 el 3=t _ 4et)
(2562642 — 16e + 17e2t)1/2’
(—3e 1 4 det, 41+ 4 ¢l
(25e242 — 16e + 17e2t)1/2 7
—38e(e — 1)
(25e2+2 — 16 1 17e2)3/2"
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Sekil 4.4. 2. dereceden Bézier tipli egri ve Serret-Frenet elemanlari

21



BULGULAR VE TARTISMA D.S.KUN

Ornek 4.3. Uciincii dereceden, Py(0,0), P1(0,1), Py(1,1) ve P5(1,0) kontrol noktalarina
sahip Bézier tipli egrinin denkleminin a = 1 icin T ,N ve k Serret-Frenet elemanlar
GeoGebra (2025) progranu ile cizildiginde siyah egri Bézier tipli egriyi, kirnizi ¢izgiler

kontrol poligonunu, mavi vektorler u¢ noktalardaki teget ve normal vektorleri gosterir.

BL(1) el tte—el—e+t+1 —eTlre—et+1
—e+3 ’ e—2 ’
—e tlie—et41 ettl_et
T(t —e+3 o e—2
) = 1 271/2’
(—e* + +e—et+1) ( e t+tl— et)
—e+3
—e ttlqel _ettlpe_et41
N(t e—2 ’ —e+3
(t) = 7
(76_t+1+676t+1) ( —t+176t)
—e+3
9e—ttl_o—t+2 ot 4.
ﬁ(t) - —e?4+5e—6
3/2°
(—e—f+1+e—et+1)2 + (e—t+1,et)2 /
—e+3 e—2
Ty
.F_ I :
s -
un
ns
TP')'
n4
w3
e e ¥ Mes  x,
ne o4 0 2 o3 o 28 " ' & ¥ v
rE
a0
TF'_I

Sekil 4.5. 3. dereceden Bézier tipli egri ve Serret-Frenet elemanlari
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5. SONUCLAR

Tezde verilenleri kisaca 6zetlersek: Ik olarak Bernstein tipli fonksiyonlarin ve Bézier
tipli egrilerin ikinci mertebeden tiirevleri hesaplanmistir. R? uzayindaki m. dereceden
Bézier tipli egrilerin Serret-Frenet catis1 ve egriligi hesaplanmigtir. R? uzayindaki Bé-
zier tipli egrilerin Serret-Frenet ¢atis1 ve egriliginin, egrinin baglangic ve bitis noktasinda
aldig1 degerler incelenmistir. Ayrica, ikinci ve {iciincii dereceden Bézier tipli egrilerin
Serret-Frenet catis1 ve egriligi hesaplanmistir. Son olarak, ikinci ve iiciincii dereceden Bé-
zier tipli egriler ve Serret-Frenet elemanlar1 hesaplanip drneklendirilmistir. Bu 6rneklerin
sekilleri GeoGebra paket programi yardimiyla cizdirilmistir (GeoGebra).

Bu yapilan calismalar yardimiyla R?® uzayimdaki m. dereceden Bézier tipli egrilerin
Serret-Frenet catis1 ve egriligi hesaplanabilir. Ayrica, bu sonucglar yardimiyla buldugumuz
yeni tipli Bézier egrilerinin basta matematik olmak iizere miihendislik, bilgisayar destekli
geometrik tasarim, fizik, tip, robotik, geometri vb. diger bilim dallarindaki uygulamalari
incelenebilir.

Bu nedenlerle, bu tezden elde edilen verilerin diger arastirmacilara motivasyon sagla-

yacag1 ongoriilebilir.
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