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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Bi-PERIYODIK (p, q)-FIBONACCI VE Bi-PERIYODIK (p, q)-LUCAS
DIZILERI

Naime Seyda TURKOGLU

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU

Bu calismada (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin rekiirans bagintilart
kullanilarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik
Lucas tipi dizileri genellestiren bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, q)-
Lucas dizileri tanimlanmistir. Bu dizilerin n-inci terimlerini hesaplamamizi saglayan
Binet formiilleri, iiretici fonksiyonlar1 verilmis ve ardisik terimlerinin yakinsaklik
ozellikleri incelenmistir. Bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, g)-Lucas
dizilerinin bazi temel esitliklerinin Fibonacci ve Lucas dizilerinin iyi bilinen
ozelliklerine uygun oldugunu gosterilmistir. Ayrica (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas
dizileri i¢in doseme yaklagimi sunulmustur. Kareler i¢in p farkli renk ve dominolar
icin q farkli renk olmak iizere renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2
dominolar kullanilarak n-inci (p, q)-Fibonacci sayist bir 1 X n tahtasini doseme
yollarinin sayis1 ve n-inci (p, q)-Lucas sayist dairesel bir 1 X n tahtasini déseme
yollarinin sayisi olarak yorumlanmustir.

2023, 96 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bi-periyodik Fibonacci sayilari, Bi-periyodik Lucas sayilari,
Fibonacci sayisi, genellestirilmis Fibonacci sayilari, genellestirilmis Lucas sayilari,
Lucas sayis1



ABSTRACT

MSc Thesis

BI-PERIODIC (p, q)-FIBONACCI AND BI-PERIODIC (p, q)-LUCAS
SEQUENCES

Naime Seyda TURKOGLU

Erzincan Binali Yildirim University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yasemin TASYURDU

In this study, bi-periodic (p, q)-Fibonacci and bi-periodic (p, g)-Lucas sequences
which generalize Fibonacci type, Lucas type, bi-periodic Fibonacci type and bi-
periodic Lucas type sequences are defined by using recurrence relations of (p, q)-
Fibonacci and (p, q)-Lucas sequences. Binet formulas that allow us to calculate the
nth terms of these sequences, generating functions are given and the convergence
properties of their consecutive terms are examined. It is shown that some fundamental
identities of bi-periodic (p, q)-Fibonacci and bi-periodic (p, q)-Lucas sequences
conform to the well-known properties of Fibonacci and Lucas sequences. Also, tiling
approach to the (p, q)-Fibonacci and (p, q)-Lucas sequences is presented. The nth
(p, q)-Fibonacci number is interpreted as the number of ways to tile a 1 X n board,
and nth (p, g)-Lucas number is interpreted as the number of ways to tile a circular
1 X n board by using colored 1 X 1 squares and colored 1 X 2 dominoes, where there
are p different colors for squares and g different colors for dominoes.

2023, 96 Pages

Keywords: Bi-periodic Fibonacci numbers, Bi-periodic Lucas numbers, Fibonacci
number, generalized Fibonacci numbers, generalized Lucas numbers, Lucas number
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1. GIRIS

Literatiirde uzun yillardir farkli disiplinlerden bilim insanlarinin ve diisiiniirlerin yaptigi
calismalar sonucunda miikemmel olan evrenin rastgele yaratilmadigi ortaya konulmus
ve sayilar temeline dayandirildigi goriilmiistiir. Bunun en giizel 6rnegi ise altin orandir.
Ikiye béliinmiis bir dogru parcasinda, kiiciik parcanin uzunlugunun biiyiik par¢anin
uzunluguna orani ile biiylik parcanin uzunlugunun biitliniin uzunluguna orani bir oranti
olusturuyorsa yani bu iki oran birbirine esitse, bu orana “Altin Oran” denilmistir. Degeri
1,61803... olan bu sayr altin ortalama, altin boliim, altin kesit, ilahi (kutsal) oranti,
Fibonacci sayis1 ve Phidias ortalamasi seklinde de adlandirilir. Altin oran bilim
insanlari, miizisyenler, mimarlar gibi bir¢ok kisinin estetik algilarinda en giizeli

yakalamak adina kullandiklar1 baslica 6l¢ii olmustur.

Fibonacci ismi ile taninan Leonardo Pisa 13. yiizyilda yasamus italyan matematik¢idir.
Fibonacci tarafindan yazilan Liber Abaci adli eserde Edward Lucas gordigii bir
problemdeki 0,1,1,2,3,5,8, ... dizisinin her bir terimine Fibonacci sayisi ve diziye
Fibonacci dizisi adim1 verlmistir. Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin de altin orana
yakinsamasi antik ¢agdan beri matematikgilerin, fizikg¢ilerin, filozoflarin, sanatcilarin ve

hatta miizisyenlerin ilgilendigi bir konu haline getirmistir.

Dogadaki bir¢cok olgularda Fibonacci sayilar1 goriilmiistiir. Cam kozalaklarinin dip
kismindaki spirallerin saga doniik olanlarinin sayis1 genelde 8, sola doniik olanlarin
sayis1 ise genelde 13 tiir. Veniis, Glines’in ¢evresinde dolanmasi sirasinda yaklasik 8
yillik periyotlarla Giines’in oniinden 5 kez gecer, yani 8 yilda yaklasik 5 kez Giines-
Veniis-Diinya dizilimi olur. Ozellikle papatyalar olmak iizere bir¢ok ¢igek cinslerinin
tag yapraklarinin sayisi da genellikle Fibonacci sayilari olmaktadir. Nobel o6diillii
matematik¢i ve fizik¢i Robert Penrose tarafindan bulunan karolarla diizlem ddéseme
teorisinde de sik sik karsimiza altin oran ¢ikmaktadir. Bu ise bir diizlemin kaplanmasi

gerektigi yerlerde Fibonacci sayilari ¢ikarir.

Ikinci ve daha yiiksek mertebeden rekiirans bagmtilarla tanimlanan Fibonacci ve
Fibonacci benzer dizilerinin cebir, fizik, kimya, biyoloji, bilgisayar biliminin yan1 sira
sanatin bir¢ok farkli alaninda uygulamalar1 vardir. Bilimin hemen hemen her alaninda
hem teorik hem de uygulamali olarak bu dizilerin terimleri ¢ok genis alanda

calisilmaktadir.



Ikinci mertebeden rekiirans bagintilarla tanimlanan Fibonacci ve Lucas dizileri
literatiirde en ¢ok ilgi goren dizilerdir. Bu dizilerle ilgili bir¢ok calisma sunulmustur

(Horadam, 1961; Vorobyov 1976; Vajda, 1989; Everest vd., 2003).

Fibonacci ve Lucas dizileri gibi rekiirans bagintilarla tanimlanan Jacobsthal, Jacobsthal-
Lucas, Pell, Pell-Lucas gibi diziler Fibonacci tipli ve Lucas tipli diziler olarak
incelenmistir ve bir¢cok Ozelligi sunulmustur. Bu sayilar ve farkli genellestirmeleri
tizerine yillardir birgok ¢alisma yapilmaktadir (Miles, 1960; Horadam, 1965; 1971;
Hoggatt, 1969; Shanon ve Horadam, 1973; Stakhov, 1989; Allouche ve Johnson, 1996;
Kalman ve Mena, 2003). Koshy ise literatiirde bulunan Fibonacci ve Lucas dizileri ile
genellestirilmeleri tlizerine sunulan hemen hemen her calismay1 toplamis ve iki harika

kitap seklinde okuyuculara sunmustur (Koshy, 2001; 2014).

Uzun yillardir Fibonacci ve Lucas sayilart ile dizilerinin genellestirmeleri
calisilmaktadir. Bu dizilerin genellestirilmesi ¢alisilirken farkli bakis agilari ortaya
cikmistir. Bir taraftan sunulan genellestirmeler dizilerin baslangi¢ degerlerine bagliyken
diger taraftan ise dizilerin rekiirans bagitisindaki terimlerin katsayisina bagli olarak ¢ok

farkli genellemeleri sunulmustur.

Falcon ve Plaza, Fibonacci ve Lucas dizilerinin rekiirans bagintisindaki terimlerin
katsayilarin1 dikkate almis ve bu katsayr degeri icin k parametresine bagli olarak
k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerini sunmuslardir (Falcon ve Plaza, 2007; Falcon, 2012).
El-Mikkawy ve Sogabe ise k-Fibonacci dizilerinin yeni bir ailesini tanitmistir (EI-
Mikkawy ve Sogabe, 2010). Tagyurdu ve vd. ise bu yeni ailenin periyodu ile bircok
Ozelligini sunmustur (Tasyurdu vd., 2016). Daha sonraki yillarda genellestirilmis
Fibonacci tiirleri ya da aileleri olarak cesitli rekiirens diziler {lizerine bir¢cok calisma

literatiire kazandirilmistir (Boussayoud vd., 2018; Tagyurdu, 2019; Panwar, 2021).

Fibonacci sayilariin yeni bir genellestirmesi olarak Fibonacci p-sayilari sunulmus ve
bu sayilar i¢in analitik formiiller elde edilmistirr. Ayrica bu formiillerin klasik Fibonacci
sayilarinin Binet formiillerine benzer oldugunu gdésterilmistir. Ayrica, Lucas sayilarinin
Lucas p-sayilan seklindeki genellestirmesi de elde edilmistir (Stakhov, 1977; Stakhov
ve Rozin, 2006). Tasyurdu 2022 yilinda sundugu bes parametreli genellestirilmis
Fibonacci sayilar1 ile hem Fibonacci, Fibonacci benzer sayilart hem de Fibonacci p-
sayilarini genellestirmistir (Tagyurdu, 2022)
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Fibonacci ve Lucas dizilerinin genellestirilmesi olarak (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas
dizileri tanimlanmistir. Genellestirmeler arasinda énemli bir yere sahip olan bu diziler
Fibonacci ve Lucas dizilerinin yani sira k-Fibonacci, k-Lucas, Jacobsthal, k-Jacobsthal,
Jacobsthal-Lucas, k-Jacobsthal-Lucas, Pell, k-Pell, Pell-Lucas, k-Pell-Lucas gibi
dizilerin de genellestirilmesidir. Birgok arastirmaci tarafindan (p, q)-Fibonacci ve
(p, 9)-Lucas dizilerinin 0&zellikleri ve uygulamalar1 biiyiik bir ilgiyle yillardir
calisilmaktadir.

2015 yilinda Suvarnamani ve Tatong (p,q)-Fibonacci sayilar1 olarak bilinen
genellestirilmis Fibonacci dizisi lizerine ¢alismislar ve bu dizi i¢in bir¢ok esitlik elde
edilmistir. Ayrica bu esitlikleri gosterirken n-inci (p, q)-Fibonacci sayisini veren Binet
formiiliinii kullanmislardir (Suvarnamani ve Tatong, 2015). Suvarnamani 2016 yilinda
sundugu calismasinda (p, gq)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerini incelemistir. Bu
calismasinda Binet formiillerini kullanarak (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin
tek ve cift indisli terimlerinin bir¢ok 6zelligini elde etmistir (Suvarnamani, 2016a).
Diger taraftan (p,q)-Lucas say1 dizisi olan genellestirilmis Lucas say1 dizisini
incelemistir. Ayrica (p, q)-Lucas sayisinin bazi ozelliklerini gdstermek i¢in Binet
formiiliinii kullanmis ve (p, q)-Lucas sayisinin bazi1 genellestirilmis 6zelliklerini elde
etmistir (Suvarnamani, 2016b). Suvarnamani c¢alismalarina devam ederek (p,q)-
Fibonacci sayisinin baz1 6zelliklerini gostermek ic¢in matris temsillerini kullanmis ve
(p, g)-Fibonacci  sayisinin  baz1  genellestirilmis  6zdesliklerini  elde etmistir
(Suvarnamani, 2017). Tagyurdu ise 2019 yilinda bilinen bir¢ok dizinin genel hali olarak
(p, g)-Fibonacci benzer dizileri tanimlanmistir. Bu c¢alismada dizilerinin iirete¢
fonksiyonlarmni, Binet formiillerini, 6nemli esitlikleri ve toplam formiillerini sunmustur
(Tagyurdu, 2019). Fibonacci ve Lucas sayilart i¢in Fibonacci tipi ve Lucas tipi
polinomlarin bircok genellestirmesi sunulmus ve uygulamalar1 verilmistir. Birgok

ozelligi elde edilmistir (Cagman, 2021a; 2021b; Tasyurdu, vd., 2016).

Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin daha sonra farkli bir bakis agisiyla
genellestirmeleri sunulmustur. Bu dizilerin rekiirans bagintilart ile tek ve ¢ift indisli
terimleri dikkate alinarak bi-periyodik Fibonacci tipli ve bi-periyodik Lucas tipli diziler

olarak adlandirilan diziler tanimlanmis ve Ozellikleri incelenmistir.



Koger vd. 2009 yilinda Fibonacci ve Lucas p-sayilarinin  m-genislemesini
tanimlamiglardir. Daha sonra, genellestirilmis Binet formiillerini kullanarak Fibonacci
ve Lucas p-sayilarinin m-genislemesi i¢in siirekli fonksiyonlar elde etmislerdir. Ayrica,
klasik altin ortalamanin, altin p-oranlarinin ve altin m-oranlarinin genis bir
genellestirmesi olan altin (p,m)-oranlar adli yeni bir matematiksel sabit sinifini

tanimlamiglardir (Koger vd., 2009).

Edson ve Yayenie 2009 yilinda Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisini tek ve ¢ift
indisli terimleri i¢in ayr1 ayr1 kullanmis ve bi-periyodik Fibonacci dizileri olarak
adlandirilan Fibonacci dizisinin yeni bir genellestirmesini sunmuglardir. Ayrica bu
dizinin n-inci i¢in Binet formiiliinii ve Cassini, Catalan, d'Ocagne gibi bilinen esitlikler
sunulmustur (Edson ve Yayenie, 2009). Yayenie ise 2011 sundugu calismasi ile bi-
periyodik Fibonacci dizilerinin bir¢ok yeni 6zelligini vermistir (Yayenie, 2011). Bu
calismalar bir¢ok yazar icin ilham kaynagi olmustur. Bilgici Lucas dizisinin tek ve ¢ift
indisli terimleri dikkate alarak bi-periyodik Lucas dizileri olarak adlandirilan Lucas
dizisinin genellestirmesini tanimlanmistir. Bu dizi ile bi-periyodik Fibonacci dizileri
arasindaki bazi iliskileri vermistir Ayrica, Yayenie'nin 2011 yilinda bi-periyodik
Fibonacci dizileri i¢in elde ettigi 6zellikleri bi-periyodik Lucas dizileri i¢in sunmustur

(Bilgici, 2014).

Uygun ve Owusu 2016 yilinda Edson ve Yayenie nin 2009 da tanimladigi bi-periyodik
Fibonacci dizisi ve Bilgici’nin 2014 de tanimladig1 bi-periyodik Lucas dizisine benzer
olarak Jacobsthal sayilarinin tek ve ¢ift durumlari i¢in bi-periyodik Jacobsthal-Lucas
dizileri olarak adlandirilan Jacobsthal-Lucas sayilarinin yeni bir genellestirmesini
tanimlamiglardir. Bu dizinin Binet ve iirete¢ fonksiyonunu ile iyi bilinen Cassini,
Catalan ve d'Ocagne'in esitliklerini ve bazi binom toplama formiilleri vermislerdir. Bu
dizinin ardigik terimlerinin yakinsaklik 6zellikleri de incelemislerdir (Uygun ve Owusu,
2016). 2019 yilinda Uygun ve Owusu ¢aligmalarina devam ederek, Jacobsthal-Lucas
sayillarinin yeni bir genellestirmesini bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizisi olarak
sunmuslardir. Bu dizinin de genel formiiliinii ve iirete¢ fonksiyonunu vermislerdir.
Ayrica dizinin ardisik terimlerinin yakinsama 06zelligi incelendikten sonra iyi bilinen
Cassini, Catalan ve d'Ocagne esitlikleri ile ilgili baz1 toplama formiilleri de vermislerdir

(Uygun and Owusu, 2019).



Yazlik vd., ise Fibonacci ve Lucas p-sayilarinin yeni bir genellestirmesini
tanimlamislardir. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p-dizisi i¢in aga¢ diyagramlarini
ve Binet formiillerini elde etmigler. Ayrica bu diyagramlar1 kullanarak bu diziler igin

rekiirans bagintilar1 vermislerdir (Yazlik vd., 2018).

Uygun ve Karatag 2019 yilinda sunduklar1 caligmalarinda bi-periyodik Pell-Lucas
dizileri olarak adlandirilan Pell-Lucas dizilerinin yeni bir genellestirmesini
tanimlamiglardir. Bu dizinin ardisik terimleri arasindaki iliski ile say1 dizileri igin iyi
bilinen bir¢ok 6zelligi, Binet formiiliinii ve iirete¢ fonksiyonunu sunmuslardir (Uygun
and Karatas, 2019). Daha sonra aymi yazarlar 2020 yilinda benzer diisiince ile Pell
dizisinin rekiirans bagintis1 dikkate alarak bi-periyodik Pell dizileri olarak adlandirilan
Pell sayilarinin yeni bir genellestirmesini tanimlamiglardir. Bu dizi i¢in de Binet
formiiliinii, trete¢ fonksiyonunu ve iyi bilinen Cassini, Catalan ve d'Ocagne gibi
esitliklerin yan1 sira toplam formiilleri verilmistir. Ayrica bu dizinin ardisik terimlerinin
yakinsaklik o6zellikleri de incelenmislerdir (Uygun and Karatag, 2020). Diger taraftan
Tan 2017 ylinda bi-periyodik Fibonacci ve bi-periyodik Lucas dizileri i¢in bilinen
sonuglar1 genellestirerek bi-periyodik Horadam dizilerinin bazi temel o6zelliklerini
vermistir. Ayrica, iki mertebeden Lucas dizileri i¢in baz1 yeni 6zdeslikler elde etmistir
(Tan, 2017). 2020 yilinda ise Tan ve Leung bi-periyodik Horadam dizilerinin bir¢ok
ozelligini elde etmislerdir (Tan ve Leung, 2020).

Fibonacci ve Lucas dizileri ile genellestirmeleri farkli yorumlarla da sunulmustur.
Sonsuz bir geometrik diizlemin birbirine uyumlu diizlem figiirleriyle kaplanmasi olan
doseme ve kombinatoryal yorumlar: ile Fibonacci sayilar1 ve Fibonacci tipli sayilarin
ozellikleri incelenmistir (Holden, 1975; Brigham vd., 1996-97, Benjamin ve Quinn,
2003; Tasyurdu ve Cengiz, 2022).

Sunulan bu tezde (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin rekiirans bagintilar
kullanilarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik Lucas
tipi dizileri genellestiren bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, q)-Lucas
dizileri tanimlanmistir. Bu dizilerin ardigik terimlerinin yakinsaklik ve birgok onemli
Ozelliklerini igeren sonuglar elde edilmistir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2022a; 2023).

Ayrica (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin 6zellikleri incelenmistir.



(p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerine bir doseme yaklasimi sunulmustur. Bu
doseme yorumlariyla toplam formiilleri verilmistir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2022b;
2022c). Bu amagla kuramsal temeller adini alan ikinci boéliimde temel kavramlar

verilmistir.

Calismamiz gilincli  boliimiinde ilk olarak Fibonacci ve Lucas dizilerinin
genellestirmeleri olan (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizileri sunulmustur. Bu
dizilerin rekiirans bagintilar1 goz Ontline alinarak Binet formiilleri, lirete¢ fonksiyonlari
ve Ozellikleri verilmistir. Rekiirans diziler i¢in déseme yorumlar sunulmustur. Daha
sonra Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, Pell, Pell-Lucas dizilerinin
rekiirans bagitilar1 kullanilarak tanimlanan bi-periyodik Fibonacci, bi-periyodik Lucas,
bi-periyodik Jacobsthal, bi-periyodik Jacobsthal-Lucas, bi-periyodik Pell, bi-periyodik
Pell-Lucas dizileri sunulmustur. Bu dizilerin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari,
toplam formiilleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne esitlikleri gibi 6zel esitlikler

sunulmustur.

Tezin dordiincii bolimiinde ilk olarak Fibonacci, k-Fibonacci, Lucas, k-Lucas,
Jacobsthal, k-Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, k-Jacobsthal-Lucas, Pell, k-Pell, Pell-
Lucas, k-Pell-Lucas dizileri ile bi-periyodik Fibonacci, bi-periyodik k-Fibonacci, bi-
periyodik Lucas, bi-periyodik k-Lucas, bi-periyodik Jacobsthal, bi-periyodik k-
Jacobsthal, bi-periyodik Jacobsthal-Lucas, bi-periyodik k-Jacobsthal-Lucas, bi-
periyodik Pell, bi-periyodik k-Pell, bi-periyodik Pell-Lucas, bi-periyodik k-Pell-Lucas
dizilerini genellestiren bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, q)-Lucas
tanimlanmis ve detayli bir sekilde 6zellikleri incelenmistir. Bu dizilerin n-inci terimin
elde edilmesini saglayan genel formiiller elde edilmistir. Ayrica iirete¢ fonksiyonlari
verilmis ve ardisik terimlerinin yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra (p, q)-
Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerine doseme yaklasimi ile sunulmustur. Kareler i¢in p
tane farkli renk ve dominolar i¢in g tane farkli renk olmak {izere renklendirilmis 1 X 1
kareler ve renklendirilmis 1 X 2 dominolar kullanilarak n-inci (p, q)-Fibonacci sayisi
bir 1 X n tahtasin1 désemen yollarinin sayisi ve n-inci (p, q)-Lucas sayis1 dairesel bir
1 X n tahtasim1 ddsemen yollarinin sayist olarak yorumlanmistir. Bu yorumla
kullanilarak bu sayilar i¢in bazi temel Ozdeslikler ve toplam formiilleri déseme

yorumlariyla verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Matematikte bir¢ok dizi tiirii bulunmaktadir. Bu boliimde ¢alismamiz i¢in temel teskil

eden kavramlar ve diziler hakkinda genel bilgiler verilmistir.

2.1. Genel Kavramlar

Tanmm 2.1: Tanim kiimesi pozitif tam sayilar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadioglu

ve Kamali, 2003).

Bir dizinin baslangicindaki birka¢ terimi harig¢, her bir teriminin kendisinden onceki

terimler yardimiyla elde edildigi rekiirans dizileri literatiirde ilgiyle ¢alisiimaktadir.

Tanmm 2.2: Her n > r igin k, # 0 olacak sekilde k; (0 < i <r — 1) katsayilar1 i¢in

r-inci mertebeden homojen lineer rekiirans dizisi, {S, }nso
Sn = Kr—1Sn—1 + Kr_2Sn—2 + -+ kiSp_ry1 + koSp—r (2.1

esitligi ile tanimlanir. (2.1) esitligine ise r-inci mertebeden homojen lineer rekiirans
bagint1 denir. {s;,},s( dizisinin ilk 7 terimini olan sy, sy, ..., S,._; sayilarina da dizisinin

baslangic¢ degerleri denir (Everest vd., 2003).

(2.1) rekiirans bagintisinda s, = x™ yineleme bagmtis1 kullanilarak r-inci mertebeden

homojen lineer rekiirans dizisinin karakteristik polinomu ve denklemi elde edilir.

Tanmm 2.3: (2.1) rekiirans bagmtist ile tanimlanan {s,},so dizisinin karakteristik

polinomu
p(x) =x™ —k,_x" 1t —k,_,x"2 — o —kyx — kg
seklinde tanimlanir (Everest vd., 2003).

Tanimm 2.4: (2.1) rekiirans bagmtist ile tanimlanan {s,},so dizisinin karakteristik
denklemi p(x) = x™ — k,_x™ 1 — k,_,x"2% —

(Everest vd., 2003).

«+—kyx — ko = 0 olarak tanimlanir



Tanmmm 2.5: p(x) polinomunun kokleri a4, ay,...,a, € C olmak fiizere V i,j €
{1,2,..,r} icin a; #a; ise, a,=A.al +Aa; + -+ A.a olacak sekilde
Aq, Ay, ..., A, sabitleri vardir. Bu esitlik baglangic degerleri icin yerine yazilip elde
edilen denklem sisteminden A4, A, ..., A, bilinmeyenleri bulunur. Boylece elde edilen

karakteristik polinomunun kokleri ve a,, arasindaki esitlige rekiirans bagintinin ¢oziimii

denir (Everest vd., 2003).

Tanim 2.6: Bir {s,,},,>( dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan

co
G(x) = sox° + syxt + 5,2 + 5363 + - = Z s;xt
i=0

serisine {s;, }=¢ dizisinin tireteg¢ fonksiyonu denir (Everest vd., 2003).
Tamim 2.7: &(n) fonksiyonu é(n) =n —2 EJ olarak tanimlanir, yani

n cift ise
n tek ise

0,
s ={)

dir.
Tanim 2.2 de 6zel olarak r = 2 alinirsa s, ve s; baslangi¢ degerleri i¢in

Sn = K1Sp—1 + KoSp— (2.2)

bagintist ile {s,}nso ikinci mertebeden lineer rekiirans dizisi tanimlanir. Simdi bu
dizinin 6zel durumu olan ve literatiirde en ¢ok ilgi goren Fibonacci ve Lucas dizileri ve

ozellikleri sunulacaktir.

2.2. Fibonacci ve Lucas Dizileri

19. yiizy1l say1 teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nin Liber Abaci adl
eserinde gordiigii bir problemdeki {0,1,1,2,3,5,8, ...} dizisine Fibonacci dizisi, bu

dizinin terimlerine ise Fibonacci sayilar1 ismini vermistir.

Ozel olarak s, = 0 ve s; = 1 baslangi¢ degerleri igin (2.2) rekiirans bagmtisinda k, =

k, = 1 alimarak Fibonacci dizisi tanimlanabilir.



Tanim 2.8: Fy, = 0, F; = 1 baslangi¢ degerleriyle n-inci Fibonacci sayisi, F,
Fn:Fn_1+Fn_2, TlZZ (2.3)

rekiirans bagintilari ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye Fibonacci dizisi denir

ve {E, }s0 ile gosterilir (Horadam, 1961).

Fibonacci dizisi (2.3) rekiirans bagintis1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi genel
formiil olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii ile dizinin
herhangi bir terimi, kendisinden Onceki tim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan
kolay bir sekilde bulunabilir. Bir dizinin n-inci terimini elde etmek i¢in rekiirans
bagintis1 kullanilirsa kendisinden o6nce ilk n — 1 terimin bilinmesi gerekmektedir.
Ancak bunun yerine Binet formiilii kullanilirsa bu hesaplamaya ihtiyag
duyulmamaktadir. Bu formiilii elde etmek, dizinin rekiirans bagntisini ¢ézmeye
dayanmaktadir. (2.3) rekiirans bagintisinda F, = r™ yineleme bagmtisi kullanilirsa

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

E,=F, 1 +F,_, = r"2 =yntl 4 47

olur. Ozel olarak n = 2 i¢in 7> —r — 1 = 0 elde edilir. Bu karakteristik denklemin

kokleri ay ve a, olarak alinirsa

1++/5 1-/5
1= ve az = —
2 2

olarak bulunur. Ayrica bu kokler arasinda
al + az = 1
al a 2 = _1

al_a2=\/§

esitlikleri vardir. Buradan Fibonacci dizisinin n-inci terimi i¢in Binet formiilii asagidaki

teorem 1le verilir.



Teorem 2.9: n > 0 igin 72 — 7 — 1 = 0 denkleminin kokleri, ay = 2% ve @, = 1202

olmak iizere n-inci Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii

ai —aj
F,=—
a; —ay

seklindedir (Horadam, 1961).

Ispat: Tanim 2.5 ten A;, A, sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tam sayisi igin

n-inci Fibonacci sayisinin genel formu
E, = Ajal + A,a% (2.4)
seklindedir. Ozel olarak n = 0,1 i¢in
Fp=0=4;+A4,
Fi=1=A400 + Ay,
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

1 1
Al = \%~ AZ = —
a—ay a1—az

olarak bulunur. Bulunan A; ve A, degerleri (2.4) esitliginde yerine yazilirsa n-inci

Fibonacci sayisi icin Binet formiilii

ai —az
F,=—F
a, —ay

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi Fibonacci dizisi igin iirete¢ fonksiyonu verilecektir. n-inci Fibonacci sayis1 F,

olmak tizere {F, },5o dizisinin tirete¢ fonksiyonu

G(x) = Z Ex™ (2.5)
n=0
olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
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Teorem 2.10: Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

X
fO =17

seklindedir (Carlitz, 1962).

Ispat: (2.5) esitliginden Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

G(x) = Z Ex™ = Fox® + Fix! + Fox? 4+ -+ Fpx™ + -+
n=0

dir. Bu denklemin her iki yan1 —x ve —x? ile carpilirsa
—xG(x) = —Foxl - lez — F2x3 . — ann+1 .
—x2G(x) = —Fyx? — Fjx3 — Fyx* — -+« — E,x™t2 — ...

elde edilir. Buradan Tanim 2.8 den Fy, =0, F, =1 baslangic degerleri

F, = F,,_4 + F,,_, rekiirans bagintist kullanilirsa
(1—x—x3)G(x) = Fgx® + Fjx' — Fyx! = x

olup Fibonacci dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

x
Gx) = ———
(x) 1—x—x2

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

ile

Fibonacci dizisine benzer olarak s, =2 ve s; =1 baslangig degerleri igin (2.2)

rekiirans bagintisinda k, = k; = 1 alinarak Lucas dizisi tanimlanabilir.

Tamm 2.11: Ly, = 2, L; = 1 baslangi¢ degerleriyle n-inci Lucas sayisi, L,

Ly=Ly, 1+L,, n>2 (2.6)

rekiirans bagintilar1 ile tanimlanir. Bu sayularin olusturdugu diziye Lucas dizisi denir ve

{L,}nso ile gosterilir (Horadam, 1961).
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Simdi n-inci Lucas sayis1 i¢in Binet formiilii verilecektir. Fibonacci dizisinin rekiirans
bagmtis1 Lucas dizisinin rekiirans bagmtistyla ayni olup 72 —r — 1 = 0 karakteristik

denklemine sahiptir. Dolayistyla bu karakteristik denklemin kokleri de

1++/5 1-/5
a, = Ve ap, = ——
2 2

seklindedir.

Teorem 2.12: n > 0 igin 72 —r — 1 = 0 denkleminin kokleri, &y = == ve @ = —=

olmak iizere n-inci Lucas sayisi i¢in Binet formiilii
L, =al +a}
seklindedir (Horadam, 1961).

Ispat: Tanim 2.5 ten A;, A, sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tam sayisi igin

n-inci Lucas sayisinin genel formu
L, = Ajal + Aya (2.7)
seklindedir. Ozel olarak n = 0,1 igin
Ly=2=4,+A4,
Li=1=Aa1 + Ay,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

olarak bulunur. Bulunan A; ve A, degerleri (2.7) esitliginde yerine yazilirsa n-inci

Lucas sayisi i¢in Binet formiilii
L, =al + a}

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Simdi Lucas dizisi i¢in lirete¢ fonksiyonu verilecektir. n-inci Lucas sayis1 L, olmak

tizere {L,, },,>¢ dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Sx) = Z L,x™" (2.8)
n=0
olsun. Buradan Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonuna benzer ¢oziimle Lucas dizisinin
irete¢ fonksiyonu asagidaki teorem verilir.
Teorem 2.13: Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu

2—x
S(x)=———
(x) 1—x—x2

seklindedir (Carlitz, 1962).

Ispat: (2.8) esitliginden Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu

S(x) = Z Lpx™ = Lox® + Lyixt + Lyx? + -+ 4 Lpyx™ + -+
n=0

dir. Bu denklemin her iki yan1 —x ve —x? ile garpilirsa
—xS(x) = —Lox* — Lyx? — Lyx3 — -+ — L,x™*1 — ...
x25() = —Lox® — Lyx® — Lyx* — o= Lx™2 — o

elde edilir. Buradan Tanim 2.11 den Ly =2, L; =1 baslangic degerleri ile

L, =L, 4+ L,_, rekiirans bagintist kullanilirsa
1—x—x2)S(x) =Lox°+Lix* —Lyx'=2—x

olup Lucas dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

2—x
S(x)=———
(x) 1—x—x2

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Fibonacci ve Lucas dizileri gibi bilimin hemen hemen her alaninda hem teorik hem de

uygulamali olarak ¢ok genis alanda ¢alisilan k-Fibonacci {Fk'"}n>0’ k-Lucas {Lk_n}n

=0’

Jacobsthal {J,},=0, k-Jacobsthal {]k'”}nzo’ Jacobsthal-Lucas {j,},s0, k-Jacobsthal-

Lucas {jk'"}nzo’ Pell {P,},50, k-Pell {Pk'”}nzo’ Pell-Lucas {Q,},»0, k-Pell-Lucas

{Qk'n}nzo dizileri Tanim 2.2 nin 6zel durumlar1 olarak asagidaki gibi tanimlanir. s, ve

s, baslangi¢ degerleri igin (2.2) rekiirans bagntisi ile verilen ikinci mertebeden {s,, },,;50

rekiirans dizisinde

ii.

il

iv.

Vi.

vii.

viii.

ix.

ki =k, kg =1 i¢in F,,o = 0, F;,; = 1 baslangi¢ degerleri ile k-Fibonacci
dizisi Fyp, = kFy 1 + Fyn_p

ki =k, kg =1 i¢in Lo =2, Ly, =k baslangic degerleri ile k-Lucas
Lyn =kLgn-1+ Lgn-

ki =1, kg =2 i¢cin J, = 0, J; = 1 baslangi¢ degerleri ile Jacobsthal dizisi
Jn =Jn-1 1 20—

ki =k, kg =2 i¢in Ji o =0, J,; = 1 baslangi¢ degerleri ile k-Jacobsthal
dizisi [y n = kfin-1 + 2Jkn-2

ki =1, ky = 2 igin j, = 2, j; = 1 baslangi¢ degerleri ile Jacobsthal-Lucas
dizisi j, = ju_1 + 2jn_2

ki =k, ky =2 igin j, = 2, j; = k baslangi¢ degerleri ile k-Jacobsthal-
Lucas dizisi ji n = kjxpn-1 + 2jgn-2

ki =2, kg =1 icin Py =0, P, =1 baslangi¢ degerleri ile Pell dizisi
P,=2P,_ 1+ P,_,

ki =2, ko =k igin Py =0, P, = 1 baslangi¢ degerleri ile k-Pell dizisi
Py = 2Pgp—q + kPpp—;

ki =2,ky=11¢in Q, = 2, Q; = 2 baslangic degerleri ile Pell-Lucas dizisi
Qn = 2Qn-1 + Qn

ki =2, ko =kigin Qo = 2, Q1 = 2 baslangi¢ degerleri ile k-Pell-Lucas

dizisi Qk,n = ZQk,n—l + ka,n—Z

rekiirans bagintilar1 ile tanimlanir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde literatiirde yer alan, bircok arastirmacinin ¢aligma konusu olmus, uygulama
alanlar1 genis olan ve calismamiz icin temel teskil eden ikinci mertebeden lineer
rekiirans bagintilarla tanimlanan, Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin genellestirilmis
hali olan (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri ile say1 dizileri ile iliskili bi-periyodik
dizilerinin tanimlar1 ve Ozellikleri sunulmustur. Bu diziler i¢in iireteg fonksiyonlari,
genel formiiller olarak bilinen ve n-inci (p, q)-Fibonacci ile n-inci (p, q)-Lucas sayisini
elde etmek i¢in kullanilan Binet formiilleri ile Cassini esitligi, Catalan esitligi ve Vajda

esitligi gibi 6nemli esitlikleri sunulmustur.

3.1. (p,q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas Dizileri

Tamm 3.1: p,q = 1 olacak sekilde p ve g tam sayilari igin Fp, ;0 =0 ve F,,; =1

baslangi¢ degerleri ile (p, q)-Fibonacci dizisi {Fp'q’n} V€ Lpgo=2 Ve Lpg1 =D

nz0
baslangi¢ degerleri ile (p, g)-Lucas dizisi {Lp'q’n}n>0 sirastyla
Fpgn = DPFpgn-1+ qFpgn-—2 (3.1)
Lpgn = Plpgn-1+ qlpgn-2 (3.2)

rekiirans bagintisiyla tanimlanir (Horadam, 1961).

Tanim 3.1 kullanilarak (p, g)-Fibonacci dizisi

{Foan}, ., = (0.1,0,0% + q,p* + 2pq,p* + 3p*q + ¢, ...}
ve (p, q)-Lucs dizisi

{Lp'q'”}nzo ={2,p,p% + 2q,p® + 3pq,p* + 4p?q + 2q¢%, ...}
seklinde elde edilir.

(p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin terimleri (3.1) ve (3.2) rekiirans bagintilari
kullanilarak elde edilebilecegi gibi genel formiil olarak bilinen Binet formiilii

kullanilarak da elde edilir.
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Bilindigi gibi Binet formiilii ile dizinin herhangi bir terimi, kendisinden dnceki tiim
terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde bulunabilir. Bu formiili elde

etmek dizinin rekiirans bagintisin1 ¢6zmeye dayanmaktadir.

Simdi (p, g)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri i¢in Binet formiilleri verilecektir. (3.1)

n

ve (3.2) rekiirans bagmtilarinda F,,, =s ve Lygn =1t" yineleme bagintisi

kullanilirsa
Foqn =PFpqn-1+ qFpgn-2 = s" =ps™ 1 4 qs"?
Lp,q,n = pr,q,n—l + qu,q,n—Z = th = ptn_l + qtn_z

elde edilir. Burada 6zel olarak n = 2 almirsa (3.1) ve (3.2) rekiirans bagintilarinin

karakteristik denklemi ayn1 olup

r’—pr—q=0
seklindedir. Bu denklemin kokleri r; = Nzﬂ ve 1, = - “Zzﬂq seklindedir. Ayrica
bu kokler arasinda
T1 + rz = p
nr; = —q

-1 =4p?+4q
esitlikleri saglanmaktadir.

Teorem 3.2: n >0 igin 7* —pr —q =0 denkleminin kokleri, r; = p+\/I;ZT4q' ve

_ P=Vp?+4q

Ty olmak tiizere (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizileri i¢in Binet

formiilleri sirasiyla

PR k| (3.3)
pa rn—r
Lpgn = i+ (3.4)

seklindedir (Horadam, 1961).
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Ispat: Tanim 2.5 ten A;, A, sabit katsayilar ve her n > 0 tam sayis1 igin (3.1) rekiirans
_ pH/p?+4q P—VP*+4q dir
. }

bagintisinin karakteristik denkleminin kokleri r; = — Ve =

Buradan (p, q)-Fibonacci dizisinin n-inci teriminin genel formu

F,

— n n
van = A1+ Ayry

seklindedir. Ozel olarak n = 0,1 igin

Fp'q'o = 0 = Al + Az

F

pa1 = 1=A4r + 4,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinde ise

olarak bulunur. Bulunan 4, ve A, degerleri

E

— n n
oaqn = A1 + Ay

esitliginde yerine yazilirsa (p, q)-Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilii

nt=nr"

E =
p.an =T,

seklinde elde edilir. Benzer diisiince ile (p, q)-Lucas dizisinin Binet formiili (3.2)

rekiirans bagintis1 kullanilarak elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in iireteg fonksiyonlar1 verilecektir. n-inci (p, q)-

Fibonacci sayis1 F, 5, ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, olmak lizere {Fp'q’”}nzo ve

{Lprq'"}nzo dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

K(x) = Z Fy g " (3.5)
n=0

H(x) = Z Lyqnx™ (3.6)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
17



tireteg fonksiyonu H (x) olmak {izere

x
K(x)=————
) 1—px — qx?
2 —px
Hx) =——F
) 1—px — qx?

seklindedir (Haukkanen, 2002).
Ispat: (3.5) esitliginden (p, q)-Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu
K(x) = Z FpqnX™ = Fpqox® + Fp 10" + Fp g oX? + -+ Fy g nx™ + -
n=0

dir. Bu denklemin her iki yan1 —px ve —qx? ile garpilirsa

—pxK(x) = —pr,q,Oxl - pr,q‘lxz — pr,q,2X3 i, 8 pr‘q’nxn+1 .
_qsz(x) = _qu’q'Oxz - qu’q'1x3 - qu,q,2x4 [ — qu'q’nxn+2 ...

elde edilir. Buradan Tanim 3.1 den F,,0 =0 ve F,,; = 1 baslangi¢ degerleri ile

E

van = PFpgn-1 + qFp g n—2 rekiirans bagintist kullanilirsa

(1 —px — qx®)K(x) = Fp g 0x° + Fpg1X* = PFpq0x' = x

olup Fibonacci dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

x
K@) = 1 —px — qx?

seklinde elde edilir. Benzer olarak (3.6) esitligi ve Tanim 3.1 den L,,0 =2 ve
Lyq1 =p baslangig degerleri ile Lygn = PLpgn-1+ qlpgn—2 rekirans bagimtisi

kullanilarak (p, q)-Lucas dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonu

2 —px

Hx) =——F
() 1—px — qx?

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.1.1. (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin 6zellikleri

Bu boliimde (p, g)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin ardisik terimleri arasindaki
oran ile Cassini esitligi, Catalan esitligi ve Vajda esitligi gibi onemli esitlikleri
sunulmustur. Ayrica tek ve ¢ift indisli (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas sayilarinin bazi

ozellikleri esitliklerle sunulmustur.

Teorem 3.4: n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ;, ve n-inci (p,q)-Lucas sayist Ly, g,

olmak tizere

. , Fp,qn
i. lim-P2t=n
n-o Fpgn-1

.o . L
ii.  lim 22t

=n
n-oo Lpgn-1

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a).

Ispat:
. Ty o
i. -=| < 1 olmak tlizere
&1
=1y
E =T
lim =2 = lim ——
noolpgn-1 MR T T
n—-n
" =1
= lim — —
n—>001'1n 1 rzn 1
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n

.o . T- .

ii. lim (—2) = (0 olmak iizere
n—oo \7p

n n

. Lygn . T+
lim ———— = lim -1 . -1

no0Lpgno1 moenT 4T

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.5 (Cassini Esitlikleri): p,q ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-

Fibonacci sayisi F, 4 , ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, ; , olmak tlizere

Fp,q,n+1Fp,q,n—1 - sz,q,n = (_1)nqn—1 (3-7)
Lp,q,n+1Lp,q,n—1 - L%J,q,n = (_q)n—l(pZ + 4’CI) (3.8)

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a).

Ispat: Ispat igin (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
kullanilabilir. p, g ve n pozitif tam sayilar olmak {izere (3.3) esitligi kullanilarak (3.7)
esitligi

_ _ 2
pan+1fpgn-1— pgn = -
n—n rn—n rn—n

20



G ity At e St s W0 W et 25 U I )

(r —12)2 (r —12)?2

T - g 2

B (ry —12)?

i (=D O =y +13)

(n —12)?

_ (=D —n)?
- (r —12)?

= (-1
elde edilir. Benzer olarak (3.4) esitligi kullanilarak (3.8) esitligi
Lygn+ilpgn-1 = Lpgn = (11 + D0+ 1770 = O +13)?
= (" + rF e ALYy (220 + 2
e R AR e S L
= G — 2 4 )
= ()" —1)?
= (=" (p* + 49)

olup istenilen elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanur.

Teorem 3.6 (Catalan Egsitlikleri): p, q, m, n pozitif tam say1 ve m = n olsun. n-inci
(p, q)-Fibonacci sayisi F, 4 , ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, 4 , olmak iizere
sz,q,m — By gm-nFpqmin = (—1)m‘"qm‘”Fp2,q,n (3.9
Ly gm-nLpgmn = Lyqm = (=)™ " (* + 4q) (3.10)

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a).
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Ispat: Ispat icin (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
kullanilabilir. p, g, m, n pozitif tam sayilar olsun. m = n i¢in (3.3) esitligi kullanilarak

(3.9) esitligi

2

m m m-—-n m-n m+n m+n

2 _F F (T2 (N -1 i - N
p.gm ~— fp,gm-nTpgm+n "1, -1 -1

@2 ™) (T A 1T = T —

(r —12)2 (ry — 13)?

M—N,. M—N[,.2N n,.n 2n
—r oy ("t = 2 )

(ry — 13)?

(D™ — )2

(r, —12)?

= (_ 1)m—nqm—an2'q'n

elde edilir. Benzer olarak (3.4) esitligi kullanilarak (3.10) esitligi
Lp,q,m—an,q,m+n - L%,q,n 3 (rlm—n + rzm—n)(rlm+n + rzm+n) - (rlm + rzm)z

= M 4 pMANMTN | Moy AR 4 2M 2 DMy _ 2
=yt 4 AN 2

= G — 2+ )

= (-G 8’

L4

’r' —_—
= (-0 =)’ -
T'1 -

= (_Q)m_n\/ pz + 4'ql:'pz,q,m

elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

g

Teorem 3.7 (Vajda Esitlikleri): p, g, m,n ve k pozitif tam say1 olsun. n-inci (p, q)-

Fibonacci sayis1 F, ,, ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi L, , , olmak lizere
— m
Fpqm+nFpqm+k = Fpqmfpgmen+k = - Ey anFpqx (3.11)

Lp,q,m+an,q,m+k - Lp,q,mLp,q,m+n+k = (_1)m+1(q)m(p2 + 4'q)Fp,q,an,q,k (3'12)

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a).
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Ispat: Ispat icin (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
kullanilabilir. p,q, m,n ve k tam sayilar olmak iizere (3.3) esitligi kullanilarak (3.11)

esitligi

Fp,q,m+an,q,m+k - Fp,q,me,q,m+n+k

7.1m+n sz+n 7.1m+k r2m+k rlm _ sz 7.1m+n+k _ 7.2m+n+k
n—-n rn=rn L ! L !

M (=l = et 4 )

a (ry — 12)?

+k)

(-G -+ OT - )

(ry — 12)?

- (—Q)m(ﬁ ) )(r1 —13')
. (rp —1)?

= (D" FyqnFpqk
elde edilir. Benzer olarak (3.4) esitligi kullanilarak (3.12) esitligi
LpgminLpgm+r = Lpgmlpgminti =
_ (7'1 m+n rzm+n)(rlm+k + rm"'k) _ (rl + rzm)(rlm+n+k + rm"'n"'k)

m+n

=1] m+k + r1m+kr2m+n _ r1mr2m+n+k _ r1m+n+kr2m

2
= it (e e — R 4 R
= (=" (P =) + O = 1)
= (=DEQ™O =) =)

= (- 1)m+1 m(p +4’CI) D.gn qu

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.8: p, g, n pozitif tam say1 ve n = 2 olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayisi F, ; ,

ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, ; , olmak iizere
Fpqn-2Fpgn+1 = Fpgn-1Fpgn = (=)™ 'pq"? (3.13)
Lp,q,n—ZLp,q,n+1 - Lp,q,n—le,q,n = (_q)n—z (P3 + 4PQ) (3-14)

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a).

Ispat: Ispat icin (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri
kullanilabilir. p, g, m, n pozitif tam sayilar olsun. m = n i¢in (3.3) esitligi kullanilarak

(3.13) esitligi
Fp,q,n—sz,q,n+1 B Fp,q,n—le,q,n
R S Yt M WO € e Y s ok
rn—n rnn—n rn—n rn—n

B (len_l + r22n—1 _ 7.111—27.2n+1 _ r1n+17,.2n—2)

(r —12)?

ALY At ks WD)

(ry — 12)?

G I o e L R A S L S L L)

(r —12)?

mLTAED0E + 1 i )

B (ry —12)?

= (=D 1q" 20y + 1)

= (-D"'pq"?

elde edilir.
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Benzer olarak (3.4) esitligi kullanilarak (3.14) esitligi

Lpgn-2Lpgne1 = Lpgn-1Llpgn
=0+ ) - 0T D0 + 1)
= (P21 4 2 4 pp 2L e lne2)

—@2 e e Y

1 n-1,.n

R A S o R o e e
 on=2,n-2(3 4 3 _ .2 2
=17 07+ =iy, — 1)

= (=" 2 (ry =) — 1)
= (=" 20 + 1)y — 13)?
= (" *p(p* + 4q)
= (=" (®* + 4pq)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin tek ve ¢ift indisli terimleri 6zellikleri

esitliklerle sunulacaktir.

Teorem 3.9: p, q ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ; , ve

n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, 4 , olmak lizere

Fpq2n = Fpqnlpqn

dir (Suvarnamani, 2016b).
Ispat: (p, q)-Fibonacci dizisinin Binet formiilii olan (3.3) esitligi kullanilarak

rlzn _ 1.22n

F =
p.q,2n =1

GO

n—-n

rt —=r)
=—— (' +1)
n—-n

=F

p,q,nL

p.qn

olup ispat tamamlanur.
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Teorem 3.10: p,q ve n pozitif tam sayilar ve n > 2 olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci

sayis1 F, 4 , ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, ; ,, olmak iizere

P+ A gn + L gn

L,gon=
p.q,2n 2

dir (Suvarnamani, 2016b).

Ispat: (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri olan (3.3) ve (3.4)
esitlikleri kullanilarak

Lp,q,Zn = (rlzn + rZZn)

B Qr™ + 2r2™)
~ 2

3 @™ = 201 + 2™ + (" + 2rr )+ )
B 2

@ =)+ O +1)?
v 2

(n_ n)z n—_n 2+(n+ n)z
rn—n n—"1, rnTn

2

— (pz + 4p)Fp2,q,n + sz,q,n
2

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.11: p, g ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, 5 , ve

n-inci (p, q)-Lucas sayisi L, ; , olmak iizere

F Lp,q,4n+1 - pq2n

F, p.q2n+1 = pz T 4p

p.q,2n

dir (Suvarnamani, 2016b).
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Ispat: (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri olan (3.3) ve (3.4)
esitlikleri kullanilarak

v 5 7.12n _ 7.22n r12n+1 _ 7.22n+1
,q,2 ,q.2n+1 =
PAS Pacn L rn=rn
7,14n+1 _ r12n+1r22n _ rlznr22n+1 + 7,24n+1
- 2
(ry —12)
r14n+1 + r24n+1 _ (r12n+1r22n + rlznr22n+1)

(r, —12)?

7,.14n+1 + r24n+1

- lenrzzn (rp —13)

(rn —12)?

_ Lp,q,4n+1 o (_q)an
p? +4q

_ Lp,q,4n+1 - qun
p* +4q

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.12: p, q ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ; ,, ve

n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, 4 , olmak iizere

— 2n
Lp,q,Zan,q,2n+1 - Lp,q,4n+1 + pq

dir (Suvarnamani, 2016b).
Ispat: (p, 9)-Lucas dizisinin Binet formiilii olan (3.4) esitligi kullanilarak
Lpg2nlpgon+1 = (7'12n + 7'2271)(7'12114-1 + "'zznﬂ)
= Pl 2 Lp2n  2np2nal | pdnt
= (Pl oLy g (L2 g 20,2

= "+ ™) (4 )

=Ly gan+1 + pq*"

olup ispat tamamlanir.
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Teorem 3.13: p, q ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ; ,, ve

n-inci (p, q)-Lucas sayisi L, ; , olmak iizere

— 2n
Fp,q,Zan,q,2n+1 - Fp,q,4n+1 —q

dir (Suvarnamani, 2016b).

Ispat: (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri olan (3.3) ve (3.4)
esitlikleri kullanilarak

r2n — rin
— 2n+1 2n+1
Fpq2nlpgan+1 = — | (r{ + 13"
rn—rn
r14-n+1 _r12n+1 2n + r2n 2n+1 T.24n+1
rn—n
( an+1 __ 4n+1) ( 2n+1r22n r12nr22n+1)
=
( an+1 __ 4—n+1) 2Zn(r1 _ rz)
rn—n
( an+1 __ 4n+1)
2n
— (n12)
rn—n
2n
pq4in+l — (4

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.14: p, q ve n pozitif tam sayilar olsun. n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ; ,, ve

n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, 4 , olmak lizere
— 2n
Fyq2n+1lpgen = Fpgant1 + 4

dir (Suvarnamani, 2016b).
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Ispat: (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilleri olan (3.3) ve (3.4)
esitlikleri kullanilarak

r12n+1 _ r22n+1

— 2n 2n

Fp,q,2n+1Lp,q,2n - (rl + ) )
L

r14-n+1 + r12n+1r22n _ rlznr22n+1 _ T.24n+1

n—n

B (r14n+1 _ 7.24n+1) + (r12n+1r22n _ 7.12117,22n+1)

n—-n

(™ = ™) 4 Gy — 7y)

n—-n
— 2n
=I'pgan+1 T4

olup ispat tamamlanur.

3.2. Genellestirilmis (p, q)-Fibonacci Benzeri Diziler

Bu bolimde (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizileri ile iligkili genellestirilmis

(p, g)-Fibonacci benzeri diziler ve 6zellikleri verilmistir.

Tanm 3.15: p,q =1 ve k = 0 olmak lizere S, 40 = 2k, Sy 41 = 1+ kp baslangic

degerleri ile genellestirilmis (p, q)-Fibonacci benzeri diziler
Sp.an = PSpgn-1 + qSpgn-2, N = 2 (3.15)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir ve {S

p'q'n}nzo seklinde gosterilir (Tasyurdu, 2019).

Tanim 3.15 den genellestirilmis (p, q)-Fibonacci benzeri dizisi
{Sp'q'n}nzo = {2k, 1 + kp,p + kp? + 2kq,p? + kp® + 3kpq + q, ...}

seklindedir. Tanim 3.15 bir¢ok caligmada sunulmus farkli dizilerin genel halidir. Bunun

icin asagidaki sonug verilebilir.
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Sonug¢ 3.16: Tanim 3.15 te

k = 0 alinirsa (Suvarnamani and Tatong, 2015) ¢aligmasinda
Fp,q,n == pr,q,n—l + qu,q,n—Za Fp,q,o == O, Fp,q,l == 1, n 2 2
olarak sunulan (p, q)-Fibonacci dizileri {Fp,q,n}n>0

k =0,p = a ve q = b alinirsa (Klaman and Mena, 2002) calismasinda
Fo=aF,_1+bF, 5, Fo=0, F; =1, n=>2

olarak sunulan genellestirilmis Fibonacci dizileri {F,, } >0

k = 0vep = q = 1 alinirsa (Horadam, 1961) ¢calismasinda
F,=F,  +F,, Fp=0,F,=1 n>2

olarak sunulan bilinen Fibonacci dizileri {E, },,50

k =0vep = 2veq =1 alinirsa (Horadam, 1971) galigmasinda
P,=2P, 1 +P, , P,=0,P =1 n>2

olarak sunulan bilinen Pell dizileri {P, },>0

k =0vep =1veq = 2 almirsa (Horadam, 1996) calismasinda
Jn=Jn-1+2Jn—2, Jo=0 /1 =1, n=2

olarak sunulan bilinen Jacobsthal dizileri {J,, },,50

k =1vep =1veq = 1almirsa (Singh, ef al, 2010) ¢alismasinda
Sn=8Sp1+Sy2, So=2,85=2,n=2

olarak sunulan Fibonacci benzer dizileri {S,, },,5¢

k =1vep =1veq = 2 alinirsa (Gupta et al, 2012) ¢aligmasinda
Vo=V, 142V, Vo=2 V, =2 n>2

olarak sunulan {V} },,s, dizileri elde edilir (Tasyurdu, 2019).

30



(p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri ile genellestirilmis (p, q)-Fibonacci benzeri
diziler arasinda n = 0 igin
S

=F

b.qn + kLp,q'n

p.qn

esitligi saglanir. (3.15) esitliginin 2 — pr — g = 0 karakteristik denklemininin kokleri

_ p+/p3+4q p—p2+4q

n=———— Ve 1, =
1 2 2 2

olmak iizere genellestirilmis (p, q)-Fibonacci benzeri dizileri i¢in Binet formulii ve

irete¢ fonksiyonu sirasiyla

A VP
Span = + k(" +13Y)
n—-n

- 2k + (1 — kp)x
g~ Z)Sp'q’nxn T 1—px—qx?
n=

seklindedir (Tasyurdu, 2019).

Teorem 3.17: p, q, k, m,n ve t pozitif tam sayilar olmak iizere

i. (Cassini esitligi) n > 1 icin

Span+1Spqn-1—Spqn = (-D)"q" (1 — k2(p? + 4q))
ii. (Catalan esitligi) m = n igin

Spam-nSpamin = Spam = (O™ (=1 + k*(p* + 49)) Fign
iii. (Vajda esitligi)
SpaminSpamet = SpamSpagmin+tt = CO™(1 = k*(0* +4q)) By gnFpq.e

iv. (d'Ocagne's esitligi) m = n i¢in

SpamSpan+t — Spam+1Span = (—O™(1 = k2@ + 49))F, gm-n
V. n = 2160 Sy g n-2Span+1 — Span-1Sp.an = P—O"2(=1 + k2 (p? + 4q))
Vii Sy amSpants + ASpam-1Span = (1 + k(0% 4+ 4@))Fpgmen + 2kLyp gmen

dir (Tagyurdu, 2019).
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Teorem 3.18: Genellestirilmis (p, q)-Fibonacci benzeri dizilerinin, {S, ; ,}

i. [k n teriminin toplam

n
Z 1+ k(2 — p) - Sp,q,n+1 - qu,q,n
Spai =
1-p—q

i=0

ii. Tek indisli ilk n teriminin toplami1

n

Z S _ 1+ kp(l + CI) —q— Sp,q,2n+3 + qzsp,q,2n+1
p.q2i+1 — —m2 _ 2

i=0 1 P Zq " 1

iii. Cift indisli ilk n teriminin toplami1

n

Z S o p+ k(z - pz T Zq) = Sp,q,2n+2 + qzsp,q,Zn
Ly P 1-p?—2q+q?

=

seklindedir (Tagyurdu, 2019).

3.2.1. Baz sayi dizilerinin doseme yorumlari

Diizlemi ddsemenin geleneksel yontemlerinden biri, uyumlu geometrik sekiller
kullanmaktir. Yani, diizlem belirli bir sekil veya ddsemenin iist {iste binmeyen
Otelemeleriyle kaplanmalidir. Bu tiir dosemeler, her bir dosemenin merkezlerinin

onemli bir rol oynadigi ilgi ¢ekici cebirsel modellere sahiptir.

Fibonacci dizileri kullanilarak ¢esitli kareler dosenmis ve bu tiir desenler Fibonacci
sayilarinin ilging cebirsel 6zelliklerini gostermek icin kullanilmistir (Brousseau, 1972).
i-inci karenin kenarlar1 (i + 1)-inci Fibonacci sayisina karsilik gelen karelerle dosenmis

asagidaki Sekil 3.1 elde edilmistir.

Sekil 3.1. Ilk birka¢ Fibonacci sayimin kare dosemesi
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n hiicreli n uzunlugundaki bir tahta 1 X n ile gosterilmek {izere Fibonacci sayilari igin
baska bir yaklasim olan diger déseme yorumu, 1 X 1 kareleri ve 1 X 2 dominolar1
kullanarak bir 1 X n tahtasin1 déseme yollarinin sayisini nasil bulacagimizi gosterir. Bu

gorsel yorum Sekil 3.2 ile verilmistir.

12 3 456 7 .. n

Sekil 3.2. n hiicreli n uzunlugundaki 1 X n tahtasi

n = 1i¢in 1 X n tahtasin1 déseme yollarinin sayisini F,,,; temsil etsin. 1 uzunlugundaki
tahta sadece 1 X 1 tahtasi kullanilarak tek bir sekilde dosendiginden F, =1 ve 2
uzunlugundaki tahta iki tane 1 X 1 karesi veya 1X 2 dominosu kullanilarak
dosendiginden F; = 2 dir. n = 3 i¢in désemenin bir 1 X 1 kare ile bittigi F,,, ;-1 = F,
yol ve bir 1 X 2 domino ile bittigi durumlarda F,,,;_, = F,,_; yolu oldugunu goriiyoruz.
Boylece Tanim 2.8 de verilen Fibonacci dizisinin rekiirans bagintist n > 1 igin
F,y1 = F, + F,_; olarak elde edilir. Buradan n-inci Fibonacci sayis1 F, olmak iizere
ozel olarak f,, = F,,;; olsun. Bu durumda f; =1 ve f, = 2 baslangi¢ degerleri i¢in

fn = fa_1 + fn_ rekiirans bagintisiyla tanimlanan dizide f, = 1 olur.

Fibonacci dizisnin rekiirans bagitisini dikkate alarak genel durum i¢in Sekil 3.3 ile

verilmis spiral desenler elde edilebilir.

fira

fi

Sekil 3.3. Fibonacci dizinin kare dosemesi
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Boyle bir desendeki karelerin merkezlerinin hepsinin birbirine dik iki dogru iizerinde
oldugunu ve bu dogrularin egimlerinin f; ve f, seciminden bagimsiz oldugunu goriiliir.
Boylece bu iki dogrunun kesisim noktalarindan merkezlerin uzakliklar1 da bir rekiirans

dizi olusturdugu gortiliir.

Sekil 3.3 deki desen, kiiciik bir baslangi¢c dikdortgeni disinda diizlemi dolduran, saat
yoniinlin tersine bir kare spiraldir. i-inci karenin kenar1 f; ile gosterilmek ilizere f;,

i>1ve 0< f; < f,i¢in

fivz = fir1 tfi

olarak tamimlanir. i1k karenin kenar f; dir ve gdsterim kolaylig1 igin f;

fi = fivz — fir1s i<0

seklinde tanimlabilir (Holden, 1975).

Bu yorum kullanarak Fibonacci dizileri i¢in birgok iyi bilinen esitlik tekrar ifade edilmis

ve geometrik olarak ispatlanmistir. Bunlardan bazilar1 asagidaki teoremlerle verilmistir.

Teorem 3.19: Fibonacci sayilarinin karelerinin toplami1

fE+ 2+t 2= fifin

dir.

Ispat: Fibonacci sayilar1 karelerin alanlar olarak alimirsa asagidaki sekil elde edilir.

Bu kareler toplanirsa yukaridaki dikdortgenin alam1 f2 + f7 + f2 + f2 + fZ + fZ veya
diizenlenirek fi(fs + f¢) = fof7 olarak bulunur. n-inci Fibonacci sayisinin karelerinin

toplami i¢in genel durum kolaylikla goriiliir.
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Teorem 3.20: Fibonacci sayilarinin karelerinin toplami

fiz + fli1 = fait1

dir.

Ispat: Fibonacci sayilar karelerini alanlar olarak alinirsa asagidaki sekil elde edilir.

fi +fi+1 = fi+2
1

fi
fi+r

} fis1i —fi = fia

Bu alan f;_;fiy1 + fifi+2 olarak gosterilebilir. Fibonacci dizisinin fi_;f; + fifj+1 =

fi+j Ozelliginden f;, i11) = f2i41 €lde edilir.

Bu doseme probleminin yukaridaki ¢6ziimii genellikle kombinatoryal yollarla elde edilir

ve asagidaki teorem ile 6zetlenir (Brigham vd., 1996-97).

Teorem 3.21: 1 X 1 kareler ve 1 X 2 dominolar kullanarak bir 1 X n tahtasim

désemenin f,, farkli yolu vardir.

Ispat: n uzunlugundaki bir 1 X n tahtanin désemelerinin sayis1 s, olsun. f, = s,
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. n = 1i¢in 1 X 1 tahtas1 kullanilarak tek bir
sekilde dosendiginden f; = 1 ve 2 uzunlugundaki tahta iki tane 1 X 1 karesi veya 1 X 2
dominosu kullanilarak dosendiginden f, =2 dir. n icin f, = s, oldugunu kabul
edelim. Ispat i¢in f,1; = S,41 oldugunu gostermeliyiz. 1 X (n + 1) tahtas1 i¢in tiim
dosemeler ya 1 X 1 karesi yada 1 X 2 dominosu ile baglar. Bir 1 X 1 kare ile baglarsa
kalan (n + 1) — 1 hiicreyi dosemelerin sayisi s, dir. Bir 1 X 2 domino ile baslarsa
kalan (n + 1) — 2 hiicreyi dosemelerin sayis1 s,_; dir. Toplam doseme sayisi bu iki
ayrt durumun toplami olup tlimevarim prensibinden S,,1 =S, + Sp_1 = fn + fno1 =

fn+1 bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Ornek 3.22: f; =8 sayis1 1x8 tahtasmin 1 X 1 kareler ve 1 X 2 dominolarla

dosemenin yollarinin sayisina esittir. 8 uzunlugundaki 1 X 8 tahtasini

LTI ]1xs

olarak alalim. 8 hiicrenin tiimiinii, 8 tane 1 X 1 kare veya 4 tane 1 X 2 domino
kullanabilir fakat birgok farkli kombinasyon vardir ve bunlarin nasil diizenlenip
sayilacagi kolay bir sekilde elde edilemeyebilir. Bunun i¢in 6nce daha kii¢iik durumlara
bakabilir. f,,, 1 X n tahtasinin farkli doseme yollarinin sayisi olsun. Buradan fg kadar

calisalim.

fi=1f,=2,f;=3, f, =5ve fs = 8elde edilir. Yani bir 1 X 5 tahtasini1 désemenin
8 farkli yolu vardir.

fi=1
L]

18 3
-
:
:

Sekil 3.4. 13, />, f3, fa ve f5 sayilarinin dosemeleri

Diger bulunan sonuglarda oldugu gibi burada da ana rekiirans bagintisin
fn = fnu-1 + fn—p oldugu goriiliir. Yani bir 1 X n tahtasinin déseme yolllarinin sayisi,
bir 1 X (n — 1) tahtasin1 déseme yollarinin sayisi ile bir 1 X (n — 2) tahtasin1 doseme
yollarinin sayisinin toplamdir. Bu déseme ¢oziimlerde rekiirans bagintisinin nereden
ortaya c¢iktigini diisiinmeye olanak saglar. Bu yinelemeyi, n nin her ardisik degeri igin
olasi tiim dosemeleri hizl1 bir sekilde ¢izmek icin de kullanabilir. Once tim n — 1
dosemeleri alip sola bir 1 X 1 kare eklenir ardindan n — 2 désemeleri alip sola bir 1 X 2
domino eklenir. Ornek 3.22 deki islemi tekrarlayarak f; = 13, f, = 21 ve son olarak

fs = 34 oldugunu goriiliir. Bu sayilarin dosemeleri Sekil 3.5 ile verilmistir.
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foe =34

fr=21

f6:13

Sekil 3.5. f;, f7 ve fg sayilarinin dosemeleri

Dolayisiyla Fibonacci dizisi, doseme yorumlara genel bir yanit vermistir. Ayrica

n-inci Fibonacci sayisi F,, olmak iizere 6zel olarak f,, = F,,,; olup Teorem 3.21 den 1 X

1 kareler ve 1 X 2 dominolar kullanarak bir 1 X n tahtasin1 désemenin F,,, farkli yolu

fn+2=ifi+1

Teorem 3.23:

vardir.

(Biggs, 1985)
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Ispat: Ispat klasik yol olan timevarim metodu ile yapilabilcegi gibi hiicreleri
désememek daha dogrudan bir gorsel ispat olacaktir. Buna gore Teorem 3.21 den 1 X 1
kareler ve 1 X 2 dominolar kullanilarak bir 1 X (n + 2) tahtasin1 désemelenin sayisi
fn+2 ye esittir. Boylece bu esitligin sol tarafi hesaplanmis olur. Esitligin sag tarafinin da
ayn1 sayiy1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X (n + 2) tahtasim diisiinelim.
Tim hiicrelerin 1 X 1 kare oldugu désemelerin sayist 1 dir. Diger tiim dosemeler en az
bir 1 X 2 domino igerir. 1 X 2 domino igeren dosemeler, soldan baslayarak ilk 1 X 2
dominonun konumuna gore pargalanabilir. O halde builk 1 X 2 domino, 1 <i<n+1
igin { ve i + 1 hiicrelerini kapsiyorsa fp,45_(;+1) doseme oldugu anlamina gelir. Tim
dosemlerin toplami istenen sonug¢ olup f, . = Xilof, +1 elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.
Teorem 3.23te n = 0,1, ...,8 icin agsagidaki 6rnek incelenebilir.

Ornek 3.24: Sekil 3.4 ve 3.5 verilen n = 0,1,...,8 icin 1 X n tahtasin1 dosemenin 34

farkli durumun olup

6
forz = Zf] +1
i=0

=foth+htfstfaitfs+fet+1
=1+1+2+3+5+8+13+1
dir.

Bu 6rnegin gorel yorumu i¢in Sekil 3.6 incelenebilir. Goriildiigii gibi 1 X 2 dominonun
konumu o6nemlidir. 1 X 2 dominosu ya ilk sirada, ikinci sirada, {i¢iincli sirada, son
sirada olabilir ya da hi¢ olmayabilir. Bu durumlarn ayirirsak, 1 X 2 domino ile
baslayarak f,,_, farkli yolu oldugunu goriiliir ve daha sonra diger durumlari elde edilir.
Tiim hiicrelerin 1 X 1 kare oldugu dosemelerin sayisi 1 ise hi¢ 1 X 2 dominosunun

olmadig1 durum anlamina gelir.
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2. yerlestirmede 1 X 2 domino

Ik yerlestirmede 1 X 2 domino olmanin, farkli durumlari " olmanm, farkli durumlars

N
Il
—_
w
"
I
o]

Hi¢  olmama
3. 4, 5. 6. 7. durumu

f=5

f3:3 f2 =7 f1:1 fo

1 +1

Sekil 3.6. 1 X 2 dominosuna gore f3, f2, f3, f4, f5 Ve fg sayilarinin désemeleri

Teorem 3.25:

i. fon+1 = Z?=0f2j

ii. fon+z = Xj=of2j41 + 1
e fuen =310 ()

. _\"n 2

1v. fnfn+1 - jzof}'

Voo fi =L fifj t 1

(Koshy, 2001).
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3.3.  Genellestirilmis Bi-periyodik Fibonacci ve Bi-periyodik Lucas Dizileri

Bu boéliimde rekiirans dizilerinin rekiirans bagintilart ile tek ve ¢ift indisli terimleri

dikkate alinarak tanimlanan Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin genellestirmeleri

sunulmustur. Bi-periyodik Fibonacci tipli ve bi-periyodik Lucas tipli diziler olarak

adlandirilan bu diziler ve 6zellikleri incelenmistir. Ayirica bu yeni genellestirmeler i¢in

Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve 6nemli esitlikler sunulmustur.

3.3.1. Fibonacci tipli bi-periyodik diziler

Tanmm 3.25: q, b sifirdan farkli reel sayilar ve n > 2 i¢in gy = 0, g; = 1 baslangic

degerleri olmak tizere {q,},s0 ile gosterilen bi-periyodik Fibonacci dizileri

— {aQn—l + qn-2, n ¢ift ise
ke bqn—l + dn-2, n tek ise

rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Edson ve Yayenie, 2009).
Tanim 3.25 kulanilarak bi-periyodik Fibonacci dizileri

{qn}nso = {0,1,a,ab + 1,a%b + 2a,a’b? + 3ab + 1, ...}
seklindedir.

(3.16)

Bi-periyodik Fibonacci dizilerine benzer sekilde tanimlanan bi-periyodik Pell dizileri ve

bi-periyodik Jacobsthal dizileri asagidaki tanim ile verilmistir.

Tanim 3.26: a, b sifirdan farkli reel sayilar ve n > 2 i¢in

i. Py=0, P, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere bi-periyodik Pell dizileri,

{:Pn}nzo

P = {ZaPn_l + Pn_2, n cift ise
m2bPpoq + Pras n tek ise

ii. Jo=0,J; =1 baslangi¢ degerleri olmak {izere bi-periyodik Jacobsthal dizileri,

{Jn}nzo

" Abdn-1+ 2dn-2, n tek ise

rekiirans bagintilariyla tanimlanir (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karatas, 2020).
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Simdi Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. n-inci bi-

periyodik Fibonacci sayisi q,, olmak tlizere {q,,},>( dizisinin tirete¢ fonksiyonu

F(x) = Z qnx™ (3.17)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
Teorem 3.27: Bi-periyodik Fibonacci dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonu

x(1+ ax — x?)

Fxo) = 1—(ab + 2)x? + x*

seklindedir (Edson ve Yayenie, 2009).

Ispat: Bi-periyodik Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonu F(x) olmak iizere

F(x) = Z Qnx™ = qo + @1 X + qx? o+ qx® + -

m=0

yazilabilir. Buradan
bxF(x) = bqox + bq,x?* + bq,x3 + - + bqpx* + --- = Z bqux™*t! = Z bqp_1x™
m=0 m=1
ve
x2F(x) = qox? + q x3 + qox* ..+ qx*t? 4+ = Z Gmx™t? = z Gm—2X™
m=0 m=2

yazilir. (3.16) rekiirans bagintisindan g, =0, q; =1 baslangic degerleri igin

G2k+1 = bqai + G2k esitliginden
(1—bx —x*)F(x) =x+ Z (92m — bqzm-1 — qu_Z)me
m=1

elde edilir.
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Benzer olarak (3.16) rekiirans bagintisindan g, = 0, g; = 1 baslangi¢ degerleri igin

d2k = AQzk—1 + Q2i—2 esitliginden
(1—-bx—x*)F(x) =x+ Z (a = b)qym-1%%™ = x + (a — b)x 2 Qom—1x*™ 1
m=1 m=1

dir. Buradan
FG) =) Gomoax®™?
m=1
olsun. Ayrica
Q2k+1 = b2k + Q2x-1
= b(aqzr-1 + Gak-2) + Q2x-1
= (ab + 1)qzx-1 + bqak—2
= (ab + 1)qa-1 + Q2k-1 — Q2k-3
= (ab + 2)qz-1 — q2k-3
oldugundan

1—(ab+2)x* +x)f(x) =x—x3+ Z (@2m-1— (ab + 2)qom—3 + qopm-5)x*™?

m=3
=X—X
Ve

x —x3
1—(ab + 2)x? + x*

f&x) =

yazilir. Bulunan f (x) degeri igin

(1—-bx—x*)F(x) =x+ (a—b)x Z Qom—1x2M1

m=1

x —x3

=(x+(a—b)x)1_(ab+2)x2 + x*

dir.
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Gerekli sadelestirmeler yapilarak bi-periyodik Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

x(1+ ax — x?)
1—(ab + 2)x? + x*

F(x) =

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bi-periyodik Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonuna benzer sekilde elde edilen bi-
periyodik Pell ve bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 asagidaki

teorem ile verilmistir.

Teorem 3.28: Bi-periyodik Pell dizilerinin iirete¢ fonksiyonu P(x) ve bi-periyodik

Jacobsthal dizilerinin tirete¢ fonksiyonu J(x) olmak tizere
i.  Bi-periyodik Pell dizilerinin {irete¢ fonksiyonu

x + 2ax? — x3

P(x) =
(x) 1— (4ab + 2)x? + x*

ii.  Bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

x(1+ ax — 2x?)
1— (ab + 4)x? + 4x*

J(x) =

seklinde tanimlanir (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karatasg, 2020).

Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin terimleri rekiirans bagimntilar1 kullanilarak elde
edilebilmesinin yanisira bilinen dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da
elde edilir. Binet formiilii ile daha pratik bir sekilde Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin

n-inci terimler elde edilir.
Simdi bi-periyodik Fibonacci dizileri i¢in Binet formiilii verilecektir.

(3.16) rekiirans bagmtisinin  karakteristik denklemi x? —abx —ab =0 dir. Bu

denklemin kokleri a ve f olmak tizere

o = ab+Va?b2%+4ab ve ﬁ __ab—Va?b2+4ab
- 2 - 2

seklindedir.
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Ayrica bu kokler arasinda

(a+1D)(B+1) =1

a+p =ab
af = —ab

o2

a+1=E

2

P
-fla+1)=«a
—a(f+1)=p

esitlikleri saglanmaktadir. Buradan bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formiili

asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.29: n>0 i¢in a« ve B, x> —abx —ab =0 denkleminin kokleri ve

Em)=n-2 EJ olmak iizere bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formiilii

(al—f(m)> Q™ — gm
o @nlzl) «—8

seklindedir (Edson ve Yayenie, 2009).

Ispat: x? — abx — ab = 0 denkleminin kokleri @ ve B olsun. Bu koklerin 6zellikleri

Teorem 3.27 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonunda

kullanilirsa
Fx) = x(1+ax—x?) 1 Jala+1D)—ax a(f+1)—px
* T 1—(ab+2)x2+x* a—-B|x2—(a+1) x>—(B+1)
yazilir. 4Bz fonksiyonun Maclaurin serisinin agilimindan

z2-C

Az__BCZ — Z BC—1—172n+1 _ z AC—n—152n
z n=0 n=0

dir.
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Buradan F (x) fonksiyonu igin

1 [a(a+1)—ax a(B+1)-—pBx
a—B| x>?—(a+1) _xz—(ﬁ+1)

1 [ -Bla+ D™ +a+ )™
a—p LZO @ g D 1]

a [m B+ D(a+ D™ — (@ + 1B+ 1™ ]
+ x <M

a—p (@ + HMI(B + 1)m+

m=0

olup a ve [ koklerinin 6zelliklerinden

2 N\ _gg2m2 4 g p2mt2
F(x) = Z <—) £ ap b g
ab a—pf
m=0
® m+1 2m+2 _ 2m+2
+Za<i) B+ Da (a +1)B Lo
ab a—p
m=0
d 2m+1 2m+1
= Z (i)ma " _ﬁ mt x2m+1
ab a—pf
m=0
had 1 m aZm __ np2m
R
ab a—p

0

3
i

o)

e ()

m=0

(o]
m=0

elde edilir. Boylece m = 0 i¢in

(al—f(m)> a™ — gm
o= @nlzl) «—8

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Bi-periyodik Fibonacci dizilerin Binet formiiliine benzer sekilde elde edilen bi-
periyodik Pell ve bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin Binet formiilleri asagidaki teorem

ile verilmistir.
Teorem 3.30:

i. x?—2abx — ab = 0 denkleminin kokleri a ve 8 olmak iizere bi-periyodik Pell

dizilerinin Binet formiil

. (al—f(n)> a — B
"\l «-8

ii. x?—abx—2ab =0 denkleminin kokleri @ ve B olmak iizere bi-periyodik

Jacobsthal dizilerinin Binet formiili

g (al—f(n)> am — Bn
" N\l «—8B

seklindedir (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karatas, 2020).

3.3.2. Lucas tipli bi-periyodik diziler

Tanmm 3.31: a, b sifirdan farkli reel sayilar ve n > 2 igin [, = 2, [; = a baslangig

degerleri olmak tizere {1}, ile gosterilen bi-periyodik Lucas dizileri

L, = {bln_l + L, n cift ise (3.18)

al,_q4 +1,_,, n tek ise
rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Bilgici, 2014).
Tanim 3.31 kulanilarak bi-periyodik Lucas dizileri
{l.}nso ={2,a,ab + 2,a%b + 3a,a?b? + 4ab + 2,a%b® + 4ab? + a’b + 2b + 3a, ...}
seklindedir.

Bi-periyodik Lucas dizilerine benzer sekilde tanimlanan bi-periyodik Pell-Lucas ve bi-

periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri agagidaki tanim ile verilmistir.
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Tanim 3.32: q, b sifirdan farkli reel sayilar ve n > 2 i¢in

i. Qo = 2, Qo = 2a baslangic degerleri olmak iizere bi-periyodik Pell-Lucas
dizileri, {Qn}ns0

_ {Zan—1 + On_2, n cift ise
On = 2aQ,_1 + On_y, n tek ise

ii. co = 2, ¢g = a baslangic degerleri olmak {izere bi-periyodik Jacobsthal-

Lucas dizileri, {c, }550

o = {bcn_1 + 2¢,_2, n cift ise
" acp-q + 2¢h-y, n tek ise

rekiirans bagintilartyla tanimlanir (Uygun ve Karatag, 2019; Uygun ve Owusu, 2019).

Simdi Lucas tipli bi-periyodik dizilerin iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. n-inci bi-

periyodik Lucas sayis1 [, olmak tizere {l,,},,5( dizisinin iirete¢ fonksiyonu

L(x) = Z L xm (3.19)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
Teorem 3.33: Bi-periyodik Lucas dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonu

2+ ax — (ab + 2)x? + ax3
1—(ab + 2)x? + x*

L(x) =

seklindedir (Bilgici, 2014).

Ispat: Bi-periyodik Lucas dizilerinin iireteg fonksiyonu L(x) olmak iizere
L(X) = Z lnxn = lo + llx + lzxz e F lkxk + -
m=0

dir.
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Bu iirete¢ fonksiyonu cift ve tek indisli terimlerden olusan ayri iki dizinin toplami

seklinde yazilsin. Buna gore

Lo(x) = Z::L=0 Lmx®™ ve Li(x) = Z:l=0 PP
olmak tizere

L(x) = Lo(x) + L, (x)

yazilabilir. Daha a¢ik olarak

Lo(x) =2+ (ab + 2)x? + Z Ly x 2™

m=2

olur. Buradan

(ab + 2)x2Ly(x) = 2(ab + 2)x2 + Z (ab + 2)lyy,_px?™

m=2

x4L0(x) = Z 12m—4x2m
m=2

yazilir. (3.18) rekiirans bagintisindan
[1— (ab + 2)x? + x*|Ly(x) = 2 — (ab + 2)x?

dir. Buradan

Lo() = 2 — (ab + 2)x?
olX) = 1— (ab + 2)x2 + x*
ve benzer sekilde
a+ ax3
Li(x) =

1—(ab + 2)x? + x*
elde edilir. L(x) = Ly(x) + L;(x) esitliginden bi-periyodik Lucas dizilerinin iireteg
irete¢ fonksiyonu

2+ ax — (ab + 2)x? + ax3
1—(ab + 2)x? + x*

L(x) =

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Bi-periyodik Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonuna benzer sekilde elde edilen bi-
periyodik Pell-Lucas ve bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.34: Bi-periyodik Pell-Lucas dizilerinin iireteg fonksiyonu Q(x) ve bi-

periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonu J(x) olmak tizere
i.  Bi-periyodik Pell-Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

2+ 2ax — (4ab + 2)x? + 2ax3
1— (4ab + 2)x? + x*

Qx) =

ii.  Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin lirete¢ fonksiyonu

2+ ax — (ab + 4)x? + 2ax3
1— (ab + 4)x? + 4x*

Clx) =

seklinde tanimlanir (Uygun ve Owusu, 2019; Uygun ve Karatas, 2019).

Lucas tipli bi-periyodik dizilerin terimleri rekiirans bagintilar1 kullanilarak elde
edilebilmesinin yanisira bilinen dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da
elde edilir. Binet formiilii ile daha pratik bir sekilde Lucas tipli bi-periyodik dizilerin n-

inci terimler elde edilir.
Simdi bi-periyodik Lucas dizileri i¢in Binet formiilii verilecektir.

Bi-periyodik Lucas dizilerinin rekiirans bagintis1 bi-periyodik Fibonacci dizilerinin
rekiirans bagintisma benzer olup aym x? — abx — ab = 0 karakteristik denklemi

sahiptir. Dolayisiyla bu denkleminin kokleri

o= ab+Va?b2+4ab ve ﬁ __ab—Va?b%+4ab
2 2

dir. Bu kokler arasinda da bilinen esitlikler saglanir. Buradan bi-periyodik Lucas

dizilerinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 3.35: n>0 i¢cin a« ve B, x> —abx —ab =0 denkleminin kokleri ve

Em)=n-2 BJ olmak tizere bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formiilii

™
by =|——F55 |(@" +B™)
(an)lz]

seklindedir (Bilgici, 2014).

Ispat: x2 — abx — ab = 0 denkleminin kokleri @ ve [ olsun. Bu koklerin dzellikleri

Teorem 3.33 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonunda kullanilirsa

2+ ax — (ab + 2)x? + ax3

LG = 1—(ab + 2)x? + x*

Bz . o T -
- fonksiyonun Maclaurin serisinin agilimindan

yazilir. 3
AZ+B ZAcn12n+1 ZBcn12n

ZZ
dir. Buradan L, (x) fonksiyonu igin

Lo(x) =

S
| |~
=
[

S
1l
o

[(ab+2)a+ab (ab+2)B+ab] .
(a + D+l - (B + D1 l

1 ®r Q21+l — g+l Q21+2 — [an+2 .
— ﬁz (ab +2) s (@) o lxz

n=0 -

_ Z e (@ (ab + 2)a = @] = f"[(ab + 2B - B2 "

yazilir. (ab + 2)a — a? = a —  ve (ab + 2)B — B? = B — a oldugundan

o

1
Lo(x) = Z (ab)"

(a2n + ﬁZn)XZn

elde edilir.
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Benzer sekilde L, (x) fonksiyonu igin

B ala + 2) a(B +2) -
Ll(x) - _ ﬁ z l(a + 1)n+1 ﬁ + 1)n+1l x2 !
d Q2+l _ gan+l Q22 _ gan+2 .
(ab)™ t2 (ab)n*1 lxz !

TL:

= o i ﬂ Z (ab;n+1 [a2n+1(2a _ ab) _ BZn+1(2ﬁ _ ab)]x2n+1
n=0

yazilir. 2a —ab = a — ff ve 23 — ab = f — a oldugundan

1
Ll(x) = az () (a2n+1 + ﬁ2n+1) x2nt1
n=0

elde edilir. Boylece m = 0 i¢in

2Em
Im =| — 50 | (@ +8™)
(ab)[T]

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Bi-periyodik Lucas dizilerin Binet formiiliine benzer sekilde elde edilen bi-periyodik
Pell-Lucas ve bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin Binet formiilleri asagidaki

teorem ile verilmistir.
Teorem 3.36:

iii. x% — 2abx — ab = 0 denkleminin kokleri @ ve B olmak iizere bi-periyodik Pell-

Lucas dizilerinin Binet formiili

ZE®
On =| ——5 | (@ +B™)
(ab)[T]
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iv.  x? —abx —2ab = 0 denkleminin kokleri @ ve B olmak iizere bi-periyodik

Jacobsthal-Lucas dizilerinin Binet formiili

aém
Cp =

(@™ +B™)

n+1

an)l=

seklindedir (Uygun ve Karatas, 2019; Uygun ve Owusu, 2019).

3.3.3. Fibonacci ve Lucas tipli bi-periyodik dizilerin 6zellikleri

Simdi Fibonacci tipli bi-periyodik ve Lucas tipli bi-periyodik diziler i¢in iyi bilinen

Cassini, Catalan ve d'Ocagne'in esitliklerini verilecektir.
Teorem 3.37 (Catalan Esitligi): n,7 € N ve n > r olmak {izere Catalan esitligi
i.  Bi-periyodik Fibonacci dizileri i¢in

afnplEmn)g o gEmpl-Emg 2 = (_1)ntlor gt p1-E() g 2

ii.  Bi-periyodik Lucas dizileri i¢in

py S (1) prs ™ (-
- lnrlpsr — (= lrzl =———(a" — ﬁr)z
a a (ab)"

ili.  Bi-periyodik Pell dizileri i¢in
R B N G e
az b n—-rv n+r az b n (ab)r r

iv.  Bi-periyodil Pell-Lucas dizileri i¢in

O orstre - () g = (2) g

v.  Bi-periyodik Jacobsthal dizileri i¢in

afn-NplEn) g g gEmpl-Em) g2 — _(_)n-T qE (M p1-E() g2
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vi.  Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in

)

dir (Edson ve Yayenie, 2009; Bilgici, 2014; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve
Karatas, 2019; 2020).

é(n+r)

. ~ é &) e é HQ) (a — ﬂ)z(_z)n—r JZ
n—-rCn+r p n a a2 T

Ispat: i. Teorem 3.29 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formiilii

kullanilirsa

af(n_r) bl_f(n_r) Qn—r Qn+r

_ 1) (al—f(n—r)> (al—f(nﬂ")) (an—r _ Bn—r> (an+r _ ﬁn+r>
@)z \@ml=1)\ a8 oy

az—f(n—r)bl—f(n—r) (an—r _ 'Bn—r> 't — ﬁn+r
(ab)n—8(n-r) a—p a—p

B a IaZn _ (aﬁ)”"r(azr + ﬁZr) + IBan
~ (ab)r 1 (a —p)?

Ve

2-2¢(n) 2n _ 2
afMp1-Emg 2 — GEmp1-¢n) a : [“ "=20@p)"+ B nl
(ab)?zl (a — B)?

B a [azn = 2(ap)™ + ,82”]
 (apy2lalrE0- (a—p)?

_a lazn —2(ap)™ + ,BZ”l
~ (ab)rt (a — pB)?

yazilr.
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Buradan

@It g o g pi-Em) g 2

5 [Z(aﬂ)" — (ap)"T (@ + ﬁzr)]

= @by @ =By
. 2r _ Z(Clﬁ)r + 'BZr
=@y @ l @B l

apyr (22

(ab)” ! B

a (ab)zEJ
(ab)r-1 (ab)z—f(r) qr

— (_1)n+1—r

— (_1)n+1—ra25(r)—1(ab)l—f(r)qrz

= (=1)"*+1TgEM 1= g 2
elde edilir.

ii. Teorem 3.35 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formiilii kullanilirsa

§(n+7) PR

b 2
(E) ln—rln+r - (E) ln
= S 2P (gner 4 gy (e 4 gy
n+1J———n 1 n+1 Zn—ﬂl—l—l—ln J((X _l_ﬁn)z

— (ab)—n(an—r + ﬁn—r)(an+r + Bn+r) _ (ab)—n(an + 'Bn)z
— (ab)—n(an—rﬁn+r + an+r’Bn—r _ zanﬁn)

are.s

_(_ )n( ﬁ)r[ar+ﬁ r_zarﬁr]
(_1)n+r . o
=~y @ =)

elde edilir.
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Benzer olarak Teorem 3.30 kullanilarak iii. ve v. siklarin ispatlar1 ve Teorem 3.36

kullanilarak iv. ve vi. siklarin ispatlar1 yapilabilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.38 (Cassini Esitligi): n € N olmak {izere Cassini esitligi
i.  Bi-periyodik Fibonacci dizileri igin
al_g(n)bf(n)qn_lqn_l_l —_ af(n)bl_g(n)qnz - a(_l)n

ii.  Bi-periyodik Lucas dizileri i¢in

)

iii.  Bi-periyodik Pell dizileri igin

£(n+1) RO
sl = (2)  B= (D™ @b+ 8)

(a)g(nﬂ) n-19n+1 — (a)g(n)Pz = —(_1)n—1a

b b 0 b

iv.  Bi-periyodik Pell-Lucas dizileri igin

(3 N 4

v.  Bi-periyodik Jacobsthal dizileri igin

& gt - ()

vi.  Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in

)
a
dir (Edson ve Yayenie, 2009; Bilgici, 2014; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve
Karatas, 2019; 2020).

£ b
Qi = (—1)"_15 07

§(n)

n a
afMg2 = —(=2)n"1=

b

§(n+1) PR

tatnnn = (2) = (2" (ab+8)

Ispat: Teorem 3.37 verilen Catalan esitliginde r = 1 alinirsa ispat elde edilebilir.
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Teorem 3.39 (d'Ocagne Esitligi): m,n € N ve m > n olmak iizere d'Ocagne esitligi

i

ii.

iil.

iv.

vi.

Bi-periyodik Fibonacci dizileri i¢in
asmnm)pémnin)g o — gdmutn)pimnim)y o = (=1)"qém-mgq
Bi-periyodik Lucas dizileri i¢in

qs$ (mn+m) p&(mn+n) Ll — q$ (mn+n) p&(mn+m) Loloie

= (=D)"a* ™™ (ab + 4)qpm_n
Bi-periyodik Pell dizileri i¢in
astmnm)pémnsn)p p gt pé(mntm)p P
= gs(m-n) (ab)"Pyy_n,
Bi-periyodik Pell-Lucas dizileri i¢in
af(mn+m)bf(mn+n)Qan+1 — af(mn+m)bf(mn+n)Qm+1Qn
= 4(-1)""(ab + 1)afmMp, _

Bi-periyodik Jacobsthal dizileri i¢in

af(mn+m)bf(mn+n)JmJn+1 _ af(mn+n)bf(mn+m)gm+1gn — (_1)naf(m—n)jm_n

Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in

af(mn+m)bf(mn+n)cm+1cn _ af(mn+n)bf(mn+m)cmcn+1 — (_z)n(ab + 8)<7m—n

dir (Edson ve Yayenie, 2009; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve Karatas, 2019;
2020; Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Ispat: i. Tanim 2.7 de verilen &(n) fonksiyonundan
Em)+&m+1)-26mn+m)=&m+1)+&Mm) —26(mn+n)=1—-&(m —n)
Em—n)=¢é(mn+m)+ &(mn +n)

m—n—&m-—n)
2

+E(mn+n)+n=[§]+ln;1J
m—-—n—&(m-—n)
2

+§(mn+m)+n=lmT+1J+[gJ

m-n—§&m—-n) m-—n
2 _l 2

yazilabilir. Buradan Teorem 3.29 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet

formila kullanilirsa

gtmmim)pimninyg g\ — gdmtnplmntmg . g,

_ ) Gt (al—f(m)> gl—$(m+1) (am - ’Bm) (an+1 - ﬁn+1>
@)zl \ @z )\ =B a—p

_ g E(mn+n) p&(mn+m) ql—§(m+1) (al—f(n)> (am+1 _ ﬁm+1> (a" _ ﬁn)
@)™ ) \(@an)lz! a—B «— B

B ab{(mn+n)al—f(m)—f(n+1)+$(mn+m) < am+n+1 _ amﬁn+1 _ 'Bman+1 + ﬁm+n+1>

(ap) 7 (a = p)*

abf(mn+m)al—f(m+1)—f(n)+f(mn+n) (am+n+1 _ am+1ﬁn _ Bm+1an + ﬁm+n+1)

(a7 2] (@ —p)?

B abf(mn+n)af(m—n)—§’(mn+n) am+n+1 + ﬁm+n+1 _ (aﬁ)n(aﬁm—n + ﬁam—n)
- m-n—&(m-n) (a — B)Z

(ab) > +&(mn+n)+n

(ab)—m_n_z(m_n)+f(mn+m)+n

abf(mn+n)af(m—n)—f(mn+n) <am+n+1 + Bm+n+1 _ (aﬁ)n(am—rwl + Bm—n+1)>
(a — p)?
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abf(mr+n) af(mn+r)

m—n—&(m—n)

(ab)” 2

+&(mn+n)+n

ab{(mn+m) af(mn+m)

(am+n+1 + 'Bm+n+1 _ (aﬁ)n(aﬁm—n + 'Bam—n)>

(a —B)?

mnf(m n)

(a)

a(ab)™

+&(mn+m)+n

<am+n+1 + ﬁm+n+1 — (aﬁ)n(am—n+1 + 'Bm—n+1)>

(a — p)?

(ab)

m-n— E(m n)

<(ap)n(_a’8m—n _ ﬂam—n+am—n+1 + ﬂm—n+1)>

(a = B)?

_ a(ab)™ (
(ab)[#J

(a —pB)?

_ a(-1)" (am‘"

7z

(ab)l" 2

—)

= (_ 1)naf(m—n) Am-n

(=ab)"(a = B)(a™ ™" - ﬁm‘")>

ii. Tanim 2.7 de verilen & (n) fonksiyonundan

Em)+é&n+1)—-2é(mn+m)=&Em+1)+é&Mm) —26(mn+n)=1—-&(m—n)

Em—n) =¢é(mn+m) + E(mn + n)

m+n—§&m—n)

2

m+n—&m-—n)

2

m+n—§(m—n)_

2

yazilabilir.

m+1J [2 —é(mn+m)
= El+ln-2|_1_—§(mn+n)

m-—n

=

58



Buradan Teorem 3.35 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formiili

kullanilirsa

g (mn+m) p&(mn+n) L1l — qé(mn+n) p&(mn+m) Lnliiq

1 1
— af(mn+m)bf(mn+n) — — (am+1 +Bm+1)(an +'8n)
(alTJ blTJ) (alfJblTJ>

1 1
_ E(mn+n)b§(mn+m) — — — ( n+1 +ﬁn+1)( m +,8m)
’ (alTlJblTZJ>(amthlJ> ’ ’

— af(mn+m)— mTHJ—l%be(TmH'Tl)—l% - nT-l-l —1(a,m+n+1 + am+1ﬁn + ﬂm+1an + a,m+n+1)

_af(mn+n)—ln7+1J—l%Jbf(mn+m)—[gj—[mT+1J—1(am+n+1 + a,n+1ﬁm +ﬂn+1am +ﬂm+n+1)

-m-n+é(m-n) -m-n+f(m-r)

=a 2 b 7 —l(am+n+1 + ﬁm+n+1+(aﬁ)n(am—n+1 + 'Bm—n+1))
-m—n+é(m-n) —-m-n+é(m-n) —1
—a 2 b 2 (am+n+1 + 'Bm+n+1+(aﬁ)n(a’8m—n + Bam—n))
1
= g (@B (@ 4 BT — a7 — fa™ ™)
b(ab) 2

1
= —m=m— (@) (a — f)(a™ T = pm ™)
bab)l "z 1

(am™ — 'Bm—n)
= m-n —ab)" - B)?
b(ab)l z J+”( @) (@ —B) @=h
_ (—q)" m-n P2

= (_1)na$(m—n) (ab + 4’)Qm—n
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Benzer olarak Teorem 3.30 kullanilarak iii. ve v. siklarin ispatlar1 ve Teorem 3.36

kullanilarak iv. ve vi. siklarin ispatlar1 yapilabilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde p, g = 1 tam sayilar ve n > 2 olmak tizere
B, @) = pFoi(0, @) + qFn2(, @),  Fo(p.@) =0, Fi(p,q) =1

L,(p,q) =pLy_1(p,@) + qLpn_2(p,q), Lo(p,q) =2, Li(p,q) =p

rekiirans bagintilar ile tanimlanan sirasiyla (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizileri
incelenmistir. ilk olarak (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin rekiirans bagmtilari
kullanilarak Fibonacci, k-Fibonacci, Lucas, k-Lucas, Jacobsthal, k-Jacobsthal,
Jacobsthal-Lucas, k-Jacobsthal-Lucas, Pell, k-Pell, Pell-Lucas, k-Pell-Lucas gibi
dizilerinin genellestirmesi olarak bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, q)-
Lucas dizileri tanimlanmis ve 6zel durumlart sunulmustur. Dizinin pozitif ve negatif
indisli terimleri arasindaki iliski elde edilmis ve kolay bir sekilde tiim terimlerin elde
edilmesi saglayan genel formiiller verilmistir. Urete¢ fonksiyonlari ile Cassini, Catalan

ve d'Ocagne esitlkleri elde edilmistir.

(p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin déseme yorumlar1 sunulmustur. Kareler i¢in
p farkli renk ve dominolar i¢in g farkl renk olmak tizere renklendirilmis 1 X 1 kareler
ve renklendirilmis 1 X 2 dominolar kullanilarak n-inci (p, q)-Fibonacci sayisinin n
hiicreli bir 1 X n tahtasin1 doseme yollarinin sayisina ve n-inci (p, q)-Lucas sayisinin
bir dairesel 1 X n tahtasini déseme yollarin sayisina esit oldugu gosterilmistir.
Ayrica bu yorumlar1 kullanarak genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas

dizilerinin 6zellikleri sunulmustur.

4.1. Bi-Periyodik (p, q)-Fibonacci Dizileri ve Ozellikleri

Tanmm 4.1: a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,q =1 tam sayilar ve Fy(p,q) =0,
F;(p,q) = 1 baslangi¢ degerleri olmak tizere {F,(p, q)},s0 ile gosterilen bi-periyodik
(p, q)-Fibonacci dizileri n > 2 igin

apF,_1(p, @) + qFn_2(p, @), eger niftise

bpF,_1(p,q) + qF—,(p,q), eger n tek ise (4.1)

F(p,q) = {

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir ve n-inci bi-periyodik (p, q)-Fibonacci sayist F,(p, q)

ile gosterilir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Tanim 4.1 den bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizileri

{F,(p, D}nzo = {0,1, ap, abp® + q, a®bp® + 2apq, a*b?*p* + 3abp®q + q*, a*b*p®
+ 4a?bp3q + 3apq?, adb3p® + 5a?b?*p*q + 6abp?q? + q3,a*b3p”
+ 6a3b?p®q + 10a?bp3q? + 4apq?, ...}

seklindedir.

Tanim 4.1, literatiirde rekiirans bagintilarla tanimlanan Fibonacci tipli diziler ile iligkili
birgok bi-periyodik dizilerin genel halidir. Tanim 3.1 de verilen p, q parametrelerine

gore bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin 6zel durumlar1 Tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1. {F,,(p, @) }n>0 dizisinin 6zel durumlar

P q Sembol Genellestirilmis n-inci bi-periyodik say1
1 1 E,(1,1) =g, qn» n-inci bi-periodic Fibonacci sayisi

k 1 E,(k,1) = qin G n» n-inci bi-periodic k-Fibonacci say1st
1 2 E,(1,2) = Jn Jn» n-inci bi-periodic Jacobsthal sayisi

k 2 F,(k,2) = Jkn Jxn»> n-inci bi-periodic k-Jacobsthal sayisi
2 1 F(21) =7, P,, n-inci bi-periodic Pell say1si

2 k Fo(2,k) = Prn Py, n-inci bi-periodic k-Pell sayist

Simdi {FE,(p,q)}ns0 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. {E,(p,q)}ns0

dizilerinin tireteg fonksiyonu F(x) olmak tizere

FO = ) Fup " (42)
n=0

yazilabilir. Bu irete¢ fonksiyonu elde edilirken ihtiyag duyulan, {F,(p,q)}ns0

dizilerinin tek ve ¢ift indisli terimleri arasindaki iliski asagidaki lemma ile verilmistir.
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Lemma 4.2: Bi-periyodik (p, gq)-Fibonacci dizilerinin terimleri arasinda
i.  Fon(p,q) = (abp? + 2q)Fon_2 (0, @) — q*F2n_s(p, @)
ii.  Fonu(@ @) = (abp® + 2q)Fon-1(0, Q) — ¢*F2n—3(0, @)
esitlikleri saglanir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
Ispat: (4.1) esitligi kullanilirsa
i. Fon(p, @) = apFon-1(0, @) + qF2n—2(p, q)
= ap(bFan—2 (P, @) + qF2n-3(0, @) + qF2n_2(p, @)
= (abp® + Q)F2n—2 (0, @) + apqFn_3(, q)
= (abp® + QF2n—2 (0, Q) + qF2n—2(P, @) — ¢*Fan-4(0, q)
= (abp?® + 2q)Fan—2(0,9) — 4*F2n-a(0, @)
ii.  Fona(®@9) = bpFan(, @) + qF2n-1(, @)
= bp(apFon-1(P, @) + qF2n—2 (0, @) + qF2n_1(p, @)
= (abp® + Q)F2n-1 (0, Q) + bpqFan_2(p, q)
= (abp® + O F2n1(0, @) + qFon-1(0, @) — ¢*F2n—3(0, Q)
= (abp® + 2q)F3n-1(0, Q) — q*F2n—3(0, @)
elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Lemma 4.2 kullanilarak elde edilen bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin iireteg

fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.3: a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,q =1 tam sayilar olmak iizere

bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizileri i¢in lirete¢ fonksiyonlari

x + apx? — qx3
1 — (abp? + 2q)x? + q%x*

F(x) =

seklindedir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Ispat: (4.2) esitligi kullanilarak {F,(p, ) },0 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

F(x) = z F.(p,)x™ = Fy(p,q) + F,(p, Ox + F,(p, O)x* ...+ F,(p, Q)x™ + -
n=0

yazilabilir. Bu {iirete¢ fonksiyonu ¢ift ve tek indisli terimlerden olusan ayri iki dizinin

toplamu seklinde yazilsin. Cift indisli terimlerin toplami F¢(x) ve tek indisli terimlerin

toplam1 Fr(x) olmak tizere
F(x) = Fc(x) + Fr(x) (4.3)
yazilabilir. Buradan ¢ift indisli terimler i¢in tirete¢ fonksiyonu
Fe(x) = z Fi(p, )x* = Fo(p, @) + F(p, Ox* + -+ F (0, x4 -+ (4.4)
i=0

dir. (4.4) esitliginin her iki tarafi —(abp? +2q)x* ve q?x* ile carpilirsa

—(abp? + 2q)x*F;(x) = —(abp® + 2q) Z Fy;(p, q)x?+2 (4.5)
i=0
ve
q*x*Fe(x) = q° Z Fyi(p, @)x*+* (4.6)
i=0

elde edilir. (4.4), (4.5) ve (4.6) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(1 = (abp? + 2q)x* + ¢*xM)E,(x) = Fy(p, @) + F,(p, )x* + Z Fyi(p, @)x?

=2

—(abp? + 2q) Z Fpi(p, @)x*%% + ¢? Z Fyi(p, @)x%+*
i=0 i=0
= apx? + ) Fu(p, % = (@bp? +20) ) For o0, 3% + 4% ) For_a(p, 2™
i=2 i=2 i=2

= apx® + Z[in(p, q) — (abp? + 2q)Fyi_; (0, @) +q*Fai_4(p, @) ]1x*

=2

yazilir.
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Lemma 4.2. 1i. kullanilarak bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizisinin c¢ift indisli

terimlerinin iirete¢ fonksiyonu

apx?

1 — (abp? + 2q)x? + q*x*

Fe(x) =

seklinde elde edilir. Benzer diisiince ile tek indisli terimler i¢in iirete¢ fonksiyonu
Fr(x) = Z Fpiv1(p, @)x?*!
i=0

=F(pQx+F(q)x*++ -+ Fpnyp (o, Qx™+ + - (4.7)

dir. (4.7) esitliginin her iki tarafi —(abp? + 2q)x? ve gq?x* ile garpilirsa

—(abp? + 2q)x*Fr(x) = —(abp? + 2q) ) Fop1(p, @)x**3 (4.8)
i=0
ve
q*x*Fr(x) = q* z Fai1(p, Qx5 (4.9)
i=0

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(1 — (abp® + 2q)x* + q*x*)Fr(x) = Fy(p, @)x + F3(p, q)x> + Z Fai41(p, @)x?*1

=2

—(abp? + 2q)x*F,(p, q) — (abp* + 2q) z Fois1(p, @)x*+3 + ¢? Z Faiy1(p, @x?+®
i=1 i=0

=x + (abp® + q@)x> + Z Fpii1(p, @)x*+t — (abp? + 2¢)x3

=2

—(abp® + 2q) z Foio1(p, Ox*** + ¢ Z Foi—3(p, x**?
i=2 i=2
= x + (abp? + q)x® — (abp? + 2q)x3

+ Z[F2i+1(p, q) — (abp? + 2Q)Fyi_1(p, @) + q*Fyi_5(p, Q)] x**1

i=2
yazilir.
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Lemma 4.2. ii. kullanilarak bi-periyodik (p,q)-Fibonacci dizisinin tek indisli

terimlerinin iirete¢ fonksiyonu

x — qx3
1 — (abp? + 2q)x? + q%x*

Fr(x) =

seklinde elde edilir. (4.3) esitliginden bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizisinin iireteg

fonksiyonu

x + apx? — qx3
1 — (abp? + 2q)x? + q*x*

F(x) =

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi Tanim 2.7 ile verilen {(n) =n — 2 BJ fonksiyonu kullanilarak bi-periyodik

(p, q)-Fibonacci sayilarini elde etmemize olanak saglayan alternatif bir rekiirans baginti
verilecektir. n > 2 icin a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,q =1 tam sayilar ve
Fo(p,q) =0, Fi(p,q) =1 baslangic degerleri olmak {iizere n-inci bi-periyodik
(p, q)-Fibonacci sayisi

Fo(p,q) = at*®biMWpF, 1 (p,q) + qFn_2(p,q) (4.10)

ile tanimlanir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Bi-periyodik (p, q)-Fibonacci sayilar1 (4.1) ve (4.10) esitlikleri kullanilarak elde
edilebilmesinin yanisira bilinen dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da
elde edilir. Binet formiilii ile daha pratik bir sekilde n-inci bi-periyodik (p, q)-Fibonacci

sayis1 elde edilir.

Bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi

x? — pabx — qab = 0 seklindedir. Bu denkleminin kokleri

pab + \/p2a?b? + 4qab pab — \/p%a?b? + 4qab
o= > ve p= >

dir.
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Bu kokler arasinda

o+ p=pab

o — p = /p?a?b? + 4qab

op = —qab
vq=2
poTaq=_7
2
_P
PP"‘Q—ab

esitlikleri saglanir. Buradan bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizileri i¢in Binet formiilii

asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.4: n >0 icin ¢ ve p, x?—pabx —qab =0 denkleminin kokleri ve

En)y=n-2 Bj olmak iizere bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin Binet formiili

al—f(n) o" — pn
F(p,q) = 7 411
(. Q) ((ab)l71> . (4.11)

seklindedir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: Ispat n iizerinde tiimevarim yontemiyle tamamlanabilir. n = 0,1 igin (4.11)
esitliginin saglandig1 agik bir sekilde goriiliir. n = 0 icin (4.11) esitliginin saglandigini
kabul edip n+1 i¢in saglandigimi gosterelim. Tanim 2.7 de verilen é&(n)

fonksiyonundan

n+1J

s+ 5] = |5

n+1J

1—E(n+1)+EJ=l _

yazilabilir.
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Buradan (4.10) esitligi, timevarim hipotezi kullanilirsa ve bi-periyodik (p, q)-Fibonacci
2 2
dizilerinin karakteristik denkleminin kokleri arasindaki po + q = % ve pp+q = Z—b

esitlikleri kullanilirsa

Fri1(p,q) = S DpEDBE (p,q) + qFn_1 (P, q)

= al—f(n+1)bf(n+1)p (al_f(n)> ot—p™ +q <a1—5(n—11)> gh~1_pn-t
T =
(ab)lEJ o-p (ab) = o=p

ql=¢(+Dgn-1 abpo abq
= _ n + n-1
o—p afmp1-sa (@p)al  (@p)lT
- al—f(n+1)pn—1 abpp + abq
o—p af(n)b1—€(n+1)(ab)l% (ab)lnT_l bl

a1 fap(po +q) |  a*~ ™ pn1 [ab(pp + q)

g=p (ab)lnTﬂJ g=p (ab)lnTHJ
B al—f(n+1)o.n—1 o2 al—g‘(n+1)pn—1 pZ
g=p (ab)lnTﬂJ g=p (ab)lnTﬂJ

al—f(n+1) n+1 n+1

a" —p
(ab)lnTHI a=p

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem ile bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin pozitif ve negatif indisli
terimleri arasindaki iliski verilmistir. Ayrica bu teorem ile bi-periyodik (p, q)-Fibonacci

dizilerinin negatif indisli terimleri elde edilebilir.
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Teorem 4.5: Bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin negatif indisli terimleri
Fr(p,@) = -(=)™"F(®,q)
dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: (4.11) esitligi ile verilen bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin Binet formiilii

kullanilirsa

al—f(—n)) o —pn

F—n ’ = -n
(®q) ((ab)lTJ p

b O.l—f(—n) o — pn
=@ <(ab)[—7"J> —qaby" (o —p)

al—f(n) o" — pn
==DE™ 7
y ((ab)lfl> a=F

=—-(=9)"F.(.q)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Asagidaki teoremlerle bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin ardisik terimleri
arasindaki oran ve Catalan, Cassini, d'Ocagne esitlikleri gibi baz1 temel oOzellikler

sunulmustur.

Teorem 4.6: Bi-periyodik (p,q)-Fibonacci dizilerinin ardisik terimleri arasindaki

oranin limiti

i li Fany1(0q) _ o
n—co Fon(p.9) a

FBna) _ o

ii. =
n—oo Fon—1(0,9) b

dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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. n
Ispat: |p| <o ve lim (g) =0 olmak iizere (4.11) esitligi ile verilen bi-periyodik
n—->oo

(p, g)-Fibonacci dizilerinin Binet formiilii kullanilirsa

a1—f(2n+1)>(02n+1_p2n+1)

2n+1J o—p
2

li Fon+1(0.9) — lim ((ab)l

n-ooo Fon(q) n—-oo <a1—$(2n)>(02n_p2n)
a—p

i

(ab) IZTnJ

1 <O.2n+1 _ p2n+1)

. (ab)" o—p
= Tlll_Tl)lo a O-Zn _ p2n
(ab)™ ( g—p )

. 0_2n+1 (1 _ (§)2n+1)

= lim —

o (1-))

g
a

al—§(2n) CTZn_per
ey
llm M — llm (ab)! 2
n-ow Fon-1(0.9) n-ow (al—f(Zn—l))(GZn—l_pZn—l)

ii.

2n—1 o—p
(ab)l 2

a (O.Zn _ p2n>
) (ab)"\ o-—p
= #_Z’.}o 1 g2n—1 _ pen-1
(ab)™1 ( og=p )

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.
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Teorem 4.7 (Catalan Esitligi): n ve r negatif olmayan sayilar olmak {lizere n > r igin
atDp IR, (p, Qi (0,q) — a Wb EMWE(p, q) =
_(_q)n—ras‘(r)bl—s‘(r)FrZ(p, q)
dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: Tanim 2.7 de verilen £(n) fonksiyonundan

&(n) =n—2ng

J ln+r —n—i(n—1)

yazilabilir. Buradan (4.11) esitligi ile verilen bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin

Binet formuli kullanilirsa

af(n—r)b1—f(n—r)Fn_r (p, Q)Fn+r (p’ CI) _ af(n)bl—f(n)FnZ (p’ CI)

= qs(-Mp1-¢n-7) ( 1—€(n—r)> (al_f(nﬂ)) (O'n_r - ,Dn_r) <Jn+r — pn+r>
(ab)l 2 7] (ab)lnTHJ og—p og—p
_af(n)bl_g(n) <a1_€(n)> <a1_f(n)> (O-Tl _ pn> (O_n _ pn)
n n
(ab)lEJ (ab)lEJ og—p o—p

Z—E(n—r)bl—f(n—r) (0.271 _ O.n—rpn+r _ pn—ro.n+r + p2n>
(ap)"Z 1+ (0 = p)?

q2—-§(m)p1-¢(n) <02n —20™p" + p2n>
(ab)?l2] (0 — p)?

_ az—f(n—r)bl—f(n—r) O.Zn _ (O.p)n—r(O.Zr + er) + p2n
(ab)r=¢(m-7) (0 —p)?
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q2=$m)p1-¢(m) /52n _ 2(cp)™ + pn
(ab)n-¢™) (0 —p)?

_a [@p)T@T +p™) + z<ap>"l
~ (abyr (0 - p)?

2

e (o)

—a(—qab)™" (ab)zlgj
= (ab)n_l az_zf(r) F;'Z(pl CI)

a(ab)zlgj
(ab)® (+2[5]-1 ,2-2¢()

= —(—q)" E*(p,q)

= —(—)" Tt D1 OE2(p, q)

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Teorem 4.8 (Cassini Esitligi): n negatif olmayan say1 olmak iizere

a~é(m-1) arém a
— Y S 2 — _(—_\n—1_
(b) Froe1(0, ) Fnt1 (P, @) (b) Fa=-Co""y

dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
Ispat: Teorem 4.7 de verilen Catalan esitliginde r = 1 alinirsa ispat elde edilebilir.

Teorem 4.9 (d’Ocagne Esitligi): n ve r negatif olmayan sayilar olmak ilizere n > r

i¢in
af T pSTIDE, (p, q)Fri1 (0, q) — afTIBEOTIVE, L (p, F(p, q)

= (_Q)raf(n_r)Fn—r (p' Q)

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Ispat: Tanim 2.7 de verilen £(n) fonksiyonundan
EM)+Er+1D) -28r+n) =&+ D) +E0r) —28mr+r)=1—-¢(n—r)

Em—r)y=&mr+n)+é(nr+r)

n—r—&mn-—r)
2

r+1J
2

+€(nr+r)+r=[gj+[

n—r—&mn-r)
2

+€(nr+n)+r=lnT+1J+l%J

n—r—¢m-r) n-r
2 _l 2

yazilabilir. Buradan (4.11) esitligi ile verilen bi-periyodik (p, q)-Fibonacci dizilerinin

Binet formuli kullanilirsa

at TR (p Y F, 1 (p, @) — aSTIIPEOTIE. (D, Q) F(p, q)

1— 1— 1 1 1
= gsmr+n) ps(nr+r) alt\ [ g1=¢0+D) (0” - p”) o™t — pTt
IEJ lr+1J o—p =1
(ab)2l/ \ (ab)l2

—afr+n) pé(nr+n) al—f(n+i) (al_f(r)> (Gnﬂ - pn+1> (Ur - Pr)
T T
(ab)lnTJ (ab)li] o=p o=p

r+1

B abf(nr+r)al—f(n)—f(r+1)+f(nr+n) ( on+r+l _ O.npr+1 _ pno.r+1 + pn+r+1>
n
(ab)liJ”lT

(0 —p)?

abf(nr+n)al—f(n+1)—f(r)+f(nr+r) <O.n+r+1 _ O.n+1pr _ pn+1o.r + pn+r+1>

(ab) S ur (0 —p)?

_ ab{(nr+r)a$(n—r)—$(nr+n) <0.n+r+1 + pn+r+1 _ (o.p)r(o.pn—r +p0.n—r)>
(ab)%(n—r) (o — p)?

+&(r+r)+r
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_ abf(nr+n)af(n—r)—f(nr+r) (O.n+r+1 + pn+r+1 _ (O.p)r(o.n—r+1 +pn—r+1)>
(0 —p)?

n—r—&(n-r)

(ab) > +&(nr+n)+r

n-r—&é(n-r)

ab{(nr+r)a$(nr+r) <O.n+r+1 + pn+r+1 _ (O.p)r(o.pn—r + po.n—r))
(ab) 2

(o — p)?

+&(nr+r)+r

n—r—&(n-r)

abf(nr+n)a$(nr+n) <O.n+r+1 + pn+r+1 _ (O.p)r(o.n—r+1 + O.n—r+1)>
(ab)f+f(nr+n)+r

(o0 —p)?

a(ab)—r ((O-p)r(_o-pn—r — po-n—T+O.n—r+1 + pn—r+1)>

n—-r—-é(n-r) — 2
(ap) 2 (o —p)

a(ab)™" <(—qab)r(0 —p)(c"" - p"’r)>

B (ab) %J (0 —p)?

aeqr (an_r_ pn_r>

I\ o-p

 (an)l

= (_Q)raf(n_r)Fn—r (pr Q)

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

4.2. Bi-Periyodik (p, q)-Lucas Dizileri ve Ozellikleri

Tamm 4.10: a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,g = 1 tam sayilar ve Ly(p,q) = 2,

L1(p, @) = ap baslangi¢ degerleri olmak tizere {L,,(p, q)}nso ile gosterilen bi-periyodik

(p, 9)-Lucas dizileri n > 2 igin

bpL,_1(p,q) + qLn_>(p,q), eger niftise

o . 412
apl,_1(p,q) + qL,,_,(p,q), eger ntekise (4.12)

La(p,q) = {

rekiirans bagintisi ile tanimlanir ve n-inci bi-periyodik (p, q)-Lucas sayis1 L, (p, q) ile

gosterilir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Tanim 4.10 dan bi-periyodik (p, q)-Lucas dizileri

{L,(p, D}nso = {2,ap, abp? + 2q,a’bp® +3apq, a’b?*p* + 4abp?q + 242, a®b?p°®
+ 5a’bp3q + 5apq?, a®b3p® + 6a*b?*p*q + 9abp?q? + 2q3,a*b3p’
+ 7a3b?p°q + 14a*bp3q? + 7apq3, ...}
seklindedir.

Tanim 4.10 literatiirde rekiirans bagintilarla tanimlanan Lucas tipli dizileri ile iliskili
birgok bi-periyodik dizilerin genel halidir. Tanim 3.1 de verilen p, q parametrelerine

gore bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin 6zel durumlar1 Tablo 4.2 de verilmistir.

Tablo 4.2. {L,(p, Q) }ns0 dizisinin dzel durumlari

P q Sembol Genellestirilmis n-inci Bi-Periyodik Say1

1 1 L,(1,1) =1, l,,, n-inci bi-periodic Lucas sayisi

k 1 Lo(k,1) = lip Ly n, n-inci bi-periodic k- Lucas sayisi

1 2 L,(1,2) =c, Cy» n-inci bi-periodic Jacobsthal-Lucas sayisi

k 2 Ln(k,2) = cyn Ckn» N-inci bi-periodic k-Jacobsthal-Lucas sayisi
2 1 L,(21) = Qy Q,,, n-inci bi-periodic Pell-Lucas sayisi

2 k Ln(2,k) = Qxn Qk n»> n-inci bi-periodic k-Pell-Lucas sayisi

Simdi {L,,(p,q)}nso dizilerinin iireteg fonksiyonlar1 verilecektir. {L,(p,q)}ns0

dizilerinin tirete¢ fonksiyonu L(x) olmak tizere

L) = ) L. )" (4.13)
n=0

yazilabilir. Bu iireteg fonksiyonu elde edilirken ihtiyag duyulan, {L,,(p,q)}ns0

dizilerinin tek ve ¢ift indisli terimleri arasindaki iliski asagidaki lemma ile verilmistir.
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Lemma 4.11: Bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin terimleri arasinda
i. Lon(p,q) = (abp? + 2q)Lon—2(0, @) — q*Lan-4(p, @)
iil.  Lonyi(p, @) = (abp® + 2q)Lon_1(0, @) — @*Lan—3(p, @)
esitlikleri saglanir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
Ispat: (4.12) esitligi kullanilirsa
i. Lon(p,q) = bpLyn-1(p, q) + qL2n—2(p, 9)
= bp(apLlon—2 (0, @) + qLlon-3(0, @) + qLon—2(p, Q)
= (abp?® + Q)Lan—2 (0, q) + bpqlan_3(p, @)
= (abp® + QLan2®, @) + qLon2®, @) — @*Lon-4(p. q)
= (abp® + 2q)Lon—2(0,q) — ¢*Lan-4(p, @)
ii.  Lont1(Pq) = apLlan(p, 9) + qL2n-1(p, 9)
= ap(bpLan-1(0, @) + qLlan—2(P, @) + qLon-1(p, @)
= (abp® + Q)L2n-1(p,q) + apqlan_2(p, Q)
= (abp® + QLon-1(®, Q) + qLlon-1(0, @) — 4*Lan-3(, q)
= (abp® + 2q)Lyn-1(0, @) — q*Lan—3(p, @)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Lemma 4.11 kullanilarak elde edilen bi-periyodik (p,q)-Lucas dizilerinin iireteg

fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.12: a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,q =1 tam sayilar olmak {izere

bi-periyodik (p, q)- Lucas dizileri igin iirete¢ fonksiyonlari

2 + apx — (abp? + 2q)x? + apqx3

LG = 1 — (abp? + 2q)x? + q*x*

seklindedir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
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Ispat: (4.13) esitligi kullanilarak {L,,(p, ) },»0 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

L(x) = Z L,(p,)x™ = Lo(p,q) + Li(p, @)x + Ly(p, @)x* ...+ L,(p, @)x™ + -
n=0

yazilabilir. Bu iirete¢ fonksiyonu ¢ift ve tek indisli terimlerden olusan ayr1 iki dizinin

toplami seklinde yazilsm. Cift indisli terimlerin toplami L¢(x) ve tek terimlerinin

toplami1 L1 (x) olmak lizere

L(x) = Lc(x) + Lr(x) (4.14)

yazilabilir. Buradan ¢ift indisli terimler i¢in tirete¢ fonksiyonu

Le(x) = Z Lyi(p, @x% = Lo(p, @) + Ly (0, @)x% + -+ + Lop(p, Ox*™ + -+ (4.15)

1=2

dir. (4.15) esitliginin her iki tarafi —(abp? + 2q)x*> ve q*x* ile carpilirsa
—(abp® + 2q)x*L¢(x) = —(abp? + 2q) Z Ly;(p, q)x?i+2 (4.16)
i=0
ve
L) = ¢ ) Lu(p, x?* (4.17)
i=0

elde edilir. (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(1= (abp? +2@)x* + q*xML(x) = Lo(p, @) + L (p, Ox* + Z Lyi(p, q)x*

=2

—(abp? + 2q)x*Ly(p, q) — (abp? + 2q) Z Lyi(p, Q)x**% + ¢2 Z Ly (p, )x?**
i=0 i=0

oo}

=2+ (abp® + 2q)x* + Z[Lzl-(p, q) — (abp? + 2q) Ly, (P, q) + q*Lai_4(p, )]x*

=2
—(abp® + 2q)Ly(p, q)x*

yazilir.
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Lemma 4.11. i. kullanilarak bi-periyodik (p, gq)- Lucas dizisinin ¢ift indisli terimlerinin
tirete¢ fonksiyonu

2 — (abp? + 2q)x*?
1 — (abp? + 2q)x? + q*x*

Lc(x) =
elde edilir. Benzer diisiince ile tek indisli terimler i¢in iirete¢ fonksiyonu

Lr(x) = Z Lyiv1(p, Q)x2i+1
i=0

=L,(p,q)x + L3(p, Q)xs + -+ Lont1 (P, Q)x2n+1 + - (4.18)

dir. (4.18) esitliginin her iki tarafi —(abp? + 2q)x? ve q*x* ile garpilirsa

~(@bp? + 2)x°Lr (2) = ~(@bp? +2) ) Lo (. ¥ (419)
i=0
A%~
P e () = 4 ) Loa (. ' (4:20)
i=0

elde edilir. (4.18), (4.19) ve (4.20) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

(1 — (abp? + 2q)x* + q*x*)Ly(x) = Li(p, @)x + L3(p, q)x> + Z Lyi+1(p, @x?*1

=2

—(abp® + 2q)x3L,(p, q) — (abp® + 2q) Z Lyt (p, @x?*3 + g2 Z Lais1(p, @)x**5
i=1 i=0

= apx + (a’bp3 + 3apq)x3 + Z Lyiv1(p, @)x?*1 — (abp? + 2q)x3ap

=2

—(abp? + 2q) z Lyi—1(p, @x**1 + g2 Z Lyi—3(p, @)x?*1
i=2 i=2

= apx + apqx>

e

+ Z[Lzm(p. q) — (abp? + 2q)Ly;_1(p, @) + q*Lyi_3(p, ) ]x**1

i=2

yazilir.
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Lemma 4.11. ii. kullanilarak bi-periyodik (p, q)-Luca dizisinin tek indisli terimlerinin

tirete¢ fonksiyonu

apx + apqx?
1 — (abp? + 2q)x? + q*x*

Ly(x) =

elde edilir. (4.14) esitliginden bi-periodic (p, q)-Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

2 + apx — (abp? + 2q)x?* + apqx®
1 — (abp? + 2q)x? + q%x*

L(x) =

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi Tanim 2.7 ile verilen é(n) =n — 2 BJ fonksiyonu kullanilarak bi-periyodik

(p, g)-Lucas sayilarin1 elde etmemize olanak saglayan alternatif bir rekiirans baginti
verilecektir. n > 2 icin a,b sifirdan farkli reel sayilar, p,q =1 tam sayilar ve
Lo(p,q) =2, Li(p,q) = ap baslangic degerleri olmak {iizere n-inci bi-periyodik
(p, 9)-Lucas sayisi

Ly(p,q) = a*™@p¥MpL, . (p,q) + qLy_»(p, q) (4.21)

ile tanimlanir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Bi-periyodik (p, q)-Lucas sayilar1 (4.12) ve (4.21) esitlikleri kullanilarak elde
edilebilmesinin yanisira bilinen dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da
elde edilir. Binet formiilii ile daha pratik bir sekilde n-inci bi-periyodik (p, q)-Lucas

sayist elde edilir.

Bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin rekiirans bagintis1 bi-periyodik (p, q)-Fibonacci
dizilerinin rekiirans bagintisina benzer olup aym x2 — pabx — qab = 0 karakteristik

denklemi sahiptir. Dolayisiyla bu denklemin kokleri

pab + \/p2a?b? + 4qab pab — \/p%a?b? + 4qab
o= > ve p= >

dir. Bu kokler arasinda da bilinen esitlikler saglanir. Buradan bi-periyodik

(p, 9)-Lucasi dizilerini i¢in Binet formiilii asagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 4.13: n >0 i¢in ¢ ve p, x?—pabx —qab =0 denkleminin kokleri ve

En)y=n-2 E] olmak tizere bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilii

afm
Ly(p,q) = —5 | (6™ +p™) (4.22)
(ab)lTJ

seklindedir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: Ispat n iizerinde tiimevarim yontemiyle tamamlanabilir. n = 0,1 igin (4.22)
esitliginin saglandig1 agik bir sekilde goriiliir. n = 0 i¢in (4.22) esitliginin saglandigini
kabul edip n+1 i¢in saglandigimi gosterelim. Tanim 2.7 ile verilen ¢&(n)

fonksiyonundan

S((Tl_l_l)_+_lrl+1j r+2

1 m)+r+1j r+2

yazilabilir. Buradan (4.21) esitligi, tiimevarim hipotezi kullanilirsa ve bi-periyodik

2
(p, g)-Lucas dizilerinin karakteristik denkleminin kokleri arasindaki po + g = Z—b ve

2
pp+q= Z—b esitlikleri kullanilirsa

Lyt (p, @) = a* @ Dp1=@DpL (p,q) + qLy_1(P, q)

§(n) &(n-1)
a a
— af(n+1)b1—f(n+1)p w (O.n + pn) + q <m> (O.n—l + pn—l)
(ab)l' 2 ab)!2
abpo abq

— (af(n+1)o.n—1) — =
al—f(n)bf(nﬂ)(ab)lTJ (ab)lﬂ“

abpp abq

+(af(n+1)pn—1) — -
ai-tmpiar (gl (ap)lzl

= (af(n"'l)an_l) ab(pa +q) + (af(n+1)pn—1) ab(pp +q)
(@l @)
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2 2

= (a5 D gn-1) % + (afm+D) pn-1y %
(ab)l_l (ab)lT]
E(n+1)
— a — (o.n+1+pn+1)
@

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem ile bi-periyodik (p,q)-Lucas dizilerinin pozitif ve negatif indisli
terimleri arasindaki iligki verilmistir. Ayrica bu teorem ile bi-periyodik (p, q)-Lucas

dizilerinin negatif indisli terimleri elde edilebilir.

Teorem 4.14: Bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin negatif indisli terimleri
L q) =) Ln(p, @)

dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: (4.22) esitligi ile verilen bi-periyodik (p,q)-Lucas dizilerinin Binet formiilii

kullanilirsa
a5
L_,(p,q) = W (™ +p™)
ab)l 2
_ iy (a" + pn)
= (ab)l—n+1 (O-’B)n
_ at™ (0” +p" )
= (ab)l—n+1 (_qab)n
asm
=)™ g | (@ ")
(ab)t' 2"

=(—q9)""L,(p,q)

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Asagidaki teoremlerle bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin ardisik terimleri arasindaki

oran ve Catalan, Cassini, d'Ocagne esitlikleri gibi bazi temel 6zellikler sunulmustur.

Teorem 4.15: Bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin ardisik terimleri arasindaki oranin

limiti

i li Lant1(p@) _ o
) n-oo Lan(p.q) b

Lonq) _ o

ii. =
n-o Lon-1(p,.q) a

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

. n
Ispat: |p| < o ve lim (3) = 0 olmak tizere (4.22) esitligi ile verilen bi-periyodik
n—-oo

g

(p, g)-Lucas dizilerinin Binet formiilii kullanilirsa

( aE(ZZTl:_:; >(O_2n+1+p2n+1)
i li Lon+1(0,9) — i (ab)l 2 J
) n-oo Lan(0,9) n-—oo af(2n)
—zarr) |(@2" %)
(ab) 2 J
a 2n+1 2n+1
(ab)n (O- + p )
= lim
n—->0o
(ab)n (O-Zn + pZn)
O_2n+1 (1 +( )2n+1)
a
= lim —

IR

noe ab o2n (1 + (

)")

o
b
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&(zn)
2 2_n+1l>(‘72n+.02n)

. L ) . < bl 2
lim @) _ lim (ab)
n-oo Lan—1(0.q) n—oo (af(Zn—l)

ii.

i (0-21’1—1+p2n—1)
(ab)lTJ

(a:ll))n (O.Zn + pZn)

(O-Zn—l + p2n—1)

= lim

n—-oo

(ab)™

(-6

= rllilrozoaazn_l <1 ~ (g)zn—l)

a

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 4.16 (Catalan Esitligi): n ve r negatif olmayan sayilar olmak iizere n > r i¢in
a' DO, (p, @)L (9, @) — @ MBI (p, q) =

(=" a1 (p2ab? + 4bq)FX(p, q)

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

Ispat: Tanim 2.7 de verilen &(n) fonksiyonundan

&) =n—2EJ

n—r+1J ln+r+1

f(n+7”)—l > > J=—n

Sz(n_r)_ln—72”+1J_ln+72”+1

| =—n

yazilabilir.
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Buradan (4.22) esitligi ile verilen bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilii

kullanilirsa

al—f(n+r)b1+f(n+r)Ln_r (p' Q)Ln+r (p' CI) _ al—f(n)b1+f(n)Ln2 (p’ CI)

L+t asm-1) qsn+n)
= gl=$(ntnp THJ (@7 +p" )| ——r (6™ + pntT)

(ab)l 2 (ab)l 7|
_gl—mpltim (—azg(:)u ) (o™ + p")?
(ab)’"z"

= af(n—T)—ln_TmJ—I%MJHbf(m_r)_ln—;‘+1J_ln+;~+1J+1

(o.n—r +pn—r)(0.n+r +pn+r)
1 1
—gfm-2 %J+1bf(n)—2l%l+l(o.2n + 2(ap)"p2™) (o™ + p™T)
— al—nbl—n(O.Zn + O.n—rpn+r + pn—ro.n+r + pZn) . a—nb—n(o.Zn + Z(O'p)n + pZn)

= (ab)*"(op)" (Z_ + g—r -2)

T

= (ab)' ™ (—qab)" <02r —20@p) ¥ er)

(ap)”
_ (aby(—g)r(abyr &P
(—qab)”

1
= ab(=q)"" ey (07 = p7)?

i BN 0%
= (" at PO ————F*(p,q)

= (=" "a*Mp=E" (p2ab? + 4bq)F2(p, q)

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Teorem 4.17 (Cassini Esitligi): n negatif olmayan say1 olmak iizere

)

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2023).

£(n+1) RO
Ly Lpi1(p, @) — (E) Ly, q) = (=)™ *(p*ab + 4q)

Ispat: Teorem 4.16 verilen Catalan esitliginde r = 1 almnirsa ispat elde edilebilir.

Teorem 4.18 (d’Ocagne Esitligi): n ve r negatif olmayan sayilar olmak {izere n > r

i¢in
atCTpECTEDL, L (0, QL (@) — @ CTTIBETIL, (p, @)Ly sy (0 @)
= (@) a*" " (p*ab + 4Q)F, (. 9)
dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2023).
Ispat: Tanim 2.7 de verilen £(n) fonksiyonundan
EM)+Er+1)-26(mr+n) =M+ D) +E0) —28r+r)=1—-&n—r)

Em—r)y=mr+n)+é(nr+r)

n+r—¢én-r) n+1 T
> =1 J+[§_—E(m‘+n)
n+r—26(n—r)=gl+lr-; _—f(nr+r)

n—r—¢m-r) n-r
2 _l 2

yazilabilir.
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Buradan (4.22) esitligi ile verilen bi-periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin Binet formiilii

kullanilirsa
afrmpEartnL L (, @)Ly (p, q) — a¥TIPEOTII L (p, @)L,y (D, 4)

1
= af(nr+n)bf(nr+r)( — )( — )(Gnﬂ + pn+1)(0.r + pr)
ol \al2lpl =

1
_as‘(nr+r)bf(nr+n)( lr+1Jblr+2 )( lﬁjbln_‘*ll> (™t + pTH) (o™ + p™)
2lpl™2

f(nr+n) ln+1J lZbe(TlT"'T)—lEJ—lEJ— (O.n+r+1 +O.n+1pr +pn+1o.r +pn+r+1)

_af(nrﬂ”)—r;—ll—lgjbf(nr"'n)—lgj—lnTHJ—l(O.n+r+1 +O.r+1p +pr+1 n+pn+r+1)

—n-r+é(n-r) —-n-r+é(n-r)

=a 2 b 2 —1(O.n+r+1 + pn+r+1+(o.p)r(o.n—r+1 + pn—r+1))
-n—-r+é(n-r) —-n—-r+&é(n-r) e 1 L
—a 2 b 2 (O.n+r+ _|_pn+r+ +(O’p)r(0'pn_r +po.n—r))

1 T n-r+1 n-r+1 n-r n-r
= n+rfolr)«0p)(0 +p —op™" —pa™"))

b(ab)
1
= ——=7—(op)" (6 — p)(c™ " —p™"™")
b(ab) T+
1 . (an—r _ ﬁ‘l’l—r) B )
bmw zhx(mw (a—p) (@=F)
_& q)’

n T f(n r)(a 5)2

= (—q)"a*™ " (p%ab + 49)F,_.(p, q)

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.
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4.3. (p,q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas Dizilerinin Déseme Yorumu

Bu boéliimde (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri doseme yorumlari ile verilmistir.
n-inci (p,q)-Fibonacci ve mn-inci (p,q)-Lucas sayilari doseme yaklagimiyla
incelenmistir. Daha sonra doseme yorumlar1 kullanilarak bu sayilar i¢in bazi temel

0zdeslikler ve toplam formiilleri verilmistir.

p,q = 1 tam sayilar1 olmak {izere n-inci (p, q)-Fibonacci sayisi i¢in n hiicreli bir 1 X

n tahtasi i¢in ozel olarak F, ;o =1 ve F,,,; = p baslangi¢ degerleri ile (p,q9)-
Fibonacci dizisi {Fp,q.n}n>0 ve Ly g0 =2 ve Ly 41 = p baslangic degerleri ile (p,q)-
Lucas dizisi {Lp'q'n}n>0 verilsin. 1 X 1 kareler i¢in p farkli renk ve 1 X 2 dominolar1

i¢in g farkli renk olmak iizere bir baglangic karesi i¢in F, 4, degeri ve bir baslangic

dominosu i¢in qF, 4 o degeri olacak sekilde ilk iki tahta verilir.

Teorem 4.19: n > 1, kareler icin p farkli renk ve dominolar i¢in g farkli renk olmak
lizere n-inci (p, q)-Fibonacci sayisi renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X

2 dominolari ile bir 1 X n tahtasini dodseme yollarinin sayisidir (Tasyurdu ve Tiirkoglu,

2022¢).

Ispat: Kareler i¢in p farkli renk ve dominolar igin g farkli renk olmak iizere n-inci
(p, q)-Fibonacci sayisi, F, ., renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2
dominolar kullanilarak 1,2,...n etiketli hiicrelere sahip bir 1 X n tahtasim1 doseme
yollarinin sayisini temsil etsin. Bos bir tahtay1 dosemenin sadece bir yolu oldugundan

F, 4,0 = 0 ve bir uzunlugunda bir tahta igin p tane farkli renk oldugundan F,,; =p

dir. Boylece (p, q)-Fibonacci dizilerinin baglangi¢ sartlar1 elde edilir. n > 2 i¢in tiim
dosemelerdeki ilk hiicre ya bir renklendirilmis karedir ya da bir renklendirilmis
dominodur. ilk hiicre bir renklendirilmis 1 X 1 kare ise bu kare icin p farkli renk
secilebilir ve 1 X (n — 1) tahtasim1 désemek i¢in F, 5,1 farkli yol elde edilir. Benzer
olarak ilk hiicre bir renklendirilmis 1 X 2 domino ise bu domino i¢in g farkli renk
secilebilir ve 1 X (n — 2) tahtasim1 désemek i¢in Fy, , ,,_, farkli yol elde edilir. Boylece

(3.1) rekiirans bagmtisindaki F, ;. = pFpgn-1 + qFp , bagmt1 elde edilir ve ispat

qn-—

tamamlanir.
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Benzer sekilde n-inci (p, g)-Lucas sayis1 dairesel bir 1 X n tahtay renklendirilmis 1 X
1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2 dominolar ile déseme yollarinin sayisi olarak
yorumlanabilir. 1 X 1 kareler icin p tane farkli renk ve 1 X 2 dominolar i¢in g farkl
renk olmak tizere bir baglangi¢ karesi i¢in Ly, ;1 degeri ve bir baslangic dominosu i¢in

qLy q,0 degeri olacak sekilde ilk iki tahta verilir.

Teorem 4.20: n > 1, kareler icin p farkli renk ve dominolar i¢in g farkli renk olmak
lizere n-inci (p, q)-Lucas sayisi renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2

dominolar: ile bir dairesel 1 X n tahtasin1 déseme yollarinin sayisidir (Tagyurdu ve

Tirkoglu, 2022c).

Ispat: Kareler igin p farkli renk ve dominolar igin q farkli renk olmak iizere n-inci
(p,q)-Lucas sayisi Ly, renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2
dominolar kullanilarak 1 X n dairesi olarak adlandirilan bir dairesel 1 X n tahtasini
doseme yollariin sayisim temsil etsin. 1 X n dairesinde n-inci ve 1. hiicreleri
kaplayan bir domino yoksa ¢ember i¢i daire, n-inci ve 1. hiicreleri kaplayan bir domino
varsa cember dis1 daire olarak adlandirilsin. Bos daire ya ¢ember i¢i daire ya da ¢gember
dig1 daire olabilir ve Ly, ; o = 2 elde dilir. 1 X 1 dairesi sadece bir kare ile dosenebilir ve
p farkli renk segenegi vardir. Dolayisiyla L,,; =p dir. Boylece (p,q)-Lucas
dizilerinin baslangi¢ sartalar1 elde edilir. n > 2 i¢in birinci hiicereye gore iki durum
vardir. 1 X n dairesi 1 X (n — 1) dairede ilk hiicrenin soluna p farkli renk se¢imiyle bir
kare eklenirse ya da 1 X (n — 2) dairede ilk hiicrenin soluna q farkli renk se¢imiyle bir
domino eklenirse elde edilir. Ayrica 1 X (n — 1) dairesini désemek i¢in L, 4,1 farkli
yol ve 1 X (n—2) dairesini doésemek igin Ly, ,,_, farkli yol vardir. Boylece (3.2)
rekiirans bagintisindaki Ly, = PLypgn-1+ qLpgn-> bagnti elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Bu déseme yorumlan ile (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri igin bir¢ok 6zellik
elde edilir. Simdi (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri i¢in toplam formiilleri ve bu
dizilerin terimleri arasindaki iyi bilinen iligkiler doseme yorumlarini kullanarak

verilecektir.
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4.3.1. (p,q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin 6zellikleri

(p, g)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizilerinin ilk n teriminin toplam formiilleri doseme

yorumlari kullanilarak asagida teorem ile verilmistir.

Teorem 4.21: n-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F, ,,, ve n-inci (p, q)-Lucas sayisi Ly, 4 »

olmak tizere

. n n—i n+2 _
L q Zi:o p Fp,q,i + p - Fp,q,n+2

. n n—i n+2 _
11. q Zi:O |% Lp,q,i + 1% = Lp,q,n+2

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2022c¢).

Ispat: i. Teorem 4.19 dan renklendirilmis 1 X 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2
dominolar kullanilarak bir 1 X (n + 2) tahtasim déseme yollarmin sayist Fp 4,42 Y€
esittir. Boylece bu esitligin sag tarafi hesaplanmis olur. Esitligin sol tarafinin da ayni
say1y1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X (n + 2) tahtasini diisinelim. Tiim
hiicrelerin 1 X 1 kare oldugu désemelerin sayist p™*2 dir. Diger tiim dosemeler en az
bir 1 X 2 domino igerir. 1 X 2 domino igeren dosemeler sayis1 0 < i < nigini+1
ve [+ 2 hiicrelerini kapsayan son dominonun konumuna gore hesaplanabilir.
1 <i<nicni+1vei+ 2 hiicrelerini kapsayan bir domino i¢in 1. hiicreden 1.

hiicreye kadar olan hiicreleri dosemenin F

pqi yollart vardir ve i + 3 hiicresinden n + 2

hiicresine kadar olan hiicreler igin p™~¢ farkl renk secenegi vardir. Dominolar igin g
renk segenegi ile boyle dosemelerin sayisi qu,q,l-p"“' dir. i =0 ise, ilk domino
segmenin qF, ;o yolu vardir ve kalan kareler p™ farkli renk ile segilebilir ve boyle
dosemelerin sayis1 qF, 4 op™ dir. Tim ddseme yollarinin toplami istenen sonug olup

q YT P" Fy g + P2 = Fy g ne2 elde edilir. Bdylece ispat tamamlanur.

ii. Benzer sekilde Teorem 4.20 kullanilarak elde edilir.

(p, g)-Fibonacci dizileri ile (p, g)-Lucas dizilerinin tek indisli ilk n teriminin toplam
formiilleri 2n uzunlugunda bir tahtanin ddsenmesi yorumuyla asagidaki teoremle

verilmistir.
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Teorem 4.22: n-inci (p, q)-Fibonacci sayist F, 4, ve n-inci (p, q)-Lucas sayist Ly g,

olmak tizere

. n n—i n _
L p Zi=1 q Fp,q,Zi—l + q = p,q,2n

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2022c).

Ispat: i. Teorem 4.19 dan renklendirilmis 1 x 1 kareler ve renklendirilmis 1 X 2
dominolar kullanilarak bir 1 X 2n tahtasim1 dogeme yollarinin sayist Fy, 4, ye esittir.
Boylece bu esitligin sag tarafi hesaplanmig olur. Esitligin sol tarafinin da aynmi sayiy1
verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X 2n tahtasin1 diigiinelim. Tiim hiicrelerin
1 X 2 domino oldugu désemelerin sayist g™ dir. Diger tiim désemeler en az bir 1 X 1
kare igerir. 1 X 1 kare igeren dosemeler sayist 1 < i < n i¢in 2i hiicresini kapsayan
son karenin konumuna gore hesaplanabilir. 1. hiicreden (2i — 1). hiicreye kadar olan
hiicreleri dosemenin Fy, 4 5,4 yolu vardir. Ayrica son kare ve kalan n — i domino igin
pq™* farkli renk secenegi vardir. Tiim ddseme yollarmin toplami istenen sonug olup

DYy 4" Fy g 2i1 + G = Fp g2 elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.
ii. Benzer sekilde Teorem 4.20 kullanilarak elde edilir.

(p, q)-Fibonacci dizileri ile (p, q)-Lucas dizilerinin ¢ift indisli ilk n teriminin toplam
formiilleri 2n — 1 uzunlugundaki bir tahtanin désenmesi yorumuyla asagidaki teoremle

verilmistir.

Teorem 4.23: n-inci (p, q)-Fibonacci sayist F, ;, ve n-inci (p, q)-Lucas sayist Ly,

olmak iizere
. n n-i n _—
i pXiiiq pa2i T P9 = I'pgon+1
.o n n—i n _—
1L p Zi:o q Lp,q,zi + pq- = Lp,q,2n+1

dir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2022c¢).
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Ispat: i. Teorem 4.19 dan renklendirilmis 1 x 1 kareler ve renklendirilmis 1 x 2
dominolar kullanilarak bir 1 X (2n + 1)tahtasim1 déseme yollarinin sayist Fj, g 5n41 ye€
esittir. Boylece bu esitligin sag tarafi hesaplanmis olur. Esitligin sol tarafinin da aym
sayly1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X (2n + 1) tahtasin1 distinelim.
Biitiin dosemeler en az bir 1 X 1 kare igerir. 1 X 1 kare iceren déseme yollarinin sayisi
0 < i < nigin 2i + 1 hiicresini kapsayan son karenin konumuna gore hesaplanabilir.
1. hiicreden (2i). hiicreye kadar olan hiicreleri désemenin F, ; 5; yollar1 vardir. Ayrica
son kare ve kalan n — i domino igin pg™~* farkli renk segenegi vardir. i = 0 durumunu
ayr tutularak tiim ddsemle yollarinin toplami istenen sonug olup p X7, q" 'F, 40 +

pq"™ = Fp g 2n+1 €lde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
ii. Benzer sekilde Teorem 4.20 kullanilarak elde edilir.

n-inci (p, q)-Fibonacci sayisi ile n-inci (p, q)-Lucas sayis1 arasindaki iligski asaagidaki

teorem ile verilmistir.

Teorem 4.24: m,n =1 tam sayilar ve i-inci (p, q)-Fibonacci sayis1 F,; ve i-inci

(p, q@)-Lucas sayisi Lpq.i olmak tlizere

2Fp,q,m+n—1 = Fp,q,m—le,q,n + Fp,q,n—le,q,m

dir (Tasyurdu ve Tiirkoglu, 2022c).

Ispat: 1 X (m + n — 1) tahtasin1 alalim. Teorem 4.19 dan renklendirilmis 1 X 1 kareler
ve renklendirilmis 1 X 2 dominolar kullanilarak bir 1 X (m + n — 1)tahtasin1 doseme
yollarinin sayisi Fy, g m4n—1 y€ esittir. Diger taraftan 1 X (m + n — 1) tahtasi iki sekilde

dosenebilir:

l. Durum: 1 X (n +m — 1) désemesinde n + 1 ve n-inci hiicreleri kaplayan domino
yoktur ve n-inci hiicrede olan n ve n + 1 hiicreleri arasinda bir ¢izgi vardir. Buradan
1 X (m +n—1)doésemesi, 1 Xn dosemesi ve 1 X (m—1) dosemesi olarak ikiye
ayrilabilir. 1 X n dosemesinin ilk hiicresinin sol tarafina n-inci hiicrenin sag tarafim
ilistirilirse bir ¢gember i¢i 1 X n dairesi olustur. Buradan L%,,q,n, ¢ember i¢i 1 X n daire

déseme yollarinin sayisini gosterir.
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2. Durum: 1 X (n + m — 1) dosemesinde n + 1 ve n-inci hiicreleri kaplayan domino

vardir ve n-inci hiicrede olan n ven + 1 hiicreleri arasinda bir ¢izgi yoktur. Bu

durumda, 1 X (n — 1) déseme ve ¢ember dist 1 X m daire olustur. Buradan Lf,,q,m
cember dis1 1 X m daire daire déseme yollarinin sayisini gosterir.

Benzer yaklasim 1 X (m + n — 1) tahtasinda m-inci hiicresinde bir ¢izgi olup
olmadigimn1 dikkate alarak me-inci hiicresine uygulanir. Buradan (3.2) rekiirans

5 1 2 — 1 2 — .
bagtilarindan Ly, g, + L3 gn = Lpgn V€ Ly gm + Ly gm = Lp,qm Olmak iizere

— 71 2 1 2
2on,q.n+m—1 - Lp,q,an,q.m—l + Fp,q,n—le ,q,m + Lp.q,me,q.n—l + Fp,q.m—le,q,n

_ 1 2 1 2

- Fp,q,m—l(l'p.q,n + Lp,q,n) + Fp,q,n—l(l’p.q,m + Lp,q,m)

= Fpqm-1Lpgn T Fpgn-1lpgm

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Bu c¢alismada, (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerinin rekiirans bagintilari
kullanilarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik Lucas
tipi dizileri genellestiren bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-periyodik (p, q)-Lucas
dizileri tanimlanmistir. Bu dizilerin n-inci terimlerinin hesaplanmasinda kendisinden
onceki terimlerin bilinmesine ihtiya¢ birakmayan ve kapali formiil olarak bilinen Binet
formiilleri ve flrete¢ fonksiyonlari verilmistir. Dizilerin pozitif ve negatif indisli
terimleri arasindaki iliski elde edilmistir. Ayrica bi-periyodik (p, q)-Fibonacci ve bi-
periyodik (p, q)-Lucas dizilerinin ardisik terimleri arasindaki oran ve Catalan, Cassini,

d'Ocagne esitlikleri gibi bazi temel 6zellikleri sunulmustur.

Literatiirde Fibonacci ve Lucas dizilerinin genellestirmeleri {izerine birgok tanimlanmis
rekiirans dizi vardir. Bu dizilerin en onemli genellestirmelerinden biri rekiirans
bagintilarindaki terimlerin katsayilarinin dikkate alinmasiyla tanimlanaan (p,q)-
Fibonacci ve (p, q)-Lucas dizileri ve digeri tek ve cift indisli terimlerine gore bi-
periyodik diziler olarak adlandirilan dizilerdir. Bu ¢alismada sunulan tanimlar ve iliskili
olarak elde edilen sonuglar ile hem Fibonacci ve Lucas tipli diziler hem de bi-periyodik

diziler genellestirilmistir ve yeni say1 dizileri ile sonuglar literatiire kazandirilmistir.

Uzun yillardir Fibonacci ve Lucas sayilart ile dizilerinin genellestirmeleri
calisilmaktadir. Bu dizilerin genellestirilmesi ¢alisilirken farkli bakis agilari ortaya
cikmistir. Bir taraftan sunulan genellestirmeler dizilerin baslangi¢ degerlerine bagliyken
diger taraftan ise dizilerin rekiirans bagitisindaki terimlerin katsayisina bagli olarak ¢ok

farkli genellemeleri sunulmustur.

5.2. Oneriler

Calismamizda elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda arastirmacilara oneriler olarak,
Fibonacci ve Lucas dizileri ile iliskili olarak rekiirans bagmntilarla tanimlanan
genellestirilmis polinom diziler i¢in bi-periyodik polinom dizileri tanimlanabilecegini

ve bu caligmada elde edilen tiim sonuglarin arastirilabilecegini ifade edebiliriz.
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