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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

Bİ-PERİYODİK (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-FİBONACCİ VE Bİ-PERİYODİK (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-LUCAS 
DİZİLERİ 

Naime Şeyda TÜRKOĞLU 

Erzincan Binali Yıldırım Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Yasemin TAŞYURDU 

Bu çalışmada (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları 
kullanılarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik 
Lucas tipi dizileri genelleştiren bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-
Lucas dizileri tanımlanmıştır. Bu dizilerin 𝑛𝑛-inci terimlerini hesaplamamızı sağlayan 
Binet formülleri, üretici fonksiyonları verilmiş ve ardışık terimlerinin yakınsaklık 
özellikleri incelenmiştir. Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 
dizilerinin bazı temel eşitliklerinin Fibonacci ve Lucas dizilerinin iyi bilinen 
özelliklerine uygun olduğunu gösterilmiştir. Ayrıca (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 
dizileri için döşeme yaklaşımı sunulmuştur. Kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar 
için 𝑞𝑞 farklı renk olmak üzere renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 
dominolar kullanılarak 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı bir 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşeme 
yollarının sayısı ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı dairesel bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşeme 
yollarının sayısı olarak yorumlanmıştır. 

2023, 96 Sayfa  

Anahtar Kelimeler: Bi-periyodik Fibonacci sayıları, Bi-periyodik Lucas sayıları, 
Fibonacci sayısı, genelleştirilmiş Fibonacci sayıları, genelleştirilmiş Lucas sayıları, 
Lucas sayısı 
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ABSTRACT 

MSc Thesis 

BI-PERIODIC (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-FIBONACCI AND BI-PERIODIC (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-LUCAS 
SEQUENCES 

Naime Şeyda TÜRKOĞLU 

Erzincan Binali Yıldırım University 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yasemin TAŞYURDU 

In this study, bi-periodic (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci and bi-periodic (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sequences 
which generalize Fibonacci type, Lucas type, bi-periodic Fibonacci type and bi-
periodic Lucas type sequences are defined by using recurrence relations of (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-
Fibonacci and (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sequences. Binet formulas that allow us to calculate the 
𝑛𝑛th terms of these sequences, generating functions are given and the convergence 
properties of their consecutive terms are examined. It is shown that some fundamental 
identities of bi-periodic (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci and bi-periodic (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sequences 
conform to the well-known properties of Fibonacci and Lucas sequences. Also, tiling 
approach to the (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci and (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sequences is presented. The 𝑛𝑛th 
(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci number is interpreted as the number of ways to tile a 1 × 𝑛𝑛 board, 
and 𝑛𝑛th (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas number is interpreted as the number of ways to tile a circular 
1 × 𝑛𝑛 board by using colored 1 × 1 squares and colored 1 × 2 dominoes, where there 
are 𝑝𝑝 different colors for squares and 𝑞𝑞 different colors for dominoes. 

2023, 96 Pages  

Keywords: Bi-periodic Fibonacci numbers, Bi-periodic Lucas numbers, Fibonacci 
number, generalized Fibonacci numbers, generalized Lucas numbers, Lucas number 
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1. GİRİŞ 

Literatürde uzun yıllardır farklı disiplinlerden bilim insanlarının ve düşünürlerin yaptığı 

çalışmalar sonucunda mükemmel olan evrenin rastgele yaratılmadığı ortaya konulmuş 

ve sayılar temeline dayandırıldığı görülmüştür. Bunun en güzel örneği ise altın orandır. 

İkiye bölünmüş bir doğru parçasında, küçük parçanın uzunluğunun büyük parçanın 

uzunluğuna oranı ile büyük parçanın uzunluğunun bütünün uzunluğuna oranı bir orantı 

oluşturuyorsa yani bu iki oran birbirine eşitse, bu orana “Altın Oran” denilmiştir. Değeri 

1,61803… olan bu sayı altın ortalama, altın bölüm, altın kesit, ilahi (kutsal) orantı, 

Fibonacci sayısı ve Phidias ortalaması şeklinde de adlandırılır. Altın oran bilim 

insanları, müzisyenler, mimarlar gibi birçok kişinin estetik algılarında en güzeli 

yakalamak adına kullandıkları başlıca ölçü olmuştur. 

Fibonacci ismi ile tanınan Leonardo Pisa 13. yüzyılda yaşamış İtalyan matematikçidir. 

Fibonacci tarafından yazılan Liber Abaci adlı eserde Edward Lucas gördüğü bir 

problemdeki 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, … dizisinin her bir terimine Fibonacci sayısı ve diziye 

Fibonacci dizisi adını verlmiştir. Fibonacci dizisinin ardışık terimlerinin de altın orana 

yakınsaması antik çağdan beri matematikçilerin, fizikçilerin, filozofların, sanatçıların ve 

hatta müzisyenlerin ilgilendiği bir konu haline getirmiştir. 

Doğadaki birçok olgularda Fibonacci sayıları görülmüştür. Çam kozalaklarının dip 

kısmındaki spirallerin sağa dönük olanlarının sayısı genelde 8, sola dönük olanların 

sayısı ise genelde 13 tür. Venüs, Güneş’in çevresinde dolanması sırasında yaklaşık 8 

yıllık periyotlarla Güneş’in önünden 5 kez geçer, yani 8 yılda yaklaşık 5 kez Güneş-

Venüs-Dünya dizilimi olur. Özellikle papatyalar olmak üzere birçok çiçek cinslerinin 

taç yapraklarının sayısı da genellikle Fibonacci sayıları olmaktadır. Nobel ödüllü 

matematikçi ve fizikçi Robert Penrose tarafından bulunan karolarla düzlem döşeme 

teorisinde de sık sık karşımıza altın oran çıkmaktadır. Bu ise bir düzlemin kaplanması 

gerektiği yerlerde Fibonacci sayıları çıkarır. 

İkinci ve daha yüksek mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan Fibonacci ve 

Fibonacci benzer dizilerinin cebir, fizik, kimya, biyoloji, bilgisayar biliminin yanı sıra 

sanatın birçok farklı alanında uygulamaları vardır. Bilimin hemen hemen her alanında 

hem teorik hem de uygulamalı olarak bu dizilerin terimleri çok geniş alanda 

çalışılmaktadır.  
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İkinci mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan Fibonacci ve Lucas dizileri 

literatürde en çok ilgi gören dizilerdir. Bu dizilerle ilgili birçok çalışma sunulmuştur 

(Horadam, 1961; Vorobyov 1976; Vajda, 1989; Everest vd., 2003). 

Fibonacci ve Lucas dizileri gibi rekürans bağıntılarla tanımlanan Jacobsthal, Jacobsthal-

Lucas, Pell, Pell-Lucas gibi diziler Fibonacci tipli ve Lucas tipli diziler olarak 

incelenmiştir ve birçok özelliği sunulmuştur. Bu sayılar ve farklı genelleştirmeleri 

üzerine yıllardır birçok çalışma yapılmaktadır (Miles, 1960; Horadam, 1965; 1971; 

Hoggatt, 1969; Shanon ve Horadam, 1973; Stakhov, 1989; Allouche ve Johnson, 1996; 

Kalman ve Mena, 2003). Koshy ise literatürde bulunan Fibonacci ve Lucas dizileri ile 

genelleştirilmeleri üzerine sunulan hemen hemen her çalışmayı toplamış ve iki harika 

kitap şeklinde okuyuculara sunmuştur (Koshy, 2001; 2014).  

Uzun yıllardır Fibonacci ve Lucas sayıları ile dizilerinin genelleştirmeleri 

çalışılmaktadır. Bu dizilerin genelleştirilmesi çalışılırken farklı bakış açıları ortaya 

çıkmıştır. Bir taraftan sunulan genelleştirmeler dizilerin başlangıç değerlerine bağlıyken 

diğer taraftan ise dizilerin rekürans bağıtısındaki terimlerin katsayısına bağlı olarak çok 

farklı genellemeleri sunulmuştur.  

Falcon ve Plaza, Fibonacci ve Lucas dizilerinin rekürans bağıntısındaki terimlerin 

katsayılarını dikkate almış ve bu katsayı değeri için 𝑘𝑘 parametresine bağlı olarak          

𝑘𝑘-Fibonacci ve 𝑘𝑘-Lucas dizilerini sunmuşlardır (Falcon ve Plaza, 2007; Falcon, 2012). 

El-Mikkawy ve Sogabe ise 𝑘𝑘-Fibonacci dizilerinin yeni bir ailesini tanıtmıştır (El-

Mikkawy ve Sogabe, 2010). Taşyurdu ve vd. ise bu yeni ailenin periyodu ile birçok 

özelliğini sunmuştur (Taşyurdu vd., 2016). Daha sonraki yıllarda genelleştirilmiş 

Fibonacci türleri ya da aileleri olarak çeşitli rekürens diziler üzerine birçok çalışma 

literatüre kazandırılmıştır (Boussayoud vd., 2018; Taşyurdu, 2019; Panwar, 2021).  

Fibonacci sayılarının yeni bir genelleştirmesi olarak Fibonacci 𝑝𝑝-sayıları sunulmuş ve 

bu sayılar için analitik formüller elde edilmiştirr. Ayrıca bu formüllerin klasik Fibonacci 

sayılarının Binet formüllerine benzer olduğunu gösterilmiştir. Ayrıca, Lucas sayılarının 

Lucas 𝑝𝑝-sayıları şeklindeki genelleştirmesi de elde edilmiştir (Stakhov, 1977; Stakhov 

ve Rozin, 2006). Taşyurdu 2022 yılında sunduğu beş parametreli genelleştirilmiş 

Fibonacci sayıları ile hem Fibonacci, Fibonacci benzer sayıları hem de Fibonacci 𝑝𝑝-

sayılarını genelleştirmiştir (Taşyurdu, 2022) 
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Fibonacci ve Lucas dizilerinin genelleştirilmesi olarak (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

dizileri tanımlanmıştır. Genelleştirmeler arasında önemli bir yere sahip olan bu diziler 

Fibonacci ve Lucas dizilerinin yanı sıra 𝑘𝑘-Fibonacci, 𝑘𝑘-Lucas, Jacobsthal, 𝑘𝑘-Jacobsthal, 

Jacobsthal-Lucas, 𝑘𝑘-Jacobsthal-Lucas, Pell, 𝑘𝑘-Pell, Pell-Lucas, 𝑘𝑘-Pell-Lucas gibi 

dizilerin de genelleştirilmesidir. Birçok araştırmacı tarafından (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin özellikleri ve uygulamaları büyük bir ilgiyle yıllardır 

çalışılmaktadır. 

2015 yılında Suvarnamani ve Tatong (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayıları olarak bilinen 

genelleştirilmiş Fibonacci dizisi üzerine çalışmışlar ve bu dizi için birçok eşitlik elde 

edilmiştir. Ayrıca bu eşitlikleri gösterirken 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısını veren Binet 

formülünü kullanmışlardır (Suvarnamani ve Tatong, 2015). Suvarnamani 2016 yılında 

sunduğu çalışmasında (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerini incelemiştir. Bu 

çalışmasında Binet formüllerini kullanarak (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin 

tek ve çift indisli terimlerinin birçok özelliğini elde etmiştir (Suvarnamani, 2016a). 

Diğer taraftan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayı dizisi olan genelleştirilmiş Lucas sayı dizisini 

incelemiştir. Ayrıca (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısının bazı özelliklerini göstermek için Binet 

formülünü kullanmış ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısının bazı genelleştirilmiş özelliklerini elde 

etmiştir (Suvarnamani, 2016b). Suvarnamani çalışmalarına devam ederek (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci sayısının bazı özelliklerini göstermek için matris temsillerini kullanmış ve 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısının bazı genelleştirilmiş özdeşliklerini elde etmiştir 

(Suvarnamani, 2017). Taşyurdu ise 2019 yılında bilinen birçok dizinin genel hali olarak 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzer dizileri tanımlanmıştır. Bu çalışmada dizilerinin üreteç 

fonksiyonlarını, Binet formüllerini, önemli eşitlikleri ve toplam formüllerini sunmuştur 

(Taşyurdu, 2019). Fibonacci ve Lucas sayıları için Fibonacci tipi ve Lucas tipi 

polinomların birçok genelleştirmesi sunulmuş ve uygulamaları verilmiştir. Birçok 

özelliği elde edilmiştir (Çağman, 2021a; 2021b; Taşyurdu, vd., 2016). 

Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin daha sonra farklı bir bakış açısıyla 

genelleştirmeleri sunulmuştur. Bu dizilerin rekürans bağıntıları ile tek ve çift indisli 

terimleri dikkate alınarak bi-periyodik Fibonacci tipli ve bi-periyodik Lucas tipli diziler 

olarak adlandırılan diziler tanımlanmış ve özellikleri incelenmiştir.  
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Koçer vd. 2009 yılında Fibonacci ve Lucas 𝑝𝑝-sayılarının 𝑚𝑚-genişlemesini 

tanımlamışlardır. Daha sonra, genelleştirilmiş Binet formüllerini kullanarak Fibonacci 

ve Lucas 𝑝𝑝-sayılarının 𝑚𝑚-genişlemesi için sürekli fonksiyonlar elde etmişlerdir. Ayrıca, 

klasik altın ortalamanın, altın 𝑝𝑝-oranlarının ve altın 𝑚𝑚-oranlarının geniş bir 

genelleştirmesi olan altın (𝑝𝑝, 𝑚𝑚)-oranlar adlı yeni bir matematiksel sabit sınıfını 

tanımlamışlardır (Koçer vd., 2009). 

Edson ve Yayenie 2009 yılında Fibonacci dizisinin rekürans bağıntısını tek ve çift 

indisli terimleri için ayrı ayrı kullanmış ve bi-periyodik Fibonacci dizileri olarak 

adlandırılan Fibonacci dizisinin yeni bir genelleştirmesini sunmuşlardır. Ayrıca bu 

dizinin 𝑛𝑛-inci için Binet formülünü ve Cassini, Catalan, d'Ocagne gibi bilinen eşitlikler 

sunulmuştur (Edson ve Yayenie, 2009). Yayenie ise 2011 sunduğu çalışması ile bi-

periyodik Fibonacci dizilerinin birçok yeni özelliğini vermiştir (Yayenie, 2011). Bu 

çalışmalar birçok yazar için ilham kaynağı olmuştur. Bilgici Lucas dizisinin tek ve çift 

indisli terimleri dikkate alarak bi-periyodik Lucas dizileri olarak adlandırılan Lucas 

dizisinin genelleştirmesini tanımlanmıştır.  Bu dizi ile bi-periyodik Fibonacci dizileri 

arasındaki bazı ilişkileri vermiştir Ayrıca, Yayenie'nin 2011 yılında bi-periyodik 

Fibonacci dizileri için elde ettiği özellikleri bi-periyodik Lucas dizileri için sunmuştur 

(Bilgici, 2014).  

Uygun ve Owusu 2016 yılında Edson ve Yayenie’nin 2009 da tanımladığı bi-periyodik 

Fibonacci dizisi ve Bilgici’nin 2014 de tanımladığı bi-periyodik Lucas dizisine benzer 

olarak Jacobsthal sayılarının tek ve çift durumları için bi-periyodik Jacobsthal-Lucas 

dizileri olarak adlandırılan Jacobsthal-Lucas sayılarının yeni bir genelleştirmesini 

tanımlamışlardır. Bu dizinin Binet ve üreteç fonksiyonunu ile iyi bilinen Cassini, 

Catalan ve d'Ocagne'ın eşitliklerini ve bazı binom toplama formülleri vermişlerdir. Bu 

dizinin ardışık terimlerinin yakınsaklık özellikleri de incelemişlerdir (Uygun ve Owusu, 

2016). 2019 yılında Uygun ve Owusu çalışmalarına devam ederek, Jacobsthal-Lucas 

sayılarının yeni bir genelleştirmesini bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizisi olarak 

sunmuşlardır. Bu dizinin de genel formülünü ve üreteç fonksiyonunu vermişlerdir. 

Ayrıca dizinin ardışık terimlerinin yakınsama özelliği incelendikten sonra iyi bilinen 

Cassini, Catalan ve d'Ocagne eşitlikleri ile ilgili bazı toplama formülleri de vermişlerdir 

(Uygun and Owusu, 2019).  
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Yazlık vd., ise Fibonacci ve Lucas 𝑝𝑝-sayılarının yeni bir genelleştirmesini 

tanımlamışlardır. Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 𝑝𝑝-dizisi için ağaç diyagramlarını 

ve Binet formüllerini elde etmişler. Ayrıca bu diyagramları kullanarak bu diziler için 

rekürans bağıntıları vermişlerdir (Yazlık vd., 2018).  

Uygun ve Karataş 2019 yılında sundukları çalışmalarında bi-periyodik Pell-Lucas 

dizileri olarak adlandırılan Pell-Lucas dizilerinin yeni bir genelleştirmesini 

tanımlamışlardır. Bu dizinin ardışık terimleri arasındaki ilişki ile sayı dizileri için iyi 

bilinen birçok özelliği, Binet formülünü ve üreteç fonksiyonunu sunmuşlardır (Uygun 

and Karataş, 2019). Daha sonra aynı yazarlar 2020 yılında benzer düşünce ile Pell 

dizisinin rekürans bağıntısı dikkate alarak bi-periyodik Pell dizileri olarak adlandırılan 

Pell sayılarının yeni bir genelleştirmesini tanımlamışlardır. Bu dizi için de Binet 

formülünü, üreteç fonksiyonunu ve iyi bilinen Cassini, Catalan ve d'Ocagne gibi 

eşitliklerin yanı sıra toplam formülleri verilmiştir. Ayrıca bu dizinin ardışık terimlerinin 

yakınsaklık özellikleri de incelenmişlerdir (Uygun and Karataş, 2020). Diğer taraftan 

Tan 2017 ylında bi-periyodik Fibonacci ve bi-periyodik Lucas dizileri için bilinen 

sonuçları genelleştirerek bi-periyodik Horadam dizilerinin bazı temel özelliklerini 

vermiştir. Ayrıca, iki mertebeden Lucas dizileri için bazı yeni özdeşlikler elde etmiştir 

(Tan, 2017). 2020 yılında ise Tan ve Leung bi-periyodik Horadam dizilerinin birçok 

özelliğini elde etmişlerdir (Tan ve Leung, 2020).  

Fibonacci ve Lucas dizileri ile genelleştirmeleri farklı yorumlarla da sunulmuştur. 

Sonsuz bir geometrik düzlemin birbirine uyumlu düzlem figürleriyle kaplanması olan 

döşeme ve kombinatoryal yorumları ile Fibonacci sayıları ve Fibonacci tipli sayıların 

özellikleri incelenmiştir (Holden, 1975; Brigham vd., 1996-97, Benjamin ve Quinn, 

2003; Taşyurdu ve Cengiz, 2022).  

Sunulan bu tezde (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları 

kullanılarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik Lucas 

tipi dizileri genelleştiren bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

dizileri tanımlanmıştır. Bu dizilerin ardışık terimlerinin yakınsaklık ve birçok önemli 

özelliklerini içeren sonuçlar elde edilmiştir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022a; 2023). 

Ayrıca (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin özellikleri incelenmiştir.  
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(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerine bir döşeme yaklaşımı sunulmuştur. Bu 

döşeme yorumlarıyla toplam formülleri verilmiştir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022b; 

2022c). Bu amaçla kuramsal temeller adını alan ikinci bölümde temel kavramlar 

verilmiştir. 

Çalışmamız üçüncü bölümünde ilk olarak Fibonacci ve Lucas dizilerinin 

genelleştirmeleri olan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri sunulmuştur. Bu 

dizilerin rekürans bağıntıları göz önüne alınarak Binet formülleri, üreteç fonksiyonları 

ve özellikleri verilmiştir. Rekürans diziler için döşeme yorumlar sunulmuştur. Daha 

sonra Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, Pell, Pell-Lucas dizilerinin 

rekürans bağıtıları kullanılarak tanımlanan bi-periyodik Fibonacci, bi-periyodik Lucas, 

bi-periyodik Jacobsthal, bi-periyodik Jacobsthal-Lucas, bi-periyodik Pell, bi-periyodik 

Pell-Lucas dizileri sunulmuştur. Bu dizilerin Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, 

toplam formülleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne eşitlikleri gibi özel eşitlikler 

sunulmuştur.  

Tezin dördüncü bölümünde ilk olarak Fibonacci, 𝑘𝑘-Fibonacci, Lucas, 𝑘𝑘-Lucas, 

Jacobsthal, 𝑘𝑘-Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, 𝑘𝑘-Jacobsthal-Lucas, Pell, 𝑘𝑘-Pell, Pell-

Lucas, 𝑘𝑘-Pell-Lucas dizileri ile bi-periyodik Fibonacci, bi-periyodik 𝑘𝑘-Fibonacci, bi-

periyodik Lucas, bi-periyodik 𝑘𝑘-Lucas, bi-periyodik Jacobsthal, bi-periyodik 𝑘𝑘-

Jacobsthal, bi-periyodik Jacobsthal-Lucas, bi-periyodik 𝑘𝑘-Jacobsthal-Lucas, bi-

periyodik Pell, bi-periyodik 𝑘𝑘-Pell, bi-periyodik Pell-Lucas, bi-periyodik 𝑘𝑘-Pell-Lucas 

dizilerini genelleştiren bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

tanımlanmış ve detaylı bir şekilde özellikleri incelenmiştir.  Bu dizilerin 𝑛𝑛-inci terimin 

elde edilmesini sağlayan genel formüller elde edilmiştir. Ayrıca üreteç fonksiyonları 

verilmiş ve ardışık terimlerinin yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Daha sonra (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerine döşeme yaklaşımı ile sunulmuştur. Kareler için 𝑝𝑝 

tane farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 tane farklı renk olmak üzere renklendirilmiş 1 × 1 

kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 dominolar kullanılarak 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 

bir 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşemen yollarının sayısı ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı dairesel bir 

1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşemen yollarının sayısı olarak yorumlanmıştır. Bu yorumla 

kullanılarak bu sayılar için bazı temel özdeşlikler ve toplam formülleri döşeme 

yorumlarıyla verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Matematikte birçok dizi türü bulunmaktadır. Bu bölümde çalışmamız için temel teşkil 

eden kavramlar ve diziler hakkında genel bilgiler verilmiştir. 

2.1. Genel Kavramlar 

Tanım 2.1: Tanım kümesi pozitif tam sayılar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadıoğlu 

ve Kamali, 2003). 

Bir dizinin başlangıcındaki birkaç terimi hariç, her bir teriminin kendisinden önceki 

terimler yardımıyla elde edildiği rekürans dizileri literatürde ilgiyle çalışılmaktadır. 

Tanım 2.2: Her 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 için 𝑘𝑘0 ≠ 0 olacak şekilde 𝑘𝑘𝑖𝑖 (0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟 − 1) katsayıları için   

𝑟𝑟-inci mertebeden homojen lineer rekürans dizisi, {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

                             𝑠𝑠𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝑟𝑟−1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + 𝑘𝑘𝑟𝑟−2𝑠𝑠𝑛𝑛−2 + ⋯ + 𝑘𝑘1𝑠𝑠𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝑘𝑘0𝑠𝑠𝑛𝑛−𝑟𝑟                      (2.1) 

eşitliği ile tanımlanır. (2.1) eşitliğine ise 𝑟𝑟-inci mertebeden homojen lineer rekürans 

bağıntı denir. {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin ilk 𝑟𝑟 terimini olan 𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑟𝑟−1 sayılarına da dizisinin 

başlangıç değerleri denir (Everest vd., 2003). 

(2.1) rekürans bağıntısında  𝑠𝑠𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 yineleme bağıntısı kullanılarak 𝑟𝑟-inci mertebeden 

homojen lineer rekürans dizisinin karakteristik polinomu ve denklemi elde edilir. 

Tanım 2.3: (2.1) rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin karakteristik 

polinomu 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑟𝑟−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 − 𝑘𝑘𝑟𝑟−2𝑥𝑥𝑛𝑛−2 − ⋯ − 𝑘𝑘1𝑥𝑥 − 𝑘𝑘0 

şeklinde tanımlanır (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.4: (2.1) rekürans bağıntısı ile tanımlanan {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin karakteristik 

denklemi 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑘𝑘𝑟𝑟−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 − 𝑘𝑘𝑟𝑟−2𝑥𝑥𝑛𝑛−2 − ⋯ − 𝑘𝑘1𝑥𝑥 − 𝑘𝑘0 = 0 olarak tanımlanır 

(Everest vd., 2003). 
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Tanım 2.5: 𝑝𝑝(𝑥𝑥) polinomunun kökleri 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, … , 𝛼𝛼𝑟𝑟 ∈ ℂ olmak üzere ∀  𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ∈

{1, 2, … , 𝑟𝑟} için 𝛼𝛼𝑖𝑖 ≠ 𝛼𝛼𝑗𝑗 ise, 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1𝛼𝛼1
𝑛𝑛 + 𝐴𝐴2𝛼𝛼2

𝑛𝑛 + ⋯ + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝛼𝛼𝑟𝑟
𝑛𝑛 olacak şekilde 

𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑟𝑟 sabitleri vardır. Bu eşitlik başlangıç değerleri için yerine yazılıp elde 

edilen denklem sisteminden 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑟𝑟 bilinmeyenleri bulunur. Böylece elde edilen 

karakteristik polinomunun kökleri ve 𝑎𝑎𝑛𝑛 arasındaki eşitliğe rekürans bağıntının çözümü 

denir (Everest vd., 2003).  

Tanım 2.6: Bir {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin terimleri kullanılarak tanımlanan 

𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠0𝑥𝑥0 + 𝑠𝑠1𝑥𝑥1 + 𝑠𝑠2𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠3𝑥𝑥3 + ⋯ = � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=0

 

serisine {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.7:  𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonu 𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

�  olarak tanımlanır, yani  

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = �0,         𝑛𝑛 çift ise
1, 𝑛𝑛 tek ise 

dir.  

Tanım 2.2 de özel olarak 𝑟𝑟 = 2 alınırsa 𝑠𝑠0 ve 𝑠𝑠1 başlangıç değerleri için  

                                                     𝑠𝑠𝑛𝑛 = 𝑘𝑘1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + 𝑘𝑘0𝑠𝑠𝑛𝑛−2                                                 (2.2) 

bağıntısı ile {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 ikinci mertebeden lineer rekürans dizisi tanımlanır. Şimdi bu 

dizinin özel durumu olan ve literatürde en çok ilgi gören Fibonacci ve Lucas dizileri ve 

özellikleri sunulacaktır.   

2.2. Fibonacci ve Lucas Dizileri 

19. yüzyıl sayı teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nın Liber Abaci adlı 

eserinde gördüğü bir problemdeki {0,1,1,2,3,5,8, … } dizisine Fibonacci dizisi, bu 

dizinin terimlerine ise Fibonacci sayıları ismini vermiştir.  

Özel olarak 𝑠𝑠0 = 0 ve 𝑠𝑠1 = 1 başlangıç değerleri için (2.2) rekürans bağıntısında 𝑘𝑘0 =

𝑘𝑘1 = 1 alınarak Fibonacci dizisi tanımlanabilir.  
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Tanım 2.8: 𝐹𝐹0 = 0,  𝐹𝐹1 = 1 başlangıç değerleriyle 𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısı, 𝐹𝐹𝑛𝑛 

                                                    𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−2,    𝑛𝑛 ≥ 2                                                 (2.3) 

rekürans bağıntıları ile tanımlanır. Bu sayıların oluşturduğu diziye Fibonacci dizisi denir 

ve {𝐹𝐹𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 ile gösterilir (Horadam, 1961). 

Fibonacci dizisi (2.3) rekürans bağıntısı kullanılarak elde edilebileceği gibi genel 

formül olarak bilinen Binet formülü kullanılarak da elde edilir. Binet formülü ile dizinin 

herhangi bir terimi, kendisinden önceki tüm terimlerin bilinmesine gerek kalmadan 

kolay bir şekilde bulunabilir. Bir dizinin 𝑛𝑛-inci terimini elde etmek için rekürans 

bağıntısı kullanılırsa kendisinden önce ilk 𝑛𝑛 − 1 terimin bilinmesi gerekmektedir. 

Ancak bunun yerine Binet formülü kullanılırsa bu hesaplamaya ihtiyaç 

duyulmamaktadır. Bu formülü elde etmek, dizinin rekürans bağıntısını çözmeye 

dayanmaktadır. (2.3) rekürans bağıntısında 𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝑟𝑟𝑛𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi  

𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−2 ⟹ 𝑟𝑟𝑛𝑛+2 = 𝑟𝑟𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟𝑛𝑛 

olur. Özel olarak 𝑛𝑛 = 2 için 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟 − 1 = 0 elde edilir. Bu karakteristik denklemin 

kökleri 𝛼𝛼1 ve 𝛼𝛼2 olarak alınırsa 

𝛼𝛼1 = 1+√5
2

    ve    𝛼𝛼2 = 1−√5
2

 

olarak bulunur. Ayrıca bu kökler arasında 

𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 = 1 

        𝛼𝛼1𝛼𝛼2 = −1 

  𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2 = √5 

eşitlikleri vardır. Buradan Fibonacci dizisinin 𝑛𝑛-inci terimi için Binet formülü aşağıdaki 

teorem ile verilir.  
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Teorem 2.9: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟 − 1 = 0 denkleminin kökleri, 𝛼𝛼1 = 1+√5
2

 ve 𝛼𝛼2 = 1−√5
2

 

olmak üzere 𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısı için Binet formülü 

𝐹𝐹𝑛𝑛 =
𝛼𝛼1

𝑛𝑛 − 𝛼𝛼2
𝑛𝑛

𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2
 

şeklindedir (Horadam, 1961). 

İspat: Tanım 2.5 ten 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛𝑛 ≥ 0 tam sayısı için         

𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısının genel formu       

                                                     𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1𝛼𝛼1
𝑛𝑛 + 𝐴𝐴2𝛼𝛼2

𝑛𝑛                                                 (2.4) 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛𝑛 = 0,1 için  

𝐹𝐹0 = 0 = 𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴2           

𝐹𝐹1 = 1 = 𝐴𝐴1𝛼𝛼1 + 𝐴𝐴2𝛼𝛼2 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴𝐴1 = 1
𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

     ve   𝐴𝐴2 = − 1
𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴𝐴1 ve 𝐴𝐴2 değerleri (2.4) eşitliğinde yerine yazılırsa 𝑛𝑛-inci 

Fibonacci sayısı için Binet formülü 

𝐹𝐹𝑛𝑛 =
𝛼𝛼1

𝑛𝑛 − 𝛼𝛼2
𝑛𝑛

𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2
 

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Şimdi Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu verilecektir. 𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑛𝑛 

olmak üzere {𝐹𝐹𝑛𝑛}n≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu  

                                                           𝐺𝐺(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                          (2.5) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 



11 
 

Teorem 2.10: Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu   

𝐺𝐺(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 

şeklindedir (Carlitz, 1962). 

İspat: (2.5) eşitliğinden Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu   

𝐺𝐺(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐹𝐹0𝑥𝑥0 + 𝐹𝐹1𝑥𝑥1 + 𝐹𝐹2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯
∞

𝑛𝑛=0

 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑥𝑥 ve −𝑥𝑥2 ile çarpılırsa 

−𝑥𝑥𝐺𝐺(𝑥𝑥) = −𝐹𝐹0𝑥𝑥1 − 𝐹𝐹1𝑥𝑥2 − 𝐹𝐹2𝑥𝑥3 − ⋯ − 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − ⋯ 

−𝑥𝑥2𝐺𝐺(𝑥𝑥) = −𝐹𝐹0𝑥𝑥2 − 𝐹𝐹1𝑥𝑥3 − 𝐹𝐹2𝑥𝑥4 − ⋯ − 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+2 − ⋯ 

elde edilir. Buradan Tanım 2.8 den 𝐹𝐹0 = 0,  𝐹𝐹1 = 1 başlangıç değerleri ile                  

𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−2  rekürans bağıntısı kullanılırsa 

(1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹0𝑥𝑥0 + 𝐹𝐹1𝑥𝑥1 − 𝐹𝐹0𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥  

olup Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu 

                                        𝐺𝐺(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2                                                 

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Fibonacci dizisine benzer olarak 𝑠𝑠0 = 2 ve 𝑠𝑠1 = 1 başlangıç değerleri için (2.2) 

rekürans bağıntısında 𝑘𝑘0 = 𝑘𝑘1 = 1 alınarak Lucas dizisi tanımlanabilir. 

Tanım 2.11: 𝐿𝐿0 = 2,  𝐿𝐿1 = 1 başlangıç değerleriyle 𝑛𝑛-inci Lucas sayısı, 𝐿𝐿𝑛𝑛 

                                                    𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝐿𝐿𝑛𝑛−1 + 𝐿𝐿𝑛𝑛−2,    𝑛𝑛 ≥ 2                                                 (2.6) 

rekürans bağıntıları ile tanımlanır. Bu sayııların oluşturduğu diziye Lucas dizisi denir ve 

{𝐿𝐿𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 ile gösterilir  (Horadam, 1961).  
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Şimdi 𝑛𝑛-inci Lucas sayısı için Binet formülü verilecektir. Fibonacci dizisinin rekürans 

bağıntısı Lucas dizisinin rekürans bağıntısıyla aynı olup 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟 − 1 =  0 karakteristik 

denklemine sahiptir. Dolayısıyla bu karakteristik denklemin kökleri de   

𝛼𝛼1 = 1+√5
2

     ve   𝛼𝛼2 = 1−√5
2

 

şeklindedir. 

Teorem 2.12: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟 − 1 = 0 denkleminin kökleri, 𝛼𝛼1 = 1+√5
2

 ve 𝛼𝛼2 = 1−√5
2

  

olmak üzere 𝑛𝑛-inci Lucas sayısı için Binet formülü 

𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝛼𝛼1
𝑛𝑛 + 𝛼𝛼2

𝑛𝑛 

şeklindedir (Horadam, 1961). 

İspat: Tanım 2.5 ten 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛𝑛 ≥ 0 tam sayısı için        

𝑛𝑛-inci Lucas sayısının genel formu       

                                                     𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1𝛼𝛼1
𝑛𝑛 + 𝐴𝐴2𝛼𝛼2

𝑛𝑛                                                  (2.7) 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛𝑛 = 0,1 için  

𝐿𝐿0 = 2 = 𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴2           

𝐿𝐿1 = 1 = 𝐴𝐴1𝛼𝛼1 + 𝐴𝐴2𝛼𝛼2 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴𝐴1 = 1−2𝛼𝛼2
𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

     ve   𝐴𝐴2 = 2𝛼𝛼1−1
𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴𝐴1 ve 𝐴𝐴2 değerleri (2.7) eşitliğinde yerine yazılırsa 𝑛𝑛-inci 

Lucas sayısı için Binet formülü 

𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝛼𝛼1
𝑛𝑛 + 𝛼𝛼2

𝑛𝑛 

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Şimdi Lucas dizisi için üreteç fonksiyonu verilecektir. 𝑛𝑛-inci Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑛𝑛 olmak 

üzere {𝐿𝐿𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu  

                                                           𝑆𝑆(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                          (2.8) 

olsun. Buradan Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonuna benzer çözümle Lucas dizisinin 

üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.13: Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu   

𝑆𝑆(𝑥𝑥) =
2 − 𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 

şeklindedir (Carlitz, 1962). 

İspat: (2.8) eşitliğinden Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu   

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐿𝐿0𝑥𝑥0 + 𝐿𝐿1𝑥𝑥1 + 𝐿𝐿2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯
∞

𝑛𝑛=0

 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑥𝑥 ve −𝑥𝑥2 ile çarpılırsa 

−𝑥𝑥𝑆𝑆(𝑥𝑥) = −𝐿𝐿0𝑥𝑥1 − 𝐿𝐿1𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿2𝑥𝑥3 − ⋯ − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − ⋯ 

−𝑥𝑥2𝑆𝑆(𝑥𝑥) = −𝐿𝐿0𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿1𝑥𝑥3 − 𝐿𝐿2𝑥𝑥4 − ⋯ − 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+2 − ⋯ 

elde edilir. Buradan Tanım 2.11 den 𝐿𝐿0 = 2,  𝐿𝐿1 = 1 başlangıç değerleri ile                  

𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝐿𝐿𝑛𝑛−1 + 𝐿𝐿𝑛𝑛−2  rekürans bağıntısı kullanılırsa 

(1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿0𝑥𝑥0 + 𝐿𝐿1𝑥𝑥1 − 𝐿𝐿0𝑥𝑥1 = 2 − 𝑥𝑥  

olup Lucas dizisi için üreteç fonksiyonu 

 𝑆𝑆(𝑥𝑥) =
2 − 𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Fibonacci ve Lucas dizileri gibi bilimin hemen hemen her alanında hem teorik hem de 

uygulamalı olarak çok geniş alanda çalışılan 𝑘𝑘-Fibonacci �𝐹𝐹𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0, 𝑘𝑘-Lucas �𝐿𝐿𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0, 

Jacobsthal {𝐽𝐽𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0, 𝑘𝑘-Jacobsthal �𝐽𝐽𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0, Jacobsthal-Lucas {𝑗𝑗𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0, 𝑘𝑘-Jacobsthal-

Lucas �𝑗𝑗𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0, Pell {𝑃𝑃𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0, 𝑘𝑘-Pell �𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0, Pell-Lucas {𝑄𝑄𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0, 𝑘𝑘-Pell-Lucas 

�𝑄𝑄𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0 dizileri Tanım 2.2 nin özel durumları olarak aşağıdaki gibi tanımlanır. 𝑠𝑠0 ve 

𝑠𝑠1 başlangıç değerleri için (2.2) rekürans bağıntısı ile verilen ikinci mertebeden {𝑠𝑠𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

rekürans dizisinde   

i. 𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘, 𝑘𝑘0 = 1 için 𝐹𝐹𝑘𝑘,0 = 0, 𝐹𝐹𝑘𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Fibonacci 

dizisi 𝐹𝐹𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝐹𝐹𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

ii. 𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘, 𝑘𝑘0 = 1 için 𝐿𝐿𝑘𝑘,0 = 2, 𝐿𝐿𝑘𝑘,1 = 𝑘𝑘 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Lucas 

𝐿𝐿𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝐿𝐿𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 𝐿𝐿𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

iii. 𝑘𝑘1 = 1, 𝑘𝑘0 = 2 için 𝐽𝐽0 = 0, 𝐽𝐽1 = 1 başlangıç değerleri ile Jacobsthal dizisi 

𝐽𝐽𝑛𝑛 = 𝐽𝐽𝑛𝑛−1 + 2𝐽𝐽𝑛𝑛−2  

iv. 𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘, 𝑘𝑘0 = 2 için 𝐽𝐽𝑘𝑘,0 = 0, 𝐽𝐽𝑘𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Jacobsthal 

dizisi 𝐽𝐽𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝐽𝐽𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 2𝐽𝐽𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

v. 𝑘𝑘1 = 1, 𝑘𝑘0 = 2 için 𝑗𝑗0 = 2, 𝑗𝑗1 = 1 başlangıç değerleri ile Jacobsthal-Lucas 

dizisi 𝑗𝑗𝑛𝑛 = 𝑗𝑗𝑛𝑛−1 + 2𝑗𝑗𝑛𝑛−2  

vi. 𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘, 𝑘𝑘0 = 2 için 𝑗𝑗0 = 2, 𝑗𝑗1 = 𝑘𝑘 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Jacobsthal-

Lucas dizisi 𝑗𝑗𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝑗𝑗𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 2𝑗𝑗𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

vii. 𝑘𝑘1 = 2, 𝑘𝑘0 = 1 için 𝑃𝑃0 = 0, 𝑃𝑃1 = 1 başlangıç değerleri ile Pell dizisi       

𝑃𝑃𝑛𝑛 = 2𝑃𝑃𝑛𝑛−1 + 𝑃𝑃𝑛𝑛−2  

viii. 𝑘𝑘1 = 2, 𝑘𝑘0 = 𝑘𝑘 için 𝑃𝑃𝑘𝑘,0 = 0, 𝑃𝑃𝑘𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Pell dizisi 

𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 2𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 𝑘𝑘𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

ix. 𝑘𝑘1 = 2, 𝑘𝑘0 = 1 için 𝑄𝑄0 = 2, 𝑄𝑄1 = 2 başlangıç değerleri ile Pell-Lucas dizisi 

𝑄𝑄𝑛𝑛 = 2𝑄𝑄𝑛𝑛−1 + 𝑄𝑄𝑛𝑛−2  

x. 𝑘𝑘1 = 2, 𝑘𝑘0 = 𝑘𝑘 için 𝑄𝑄𝑘𝑘,0 = 2, 𝑄𝑄𝑘𝑘,1 = 2 başlangıç değerleri ile 𝑘𝑘-Pell-Lucas 

dizisi 𝑄𝑄𝑘𝑘,𝑛𝑛 = 2𝑄𝑄𝑘𝑘,𝑛𝑛−1 + 𝑘𝑘𝑄𝑄𝑘𝑘,𝑛𝑛−2  

rekürans bağıntıları ile tanımlanır.  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde literatürde yer alan, birçok araştırmacının çalışma konusu olmuş, uygulama 

alanları geniş olan ve çalışmamız için temel teşkil eden ikinci mertebeden lineer 

rekürans bağıntılarla tanımlanan, Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin genelleştirilmiş 

hali olan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri ile sayı dizileri ile ilişkili bi-periyodik 

dizilerinin tanımları ve özellikleri sunulmuştur. Bu diziler için üreteç fonksiyonları, 

genel formüller olarak bilinen ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ile 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısını 

elde etmek için kullanılan Binet formülleri ile Cassini eşitliği, Catalan eşitliği ve Vajda 

eşitliği gibi önemli eşitlikleri sunulmuştur. 

3.1. (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci ve (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Lucas Dizileri 

Tanım 3.1: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 olacak şekilde 𝑝𝑝 ve 𝑞𝑞 tam sayıları için 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 0  ve  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 1 

başlangıç değerleri ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisi �𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 2 ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 

başlangıç değerleri ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizisi �𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 sırasıyla 

                                         𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2                                                 (3.1) 

                                         𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2                                                 (3.2) 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır (Horadam, 1961). 

Tanım 3.1 kullanılarak (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisi 

�𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

= {0,1, 𝑝𝑝, 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞, 𝑝𝑝3 + 2𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑝𝑝4 + 3𝑝𝑝2𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2, … } 

ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucs dizisi 

�𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

= {2, 𝑝𝑝, 𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞, 𝑝𝑝3 + 3𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑝𝑝4 + 4𝑝𝑝2𝑞𝑞 + 2𝑞𝑞2, … } 

şeklinde elde edilir. 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin terimleri (3.1) ve (3.2) rekürans bağıntıları 

kullanılarak elde edilebileceği gibi genel formül olarak bilinen Binet formülü 

kullanılarak da elde edilir.  
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Bilindiği gibi Binet formülü ile dizinin herhangi bir terimi, kendisinden önceki tüm 

terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir şekilde bulunabilir. Bu formülü elde 

etmek dizinin rekürans bağıntısını çözmeye dayanmaktadır.  

Şimdi (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri için Binet formülleri verilecektir. (3.1) 

ve (3.2) rekürans bağıntılarında 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑠𝑠𝑛𝑛  ve  𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑡𝑡𝑛𝑛 yineleme bağıntısı 

kullanılırsa 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 ⟹ 𝑠𝑠𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑛𝑛−2 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 ⟹ 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑡𝑡𝑛𝑛−2 

elde edilir. Burada özel olarak  𝑛𝑛 = 2 alınırsa (3.1) ve (3.2) rekürans bağıntılarının 

karakteristik denklemi aynı olup  

𝑟𝑟2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 0 

şeklindedir. Bu denklemin kökleri 𝑟𝑟1 = 𝑝𝑝+�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

  ve  𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝−�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

 şeklindedir. Ayrıca 

bu kökler arasında 

𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝                 

𝑟𝑟1𝑟𝑟2 = −𝑞𝑞        

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2 = �𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞 

eşitlikleri sağlanmaktadır.  

Teorem 3.2: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝑟𝑟2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 0 denkleminin kökleri, 𝑟𝑟1 = 𝑝𝑝+�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

  ve        

𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝−�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

  olmak üzere (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri için Binet 

formülleri sırasıyla 

                                                           𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 =
𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
                                                             (3.3) 

                                                          𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟1
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛                                                              (3.4) 

şeklindedir (Horadam, 1961). 
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İspat: Tanım 2.5 ten 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2  sabit katsayılar ve her 𝑛𝑛 ≥ 0 tam sayısı için (3.1) rekürans 

bağıntısının karakteristik denkleminin kökleri 𝑟𝑟1 = 𝑝𝑝+�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

  ve  𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝−�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

  dir. 

Buradan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin 𝑛𝑛-inci teriminin genel formu 

  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1𝑟𝑟1
𝑛𝑛 + 𝐴𝐴2𝑟𝑟2

𝑛𝑛            

şeklindedir. Özel olarak 𝑛𝑛 = 0,1 için  

    𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 0 = 𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴2             

                                                  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 1 = 𝐴𝐴1𝑟𝑟1 + 𝐴𝐴2𝑟𝑟2         

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴𝐴1 = 1
𝑟𝑟1−𝑟𝑟2

   ve  𝐴𝐴2 = −1
𝑟𝑟1−𝑟𝑟2

 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴𝐴1 ve 𝐴𝐴2 değerleri 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝐴𝐴1𝑟𝑟1
𝑛𝑛 + 𝐴𝐴2𝑟𝑟2

𝑛𝑛 

eşitliğinde yerine yazılırsa (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisi için Binet formülü 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 =
𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

şeklinde elde edilir.  Benzer düşünce ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizisinin Binet formülü (3.2) 

rekürans bağıntısı kullanılarak elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Şimdi Fibonacci ve Lucas dizileri için üreteç fonksiyonları verilecektir. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere �𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 ve 

�𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 dizilerinin üreteç fonksiyonları sırasıyla 

                                                       𝐾𝐾(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                          (3.5) 

                                                      𝐻𝐻(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                          (3.6) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 
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Teorem 3.3: �𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 dizisi için üreteç fonksiyonu 𝐾𝐾(𝑥𝑥) ve �𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 dizisi için 

üreteç fonksiyonu 𝐻𝐻(𝑥𝑥) olmak üzere 

𝐾𝐾(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥

1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2 

  𝐻𝐻(𝑥𝑥) =
2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝

1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2   

şeklindedir  (Haukkanen, 2002). 

İspat: (3.5) eşitliğinden (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu   

𝐾𝐾(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑥𝑥0 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1𝑥𝑥1 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯
∞

𝑛𝑛=0

 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑝𝑝𝑝𝑝 ve −𝑞𝑞𝑥𝑥2 ile çarpılırsa 

−𝑝𝑝𝑝𝑝𝐾𝐾(𝑥𝑥) = −𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑥𝑥1 − 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑥𝑥3 − ⋯ − 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − ⋯ 

−𝑞𝑞𝑥𝑥2𝐾𝐾(𝑥𝑥) = −𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑥𝑥2 − 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1𝑥𝑥3 − 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑥𝑥4 − ⋯ − 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+2 − ⋯ 

elde edilir. Buradan Tanım 3.1 den 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 0 ve 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 1 başlangıç değerleri ile                  

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 rekürans bağıntısı kullanılırsa 

(1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2)𝐾𝐾(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑥𝑥0 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1𝑥𝑥1 − 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥  

olup Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu 

                                        𝐾𝐾(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥

1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2                                                 

şeklinde elde edilir.  Benzer olarak (3.6) eşitliği ve Tanım 3.1 den 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 2 ve 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 başlangıç değerleri ile 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 rekürans bağıntısı 

kullanılarak (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri için üreteç fonksiyonu 

  𝐻𝐻(𝑥𝑥) =
2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝

1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2       

şeklinde elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.   
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3.1.1. (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci ve (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Lucas dizilerinin özellikleri 

Bu bölümde  (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin ardışık terimleri arasındaki 

oran ile Cassini eşitliği, Catalan eşitliği ve Vajda eşitliği gibi önemli eşitlikleri 

sunulmuştur. Ayrıca tek ve çift indisli (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayılarının bazı 

özellikleri eşitliklerle sunulmuştur.  

Teorem 3.4: 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

olmak üzere  

i. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1
= 𝑟𝑟1  

ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1
= 𝑟𝑟1 

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a). 

İspat: 

i. �𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

� < 1 olmak üzere 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑛𝑛→∞

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2

 

                        = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛

𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1 

                        =  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1 − �𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

�
𝑛𝑛

1
𝑟𝑟1

− �𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

�
𝑛𝑛

� 1
𝑟𝑟2

�
 

                        =
1

� 1
𝑟𝑟1

�
 

                        = 𝑟𝑟1 
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ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

�𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

�
𝑛𝑛

= 0 olmak üzere 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑛𝑛→∞

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛

𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1 

                        = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 �1 + �𝑟𝑟2

𝑟𝑟1
�

𝑛𝑛
�

𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 �1 + �𝑟𝑟2

𝑟𝑟1
�

𝑛𝑛−1
�
 

                       = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑟𝑟1 �1 + �𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

�
𝑛𝑛

�

�1 + �𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

�
𝑛𝑛−1

�
 

                        = 𝑟𝑟1 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.5 (Cassini Eşitlikleri):  𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

                                   𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1                                             (3.7) 

                                   𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−1(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)                              (3.8) 

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a). 

İspat: İspat için (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri 

kullanılabilir. 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olmak üzere (3.3) eşitliği kullanılarak (3.7) 

eşitliği 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� − �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
�

2
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                                          =
(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝑟𝑟2
𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2 −
(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

=
−𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝑟𝑟2
𝑛𝑛+1 + 2𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2     

=
𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1(−1)(𝑟𝑟1

2 − 𝑟𝑟1𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟2
2)

(𝑟𝑟𝑙𝑙 − 𝑟𝑟2)2           

=
(−1)𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2

(𝑟𝑟𝑙𝑙 − 𝑟𝑟2)2                             

= (−1)𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1                                             

elde edilir. Benzer olarak (3.4) eşitliği kullanılarak (3.8) eşitliği 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = (𝑟𝑟1

𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛+1)(𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1) − (𝑟𝑟1

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2 

                                             = (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1) − (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+2𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛) 

                                             = 𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1+𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1 − 2𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛 

                                            = 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1(𝑟𝑟1
2𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛) 

                                            = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−1(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2 

                                           = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−1(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞) 

olup istenilen elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 3.6 (Catalan Eşitlikleri):  𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 pozitif tam sayı ve 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 olsun. 𝑛𝑛-inci 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

                                  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 = (−1)𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2                           (3.9) 

                                  𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2 = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)                        (3.10) 

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a). 
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İspat: İspat için (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri 

kullanılabilir. 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 için (3.3) eşitliği kullanılarak 

(3.9) eşitliği 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 = �

𝑟𝑟1
𝑚𝑚 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
�

2

−  �
𝑟𝑟1

𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑚𝑚−𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� 

                                =
(𝑟𝑟1

2𝑚𝑚 − 2𝑟𝑟1
𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑚𝑚 + 𝑟𝑟2
2𝑚𝑚)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2 −
(𝑟𝑟1

2𝑚𝑚 + 𝑟𝑟2
2𝑚𝑚 − 𝑟𝑟1

𝑚𝑚+𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1

𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑚𝑚+𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                               =
−𝑟𝑟1

𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                               =
 (−1)𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                                = (−1)𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2  

elde edilir. Benzer olarak (3.4) eşitliği kullanılarak (3.10) eşitliği  

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = (𝑟𝑟1

𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑚𝑚−𝑛𝑛)(𝑟𝑟1

𝑚𝑚+𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑚𝑚+𝑛𝑛) − (𝑟𝑟1

𝑚𝑚 + 𝑟𝑟2
𝑚𝑚)2 

= 𝑟𝑟1
2𝑚𝑚 + 𝑟𝑟1

𝑚𝑚+𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝑟𝑟1

𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑚𝑚+𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑚𝑚 − 𝑟𝑟1
2𝑚𝑚 − 2𝑟𝑟1

𝑚𝑚𝑟𝑟2
𝑚𝑚 − 𝑟𝑟2

2𝑚𝑚 

                                       = 𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝑟𝑟1
𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1
𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑚𝑚 

                                       = 𝑟𝑟1
𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑟𝑟1
2𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛) 

                                       = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛)2 

                                       = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚−𝑛𝑛(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛)2 𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                                       = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚−𝑛𝑛�𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2  

elde edilebilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.7 (Vajda Eşitlikleri):  𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ve 𝑘𝑘 pozitif tam sayı olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci sayısı  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑘𝑘                                         (3.11) 

 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 = (−1)𝑚𝑚+1(𝑞𝑞)𝑚𝑚(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑘𝑘         (3.12) 

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a). 
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İspat: İspat için (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri 

kullanılabilir. 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ve 𝑘𝑘 tam sayılar olmak üzere (3.3) eşitliği kullanılarak (3.11) 

eşitliği 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 

                          = �
𝑟𝑟1

𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑚𝑚+𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑘𝑘

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� − �

𝑟𝑟1
𝑚𝑚 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 − 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� 

                          =
𝑟𝑟1

𝑚𝑚𝑟𝑟2
𝑚𝑚(−𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑘𝑘 − 𝑟𝑟1

𝑘𝑘𝑟𝑟2
𝑛𝑛+𝑟𝑟1

𝑛𝑛+𝑘𝑘 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛+𝑘𝑘)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                          =
(−𝑞𝑞)𝑚𝑚 �−𝑟𝑟2

𝑘𝑘(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛) + 𝑟𝑟1
𝑘𝑘(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)�

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                          =
(−𝑞𝑞)𝑚𝑚�𝑟𝑟1

𝑘𝑘 − 𝑟𝑟2
𝑘𝑘�(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                          = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑘𝑘 

elde edilir. Benzer olarak (3.4) eşitliği kullanılarak (3.12) eşitliği 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 = 

                                = (𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛)�𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑘𝑘 + 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑘𝑘� − (𝑟𝑟1
𝑚𝑚 + 𝑟𝑟2

𝑚𝑚)�𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 + 𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘� 

     = 𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑘𝑘 + 𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑘𝑘𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1
𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘 − 𝑟𝑟1
𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑟𝑟2

𝑚𝑚 

= 𝑟𝑟1
𝑚𝑚𝑟𝑟2

𝑚𝑚�𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑘𝑘 + 𝑟𝑟1
𝑘𝑘𝑟𝑟2

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1
𝑛𝑛+𝑘𝑘 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛+𝑘𝑘�                        

= (−𝑞𝑞)𝑚𝑚 �𝑟𝑟2
𝑘𝑘(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛) + 𝑟𝑟1

𝑘𝑘(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛)�                      

= (−1)(−𝑞𝑞)𝑚𝑚(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛)�𝑟𝑟1
𝑘𝑘 − 𝑟𝑟2

𝑘𝑘�                               

= (−1)𝑚𝑚+1𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑘𝑘                         

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.8: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑛𝑛 pozitif tam sayı ve 𝑛𝑛 ≥ 2 olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

ve   𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

                          𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛−1𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛−2                              (3.13)  

                         𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2(𝑝𝑝3 + 4𝑝𝑝𝑝𝑝)                     (3.14) 

dir (Suvarnamani ve Tatong, 2015; Suvarnamani, 2016a). 

İspat: İspat için (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri 

kullanılabilir. 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 için (3.3) eşitliği kullanılarak 

(3.13) eşitliği 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

= �
𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� −  �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� �

𝑟𝑟1
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2

𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� 

                                         =
(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛−2𝑟𝑟2
𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
𝑛𝑛−2)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                                             −
(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝑟𝑟2
𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                                         =
(−𝑟𝑟1

𝑛𝑛−2 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1

𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
𝑛𝑛−2 + 𝑟𝑟1

𝑛𝑛𝑟𝑟2
𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝑟𝑟2
𝑛𝑛)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                                         =
𝑟𝑟1

𝑛𝑛−1𝛤𝛤𝑧𝑧
𝑛𝑛−2(−1)(𝑟𝑟1

3 + 𝑟𝑟2
3 − 𝑟𝑟1

2𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟1𝑟𝑟2
2)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                                          = (−1)𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑛𝑛−2(𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2) 

                                          = (−1)𝑛𝑛−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛−2 

elde edilir.  



25 
 

Benzer olarak (3.4) eşitliği kullanılarak (3.14) eşitliği 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

= (𝑟𝑟1
𝑛𝑛−2 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−2)(𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1) − (𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1)(𝑟𝑟1
𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

𝑛𝑛) 

                                                  = (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−2𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

𝑛𝑛−2) 

                                                   −(𝑟𝑟1
2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1𝑟𝑟2

𝑛𝑛) 

                                                  = 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−2𝑟𝑟2

𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟1
𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

𝑛𝑛−2 − 𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛−1 − 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−1𝑟𝑟2

𝑛𝑛 

                                                  = 𝑟𝑟1
𝑛𝑛−2𝑟𝑟2

𝑛𝑛−2(𝑟𝑟1
3 + 𝑟𝑟2

3 − 𝑟𝑟1
2𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟1𝑟𝑟2

2) 

                                                  = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)(𝑟𝑟1
2 − 𝑟𝑟2

2) 

                                                  = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2(𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2)(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2 

                                                  = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2𝑝𝑝(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞) 

                                                  = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2(𝑝𝑝3 + 4𝑝𝑝𝑝𝑝) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Şimdi (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin tek ve çift indisli terimleri özellikleri 

eşitliklerle sunulacaktır.  

Teorem 3.9: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

dir (Suvarnamani, 2016b). 

İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin Binet formülü olan (3.3) eşitliği kullanılarak 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 =
𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

             =
(𝑟𝑟1

𝑛𝑛)2 − (𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
              

             =
(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 (𝑟𝑟1

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛) 

             = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

olup ispat tamamlanır.                        
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Teorem 3.10: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2  olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci 

sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 =
(𝑝𝑝2 + 4𝑝𝑝)𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2

2
 

dir (Suvarnamani, 2016b). 

İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri olan (3.3) ve (3.4) 

eşitlikleri kullanılarak 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 =   (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛) 

              =
(2𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 + 2𝑟𝑟2
2𝑛𝑛)

2
 

              =
(𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 2𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛)  + (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 + 2𝑟𝑟1
𝑛𝑛𝑟𝑟2

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛)

2
 

              =
(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2 + (𝑟𝑟1

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2

2
 

              =
(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2 �𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
�

2
+ (𝑟𝑟1

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)2

2
 

              =
(𝑝𝑝2 + 4𝑝𝑝)𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2

2
 

olup ispat tamamlanır.                       

Teorem 3.11: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 =  
𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 − 𝑝𝑝𝑞𝑞2𝑛𝑛

𝑝𝑝2 + 4𝑝𝑝
 

dir (Suvarnamani, 2016b). 
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İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri olan (3.3) ve (3.4) 

eşitlikleri kullanılarak 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 =  
𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 
𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                             =
𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                            =
𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1 − (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                            =
𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)

(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)2  

                            =
𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 − (−𝑞𝑞)2𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞
 

                            =
𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑛𝑛

𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞
 

olup ispat tamamlanır.          

Teorem 3.12: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 + 𝑝𝑝𝑞𝑞2𝑛𝑛  

dir (Suvarnamani, 2016b). 

İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizisinin Binet formülü olan (3.4) eşitliği kullanılarak 

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 =  (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛)(𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+1) 

                             = 𝑟𝑟1
4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2

4𝑛𝑛+1 

                             = (𝑟𝑟1
4𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2

4𝑛𝑛+1) + (𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+1) 

                             = (𝑟𝑟1
4𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2

4𝑛𝑛+1) + 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛𝑟𝑟2

2𝑛𝑛(𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2) 

                             = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 + 𝑝𝑝𝑞𝑞2𝑛𝑛 

olup ispat tamamlanır.                        
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Teorem 3.13: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 − 𝑞𝑞2𝑛𝑛 

dir (Suvarnamani, 2016b). 

İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri olan (3.3) ve (3.4) 

eşitlikleri kullanılarak 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 =  �
𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1) 

                             =
𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                             =
(𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1) − (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                             =
(𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1) − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                             =
(𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
− (𝑟𝑟1𝑟𝑟2)2𝑛𝑛 

                             = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 − 𝑞𝑞2𝑛𝑛 

olup ispat tamamlanır.                 

Teorem 3.14: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ve 𝑛𝑛 pozitif tam sayılar olsun. 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 olmak üzere 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 + 𝑞𝑞2𝑛𝑛 

dir (Suvarnamani, 2016b). 
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İspat: (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülleri olan (3.3) ve (3.4) 

eşitlikleri kullanılarak 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 =  �
𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
2𝑛𝑛) 

                             =
𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 + 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2

2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1
2𝑛𝑛𝑟𝑟2

2𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                            =
(𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1) + (𝑟𝑟1

2𝑛𝑛+1𝑟𝑟2
2𝑛𝑛 − 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛+1)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                            =
(𝑟𝑟1

4𝑛𝑛+1 − 𝑟𝑟2
4𝑛𝑛+1) + 𝑟𝑟1

2𝑛𝑛𝑟𝑟2
2𝑛𝑛(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
 

                            = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,4𝑛𝑛+1 + 𝑞𝑞2𝑛𝑛 

olup ispat tamamlanır.                        

3.2. Genelleştirilmiş (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci Benzeri Diziler  

Bu bölümde (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri ile ilişkili genelleştirilmiş       

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri diziler ve özellikleri verilmiştir.  

Tanım 3.15: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 ve 𝑘𝑘 ≥ 0 olmak üzere 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 2𝑘𝑘, 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 başlangıç 

değerleri ile genelleştirilmiş (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri diziler  

                                    𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2,  𝑛𝑛 ≥ 2                                      (3.15) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve �𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 şeklinde gösterilir (Taşyurdu, 2019).  

Tanım 3.15 den genelleştirilmiş (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri dizisi 

�𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

= {2𝑘𝑘, 1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑝𝑝 + 𝑘𝑘𝑝𝑝2 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑝𝑝2 + 𝑘𝑘𝑝𝑝3 + 3𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑞𝑞, … } 

şeklindedir. Tanım 3.15 birçok çalışmada sunulmuş farklı dizilerin genel halidir. Bunun 

için aşağıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 3.16: Tanım 3.15 te  

• 𝑘𝑘 = 0 alınırsa (Suvarnamani and Tatong, 2015) çalışmasında 

                    𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2,  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 0, 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 1,  𝑛𝑛 ≥ 2 

       olarak sunulan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri �𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

   

• 𝑘𝑘 = 0, 𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 ve 𝑞𝑞 = 𝑏𝑏 alınırsa (Klaman and Mena, 2002) çalışmasında  

                             ℱ𝑛𝑛 = 𝑎𝑎ℱ𝑛𝑛−1 + 𝑏𝑏ℱ𝑛𝑛−2,  ℱ0 = 0, ℱ1 = 1,  𝑛𝑛 ≥ 2  

       olarak sunulan genelleştirilmiş Fibonacci dizileri {ℱ𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

• 𝑘𝑘 = 0 ve 𝑝𝑝 = 𝑞𝑞 = 1 alınırsa (Horadam, 1961) çalışmasında 

                       𝐹𝐹𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−2,  𝐹𝐹0 = 0,  𝐹𝐹1 = 1,  𝑛𝑛 ≥ 2        

       olarak sunulan bilinen Fibonacci dizileri {𝐹𝐹𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

• 𝑘𝑘 = 0 ve 𝑝𝑝 = 2 ve 𝑞𝑞 = 1 alınırsa (Horadam, 1971) çalışmasında 

                             𝑃𝑃𝑛𝑛 = 2𝑃𝑃𝑛𝑛−1 + 𝑃𝑃𝑛𝑛−2,  𝑃𝑃0 = 0, 𝑃𝑃1 = 1,  𝑛𝑛 ≥ 2       

       olarak sunulan bilinen Pell dizileri {𝑃𝑃𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

• 𝑘𝑘 = 0 ve 𝑝𝑝 = 1 ve 𝑞𝑞 = 2 alınırsa (Horadam, 1996) çalışmasında 

                             𝐽𝐽𝑛𝑛 = 𝐽𝐽𝑛𝑛−1 + 2𝐽𝐽𝑛𝑛−2,  𝐽𝐽0 = 0, 𝐽𝐽1 = 1,  𝑛𝑛 ≥ 2       

       olarak sunulan bilinen Jacobsthal dizileri {𝐽𝐽𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

• 𝑘𝑘 = 1 ve 𝑝𝑝 = 1 ve 𝑞𝑞 = 1 alınırsa (Singh, et al, 2010) çalışmasında 

                      𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑛𝑛−1 + 𝑆𝑆𝑛𝑛−2,  𝑆𝑆0 = 2, 𝑆𝑆1 = 2,  𝑛𝑛 ≥ 2 

       olarak sunulan Fibonacci benzer dizileri {𝑆𝑆𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

• 𝑘𝑘 = 1 ve 𝑝𝑝 = 1 ve 𝑞𝑞 = 2 alınırsa (Gupta et al, 2012) çalışmasında 

                      𝑉𝑉𝑛𝑛 = 𝑉𝑉𝑛𝑛−1 + 2𝑉𝑉𝑛𝑛−2,  𝑉𝑉0 = 2, 𝑉𝑉1 = 2,  𝑛𝑛 ≥ 2 

       olarak sunulan {𝑉𝑉𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizileri elde edilir  (Taşyurdu, 2019). 
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(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri ile genelleştirilmiş (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri 

diziler arasında 𝑛𝑛 ≥ 0 için 

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 + 𝑘𝑘𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

eşitliği sağlanır. (3.15) eşitliğinin 𝑟𝑟2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞 = 0 karakteristik denklemininin kökleri  

𝑟𝑟1 = 𝑝𝑝+�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

   ve   𝑟𝑟2 = 𝑝𝑝−�𝑝𝑝2+4𝑞𝑞
2

 

olmak üzere genelleştirilmiş (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri dizileri için Binet formulü ve 

üreteç fonksiyonu sırasıyla 

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = �
𝑟𝑟1

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟2
𝑛𝑛

𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2
� + 𝑘𝑘(𝑟𝑟1

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟2
𝑛𝑛)              

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = � 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

=
2𝑘𝑘 + (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑥𝑥

1 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2  

şeklindedir (Taşyurdu, 2019).  

Teorem 3.17: 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑘𝑘, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ve 𝑡𝑡 pozitif tam sayılar olmak üzere  

i. (Cassini eşitliği) 𝑛𝑛 ≥ 1 için  

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛𝑞𝑞𝑛𝑛−1�1 − 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)� 

ii. (Catalan eşitliği) 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 için  

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2 = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚−𝑛𝑛�−1 + 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)�𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2  

iii. (Vajda eşitliği)  

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛+𝑡𝑡 = (−𝑞𝑞)𝑚𝑚�1 − 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)�𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑡𝑡 

iv. (d'Ocagne's eşitliği) 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 için  

𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+1𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛�1 − 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)�𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−𝑛𝑛 

v. 𝑛𝑛 ≥ 2 için 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−2�−1 + 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)� 

vi. 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 + 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = �1 + 𝑘𝑘2(𝑝𝑝2 + 4𝑞𝑞)�𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 + 2𝑘𝑘𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛 

dir (Taşyurdu, 2019). 
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Teorem 3.18: Genelleştirilmiş (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci benzeri dizilerinin, �𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛� 

i. İlk 𝑛𝑛 teriminin toplamı  

� 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

=
1 + 𝑘𝑘(2 − 𝑝𝑝) − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+1 − 𝑞𝑞𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

1 − 𝑝𝑝 − 𝑞𝑞
 

ii. Tek indisli ilk 𝑛𝑛 teriminin toplamı  

� 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖+1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

=
1 + 𝑘𝑘𝑘𝑘(1 + 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞 − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+3 + 𝑞𝑞2𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1

1 − 𝑝𝑝2 − 2𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2  

iii. Çift indisli ilk 𝑛𝑛 teriminin toplamı  

� 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

=
𝑝𝑝 + 𝑘𝑘(2 − 𝑝𝑝2 − 2𝑞𝑞) − 𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+2 + 𝑞𝑞2𝑆𝑆𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛

1 − 𝑝𝑝2 − 2𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2  

şeklindedir (Taşyurdu, 2019). 

3.2.1. Bazı sayı dizilerinin döşeme yorumları 

Düzlemi döşemenin geleneksel yöntemlerinden biri, uyumlu geometrik şekiller 

kullanmaktır. Yani, düzlem belirli bir şekil veya döşemenin üst üste binmeyen 

ötelemeleriyle kaplanmalıdır. Bu tür döşemeler, her bir döşemenin merkezlerinin 

önemli bir rol oynadığı ilgi çekici cebirsel modellere sahiptir.  

Fibonacci dizileri kullanılarak çeşitli kareler döşenmiş ve bu tür desenler Fibonacci 

sayılarının ilginç cebirsel özelliklerini göstermek için kullanılmıştır (Brousseau, 1972). 

𝑖𝑖-inci karenin kenarları (𝑖𝑖 + 1)-inci Fibonacci sayısına karşılık gelen karelerle döşenmiş 

aşağıdaki Şekil 3.1 elde edilmiştir.  

 

Şekil 3.1. İlk birkaç Fibonacci sayının kare döşemesi 

2 
1 

5 

1 

3 
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𝑛𝑛 hücreli 𝑛𝑛 uzunluğundaki bir tahta 1 × 𝑛𝑛 ile gösterilmek üzere Fibonacci sayıları için 

başka bir yaklaşım olan diğer döşeme yorumu, 1 × 1 kareleri ve 1 × 2 dominoları 

kullanarak bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısını nasıl bulacağımızı gösterir. Bu 

görsel yorum Şekil 3.2 ile verilmiştir.  

              …   
1 2 3 4 5 6 7 … 𝑛𝑛 

Şekil 3.2. 𝑛𝑛 hücreli 𝑛𝑛 uzunluğundaki 1 × 𝑛𝑛 tahtası 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısını 𝐹𝐹𝑛𝑛+1 temsil etsin. 1 uzunluğundaki 

tahta sadece 1 × 1 tahtası kullanılarak tek bir şekilde döşendiğinden 𝐹𝐹2 = 1 ve 2 

uzunluğundaki tahta iki tane 1 × 1 karesi veya 1 × 2 dominosu kullanılarak  

döşendiğinden 𝐹𝐹3 = 2 dir. 𝑛𝑛 ≥ 3 için döşemenin bir 1 × 1 kare ile bittiği 𝐹𝐹𝑛𝑛+1−1 = 𝐹𝐹𝑛𝑛 

yol ve bir 1 × 2 domino ile bittiği durumlarda 𝐹𝐹𝑛𝑛+1−2 = 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 yolu olduğunu görüyoruz. 

Böylece Tanım 2.8 de verilen Fibonacci dizisinin rekürans bağıntısı 𝑛𝑛 ≥ 1 için      

𝐹𝐹𝑛𝑛+1 = 𝐹𝐹𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑛𝑛−1 olarak elde edilir. Buradan 𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑛𝑛 olmak üzere 

özel olarak 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛+1 olsun. Bu durumda 𝑓𝑓1 = 1 ve  𝑓𝑓2 = 2 başlangıç değerleri için 

𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑛𝑛−1 + 𝑓𝑓𝑛𝑛−2 rekürans bağıntısıyla tanımlanan dizide 𝑓𝑓0 = 1 olur.  

Fibonacci dizisnin rekürans bağıtısını dikkate alarak genel durum için  Şekil 3.3 ile 

verilmiş spiral desenler elde edilebilir. 

 

Şekil 3.3. Fibonacci dizinin kare döşemesi 

 

𝑓𝑓𝑖𝑖−1 
 

𝑓𝑓𝑖𝑖+1 

  
    

 

𝑓𝑓𝑖𝑖  
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Böyle bir desendeki karelerin merkezlerinin hepsinin birbirine dik iki doğru üzerinde 

olduğunu ve bu doğruların eğimlerinin 𝑓𝑓1 ve 𝑓𝑓2 seçiminden bağımsız olduğunu görülür. 

Böylece bu iki doğrunun kesişim noktalarından merkezlerin uzaklıkları da bir rekürans 

dizi oluşturduğu görülür. 

Şekil 3.3 deki desen, küçük bir başlangıç dikdörtgeni dışında düzlemi dolduran, saat 

yönünün tersine bir kare spiraldir. 𝑖𝑖-inci karenin kenarı 𝑓𝑓𝑖𝑖 ile gösterilmek üzere  𝑓𝑓𝑖𝑖,     

𝑖𝑖 ≥ 1 ve  0 < 𝑓𝑓1 ≤ 𝑓𝑓2 için 

𝑓𝑓𝑖𝑖+2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖+1 + 𝑓𝑓𝑖𝑖 

olarak tanımlanır. İlk karenin kenarı 𝑓𝑓1 dir ve gösterim kolaylığı için 𝑓𝑓𝑖𝑖   

𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖+2 − 𝑓𝑓𝑖𝑖+1, 𝑖𝑖 ≤ 0 

şeklinde tanımlabilir (Holden, 1975).  

Bu yorum kullanarak Fibonacci dizileri için birçok iyi bilinen eşitlik tekrar ifade edilmiş 

ve geometrik olarak ispatlanmıştır. Bunlardan bazıları aşağıdaki teoremlerle verilmiştir. 

Teorem 3.19: Fibonacci sayılarının karelerinin toplamı 

𝑓𝑓1
2 + 𝑓𝑓2

2 + ⋯ + 𝑓𝑓𝑛𝑛
2 = 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖+1 

dir. 

İspat: Fibonacci sayıları karelerin alanlar olarak alınırsa aşağıdaki şekil elde edilir.  

1 1 

3 

8 … 

2 

 

5 

 

 

 
 
 …

    

 

Bu kareler toplanırsa yukarıdaki dikdörtgenin alanı 𝑓𝑓1
2 + 𝑓𝑓2

2 + 𝑓𝑓3
2 + 𝑓𝑓4

2 + 𝑓𝑓5
2 + 𝑓𝑓6

2 veya 

düzenlenirek 𝑓𝑓6(𝑓𝑓5 + 𝑓𝑓6) = 𝑓𝑓6𝑓𝑓7 olarak bulunur. 𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısının karelerinin 

toplamı için genel durum kolaylıkla görülür. 
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Teorem 3.20: Fibonacci sayılarının karelerinin toplamı 

𝑓𝑓𝑖𝑖
2 + 𝑓𝑓𝑖𝑖+1

2 = 𝑓𝑓2𝑖𝑖+1 

dir. 

İspat: Fibonacci sayıları karelerini alanlar olarak alınırsa aşağıdaki şekil elde edilir.  

𝑓𝑓𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖+1 = 𝑓𝑓𝑖𝑖+2         

 
𝑓𝑓𝑖𝑖   

𝑓𝑓𝑖𝑖+1  
  

 
 

    𝑓𝑓𝑖𝑖+1 − 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖−1  

 

Bu alan 𝑓𝑓𝑖𝑖−1𝑓𝑓𝑖𝑖+1 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖+2 olarak gösterilebilir. Fibonacci dizisinin 𝑓𝑓𝑖𝑖−1𝑓𝑓𝑗𝑗 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓𝑗𝑗+1 =

𝑓𝑓𝑖𝑖+𝑗𝑗 özelliğinden 𝑓𝑓𝑖𝑖+(𝑖𝑖+1) = 𝑓𝑓2𝑖𝑖+1 elde edilir. 

Bu döşeme probleminin yukarıdaki çözümü genellikle kombinatoryal yollarla elde edilir 

ve aşağıdaki teorem ile özetlenir (Brigham vd., 1996-97).  

Teorem 3.21: 1 × 1 kareler ve 1 × 2 dominolar kullanarak bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasını 

döşemenin  𝑓𝑓𝑛𝑛  farklı yolu vardır. 

İspat:  𝑛𝑛 uzunluğundaki bir 1 × 𝑛𝑛 tahtanın döşemelerinin sayısı 𝑠𝑠𝑛𝑛 olsun. 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 

olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır. 𝑛𝑛 = 1 için 1 × 1 tahtası kullanılarak tek bir 

şekilde döşendiğinden 𝑓𝑓1 = 1 ve 2 uzunluğundaki tahta iki tane 1 × 1 karesi veya 1 × 2 

dominosu kullanılarak döşendiğinden 𝑓𝑓2 = 2 dir. 𝑛𝑛  için 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 olduğunu kabul 

edelim. İspat için  𝑓𝑓𝑛𝑛+1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛+1 olduğunu göstermeliyiz. 1 × (𝑛𝑛 + 1) tahtası için tüm 

döşemeler ya 1 × 1 karesi yada 1 × 2 dominosu ile başlar. Bir 1 × 1 kare ile başlarsa 

kalan (𝑛𝑛 + 1) − 1 hücreyi döşemelerin sayısı  𝑠𝑠𝑛𝑛 dir. Bir 1 × 2 domino ile başlarsa 

kalan (𝑛𝑛 + 1) − 2  hücreyi döşemelerin sayısı  𝑠𝑠𝑛𝑛−1 dir. Toplam döşeme sayısı bu iki 

ayrı durumun toplamı olup tümevarım prensibinden 𝑠𝑠𝑛𝑛+1 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑠𝑠𝑛𝑛−1 = 𝑓𝑓𝑛𝑛 + 𝑓𝑓𝑛𝑛−1 =

𝑓𝑓𝑛𝑛+1 bulunur. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Örnek 3.22:  𝑓𝑓5 = 8 sayısı 1 × 8 tahtasının 1 × 1 kareler ve 1 × 2 dominolarla 

döşemenin yollarının sayısına eşittir.  8 uzunluğundaki 1 × 8 tahtasını 

                1 × 8 

olarak alalım. 8 hücrenin tümünü, 8 tane 1 × 1 kare veya 4 tane 1 × 2 domino 

kullanabilir fakat birçok farklı kombinasyon vardır ve bunların nasıl düzenlenip 

sayılacağı kolay bir şekilde elde edilemeyebilir. Bunun için önce daha küçük durumlara 

bakabilir. 𝑓𝑓𝑛𝑛, 1 × 𝑛𝑛 tahtasının farklı döşeme yollarının sayısı olsun. Buradan  𝑓𝑓8 kadar 

çalışalım.  

𝑓𝑓1 = 1, 𝑓𝑓2 = 2, 𝑓𝑓3 = 3, 𝑓𝑓4 = 5 ve 𝑓𝑓5 = 8 elde edilir. Yani bir 1 × 5 tahtasını döşemenin 

8 farklı yolu vardır.  

𝑓𝑓1 = 1 𝑓𝑓2 = 2 𝑓𝑓3 = 3 𝑓𝑓4 = 5 𝑓𝑓5 = 8 

  

    
      

 

      
         
         

 

        
            
            
            
            

 

          
               
     
         
               
               
               
               
               

 

Şekil 3.4. 𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, 𝑓𝑓3, 𝑓𝑓4 ve 𝑓𝑓5 sayılarının döşemeleri 

Diğer bulunan sonuçlarda olduğu gibi burada da ana rekürans bağıntısın                   

𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑛𝑛−1 + 𝑓𝑓𝑛𝑛−2 olduğu görülür. Yani bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasının döşeme yolllarının sayısı, 

bir 1 × (𝑛𝑛 − 1) tahtasını döşeme yollarının sayısı ile bir 1 × (𝑛𝑛 − 2) tahtasını döşeme 

yollarının sayısının toplamdır. Bu döşeme çözümlerde rekürans bağıntısının nereden 

ortaya çıktığını düşünmeye olanak sağlar. Bu yinelemeyi, 𝑛𝑛 nin her ardışık değeri için 

olası tüm döşemeleri hızlı bir şekilde çizmek için de kullanabilir. Önce tüm 𝑛𝑛 − 1 

döşemeleri alıp sola bir 1 × 1 kare eklenir ardından 𝑛𝑛 − 2 döşemeleri alıp sola bir 1 × 2 

domino eklenir. Örnek 3.22 deki işlemi tekrarlayarak 𝑓𝑓6 = 13, 𝑓𝑓7 = 21 ve son olarak 

𝑓𝑓8 = 34 olduğunu görülür. Bu sayıların döşemeleri Şekil 3.5 ile verilmiştir.  
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𝑓𝑓6 = 13 𝑓𝑓7 = 21 𝑓𝑓8 = 34 

            
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                
              
              
              
            

 

              
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                   
                 
                 
                 
               
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     

 

                
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                      
                    
                    
                    
                  
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        

 

                
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                      
                    
                    
                    
                  

 

 

Şekil 3.5. 𝑓𝑓6, 𝑓𝑓7 ve 𝑓𝑓8 sayılarının döşemeleri 

Dolayısıyla Fibonacci dizisi, döşeme yorumlarına genel bir yanıt vermiştir. Ayrıca       

𝑛𝑛-inci Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑛𝑛 olmak üzere özel olarak 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑛𝑛+1 olup Teorem 3.21 den 1 ×

1 kareler ve 1 × 2 dominolar kullanarak bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşemenin  𝐹𝐹𝑛𝑛+1  farklı yolu 

vardır.  

Teorem 3.23:  
 

𝑓𝑓𝑛𝑛+2 = � 𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

+ 1 

(Biggs, 1985) 
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İspat: İspat klasik yol olan tümevarım metodu ile yapılabilceği gibi hücreleri 

döşememek daha doğrudan bir görsel ispat olacaktır. Buna göre Teorem 3.21 den 1 × 1 

kareler ve 1 × 2 dominolar kullanılarak bir 1 × (𝑛𝑛 + 2) tahtasını döşemelenin sayısı 

𝑓𝑓𝑛𝑛+2 ye eşittir. Böylece bu eşitliğin sol tarafı hesaplanmış olur. Eşitliğin sağ tarafının da 

aynı sayıyı verdiği gösterilirse ispat tamamlanır. Bir 1 × (𝑛𝑛 + 2) tahtasını düşünelim. 

Tüm hücrelerin 1 × 1 kare olduğu döşemelerin sayısı 1 dir. Diğer tüm döşemeler en az 

bir 1 × 2 domino içerir. 1 × 2 domino içeren döşemeler, soldan başlayarak ilk 1 × 2 

dominonun konumuna göre parçalanabilir. O halde bu ilk 1 × 2 domino, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 + 1 

için  𝑖𝑖 ve 𝑖𝑖 + 1 hücrelerini kapsıyorsa 𝑓𝑓𝑛𝑛+2−(𝑖𝑖+1) döşeme olduğu anlamına gelir. Tüm 

döşemlerin toplamı istenen sonuç olup 𝑓𝑓𝑛𝑛+2 = ∑ 𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 + 1 elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

Teorem 3.23 te 𝑛𝑛 = 0,1, . . . ,8 için aşağıdaki örnek incelenebilir. 

Örnek 3.24:  Şekil 3.4 ve 3.5 verilen 𝑛𝑛 = 0,1, . . . ,8 için 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşemenin 34 

farklı durumun olup 

𝑓𝑓6+2 = � 𝑓𝑓𝑗𝑗

6

𝑖𝑖=0

+ 1 

= 𝑓𝑓0 + 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 + 𝑓𝑓3 + 𝑓𝑓4 + 𝑓𝑓5 + 𝑓𝑓6 + 1 

          = 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 8 + 13 + 1 

dir.  

Bu örneğin görel yorumu için Şekil 3.6 incelenebilir. Görüldüğü gibi 1 × 2 dominonun 

konumu önemlidir. 1 × 2 dominosu ya ilk sırada, ikinci sırada, üçüncü sırada, son 

sırada olabilir ya da hiç olmayabilir. Bu durumları ayırırsak, 1 × 2 domino ile 

başlayarak 𝑓𝑓𝑛𝑛−2 farklı yolu olduğunu görülür ve daha sonra diğer durumları elde edilir. 

Tüm hücrelerin 1 × 1 kare olduğu döşemelerin sayısı 1 ise hiç 1 × 2 dominosunun 

olmadığı durum anlamına gelir.  
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İlk yerleştirmede 1 × 2 domino olmanın, farklı durumları 2. yerleştirmede 1 × 2 domino 
olmanın, farklı durumları 

                                      
                                      
                                                                  
                                                                        
                                                                       

                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 

𝑓𝑓6 = 13 𝑓𝑓5 = 8 
 

3. 4. 5. 6. 7. 
Hiç olmama 
durumu 

           
 

  
           

 
  

           
 

  
           

 
  

           
 

  
           

 
  

  
 

  
 

  
 

  
 

  
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 

  
 

  
 

  
  

 
  

 
  

  
 

  
 

  
  

 
  

 
  

  
 

  
 

  
  

 
  

 
  

  
 

  
 

  
  

 
  

 
  

 

  
 

  
  

 
  

  
 

  
  

 
  

  
 

  
  

 
  

  
 

  
  

 
  

 

  
  
  
  
  
  
  
  

 

  
  
  
  
  
  
  
  

 

  
  
  
  
  
  
  
  

 

𝑓𝑓4 = 5 𝑓𝑓3 = 3 𝑓𝑓2 = 2 𝑓𝑓1 = 1 𝑓𝑓0 = 1 +1 

Şekil 3.6. 1 × 2 dominosuna göre 𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, 𝑓𝑓3, 𝑓𝑓4, 𝑓𝑓5 ve 𝑓𝑓6 sayılarının döşemeleri 

Teorem 3.25: 

i. 𝑓𝑓2𝑛𝑛+1 = ∑ 𝑓𝑓2𝑗𝑗
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0  

ii. 𝑓𝑓2𝑛𝑛+2 = ∑ 𝑓𝑓2𝑗𝑗+1
𝑛𝑛
𝑗𝑗=0 + 1 

iii. 𝑓𝑓𝑛𝑛+1 = ∑ �𝑛𝑛−𝑗𝑗
𝑗𝑗 �

�𝑛𝑛
2�

𝑗𝑗=0  

iv. 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛+1 = ∑ 𝑓𝑓𝑗𝑗
2𝑛𝑛

𝑗𝑗=0  

v. 𝑓𝑓2𝑛𝑛
2 = ∑ 𝑓𝑓𝑗𝑗𝑓𝑓𝑗𝑗+1

2𝑛𝑛−1
𝑗𝑗=0 + 1 

(Koshy, 2001). 
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3.3. Genelleştirilmiş Bi-periyodik Fibonacci ve Bi-periyodik Lucas Dizileri  

Bu bölümde rekürans dizilerinin rekürans bağıntıları ile tek ve çift indisli terimleri 

dikkate alınarak tanımlanan Fibonacci tipli ve Lucas tipli dizilerin genelleştirmeleri 

sunulmuştur. Bi-periyodik Fibonacci tipli ve bi-periyodik Lucas tipli diziler olarak 

adlandırılan bu diziler ve özellikleri incelenmiştir. Ayırıca bu yeni genelleştirmeler için 

Binet formülleri, üreteç fonksiyonları ve önemli eşitlikler sunulmuştur. 

3.3.1. Fibonacci tipli bi-periyodik diziler 

Tanım 3.25: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2 için 𝑞𝑞0 = 0, 𝑞𝑞1 = 1 başlangıç 

değerleri olmak üzere  {𝑞𝑞𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 ile gösterilen bi-periyodik Fibonacci dizileri   

                                    𝑞𝑞𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝑞𝑞𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑛𝑛−2,  𝑛𝑛 çift ise
𝑏𝑏𝑞𝑞𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝑛𝑛−2,  𝑛𝑛 tek ise                                              (3.16) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Edson ve Yayenie, 2009). 

Tanım 3.25 kulanılarak bi-periyodik Fibonacci dizileri  

{𝑞𝑞𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 = {0,1, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1, 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 2𝑎𝑎, 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 3𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1, … } 

şeklindedir. 

Bi-periyodik Fibonacci dizilerine benzer şekilde tanımlanan bi-periyodik Pell dizileri ve                

bi-periyodik Jacobsthal dizileri aşağıdaki tanım ile verilmiştir. 

Tanım 3.26: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2 için 

i. 𝒫𝒫0 = 0, 𝒫𝒫1 = 1 başlangıç değerleri olmak üzere bi-periyodik Pell dizileri, 

{𝒫𝒫𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

𝒫𝒫𝑛𝑛 = �2𝑎𝑎𝒫𝒫𝑛𝑛−1 + 𝒫𝒫𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 çift ise
2𝑏𝑏𝒫𝒫𝑛𝑛−1 + 𝒫𝒫𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 tek ise 

ii. 𝒥𝒥0 = 0, 𝒥𝒥1 = 1 başlangıç değerleri olmak üzere bi-periyodik Jacobsthal dizileri, 

{𝒥𝒥𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

𝒥𝒥𝑛𝑛 = �𝑎𝑎𝒥𝒥𝑛𝑛−1 + 2𝒥𝒥𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 çift ise
𝑏𝑏𝒥𝒥𝑛𝑛−1 + 2𝒥𝒥𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 tek ise 

rekürans bağıntılarıyla tanımlanır (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karataş, 2020). 
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Şimdi Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin üreteç fonksiyonları verilecektir. 𝑛𝑛-inci bi-

periyodik Fibonacci sayısı  𝑞𝑞𝑛𝑛 olmak üzere {𝑞𝑞𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu  

                                                           𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                        (3.17) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 3.27: Bi-periyodik Fibonacci dizileri için üreteç fonksiyonu  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥(1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥2)

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

şeklindedir (Edson ve Yayenie, 2009). 

İspat: Bi-periyodik Fibonacci dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐹𝐹(𝑥𝑥) olmak üzere  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝑞𝑞𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑚𝑚=0

 = 𝑞𝑞0 + 𝑞𝑞1𝑥𝑥 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥2  … + 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + ⋯ 

yazılabilir. Buradan  

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏𝑞𝑞0𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑞𝑞1𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑞𝑞2𝑥𝑥3 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + ⋯ = � 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚+1
∞

𝑚𝑚=0

= � 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑚𝑚−1𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=1

 

ve 

𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥)  = 𝑞𝑞0𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞1𝑥𝑥3 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4  … + 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘+2  + ⋯ = � 𝑞𝑞𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚+2
∞

𝑚𝑚=0

= � 𝑞𝑞𝑚𝑚−2𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=2

 

yazılır. (3.16) rekürans bağıntısından 𝑞𝑞0 = 0, 𝑞𝑞1 = 1 başlangıç değerleri için       

𝑞𝑞2𝑘𝑘+1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2𝑘𝑘 + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 eşitliğinden 

(1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑥𝑥2)𝐹𝐹(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥 + � (𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2𝑚𝑚−1 − 𝑞𝑞2𝑚𝑚−2)𝑥𝑥2𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=1

 

elde edilir.  
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Benzer olarak (3.16) rekürans bağıntısından 𝑞𝑞0 = 0, 𝑞𝑞1 = 1 başlangıç değerleri için       

𝑞𝑞2𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑘𝑘−1 + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−2 eşitliğinden 

(1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑥𝑥2)𝐹𝐹(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥 + � (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑞𝑞2𝑚𝑚−1𝑥𝑥2𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=1

= 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 � 𝑞𝑞2𝑚𝑚−1𝑥𝑥2𝑚𝑚−1
∞

𝑚𝑚=1

 

dir. Buradan  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = � 𝑞𝑞2𝑚𝑚−1𝑥𝑥2𝑚𝑚−1
∞

𝑚𝑚=1

 

olsun. Ayrıca  

𝑞𝑞2𝑘𝑘+1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2𝑘𝑘 + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 

            = 𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−2) + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 

           = (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 + 𝑏𝑏𝑞𝑞2𝑘𝑘−2 

           = (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 + 𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 − 𝑞𝑞2𝑘𝑘−3 

           = (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑞𝑞2𝑘𝑘−1 − 𝑞𝑞2𝑘𝑘−3  

olduğundan 

(1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 + � (𝑞𝑞2𝑚𝑚−1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑞𝑞2𝑚𝑚−3 + 𝑞𝑞2𝑚𝑚−5)𝑥𝑥2𝑚𝑚−1
∞

𝑚𝑚=3

 

                                                    = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 

ve 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

yazılır. Bulunan 𝑓𝑓(𝑥𝑥) değeri için 

(1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑥𝑥2)𝐹𝐹(𝑥𝑥)  = 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 � 𝑞𝑞2𝑚𝑚−1𝑥𝑥2𝑚𝑚−1
∞

𝑚𝑚=1

 

                                      = (𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥)
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

dir. 
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Gerekli sadeleştirmeler yapılarak bi-periyodik Fibonacci dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥(1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥2)

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Bi-periyodik Fibonacci dizilerinin üreteç fonksiyonuna benzer şekilde elde edilen bi-

periyodik Pell ve bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin üreteç fonksiyonları aşağıdaki 

teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.28: Bi-periyodik Pell dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝑃𝑃(𝑥𝑥) ve bi-periyodik 

Jacobsthal dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐽𝐽(𝑥𝑥) olmak üzere 

i. Bi-periyodik Pell dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3

1 − (4𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

ii. Bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin üreteç fonksiyonu  

𝐽𝐽(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥(1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑥𝑥2)

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4)𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥4 

şeklinde tanımlanır (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karataş, 2020). 

Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin terimleri rekürans bağıntıları kullanılarak elde 

edilebilmesinin yanısıra bilinen dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da 

elde edilir. Binet formülü ile daha pratik bir şekilde Fibonacci tipli bi-periyodik dizilerin     

𝑛𝑛-inci terimler elde edilir.  

Şimdi bi-periyodik Fibonacci dizileri için Binet formülü verilecektir. 

(3.16) rekürans bağıntısının karakteristik denklemi 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 dır. Bu 

denklemin kökleri  𝛼𝛼 ve  𝛽𝛽 olmak üzere  

𝛼𝛼 = 𝑎𝑎𝑎𝑎+√𝑎𝑎2𝑏𝑏2+4𝑎𝑎𝑎𝑎
2

   ve   𝛽𝛽 = 𝑎𝑎𝑎𝑎−√𝑎𝑎2𝑏𝑏2+4𝑎𝑎𝑎𝑎
2

 

şeklindedir.  
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Ayrıca bu kökler arasında 

                                      (𝛼𝛼 + 1)(𝛽𝛽 + 1) = 1 

                                                        𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 

                                                              𝛼𝛼𝛼𝛼 = −𝑎𝑎𝑎𝑎 

                                                         𝛼𝛼 + 1 =
𝛼𝛼2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 

                                                         𝛽𝛽 + 1 =
𝛽𝛽2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 

                                                – 𝛽𝛽(𝛼𝛼 + 1) = 𝛼𝛼 

                                                −𝛼𝛼(𝛽𝛽 + 1) = 𝛽𝛽 

eşitlikleri sağlanmaktadır. Buradan bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formülü 

aşağıdaki teorem ile verilir.  

Teorem 3.29: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽, 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri ve       

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� olmak üzere bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formülü  

𝑞𝑞𝑚𝑚 = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚
2 �

�
𝛼𝛼𝑚𝑚 − 𝛽𝛽𝑚𝑚

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
       

şeklindedir (Edson ve Yayenie, 2009). 

İspat: 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve  𝛽𝛽 olsun. Bu köklerin özellikleri 

Teorem 3.27 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin üreteç fonksiyonunda 

kullanılırsa 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥(1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥2)

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 =
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 �
𝑎𝑎(𝛼𝛼 + 1) − 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑥𝑥2 − (𝛼𝛼 + 1)

−
𝑎𝑎(𝛽𝛽 + 1) − 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑥𝑥2 − (𝛽𝛽 + 1) � 

yazılır.  𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑧𝑧2−𝐶𝐶

 fonksiyonun Maclaurin serisinin açılımından 

𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑧𝑧2 − 𝐶𝐶

= � 𝐵𝐵𝐶𝐶−𝑛𝑛−1𝑧𝑧2𝑛𝑛+1
∞

𝑛𝑛=0

− � 𝐴𝐴𝐶𝐶−𝑛𝑛−1𝑧𝑧2𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 

dir.  
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Buradan 𝐹𝐹(𝑥𝑥) fonksiyonu için  

1
𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 �

𝑎𝑎(𝛼𝛼 + 1) − 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑥𝑥2 − (𝛼𝛼 + 1) −

𝑎𝑎(𝛽𝛽 + 1) − 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑥𝑥2 − (𝛽𝛽 + 1) � 

                                          =
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � �
−𝛽𝛽(𝛼𝛼 + 1)𝑚𝑚+1 + 𝛼𝛼(𝛽𝛽 + 1)𝑚𝑚+1

(𝛼𝛼 + 1)𝑚𝑚+1(𝛽𝛽 + 1)𝑚𝑚+1 𝑥𝑥2𝑚𝑚+1
∞

𝑚𝑚=0

� 

+
𝛼𝛼

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � �
(𝛽𝛽 + 1)(𝛼𝛼 + 1)𝑚𝑚+1 − (𝛼𝛼 + 1)(𝛽𝛽 + 1)𝑚𝑚+1

(𝛼𝛼 + 1)𝑚𝑚+1(𝛽𝛽 + 1)𝑚𝑚+1

∞

𝑚𝑚=0

𝑥𝑥2𝑚𝑚� 

olup  𝛼𝛼 ve  𝛽𝛽 köklerinin özelliklerinden 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � �
1

𝑎𝑎𝑎𝑎�
𝑚𝑚+1 −𝛽𝛽𝛼𝛼2𝑚𝑚+2 + 𝛼𝛼𝛽𝛽2𝑚𝑚+2

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽

∞

𝑚𝑚=0

𝑥𝑥2𝑚𝑚+1 

           + � 𝑎𝑎 �
1

𝑎𝑎𝑎𝑎�
𝑚𝑚+1 (𝛽𝛽 + 1)𝛼𝛼2𝑚𝑚+2 − (𝛼𝛼 + 1)𝛽𝛽2𝑚𝑚+2

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽

∞

𝑚𝑚=0

𝑥𝑥2𝑚𝑚 

          = � �
1

𝑎𝑎𝑎𝑎�
𝑚𝑚 𝛼𝛼2𝑚𝑚+1 − 𝛽𝛽2𝑚𝑚+1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽

∞

𝑚𝑚=0

𝑥𝑥2𝑚𝑚+1 

          + � 𝑎𝑎 �
1

𝑎𝑎𝑎𝑎�
𝑚𝑚 𝛼𝛼2𝑚𝑚 − 𝛽𝛽2𝑚𝑚

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
𝑥𝑥2𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

 

         = � 𝛼𝛼1−𝜀𝜀(𝑚𝑚) �
1

𝑎𝑎𝑎𝑎�
�𝑚𝑚

2 � 𝛼𝛼𝑚𝑚 − 𝛽𝛽𝑚𝑚

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
𝑥𝑥𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

 

        = � 𝑞𝑞𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

 

elde edilir. Böylece 𝑚𝑚 ≥ 0 için 

𝑞𝑞𝑚𝑚 = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚
2 �

�
𝛼𝛼𝑚𝑚 − 𝛽𝛽𝑚𝑚

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
       

dir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Bi-periyodik Fibonacci dizilerin Binet formülüne benzer şekilde elde edilen bi-

periyodik Pell ve bi-periyodik Jacobsthal dizilerinin Binet formülleri aşağıdaki teorem 

ile verilmiştir. 

Teorem 3.30:  

i. 𝑥𝑥2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑏𝑏 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽 olmak üzere bi-periyodik Pell 

dizilerinin Binet formül 

𝒫𝒫𝑛𝑛 = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

�
𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
 

ii. 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽 olmak üzere bi-periyodik 

Jacobsthal dizilerinin Binet formülü 

𝒥𝒥𝑛𝑛 = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

�
𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
           

şeklindedir (Uygun ve Owusu, 2016; Uygun ve Karataş, 2020). 

3.3.2. Lucas tipli bi-periyodik diziler 

Tanım 3.31: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2 için 𝑙𝑙0 = 2, 𝑙𝑙1 = 𝑎𝑎 başlangıç 

değerleri olmak üzere {𝑙𝑙𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 ile gösterilen bi-periyodik Lucas dizileri   

                                       𝑙𝑙𝑛𝑛 = �𝑏𝑏𝑙𝑙𝑛𝑛−1 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−2,  𝑛𝑛 çift ise
𝑎𝑎𝑙𝑙𝑛𝑛−1 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−2,  𝑛𝑛 tek ise                                              (3.18) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Bilgici, 2014). 

Tanım 3.31 kulanılarak bi-periyodik Lucas dizileri  

{𝑙𝑙𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 = {2, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2, 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎, 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2, 𝑎𝑎2𝑏𝑏3 + 4𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 2𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎, … } 

şeklindedir. 

Bi-periyodik Lucas dizilerine benzer şekilde tanımlanan bi-periyodik Pell-Lucas ve bi-

periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri aşağıdaki tanım ile verilmiştir. 
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Tanım 3.32: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2 için 

i. 𝒬𝒬0 = 2, 𝒬𝒬0 = 2𝑎𝑎 başlangıç değerleri olmak üzere bi-periyodik Pell-Lucas 

dizileri, {𝒬𝒬𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

𝒬𝒬𝑛𝑛 = �2𝑏𝑏𝒬𝒬𝑛𝑛−1 + 𝒬𝒬𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 çift ise
2𝑎𝑎𝒬𝒬𝑛𝑛−1 + 𝒬𝒬𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 tek ise 

ii. 𝑐𝑐0 = 2, 𝑐𝑐0 = 𝑎𝑎 başlangıç değerleri olmak üzere bi-periyodik Jacobsthal-

Lucas dizileri, {𝑐𝑐𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �𝑏𝑏𝑐𝑐𝑛𝑛−1 + 2𝑐𝑐𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 çift ise
𝑎𝑎𝑐𝑐𝑛𝑛−1 + 2𝑐𝑐𝑛𝑛−2,   𝑛𝑛 tek ise 

rekürans bağıntılarıyla tanımlanır (Uygun ve Karataş, 2019; Uygun ve Owusu, 2019). 

Şimdi Lucas tipli bi-periyodik dizilerin üreteç fonksiyonları verilecektir. 𝑛𝑛-inci bi-

periyodik Lucas sayısı  𝑙𝑙𝑛𝑛 olmak üzere {𝑙𝑙𝑛𝑛}𝑛𝑛≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu  

                                                           𝐿𝐿(𝑥𝑥) = � 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                        (3.19) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 3.33: Bi-periyodik Lucas dizileri için üreteç fonksiyonu  

𝐿𝐿(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4  

şeklindedir (Bilgici, 2014). 

İspat: Bi-periyodik Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐿𝐿(𝑥𝑥) olmak üzere 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) = � 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑚𝑚=0

 = 𝑙𝑙0 + 𝑙𝑙1𝑥𝑥 + 𝑙𝑙2𝑥𝑥2  … + 𝑙𝑙𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 + ⋯ 

dir.  
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Bu üreteç fonksiyonu çift ve tek indisli terimlerden oluşan ayrı iki dizinin toplamı 

şeklinde yazılsın. Buna göre  

𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = � 𝑙𝑙2𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑚𝑚∞
𝑚𝑚=0     ve    𝐿𝐿1(𝑥𝑥) = � 𝑙𝑙2𝑚𝑚+1𝑥𝑥2𝑚𝑚+1∞

𝑚𝑚=0  

olmak üzere 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿0(𝑥𝑥) + 𝐿𝐿1(𝑥𝑥) 

yazılabilir. Daha açık olarak 

𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = 2 + (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + � 𝑙𝑙2𝑚𝑚𝑥𝑥2𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=2

 

olur. Buradan   

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + � (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑙𝑙2𝑚𝑚−2𝑥𝑥2𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=2

 

                                          𝑥𝑥4𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = � 𝑙𝑙2𝑚𝑚−4𝑥𝑥2𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=2

 

yazılır. (3.18) rekürans bağıntısından  

[1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4]𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = 2 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 

dir. Buradan 

𝐿𝐿0(𝑥𝑥) =
2 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

ve benzer şekilde 

𝐿𝐿1(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4 

elde edilir. 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿0(𝑥𝑥) + 𝐿𝐿1(𝑥𝑥) eşitliğinden bi-periyodik Lucas dizilerinin üreteç 

üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4  

dir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Bi-periyodik Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonuna benzer şekilde elde edilen bi-

periyodik Pell-Lucas ve bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonları 

aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.34: Bi-periyodik Pell-Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝑄𝑄(𝑥𝑥) ve bi-

periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐽𝐽(𝑥𝑥) olmak üzere 

i. Bi-periyodik Pell-Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝑄𝑄(𝑥𝑥) =
2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 − (4𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 2𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (4𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4  

ii. Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonu  

𝐶𝐶(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4)𝑥𝑥2 + 2𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4)𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥4  

şeklinde tanımlanır (Uygun ve Owusu, 2019; Uygun ve Karataş, 2019). 

Lucas tipli bi-periyodik dizilerin terimleri rekürans bağıntıları kullanılarak elde 

edilebilmesinin yanısıra bilinen dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da 

elde edilir. Binet formülü ile daha pratik bir şekilde Lucas tipli bi-periyodik dizilerin 𝑛𝑛-

inci terimler elde edilir.  

Şimdi bi-periyodik Lucas dizileri için Binet formülü verilecektir. 

Bi-periyodik Lucas dizilerinin rekürans bağıntısı bi-periyodik Fibonacci dizilerinin 

rekürans bağıntısına benzer olup aynı 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 karakteristik denklemi 

sahiptir. Dolayısıyla bu denkleminin kökleri 

𝛼𝛼 = 𝑎𝑎𝑎𝑎+√𝑎𝑎2𝑏𝑏2+4𝑎𝑎𝑎𝑎
2

   ve   𝛽𝛽 = 𝑎𝑎𝑎𝑎−√𝑎𝑎2𝑏𝑏2+4𝑎𝑎𝑎𝑎
2

 

dir. Bu kökler arasında da bilinen eşitlikler sağlanır. Buradan bi-periyodik Lucas 

dizilerinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilir. 
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Teorem 3.35: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽, 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri ve       

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� olmak üzere bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formülü  

𝑙𝑙𝑛𝑛 = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)       

şeklindedir (Bilgici, 2014). 

İspat: 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve  𝛽𝛽 olsun. Bu köklerin özellikleri 

Teorem 3.33 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin üreteç fonksiyonunda kullanılırsa 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4  

yazılır.  𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑧𝑧2−𝐶𝐶

 fonksiyonun Maclaurin serisinin açılımından 

𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
𝑧𝑧2 − 𝐶𝐶

= − � 𝐴𝐴𝐶𝐶−𝑛𝑛−1𝑧𝑧2𝑛𝑛+1 −
∞

𝑛𝑛=0

� 𝐵𝐵𝐶𝐶−𝑛𝑛−1𝑧𝑧2𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 

dir. Buradan 𝐿𝐿𝑜𝑜(𝑥𝑥) fonksiyonu için  

𝐿𝐿𝑜𝑜(𝑥𝑥) =
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� �

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛼𝛼 + 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝛼𝛼 + 1)𝑛𝑛+1 −

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛽𝛽 + 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝛽𝛽 + 1)𝑛𝑛+1 �

∞

𝑛𝑛=0

𝑥𝑥2𝑛𝑛 

            =
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� �(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)

𝛼𝛼2𝑛𝑛+1 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛+1

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 − (𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝛼𝛼2𝑛𝑛+2 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛+2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛+1 � 𝑥𝑥2𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 

            =
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
�

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 {𝛼𝛼2𝑛𝑛[(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛼𝛼 − 𝛼𝛼2] − 𝛽𝛽2𝑛𝑛[(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛽𝛽 − 𝛽𝛽2]}

∞

𝑛𝑛=0

𝑥𝑥2𝑛𝑛 

yazılır. (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛼𝛼 − 𝛼𝛼2 = 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 ve  (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2)𝛽𝛽 − 𝛽𝛽2 = 𝛽𝛽 − 𝛼𝛼 olduğundan 

𝐿𝐿𝑜𝑜(𝑥𝑥) = �
1

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (
∞

𝑛𝑛=0

𝛼𝛼2𝑛𝑛 + 𝛽𝛽2𝑛𝑛)𝑥𝑥2𝑛𝑛 

elde edilir. 
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Benzer şekilde 𝐿𝐿1(𝑥𝑥) fonksiyonu için 

𝐿𝐿1(𝑥𝑥) = −
1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� �

𝑎𝑎(𝛼𝛼 + 2)
(𝛼𝛼 + 1)𝑛𝑛+1 −

𝑎𝑎(𝛽𝛽 + 2)
(𝛽𝛽 + 1)𝑛𝑛+1� 𝑥𝑥2𝑛𝑛+1

∞

𝑛𝑛=0

 

           =
𝑎𝑎

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� �−

𝛼𝛼2𝑛𝑛+1 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛+1

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 + 2
𝛼𝛼2𝑛𝑛+2 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛+2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛+1 �
∞

𝑛𝑛=0

𝑥𝑥2𝑛𝑛+1 

           =
𝑎𝑎

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
�

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛+1 [𝛼𝛼2𝑛𝑛+1(2𝛼𝛼 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝛽𝛽2𝑛𝑛+1(2𝛽𝛽 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)]𝑥𝑥2𝑛𝑛+1

∞

𝑛𝑛=0

 

yazılır. 2𝛼𝛼 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 ve 2𝛽𝛽 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝛽𝛽 − 𝛼𝛼 olduğundan 

𝐿𝐿1(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎 �
1

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛+1 (
∞

𝑛𝑛=0

𝛼𝛼2𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽2𝑛𝑛+1) 𝑥𝑥2𝑛𝑛+1 

elde edilir. Böylece 𝑚𝑚 ≥ 0 için  

𝑙𝑙𝑚𝑚 = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)       

dir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Bi-periyodik Lucas dizilerin Binet formülüne benzer şekilde elde edilen bi-periyodik 

Pell-Lucas ve bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizilerinin Binet formülleri aşağıdaki 

teorem ile verilmiştir.  

Teorem 3.36:  

iii. 𝑥𝑥2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽 olmak üzere bi-periyodik Pell-

Lucas dizilerinin Binet formülü 

𝒬𝒬𝑛𝑛 = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 
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iv. 𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 denkleminin kökleri 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽 olmak üzere bi-periyodik 

Jacobsthal-Lucas dizilerinin Binet formülü 

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 

şeklindedir (Uygun ve Karataş, 2019; Uygun ve Owusu, 2019). 

3.3.3. Fibonacci ve Lucas tipli bi-periyodik dizilerin özellikleri 

Şimdi Fibonacci tipli bi-periyodik ve Lucas tipli bi-periyodik diziler için iyi bilinen 

Cassini, Catalan ve d'Ocagne'ın eşitliklerini verilecektir. 

Teorem 3.37 (Catalan Eşitliği): 𝑛𝑛, 𝑟𝑟 ∈ ℕ ve 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 olmak üzere Catalan eşitliği 

i. Bi-periyodik Fibonacci dizileri için  

                     𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑞𝑞𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛+1−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑟𝑟

2 

ii. Bi-periyodik Lucas dizileri için 

�
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

𝑙𝑙𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑙𝑙𝑛𝑛+𝑟𝑟 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑙𝑙𝑛𝑛
2 =

(−1)𝑛𝑛+𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑟𝑟 (𝛼𝛼𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑟𝑟)2                 

iii. Bi-periyodik Pell dizileri için 

1
𝑎𝑎2 �

𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

𝒫𝒫𝑛𝑛−𝑟𝑟𝒫𝒫𝑛𝑛+𝑟𝑟 −
1

𝑎𝑎2 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝒫𝒫𝑛𝑛
2 =

(−1)𝑛𝑛−𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑟𝑟 𝒫𝒫𝑟𝑟
2                

iv. Bi-periyodil Pell-Lucas dizileri için 

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

𝒬𝒬𝑛𝑛−𝑟𝑟𝒬𝒬𝑛𝑛+𝑟𝑟 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝒬𝒬𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛−𝑟𝑟 �

𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑟𝑟)

𝒬𝒬𝑟𝑟
2             

v. Bi-periyodik Jacobsthal dizileri için 

              𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝒥𝒥𝑛𝑛−𝑟𝑟𝒥𝒥𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝒥𝒥𝑛𝑛
2 = −(−2)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝒥𝒥𝑟𝑟

2 
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vi. Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri için 

 �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

𝑐𝑐𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑐𝑐𝑛𝑛+𝑟𝑟 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑐𝑐𝑛𝑛
2 = �

𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑟𝑟) (𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2(−2)𝑛𝑛−𝑟𝑟

𝑎𝑎2 𝒥𝒥𝑟𝑟
2 

dir (Edson ve Yayenie, 2009; Bilgici, 2014; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve 

Karataş, 2019; 2020). 

İspat: i. Teorem 3.29 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑞𝑞𝑛𝑛+𝑟𝑟 

= 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+𝑟𝑟
2 �

�  �
𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � �
𝛼𝛼𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑟𝑟

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� 

                =
𝑎𝑎2−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟) �
𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � �
𝛼𝛼𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑟𝑟

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� 

             =
𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �
𝛼𝛼2𝑛𝑛 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝛼𝛼2𝑟𝑟 + 𝛽𝛽2𝑟𝑟) + 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

ve  

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑛𝑛
2 = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛) �

𝑎𝑎2−2𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑛𝑛
2�

� �
𝛼𝛼2𝑛𝑛 − 2(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛 + 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

                               =
𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑛𝑛
2�+𝜉𝜉(𝑛𝑛)−1

�
𝛼𝛼2𝑛𝑛 − 2(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛 + 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

                              =
𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �
𝛼𝛼2𝑛𝑛 − 2(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛 + 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

yazılr. 
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Buradan  

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑞𝑞𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑛𝑛
2 =

𝑎𝑎
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �

2(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝛼𝛼2𝑟𝑟 + 𝛽𝛽2𝑟𝑟)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

                                      =
−𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛−𝑟𝑟 �
𝛼𝛼2𝑟𝑟 − 2(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑟𝑟 + 𝛽𝛽2𝑟𝑟

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

                                                                                 =
−𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 (−𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛−𝑟𝑟 �
𝛼𝛼𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑟𝑟

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 �
2

 

                                                                                 = (−1)𝑛𝑛+1−𝑟𝑟 𝑎𝑎
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑟𝑟−1

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑟𝑟
2�

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2−𝜉𝜉(𝑟𝑟) 𝑞𝑞𝑟𝑟
2 

                                                                                 = (−1)𝑛𝑛+1−𝑟𝑟𝑎𝑎2𝜉𝜉(𝑟𝑟)−1(𝑎𝑎𝑎𝑎)1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑟𝑟
2 

                                                                                  = (−1)𝑛𝑛+1−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑞𝑞𝑟𝑟
2 

elde edilir.   

ii. Teorem 3.35 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formülü kullanılırsa 

�
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

𝑙𝑙𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑙𝑙𝑛𝑛+𝑟𝑟 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑙𝑙𝑛𝑛
2 

= 𝑎𝑎�𝑛𝑛+𝑟𝑟
2 �−�𝑛𝑛−𝑟𝑟

2 �−𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑏𝑏𝑛𝑛+𝑟𝑟−2�𝑛𝑛+𝑟𝑟
2 �−�𝑛𝑛−𝑟𝑟+1

2 �−�𝑛𝑛+𝑟𝑟+1
2 �(𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝛼𝛼𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑟𝑟) 

                  −𝑎𝑎�𝑛𝑛+1
2 �−�𝑛𝑛−1

2 �−𝑛𝑛−1𝑏𝑏𝑛𝑛+1−2�𝑛𝑛+1
2 �−�𝑛𝑛

2�−�𝑛𝑛+2
2 �(𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)2 

                 = (𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝛼𝛼𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑟𝑟) − (𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)2 

                 = (𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝛼𝛼𝑛𝑛+𝑟𝑟𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 2𝛼𝛼𝑛𝑛𝛽𝛽𝑛𝑛) 

                 =
(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 �
𝛼𝛼𝑟𝑟

𝛽𝛽𝑟𝑟 +
𝛽𝛽𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 − 2� 

                 = (−1)𝑛𝑛 1
(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑟𝑟 [𝛼𝛼2𝑟𝑟 + 𝛽𝛽2𝑟𝑟 − 2𝛼𝛼𝑟𝑟𝛽𝛽𝑟𝑟] 

                =
(−1)𝑛𝑛+𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑟𝑟 (𝛼𝛼𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑟𝑟)2 

elde edilir.   
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Benzer olarak Teorem 3.30 kullanılarak iii. ve v. şıkların ispatları ve Teorem 3.36 

kullanılarak iv. ve vi. şıkların ispatları yapılabilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 3.38 (Cassini Eşitliği): 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 olmak üzere Cassini eşitliği 

i. Bi-periyodik Fibonacci dizileri için  

𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑛𝑛−1𝑞𝑞𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑛𝑛
2 = 𝑎𝑎(−1)𝑛𝑛 

ii. Bi-periyodik Lucas dizileri için 

�
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

𝑙𝑙𝑛𝑛−1𝑙𝑙𝑛𝑛+1 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑙𝑙𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛+1(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4) 

iii. Bi-periyodik Pell dizileri için 

      �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

𝒫𝒫𝑛𝑛−1𝒫𝒫𝑛𝑛+1 − �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝒫𝒫𝑛𝑛
2 =

(−1)𝑛𝑛−1𝑎𝑎
𝑏𝑏

                 

iv. Bi-periyodik Pell-Lucas dizileri için 

      �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

𝒬𝒬𝑛𝑛−1𝒬𝒬𝑛𝑛+1 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝒬𝒬𝑛𝑛
2 = (−1)𝑛𝑛−1 𝑏𝑏

𝑎𝑎
 𝒬𝒬𝑟𝑟

2       

v. Bi-periyodik Jacobsthal dizileri için 

              �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛−1)

𝒥𝒥𝑛𝑛−1𝒥𝒥𝑛𝑛+1 − �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝒥𝒥𝑛𝑛
2 = −(−2)𝑛𝑛−1 𝑎𝑎

𝑏𝑏
      

vi. Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri için 

         �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

𝑐𝑐𝑛𝑛−1𝑐𝑐𝑛𝑛+1 − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝑐𝑐𝑛𝑛
2 = (−2)𝑛𝑛−1(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 8)  

dir (Edson ve Yayenie, 2009; Bilgici, 2014; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve 

Karataş, 2019; 2020). 

İspat: Teorem 3.37 verilen Catalan eşitliğinde 𝑟𝑟 = 1 alınırsa ispat elde edilebilir. 
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Teorem 3.39 (d'Ocagne Eşitliği): 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 ve 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 olmak üzere d'Ocagne eşitliği 

i. Bi-periyodik Fibonacci dizileri için  

             𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑚𝑚𝑞𝑞𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑞𝑞𝑚𝑚+1𝑞𝑞𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛 

ii. Bi-periyodik Lucas dizileri için 

               𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑙𝑙𝑚𝑚+1𝑙𝑙𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑙𝑙𝑚𝑚𝑙𝑙𝑛𝑛+1 

= (−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4)𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛 

iii. Bi-periyodik Pell dizileri için 

               𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝒫𝒫𝑚𝑚𝒫𝒫𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝒫𝒫𝑚𝑚+1𝒫𝒫𝑛𝑛 

= 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛𝒫𝒫𝑚𝑚−𝑛𝑛  

iv. Bi-periyodik Pell-Lucas dizileri için 

              𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝒬𝒬𝑚𝑚𝒬𝒬𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝒬𝒬𝑚𝑚+1𝒬𝒬𝑛𝑛 

= 4(−1)𝑛𝑛+1(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)𝒫𝒫𝑚𝑚−𝑛𝑛 

v. Bi-periyodik Jacobsthal dizileri için 

             𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝒥𝒥𝑚𝑚𝒥𝒥𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝒥𝒥𝑚𝑚+1𝒥𝒥𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)𝑗𝑗𝑚𝑚−𝑛𝑛 

vi. Bi-periyodik Jacobsthal-Lucas dizileri için 

            𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑐𝑐𝑚𝑚+1𝑐𝑐𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐𝑛𝑛+1 = (−2)𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 8)𝒥𝒥𝑚𝑚−𝑛𝑛  

dir (Edson ve Yayenie, 2009; Uygun ve Owusu, 2016; 2019; Uygun ve Karataş, 2019; 

2020; Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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İspat: i. Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑚𝑚) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) − 2𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚 + 1) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛) − 2𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) = 1 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) 

𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) + 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) 

𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

+ 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) + 𝑛𝑛 = �
𝑚𝑚
2

� + �
𝑛𝑛 + 1

2
� 

𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

+ 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) + 𝑛𝑛 = �
𝑚𝑚 + 1

2
� + �

𝑛𝑛
2

� 

𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

= �
𝑚𝑚 − 𝑛𝑛

2
� 

yazılabilir. Buradan Teorem 3.29 ile verilen bi-periyodik Fibonacci dizilerinin Binet 

formülü kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑚𝑚𝑞𝑞𝑛𝑛+1 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑛𝑛+𝑚𝑚)𝑞𝑞𝑚𝑚+1𝑞𝑞𝑛𝑛  

      = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚
2 �

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� �
𝛼𝛼𝑚𝑚 − 𝛽𝛽𝑚𝑚

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � �
𝛼𝛼𝑛𝑛+1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛+1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
� 

         −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚+1
2 �

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� �
𝛼𝛼𝑚𝑚+1 − 𝛽𝛽𝑚𝑚+1

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽
�  �

𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � 

=
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚)−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)+𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚
2 �+�𝑛𝑛+1

2 �
� 

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − 𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽𝑛𝑛+1 − 𝛽𝛽𝑚𝑚𝛼𝛼𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

          −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑚𝑚+1)−𝜉𝜉(𝑛𝑛)+𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚+1
2 �+�𝑛𝑛

2�
 �

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝛽𝛽𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑚𝑚+1𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

   =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)−𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚−𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 +𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)+𝑛𝑛
 �

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

          −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)−𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚−𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 +𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)+𝑛𝑛
�

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+1)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 
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       =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚−𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 +𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)+𝑛𝑛
�

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

          −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚−𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 +𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)+𝑛𝑛
�

𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 − (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+1)
(𝛼𝛼 − 𝜌𝜌)2 � 

        =
𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑛𝑛

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚−𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2
�

(𝛼𝛼𝜌𝜌)𝑛𝑛(−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+1)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

        =
𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑛𝑛

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚−𝑛𝑛
2 �

�
(−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛)

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 � 

        =
𝑎𝑎(−1)𝑛𝑛

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚−𝑛𝑛
2 �

�
𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛

𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 � 

        = (−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛 

ii. Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑚𝑚) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) − 2𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚 + 1) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛) − 2𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) = 1 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) 

𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) + 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) 

𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

= �
𝑚𝑚 + 1

2
� + �

𝑛𝑛
2

� − 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑚𝑚) 

𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

= �
𝑚𝑚
2

� + �
𝑛𝑛 + 1

2
� − 𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) 

𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)
2

= �
𝑚𝑚 − 𝑛𝑛

2
� 

yazılabilir.  
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Buradan Teorem 3.35 ile verilen bi-periyodik Lucas dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑙𝑙𝑚𝑚+1𝑙𝑙𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑙𝑙𝑚𝑚𝑙𝑙𝑟𝑟+1 

    = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛) �
1

𝑎𝑎�𝑚𝑚+1
2 �𝑏𝑏�𝑚𝑚+2

2 �
� �

1

𝑎𝑎�𝑛𝑛
2�𝑏𝑏�𝑛𝑛+1

2 �
� (𝛼𝛼𝑚𝑚+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+1)(𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 

      −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚) �
1

𝑎𝑎�𝑛𝑛+1
2 �𝑏𝑏�𝑛𝑛+2

2 �
� �

1

𝑎𝑎�𝑚𝑚
2 �𝑏𝑏�𝑚𝑚+1

2 �
� (𝛼𝛼𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛+1)(𝛼𝛼𝑚𝑚 + 𝛽𝛽𝑚𝑚) 

= 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)−�𝑚𝑚+1
2 �−�𝑛𝑛

2�𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)−�𝑚𝑚
2 �−�𝑛𝑛+1

2 �−1(𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝛽𝛽𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+1𝛼𝛼𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1) 

     −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛)−�𝑛𝑛+1
2 �−�𝑚𝑚

2 �𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚)−�𝑛𝑛
2�−�𝑚𝑚+1

2 �−1(𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛼𝛼𝑛𝑛+1𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝛽𝛽𝑛𝑛+1𝛼𝛼𝑚𝑚 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1) 

    = 𝑎𝑎
−𝑚𝑚−𝑛𝑛+𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 𝑏𝑏
−𝑚𝑚−𝑛𝑛+𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑟𝑟)

2  −1�𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1+(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+1)� 

      −𝑎𝑎
−𝑚𝑚−𝑛𝑛+𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2 𝑏𝑏
−𝑚𝑚−𝑛𝑛+𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2  −1(𝛼𝛼𝑚𝑚+𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛+1+(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛)) 

     =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑚𝑚+𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)

2

((𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 + 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛+1 − 𝛼𝛼𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛)) 

     =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚−𝑛𝑛
2 �+𝑛𝑛

(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑛𝑛(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)(𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛) 

      =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑚𝑚−𝑛𝑛
2 �+𝑛𝑛

(−𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝛼𝛼𝑚𝑚−𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑚𝑚−𝑛𝑛)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 

      =
(−𝑞𝑞)𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝐹𝐹𝑚𝑚−𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 

      = (−1)𝑛𝑛𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑚𝑚−𝑛𝑛)(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4)𝑞𝑞𝑚𝑚−𝑛𝑛  

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Benzer olarak Teorem 3.30 kullanılarak iii. ve v. şıkların ispatları ve Teorem 3.36 

kullanılarak iv. ve vi. şıkların ispatları yapılabilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar ve 𝑛𝑛 ≥ 2 olmak üzere  

𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞),      𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 0,  𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 1 

𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑝𝑝𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞),      𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 2,  𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑝𝑝 

rekürans bağıntıları ile tanımlanan sırasıyla (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri 

incelenmiştir. İlk olarak (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları 

kullanılarak Fibonacci, 𝑘𝑘-Fibonacci, Lucas, 𝑘𝑘-Lucas, Jacobsthal, 𝑘𝑘-Jacobsthal, 

Jacobsthal-Lucas, 𝑘𝑘-Jacobsthal-Lucas, Pell, 𝑘𝑘-Pell, Pell-Lucas, 𝑘𝑘-Pell-Lucas gibi 

dizilerinin genelleştirmesi olarak bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Lucas dizileri tanımlanmış ve özel durumları sunulmuştur. Dizinin pozitif ve negatif 

indisli terimleri arasındaki ilişki elde edilmiş ve kolay bir şekilde tüm terimlerin elde 

edilmesi sağlayan genel formüller verilmiştir. Üreteç fonksiyonları ile Cassini, Catalan 

ve d'Ocagne eşitlkleri elde edilmiştir.  

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin döşeme yorumları sunulmuştur. Kareler için 

𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 farklı renk olmak üzere renklendirilmiş 1 × 1 kareler 

ve renklendirilmiş 1 × 2 dominolar kullanılarak 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısının 𝑛𝑛 

hücreli bir 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısına ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısının 

bir dairesel 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısına eşit olduğu gösterilmiştir. 

Ayrıca bu yorumları kullanarak genelleştirilmiş Fibonacci ve genelleştirilmiş Lucas 

dizilerinin özellikleri sunulmuştur. 

4.1. Bi-Periyodik (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci Dizileri ve Özellikleri 

Tanım 4.1: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar ve 𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 0,  

𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 1 başlangıç değerleri olmak üzere {𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  ile gösterilen bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri  𝑛𝑛 ≥ 2 için  

                        𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �𝑎𝑎𝑎𝑎𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞), eğer 𝑛𝑛 çift ise
𝑏𝑏𝑏𝑏𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞), eğer 𝑛𝑛 tek ise                      (4.1) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

ile gösterilir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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Tanım 4.1 den bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri  

{𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0 = {0,1, 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞, 𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑝𝑝4 + 3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2, 𝑎𝑎3𝑏𝑏2𝑝𝑝5

+ 4𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3𝑞𝑞 + 3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑞𝑞2, 𝑎𝑎3𝑏𝑏3𝑝𝑝6 + 5𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑝𝑝4𝑞𝑞 + 6𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3, 𝑎𝑎4𝑏𝑏3𝑝𝑝7

+ 6𝑎𝑎3𝑏𝑏2𝑝𝑝5𝑞𝑞 + 10𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3𝑞𝑞2 + 4𝑎𝑎𝑎𝑎𝑞𝑞3, … } 

şeklindedir. 

Tanım 4.1, literatürde rekürans bağıntılarla tanımlanan Fibonacci tipli diziler ile ilişkili 

birçok bi-periyodik dizilerin genel halidir. Tanım 3.1 de verilen 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 parametrelerine 

göre bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin özel durumları Tablo 4.1 de verilmiştir.  

Tablo 4.1. {𝑭𝑭𝒏𝒏(𝒑𝒑, 𝒒𝒒)}𝒏𝒏≥𝟎𝟎  dizisinin özel durumları  

𝒑𝒑 𝒒𝒒 Sembol Genelleştirilmiş 𝒏𝒏-inci bi-periyodik sayı 

1 1 𝐹𝐹𝑛𝑛(1,1) = 𝑞𝑞𝑛𝑛 𝑞𝑞𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Fibonacci sayısı 

𝑘𝑘 1 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑘𝑘, 1) = 𝑞𝑞𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝑞𝑞𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘-Fibonacci sayısı 

1       2   𝐹𝐹𝑛𝑛(1,2) = 𝒥𝒥𝑛𝑛 𝒥𝒥𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Jacobsthal sayısı 

𝑘𝑘       2 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑘𝑘, 2) = 𝒥𝒥𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝒥𝒥𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘-Jacobsthal sayısı 

2 1 𝐹𝐹𝑛𝑛(2,1) = 𝒫𝒫𝑛𝑛 𝒫𝒫𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Pell sayısı 

2 𝑘𝑘 𝐹𝐹𝑛𝑛(2, 𝑘𝑘) = 𝒫𝒫𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝒫𝒫𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘-Pell sayısı  

 

Şimdi {𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  dizilerinin üreteç fonksiyonları verilecektir. {𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  

dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐹𝐹(𝑥𝑥) olmak üzere 

                                                           𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                 (4.2) 

yazılabilir. Bu üreteç fonksiyonu elde edilirken ihtiyaç duyulan, {𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  

dizilerinin tek ve çift indisli terimleri arasındaki ilişki aşağıdaki lemma ile verilmiştir. 
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Lemma 4.2: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin terimleri arasında  

i. 𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

ii. 𝐹𝐹2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

eşitlikleri sağlanır (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: (4.1) eşitliği kullanılırsa 

i. 𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                   = 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑏𝑏𝑏𝑏𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)� + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                        = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝐹𝐹2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                            = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                         = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

ii. 𝐹𝐹2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                          = 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎𝑎𝑎𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)� + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                           = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝐹𝐹2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                   = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

       = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Lemma 4.2 kullanılarak elde edilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin üreteç 

fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.3: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar olmak üzere               

bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri için üreteç fonksiyonları  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑞𝑞𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4               

şeklindedir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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İspat: (4.2) eşitliği kullanılarak {𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 = 𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐹𝐹2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2  … + 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯ 

yazılabilir. Bu üreteç fonksiyonu çift ve tek indisli terimlerden oluşan ayrı iki dizinin 

toplamı şeklinde yazılsın. Çift indisli terimlerin toplamı 𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) ve tek indisli terimlerin 

toplamı 𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) olmak üzere  

                                                        𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) + 𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥)                                                    (4.3) 

yazılabilir. Buradan çift indisli terimler için üreteç fonksiyonu 

    𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=0

= 𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐹𝐹2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑛𝑛 + ⋯        (4.4) 

dir. (4.4) eşitliğinin her iki tarafı −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2  ve  𝑞𝑞2𝑥𝑥4 ile çarpılırsa  

                     −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) = −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+2
∞

𝑖𝑖=0

                   (4.5) 

ve  

                                             𝑞𝑞2𝑥𝑥4𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+4
∞

𝑖𝑖=0

                                         (4.6) 

elde edilir. (4.4), (4.5) ve (4.6) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa  

(1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4)𝐹𝐹ç(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐹𝐹2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

 

−(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+2
∞

𝑖𝑖=0

+ 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+4
∞

𝑖𝑖=0

 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2 + � 𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

− (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

+ 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

 

  = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2 + �[𝐹𝐹2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)
∞

𝑖𝑖=2

− (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑖𝑖−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) +𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑖𝑖−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)]𝑥𝑥2𝑖𝑖 

yazılır. 
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Lemma 4.2. i. kullanılarak bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin çift indisli 

terimlerinin üreteç fonksiyonu 

𝐹𝐹Ç(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎𝑝𝑝𝑥𝑥2

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4 

şeklinde elde edilir. Benzer düşünce ile tek indisli terimler için üreteç fonksiyonu 

𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) = � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=0

 

           = 𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐹𝐹3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 + + ⋯ + 𝐹𝐹2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑛𝑛+1 + ⋯                                 (4.7) 

dir. (4.7) eşitliğinin her iki tarafı −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2  ve  𝑞𝑞2𝑥𝑥4 ile çarpılırsa  

                   −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) = −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+3
∞

𝑖𝑖=0

                (4.8) 

ve  

                                          𝑞𝑞2𝑥𝑥4𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+5
∞

𝑖𝑖=0

                                       (4.9) 

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa  

(1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4)𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐹𝐹3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 + � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

 

−(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥3𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+3
∞

𝑖𝑖=1

+ 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+5
∞

𝑖𝑖=0

 

  = 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 + � 𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

− (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥3  

    −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐹𝐹2𝑖𝑖−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

+ 𝑞𝑞2 � 𝐹𝐹2𝑖𝑖−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

 

 = 𝑥𝑥 + (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥3  

      + �[𝐹𝐹2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐹𝐹2𝑖𝑖−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞2𝐹𝐹2𝑖𝑖−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)]
∞

𝑖𝑖=2

𝑥𝑥2𝑖𝑖+1   

yazılır. 
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Lemma 4.2. ii. kullanılarak bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin tek indisli 

terimlerinin üreteç fonksiyonu 

𝐹𝐹𝑇𝑇(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 − 𝑞𝑞𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4 

şeklinde elde edilir. (4.3) eşitliğinden bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin üreteç 

fonksiyonu 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑞𝑞𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4 

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi Tanım 2.7 ile verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� fonksiyonu kullanılarak bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayılarını elde etmemize olanak sağlayan alternatif bir rekürans bağıntı 

verilecektir. 𝑛𝑛 ≥ 2 için 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar ve 

𝐹𝐹0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 0,  𝐹𝐹1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 1 başlangıç değerleri olmak üzere n-inci bi-periyodik    

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 

                             𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑝𝑝𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)                       (4.10)      

ile tanımlanır (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023).  

Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayıları (4.1) ve (4.10) eşitlikleri kullanılarak elde 

edilebilmesinin yanısıra bilinen dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da 

elde edilir. Binet formülü ile daha pratik bir şekilde 𝑛𝑛-inci bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci 

sayısı elde edilir.  

Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin rekürans bağıntısının karakteristik denklemi 

𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 şeklindedir. Bu denkleminin kökleri 

𝜎𝜎 =
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + �𝑝𝑝2𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞

2
   ve     𝜌𝜌 =

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − �𝑝𝑝2𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞
2

 

dir. 
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Bu kökler arasında 

    𝜎𝜎 + 𝜌𝜌 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝                            

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 = �𝑝𝑝2𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

   𝜎𝜎𝜎𝜎 = −𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞                    

𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 =
𝜎𝜎2

𝑎𝑎𝑎𝑎
                             

   𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 =
𝜌𝜌2

𝑎𝑎𝑎𝑎
                              

eşitlikleri sağlanır. Buradan bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri için Binet formülü 

aşağıdaki teorem ile verilir. 

Teorem 4.4: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝜎𝜎 ve 𝜌𝜌,  𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0  denkleminin kökleri ve  

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� olmak üzere bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin Binet formülü 

                                                 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

�
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
                                          (4.11) 

şeklindedir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: İspat 𝑛𝑛 üzerinde tümevarım yöntemiyle tamamlanabilir. 𝑛𝑛 = 0,1 için (4.11) 

eşitliğinin sağlandığı açık bir şekilde görülür. 𝑛𝑛 ≥ 0 için (4.11) eşitliğinin sağlandığını 

kabul edip 𝑛𝑛 + 1 için sağlandığını gösterelim. Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) 

fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛) + �
𝑛𝑛
2

� = �
𝑛𝑛 + 1

2
� 

1 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) + �
𝑛𝑛
2

� = �
𝑛𝑛 + 1

2
� 

yazılabilir.  
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Buradan (4.10) eşitliği, tümevarım hipotezi kullanılırsa ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci 

dizilerinin karakteristik denkleminin kökleri arasındaki 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 𝜎𝜎2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 ve 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 𝜌𝜌2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 

eşitlikleri kullanılırsa  

𝐹𝐹𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑝𝑝𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                     = 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑝𝑝 ��𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� 𝜎𝜎𝑛𝑛−𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎−𝜌𝜌
� + 𝑞𝑞 ��𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−1
2 �

� 𝜎𝜎𝑛𝑛−1−𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜎𝜎−𝜌𝜌
�  

                     =
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

+
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−1
2 �+1

� 

                         − 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜎𝜎−𝜌𝜌
� 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−1
2 �+1

�  

                     =
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� −
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� 

                      =
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
𝜎𝜎2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� −
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
𝜌𝜌2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� 

                     = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

�
𝜎𝜎𝑛𝑛+1 − 𝜌𝜌𝑛𝑛+1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Aşağıdaki teorem ile bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin pozitif ve negatif indisli 

terimleri arasındaki ilişki verilmiştir. Ayrıca bu teorem ile bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci 

dizilerinin negatif indisli terimleri elde edilebilir. 
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Teorem 4.5: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin negatif indisli terimleri  

𝐹𝐹−𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = −(−𝑞𝑞)−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: (4.11) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝐹𝐹−𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(−𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�−𝑛𝑛
2 �

�
𝜎𝜎−𝑛𝑛 − 𝜌𝜌−𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
        

               =  (−1) �
𝜎𝜎1−𝜉𝜉(−𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�−𝑛𝑛
2 �

�
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑛𝑛(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌) 

               = (−1)(−𝑞𝑞)−𝑛𝑛 �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

�
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝛽𝛽
 

               = −(−𝑞𝑞)−𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Aşağıdaki teoremlerle bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin ardışık terimleri 

arasındaki oran ve Catalan, Cassini, d'Ocagne eşitlikleri gibi bazı temel özellikler 

sunulmuştur. 

Teorem 4.6: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin ardışık terimleri arasındaki 

oranın limiti 

i. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝜎𝜎
𝑎𝑎
 

ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝜎𝜎
𝑏𝑏
 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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İspat: |𝜌𝜌| < 𝜎𝜎 ve  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

�𝜌𝜌
𝜎𝜎

�
𝑛𝑛

= 0  olmak üzere (4.11) eşitliği ile verilen bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin Binet formülü kullanılırsa 

i. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

�𝑎𝑎1−𝜉𝜉(2𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛+1
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛+1−𝜌𝜌2𝑛𝑛+1

𝜎𝜎−𝜌𝜌 �

�𝑎𝑎1−𝜉𝜉(2𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛−𝜌𝜌2𝑛𝑛
𝜎𝜎−𝜌𝜌 �

 

                                          = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 �𝜎𝜎2𝑛𝑛+1 − 𝜌𝜌2𝑛𝑛+1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �

𝑎𝑎
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 �𝜎𝜎2𝑛𝑛 − 𝜌𝜌2𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
 

                                          = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1
𝑎𝑎

𝜎𝜎2𝑛𝑛+1 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛+1
�

𝜎𝜎2𝑛𝑛 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛
�

 

                                          =  
𝜎𝜎
𝑎𝑎

 

ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐹𝐹2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐹𝐹2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

�𝑎𝑎1−𝜉𝜉(2𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛−𝜌𝜌2𝑛𝑛

𝜎𝜎−𝜌𝜌 �

�𝑎𝑎1−𝜉𝜉(2𝑛𝑛−1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛−1
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛−1−𝜌𝜌2𝑛𝑛−1
𝜎𝜎−𝜌𝜌 �

 

                                          = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 �𝜎𝜎2𝑛𝑛 − 𝜌𝜌2𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �𝜎𝜎2𝑛𝑛−1 − 𝜌𝜌2𝑛𝑛−1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
 

                                          = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝜎𝜎2𝑛𝑛 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛
�

𝜎𝜎2𝑛𝑛−1 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛−1
�
 

                                        =  
𝜎𝜎
𝑏𝑏

 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.7 (Catalan Eşitliği): 𝑛𝑛 ve 𝑟𝑟 negatif olmayan sayılar olmak üzere 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 için  

   𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑛𝑛+𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝐹𝐹𝑛𝑛
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 

−(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �
𝑛𝑛
2

� 

�
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟

2
� + �

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟
2

� = 𝑛𝑛 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)                 

yazılabilir. Buradan (4.11) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin 

Binet formülü kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑛𝑛+𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝐹𝐹𝑛𝑛
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

= 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+𝑟𝑟
2 �

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 � �
𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
� 

−𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 � �
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �          

                 =
𝑎𝑎2−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �+�𝑛𝑛+𝑟𝑟

2 �
�

𝜎𝜎2𝑛𝑛 − 𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

                      −
𝑎𝑎2−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑛𝑛
2�

�
𝜎𝜎2𝑛𝑛 − 2𝜎𝜎𝑛𝑛𝜌𝜌𝑛𝑛 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

                 =
𝑎𝑎2−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟) �
𝜎𝜎2𝑛𝑛 − (𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝜎𝜎2𝑟𝑟 + 𝜌𝜌2𝑟𝑟) + 𝜌𝜌2𝑛𝑛

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 
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                      −
𝑎𝑎2−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−𝜉𝜉(𝑛𝑛) �
𝜎𝜎2𝑛𝑛 − 2(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

                 =
𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �
−(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝜎𝜎2𝑟𝑟 + 𝜌𝜌2𝑟𝑟) + 2(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

                 =
−𝑎𝑎(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛−𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1 �
𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑟𝑟

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 �
2

 

                 =
−𝑎𝑎(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛−1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑟𝑟

2�

𝑎𝑎2−2𝜉𝜉(𝑟𝑟) 𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                 = −(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟 𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑟𝑟
2�

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝜉𝜉(𝑟𝑟)+2�𝑟𝑟
2�−1𝑎𝑎2−2𝜉𝜉(𝑟𝑟)

𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                 = −(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 4.8 (Cassini Eşitliği): 𝑛𝑛 negatif olmayan sayı olmak üzere  

�
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛−1)

𝐹𝐹𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − �
𝑎𝑎
𝑏𝑏

�
𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝐹𝐹𝑛𝑛
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = −(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−1 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: Teorem 4.7 de verilen Catalan eşitliğinde 𝑟𝑟 = 1 alınırsa ispat elde edilebilir. 

Teorem 4.9 (d’Ocagne Eşitliği): 𝑛𝑛 ve  𝑟𝑟 negatif olmayan sayılar olmak üzere 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 

için  

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑟𝑟+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝐹𝐹𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

= (−𝑞𝑞)𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)  

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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İspat: Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛) + 𝜉𝜉(𝑟𝑟 + 1) − 2𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) = 𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) + 𝜉𝜉(𝑟𝑟) − 2𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) = 1 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟) 

𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟) = 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) 

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

+ 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) + 𝑟𝑟 = �
𝑛𝑛
2

� + �
𝑟𝑟 + 1

2
� 

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

+ 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) + 𝑟𝑟 = �
𝑛𝑛 + 1

2
� + �

𝑟𝑟
2

� 

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

= �
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟

2
� 

yazılabilir. Buradan (4.11) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin 

Binet formülü kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑟𝑟+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝐹𝐹𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

       = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑟𝑟+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑟𝑟+1
2 �

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 � �
𝜎𝜎𝑟𝑟+1 − 𝜌𝜌𝑟𝑟+1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
� 

           −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛) �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� �
𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑟𝑟
2�

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛+1 − 𝜌𝜌𝑛𝑛+1

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌
�  �

𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑟𝑟

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 � 

=
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)−𝜉𝜉(𝑟𝑟+1)+𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�+�𝑟𝑟+1

2 �
� 

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − 𝜎𝜎𝑛𝑛𝜌𝜌𝑟𝑟+1 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜎𝜎𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

       −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)−𝜉𝜉(𝑟𝑟)+𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �+�𝑟𝑟

2�
�

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − 𝜎𝜎𝑛𝑛+1𝜌𝜌𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛+1𝜎𝜎𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

 =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)−𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛−𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 +𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)+𝑟𝑟
�

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − (𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟)
(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 
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          −
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)−𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛−𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 +𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)+𝑟𝑟
�

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − (𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟+1)
(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

      =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛−𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 +𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)+𝑟𝑟
�

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − (𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟)
(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

−
𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛−𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 +𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)+𝑟𝑟
�

𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 − (𝜎𝜎𝜌𝜌)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1)
(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

              =
𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛−𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2
�

(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(−𝜎𝜎𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟+𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟+1)
(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

              =
𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎)−𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �

�
(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑟𝑟(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)2 � 

              =
𝑎𝑎(−𝑞𝑞)𝑟𝑟

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �

�
𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟

𝜎𝜎 − 𝜌𝜌 � 

             = (−𝑞𝑞)𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)  

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

4.2. Bi-Periyodik (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Lucas Dizileri ve Özellikleri 

Tanım 4.10: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar ve 𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 2,  

𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 başlangıç değerleri olmak üzere {𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  ile gösterilen bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri 𝑛𝑛 ≥ 2 için 

                    𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �𝑏𝑏𝑏𝑏𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞), eğer 𝑛𝑛 çift ise
𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞), eğer 𝑛𝑛 tek ise                    (4.12) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) ile 

gösterilir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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Tanım 4.10 dan bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri  

{𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0 = {2, 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞, 𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3 +3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑝𝑝4 + 4𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2𝑞𝑞 + 2𝑞𝑞2, 𝑎𝑎3𝑏𝑏2𝑝𝑝5

+ 5𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3𝑞𝑞 + 5𝑎𝑎𝑎𝑎𝑞𝑞2, 𝑎𝑎3𝑏𝑏3𝑝𝑝6 + 6𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑝𝑝4𝑞𝑞 + 9𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2𝑞𝑞2 + 2𝑞𝑞3, 𝑎𝑎4𝑏𝑏3𝑝𝑝7

+ 7𝑎𝑎3𝑏𝑏2𝑝𝑝5𝑞𝑞 + 14𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3𝑞𝑞2 + 7𝑎𝑎𝑎𝑎𝑞𝑞3, … } 

şeklindedir. 

Tanım 4.10 literatürde rekürans bağıntılarla tanımlanan Lucas tipli dizileri ile ilişkili 

birçok bi-periyodik dizilerin genel halidir. Tanım 3.1 de verilen 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 parametrelerine 

göre bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin özel durumları Tablo 4.2 de verilmiştir.  

Tablo 4.2. {𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒑𝒑, 𝒒𝒒)}𝒏𝒏≥𝟎𝟎  dizisinin özel durumları  

𝒑𝒑 𝒒𝒒 Sembol Genelleştirilmiş 𝒏𝒏-inci Bi-Periyodik Sayı 

1 1 𝐿𝐿𝑛𝑛(1,1) = 𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑙𝑙𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Lucas sayısı 

𝑘𝑘 1 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑘𝑘, 1) = 𝑙𝑙𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝑙𝑙𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘- Lucas sayısı 

1       2   𝐿𝐿𝑛𝑛(1,2) = 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Jacobsthal-Lucas sayısı 

𝑘𝑘       2 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑘𝑘, 2) = 𝑐𝑐𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘-Jacobsthal-Lucas sayısı 

2 1 𝐿𝐿𝑛𝑛(2,1) = 𝒬𝒬𝑛𝑛 𝑄𝑄𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic Pell-Lucas sayısı 

2 𝑘𝑘 𝐿𝐿𝑛𝑛(2, 𝑘𝑘) = 𝒬𝒬𝑘𝑘,𝑛𝑛 𝑄𝑄𝑘𝑘,𝑛𝑛, 𝑛𝑛-inci bi-periodic 𝑘𝑘-Pell-Lucas sayısı  

 

Şimdi {𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  dizilerinin üreteç fonksiyonları verilecektir. {𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  

dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐿𝐿(𝑥𝑥) olmak üzere 

                                                         𝐿𝐿(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

                                                (4.13) 

yazılabilir. Bu üreteç fonksiyonu elde edilirken ihtiyaç duyulan, {𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  

dizilerinin tek ve çift indisli terimleri arasındaki ilişki aşağıdaki lemma ile verilmiştir. 

 



75 
 

Lemma 4.11: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin terimleri arasında  

i. 𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

ii. 𝐿𝐿2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

eşitlikleri sağlanır (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: (4.12) eşitliği kullanılırsa 

i. 𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                   = 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)� + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                        = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝐿𝐿2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                            = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                       = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

ii. 𝐿𝐿2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                       = 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑏𝑏𝑏𝑏𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)� + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                           = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿2𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

                                   = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

        = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑛𝑛−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Lemma 4.11 kullanılarak elde edilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin üreteç 

fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.12: 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar olmak üzere            

bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)- Lucas dizileri için üreteç fonksiyonları  

 𝐿𝐿(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4    

şeklindedir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 
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İspat: (4.13) eşitliği kullanılarak {𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)}𝑛𝑛≥0  dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 = 𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐿𝐿2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2  … + 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯ 

yazılabilir. Bu üreteç fonksiyonu çift ve tek indisli terimlerden oluşan ayrı iki dizinin 

toplamı şeklinde yazılsın. Çift indisli terimlerin toplamı 𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) ve tek terimlerinin 

toplamı 𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) olmak üzere  

                                                       𝐿𝐿(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) + 𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥)                                                   (4.14) 

yazılabilir. Buradan çift indisli terimler için üreteç fonksiyonu 

  𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

= 𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐿𝐿2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑛𝑛 + ⋯       (4.15) 

dir. (4.15) eşitliğinin her iki tarafı −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2  ve  𝑞𝑞2𝑥𝑥4 ile çarpılırsa  

                     −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) = −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+2
∞

𝑖𝑖=0

                (4.16) 

ve  

                                            𝑞𝑞2𝑥𝑥4𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞2 � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+4
∞

𝑖𝑖=0

                                      (4.17) 

elde edilir. (4.15), (4.16)  ve (4.17) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa  

(1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4)𝐿𝐿ç(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝐿𝐿2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

 

    −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+2
∞

𝑖𝑖=0

+ 𝑞𝑞2 � 𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+4
∞

𝑖𝑖=0

 

= 2 + (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + �[𝐿𝐿2𝑖𝑖(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑖𝑖−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑖𝑖−4(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)]𝑥𝑥2𝑖𝑖
∞

𝑖𝑖=2

 

    −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2 

yazılır.  
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Lemma 4.11. i. kullanılarak bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)- Lucas dizisinin çift indisli terimlerinin 

üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿Ç(𝑥𝑥) =
2 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4 

elde edilir. Benzer düşünce ile tek indisli terimler için üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=0

 

           = 𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐿𝐿3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 + ⋯ + 𝐿𝐿2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑛𝑛+1 + ⋯                              (4.18) 

dir. (4.18) eşitliğinin her iki tarafı −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2  ve  𝑞𝑞2𝑥𝑥4 ile çarpılırsa  

                   −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) = −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+3
∞

𝑖𝑖=0

             (4.19) 

ve  

                                          𝑞𝑞2𝑥𝑥4𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞2 � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+5
∞

𝑖𝑖=0

                                    (4.20) 

elde edilir. (4.18), (4.19) ve (4.20) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa  

(1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4)𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥 + 𝐿𝐿3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥3 + � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

 

−(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥3𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+3
∞

𝑖𝑖=1

+ 𝑞𝑞2 � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+5
∞

𝑖𝑖=0

 

  = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + (𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑝𝑝3 + 3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑥𝑥3 + � 𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

− (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥3𝑎𝑎𝑎𝑎 

     −(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞) � 𝐿𝐿2𝑖𝑖−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

+ 𝑞𝑞2 � 𝐿𝐿2𝑖𝑖−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

 

   = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥3 

 + �[𝐿𝐿2𝑖𝑖+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝐿𝐿2𝑖𝑖−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞2𝐿𝐿2𝑖𝑖−3(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)]𝑥𝑥2𝑖𝑖+1
∞

𝑖𝑖=2

 

yazılır. 
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Lemma 4.11. ii. kullanılarak bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Luca dizisinin tek indisli terimlerinin 

üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿𝑇𝑇(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4 

elde edilir. (4.14) eşitliğinden bi-periodic (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝐿𝐿(𝑥𝑥) =
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥3

1 − (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝2 + 2𝑞𝑞)𝑥𝑥2 + 𝑞𝑞2𝑥𝑥4  

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi Tanım 2.7 ile verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� fonksiyonu kullanılarak bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayılarını elde etmemize olanak sağlayan alternatif bir rekürans bağıntı 

verilecektir. 𝑛𝑛 ≥ 2 için 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 sıfırdan farklı reel sayılar, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayılar ve 

𝐿𝐿0(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 2,  𝐿𝐿1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 başlangıç değerleri olmak üzere n-inci bi-periyodik  

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 

                            𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑝𝑝𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑛𝑛−2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)                       (4.21)      

ile tanımlanır (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023).  

Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayıları (4.12) ve (4.21) eşitlikleri kullanılarak elde 

edilebilmesinin yanısıra bilinen dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da 

elde edilir. Binet formülü ile daha pratik bir şekilde 𝑛𝑛-inci bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

sayısı elde edilir.  

Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin rekürans bağıntısı bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci 

dizilerinin rekürans bağıntısına benzer olup aynı 𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 karakteristik 

denklemi sahiptir. Dolayısıyla bu denklemin kökleri 

𝜎𝜎 =
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + �𝑝𝑝2𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞

2
   ve     𝜌𝜌 =

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − �𝑝𝑝2𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 4𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞
2

 

dir. Bu kökler arasında da bilinen eşitlikler sağlanır. Buradan bi-periyodik               

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucasi dizilerini için Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilir. 
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Teorem 4.13: 𝑛𝑛 ≥ 0 için 𝜎𝜎 ve 𝜌𝜌,  𝑥𝑥2 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0  denkleminin kökleri ve  

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �𝑛𝑛
2

� olmak üzere bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülü 

                                                 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛)                                  (4.22) 

şeklindedir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: İspat 𝑛𝑛 üzerinde tümevarım yöntemiyle tamamlanabilir. 𝑛𝑛 = 0,1 için (4.22) 

eşitliğinin sağlandığı açık bir şekilde görülür. 𝑛𝑛 ≥ 0 için (4.22) eşitliğinin sağlandığını 

kabul edip 𝑛𝑛 + 1 için sağlandığını gösterelim. Tanım 2.7 ile verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) 

fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) + �
𝑛𝑛 + 1

2
� = �

𝑛𝑛 + 2
2

� 

1 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛) + �
𝑛𝑛 + 1

2
� = �

𝑛𝑛 + 2
2

� 

yazılabilir. Buradan (4.21) eşitliği, tümevarım hipotezi kullanılırsa ve bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin karakteristik denkleminin kökleri arasındaki 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 𝜎𝜎2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 ve 

𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 𝜌𝜌2

𝑎𝑎𝑎𝑎
 eşitlikleri kullanılırsa  

𝐿𝐿𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑝𝑝𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

       = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝑝𝑝 ��
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛)� + 𝑞𝑞 ��
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�

� (𝜎𝜎𝑛𝑛−1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−1)� 

       = (𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1) �
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

+
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�+1

� 

         +(𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1) �
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

+
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛
2�+1

� 

       = �𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1� �
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+2
2 �

� + (𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1) �
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+2
2 �

� 
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      = �𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜎𝜎𝑛𝑛−1� �
𝜎𝜎2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+2
2 �

� + (𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)𝜌𝜌𝑛𝑛−1) �
𝜌𝜌2

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+2
2 �

� 

      = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+2
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+1) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Aşağıdaki teorem ile bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin pozitif ve negatif indisli 

terimleri arasındaki ilişki verilmiştir. Ayrıca bu teorem ile bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

dizilerinin negatif indisli terimleri elde edilebilir. 

Teorem 4.14: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin negatif indisli terimleri  

𝐿𝐿−𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (−𝑞𝑞)−𝑛𝑛𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: (4.22) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝐿𝐿−𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = �
𝑎𝑎𝜉𝜉(−𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�−𝑛𝑛+1
2 �

� (𝜎𝜎−𝑛𝑛 + 𝜌𝜌−𝑛𝑛)      

                  =  �
𝜎𝜎𝜉𝜉(−𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�−𝑛𝑛+1
2 �

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛 � 

                  = �
𝜎𝜎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�−𝑛𝑛+1
2 �

� �
𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑛𝑛� 

                   = (−𝑞𝑞)−𝑛𝑛 �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛) 

                   = (−𝑞𝑞)−𝑛𝑛𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 



81 
 

Aşağıdaki teoremlerle bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin ardışık terimleri arasındaki 

oran ve Catalan, Cassini, d'Ocagne eşitlikleri gibi bazı temel özellikler sunulmuştur. 

Teorem 4.15: Bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin ardışık terimleri arasındaki oranın 

limiti 

i. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝜎𝜎
𝑏𝑏
 

ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝜎𝜎
𝑎𝑎

 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: |𝜌𝜌| < 𝜎𝜎 ve  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

�𝜌𝜌
𝜎𝜎

�
𝑛𝑛

= 0  olmak üzere (4.22) eşitliği ile verilen bi-periyodik 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülü kullanılırsa 

i. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿2𝑛𝑛+1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

� 𝑎𝑎𝜉𝜉(2𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛+2
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛+1+𝜌𝜌2𝑛𝑛+1�

� 𝑎𝑎𝜉𝜉(2𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛+1
2 �

�(𝜎𝜎2𝑛𝑛+𝜌𝜌2𝑛𝑛)

 

                                                = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝜎𝜎2𝑛𝑛+1 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛+1)

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝜎𝜎2𝑛𝑛 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛)

 

                                                = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝜎𝜎2𝑛𝑛+1 �1 + �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛+1
�

𝜎𝜎2𝑛𝑛 �1 + �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛
�

 

                                                =  
𝜎𝜎
𝑏𝑏

 



82 
 

ii. 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐿𝐿2𝑛𝑛(𝑝𝑝,𝑞𝑞)
𝐿𝐿2𝑛𝑛−1(𝑝𝑝,𝑞𝑞)

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

� 𝑎𝑎𝜉𝜉(2𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛+1
2 �

��𝜎𝜎2𝑛𝑛+𝜌𝜌2𝑛𝑛�

�𝑎𝑎𝜉𝜉(2𝑛𝑛−1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�2𝑛𝑛
2 �

�(𝜎𝜎2𝑛𝑛−1+𝜌𝜌2𝑛𝑛−1)

 

                                                = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝜎𝜎2𝑛𝑛 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛)
𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝜎𝜎2𝑛𝑛−1 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛−1)
 

                                               = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

1
𝑎𝑎

𝜎𝜎2𝑛𝑛 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛
�

𝜎𝜎2𝑛𝑛−1 �1 − �𝜌𝜌
𝜎𝜎�

2𝑛𝑛−1
�
 

                                               =  
𝜎𝜎
𝑎𝑎

 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 4.16 (Catalan Eşitliği): 𝑛𝑛 ve 𝑟𝑟 negatif olmayan sayılar olmak üzere 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 için  

𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐿𝐿𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑛𝑛+𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝐿𝐿𝑛𝑛
2 (𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = 

(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)(𝑝𝑝2𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 4𝑏𝑏𝑏𝑏)𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 − 2 �
𝑛𝑛
2

� 

𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) − �
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 + 1

2
� − �

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 + 1
2

� = −𝑛𝑛 

𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟) − �
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 + 1

2
� − �

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 + 1
2

� = −𝑛𝑛 

yazılabilir.  
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Buradan (4.22) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐿𝐿𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑛𝑛+𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝐿𝐿𝑛𝑛
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

      = 𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟) �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟) �
𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛+𝑟𝑟+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟) 

        −𝑎𝑎1−𝜉𝜉(𝑛𝑛)𝑏𝑏1+𝜉𝜉(𝑛𝑛) �
𝑎𝑎2𝜉𝜉(𝑛𝑛)

(𝑎𝑎𝑎𝑎)2�𝑛𝑛+1
2 �

� (𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛)2 

    = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)−�𝑛𝑛−𝑟𝑟+1
2 �−�𝑛𝑛+𝑟𝑟+1

2 �+1𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛+𝑟𝑟)−�𝑛𝑛−𝑟𝑟+1
2 �−�𝑛𝑛+𝑟𝑟+1

2 �+1(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟) 

         −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛)−2�𝑛𝑛+1
2 �+1𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛)−2�𝑛𝑛+1

2 �+1(𝜎𝜎2𝑛𝑛 + 2(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛𝜌𝜌2𝑛𝑛)(𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟) 

    = 𝑎𝑎1−𝑛𝑛𝑏𝑏1−𝑛𝑛(𝜎𝜎2𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛) − 𝑎𝑎−𝑛𝑛𝑏𝑏−𝑛𝑛(𝜎𝜎2𝑛𝑛 + 2(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛 + 𝜌𝜌2𝑛𝑛) 

       = (𝑎𝑎𝑎𝑎)1−𝑛𝑛(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑛𝑛 �
𝜎𝜎𝑟𝑟

𝜌𝜌𝑟𝑟 +
𝜌𝜌𝑟𝑟

𝜎𝜎𝑟𝑟 − 2� 

       = (𝑎𝑎𝑎𝑎)1−𝑛𝑛(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑛𝑛 �
𝜎𝜎2𝑟𝑟 − 2(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟 + 𝜌𝜌2𝑟𝑟

(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟 � 

       = (𝑎𝑎𝑎𝑎)1−𝑛𝑛(−𝑞𝑞)𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑛𝑛 (𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑟𝑟)2

(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞)𝑟𝑟  

        = 𝑎𝑎𝑎𝑎(−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟 1
(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑟𝑟 (𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑟𝑟)2 

       = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎1+𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟) (𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑟𝑟)2

𝑎𝑎2 𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

       = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑟𝑟)𝑏𝑏1−𝜉𝜉(𝑟𝑟)(𝑝𝑝2𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 4𝑏𝑏𝑏𝑏)𝐹𝐹𝑟𝑟
2(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.17 (Cassini Eşitliği): 𝑛𝑛 negatif olmayan sayı olmak üzere  

�
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛+1)

𝐿𝐿𝑛𝑛−1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − �
𝑏𝑏
𝑎𝑎�

𝜉𝜉(𝑛𝑛)

𝐿𝐿𝑛𝑛
2 (𝑝𝑝, 𝑞𝑞) = (−𝑞𝑞)𝑛𝑛−1(𝑝𝑝2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: Teorem 4.16 verilen Catalan eşitliğinde 𝑟𝑟 = 1 alınırsa ispat elde edilebilir. 

Teorem 4.18 (d’Ocagne Eşitliği): 𝑛𝑛 ve  𝑟𝑟 negatif olmayan sayılar olmak üzere 𝑛𝑛 ≥ 𝑟𝑟 

için  

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐿𝐿𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑟𝑟+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

= (−𝑞𝑞)𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝑝𝑝2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2023). 

İspat: Tanım 2.7 de verilen 𝜉𝜉(𝑛𝑛) fonksiyonundan 

𝜉𝜉(𝑛𝑛) + 𝜉𝜉(𝑟𝑟 + 1) − 2𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) = 𝜉𝜉(𝑛𝑛 + 1) + 𝜉𝜉(𝑟𝑟) − 2𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) = 1 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟) 

𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟) = 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) + 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) 

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

= �
𝑛𝑛 + 1

2
� + �

𝑟𝑟
2

� − 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛) 

𝑛𝑛 + 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

= �
𝑛𝑛
2

� + �
𝑟𝑟 + 1

2
� − 𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑟𝑟) 

𝑛𝑛 − 𝑟𝑟 − 𝜉𝜉(𝑛𝑛 − 𝑟𝑟)
2

= �
𝑛𝑛 − 𝑟𝑟

2
� 

yazılabilir.  
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Buradan (4.22) eşitliği ile verilen bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin Binet formülü 

kullanılırsa 

𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝐿𝐿𝑛𝑛+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) − 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)𝐿𝐿𝑟𝑟+1(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 

          = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟) �
1

𝑎𝑎�𝑛𝑛+1
2 �𝑏𝑏�𝑛𝑛+2

2 �
� �

1

𝑎𝑎�𝑟𝑟
2�𝑏𝑏�𝑟𝑟+1

2 �
� (𝜎𝜎𝑛𝑛+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+1)(𝜎𝜎𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑟𝑟) 

           −𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛) �
1

𝑎𝑎�𝑟𝑟+1
2 �𝑏𝑏�𝑟𝑟+2

2 �
� �

1

𝑎𝑎�𝑛𝑛
2�𝑏𝑏�𝑛𝑛+1

2 �
� (𝜎𝜎𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑟𝑟+1)(𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛) 

       = 𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)−�𝑛𝑛+1
2 �−�𝑟𝑟

2�𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)−�𝑛𝑛
2�−�𝑟𝑟+1

2 �−1(𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜎𝜎𝑛𝑛+1𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+1𝜎𝜎𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1) 

−𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟)−�𝑟𝑟+1
2 �−�𝑛𝑛

2�𝑏𝑏𝜉𝜉(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑛𝑛)−�𝑟𝑟
2�−�𝑛𝑛+1

2 �−1(𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜎𝜎𝑟𝑟+1𝜌𝜌𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑟𝑟+1𝜎𝜎𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1) 

          = 𝑎𝑎
−𝑛𝑛−𝑟𝑟+𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 𝑏𝑏
−𝑛𝑛−𝑟𝑟+𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2  −1�𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1+(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟+1)� 

           −𝑎𝑎
−𝑛𝑛−𝑟𝑟+𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2 𝑏𝑏
−𝑛𝑛−𝑟𝑟+𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2  −1(𝜎𝜎𝑛𝑛+𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛+𝑟𝑟+1+(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟)) 

          =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑛𝑛+𝑟𝑟−𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)

2

((𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 + 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟+1 − 𝜎𝜎𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟)) 

          =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �+𝑟𝑟

(𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑟𝑟(𝜎𝜎 − 𝜌𝜌)(𝜎𝜎𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝜌𝜌𝑛𝑛−𝑟𝑟) 

         =
1

𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑎𝑎)�𝑛𝑛−𝑟𝑟
2 �+𝑟𝑟

(−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑏𝑏)𝑟𝑟 (𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑟𝑟 − 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑟𝑟)
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)

(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 

         =
(−𝑞𝑞)𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽)2 

         = (−𝑞𝑞)𝑟𝑟𝑎𝑎𝜉𝜉(𝑛𝑛−𝑟𝑟)(𝑝𝑝2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 4𝑞𝑞)𝐹𝐹𝑛𝑛−𝑟𝑟(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)  

elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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4.3. (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci ve (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Lucas Dizilerinin Döşeme Yorumu  

Bu bölümde (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri döşeme yorumları ile verilmiştir. 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayıları döşeme yaklaşımıyla 

incelenmiştir. Daha sonra döşeme yorumları kullanılarak bu sayılar için bazı temel 

özdeşlikler ve toplam formülleri verilmiştir. 

𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≥ 1 tam sayıları olmak üzere 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı için 𝑛𝑛 hücreli bir 1 ×

 𝑛𝑛 tahtası için özel olarak 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 1  ve  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 başlangıç değerleri ile      (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci dizisi �𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

 ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 2 ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 başlangıç değerleri ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Lucas dizisi �𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛�
𝑛𝑛≥0

  verilsin. 1 × 1 kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve 1 × 2 dominoları 

için 𝑞𝑞 farklı renk olmak üzere bir başlangıç karesi için 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 değeri ve bir başlangıç 

dominosu için 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 değeri olacak şekilde ilk iki tahta verilir.  

Teorem 4.19: 𝑛𝑛 ≥ 1, kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 farklı renk olmak 

üzere 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 ×

2 dominoları ile bir 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısıdır (Taşyurdu ve Türkoğlu, 

2022c). 

İspat: Kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 farklı renk olmak üzere 𝑛𝑛-inci 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı, 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominolar kullanılarak 1,2, … 𝑛𝑛 etiketli hücrelere sahip bir 1 × 𝑛𝑛 tahtasını döşeme 

yollarının sayısını temsil etsin. Boş bir tahtayı döşemenin sadece bir yolu olduğundan 

𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 0 ve bir uzunluğunda bir tahta için 𝑝𝑝 tane farklı renk olduğundan  𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 

dir. Böylece (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizilerinin başlangıç şartları elde edilir. 𝑛𝑛 ≥ 2 için tüm 

döşemelerdeki ilk hücre ya bir renklendirilmiş karedir ya da bir renklendirilmiş 

dominodur. İlk hücre bir renklendirilmiş 1 × 1 kare ise bu kare için 𝑝𝑝 farklı renk 

seçilebilir ve 1 × (𝑛𝑛 − 1) tahtasını döşemek için 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 farklı yol elde edilir. Benzer 

olarak ilk hücre bir renklendirilmiş 1 × 2 domino ise bu domino için 𝑞𝑞 farklı renk 

seçilebilir ve 1 × (𝑛𝑛 − 2) tahtasını döşemek için 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 farklı yol elde edilir. Böylece 

(3.1) rekürans bağıntısındaki 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 bağıntı elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 
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Benzer şekilde 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı dairesel bir 1 ×  𝑛𝑛 tahtayı renklendirilmiş 1 ×

1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 dominolar ile döşeme yollarının sayısı olarak 

yorumlanabilir. 1 × 1 kareler için 𝑝𝑝 tane farklı renk ve 1 × 2 dominoları için 𝑞𝑞 farklı 

renk olmak üzere bir başlangıç karesi için 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 değeri ve bir başlangıç dominosu için 

𝑞𝑞𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 değeri olacak şekilde ilk iki tahta verilir.  

Teorem 4.20: 𝑛𝑛 ≥ 1, kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 farklı renk olmak 

üzere 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominoları ile bir dairesel 1 ×  𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısıdır (Taşyurdu ve 

Türkoğlu, 2022c). 

İspat: Kareler için 𝑝𝑝 farklı renk ve dominolar için 𝑞𝑞 farklı renk olmak üzere 𝑛𝑛-inci 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominolar kullanılarak 1 ×  𝑛𝑛 dairesi olarak adlandırılan bir dairesel 1 × 𝑛𝑛 tahtasını 

döşeme yollarının sayısını temsil etsin. 1 ×  𝑛𝑛 dairesinde 𝑛𝑛-inci ve 1. hücreleri 

kaplayan bir domino yoksa çember içi daire, 𝑛𝑛-inci ve 1. hücreleri kaplayan bir domino 

varsa çember dışı daire olarak adlandırılsın. Boş daire ya çember içi daire ya da çember 

dışı daire olabilir ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 = 2 elde dilir. 1 × 1 dairesi sadece bir kare ile döşenebilir ve 

𝑝𝑝 farklı renk seçeneği vardır. Dolayısıyla 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,1 = 𝑝𝑝 dir. Böylece (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

dizilerinin başlangıç şartaları elde edilir. 𝑛𝑛 ≥ 2 için birinci hücereye göre iki durum 

vardır. 1 × 𝑛𝑛 dairesi 1 × (𝑛𝑛 − 1) dairede ilk hücrenin soluna 𝑝𝑝 farklı renk seçimiyle bir 

kare eklenirse ya da 1 × (𝑛𝑛 − 2) dairede ilk hücrenin soluna 𝑞𝑞 farklı renk seçimiyle bir 

domino eklenirse elde edilir. Ayrıca 1 × (𝑛𝑛 − 1) dairesini döşemek için 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 farklı 

yol ve 1 × (𝑛𝑛 − 2) dairesini döşemek için 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 farklı yol vardır. Böylece (3.2) 

rekürans bağıntısındaki 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝑞𝑞𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−2 bağıntı elde edilir ve ispat 

tamamlanır. 

Bu döşeme yorumları ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri için birçok özellik 

elde edilir. Şimdi (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri için toplam formülleri ve bu 

dizilerin terimleri arasındaki iyi bilinen ilişkiler döşeme yorumlarını kullanarak 

verilecektir. 
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4.3.1. (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Fibonacci ve (𝒑𝒑, 𝒒𝒒)-Lucas dizilerinin özellikleri 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin ilk 𝑛𝑛 teriminin toplam formülleri döşeme 

yorumları kullanılarak aşağıda teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.21: 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

olmak üzere  

i. 𝑞𝑞 ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 + 𝑝𝑝𝑛𝑛+2 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+2 

ii.  𝑞𝑞 ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 + 𝑝𝑝𝑛𝑛+2 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+2 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022c). 

İspat:  i. Teorem 4.19 dan renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominolar kullanılarak bir 1 × (𝑛𝑛 + 2) tahtasını döşeme yollarının sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+2 ye 

eşittir. Böylece bu eşitliğin sağ tarafı hesaplanmış olur. Eşitliğin sol tarafının da aynı 

sayıyı verdiği gösterilirse ispat tamamlanır. Bir 1 × (𝑛𝑛 + 2) tahtasını düşünelim. Tüm 

hücrelerin 1 × 1 kare olduğu döşemelerin sayısı 𝑝𝑝𝑛𝑛+2 dir. Diğer tüm döşemeler en az 

bir 1 × 2 domino içerir. 1 × 2 domino içeren döşemeler sayısı 0 ≤  𝑖𝑖 ≤  𝑛𝑛 için 𝑖𝑖 + 1 

ve 𝑖𝑖 + 2 hücrelerini kapsayan son dominonun konumuna göre hesaplanabilir.            

1 ≤  𝑖𝑖 ≤  𝑛𝑛  için 𝑖𝑖 + 1 ve 𝑖𝑖 + 2 hücrelerini kapsayan bir domino için 1. hücreden 𝑖𝑖. 

hücreye kadar olan hücreleri döşemenin 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖  yolları vardır ve 𝑖𝑖 + 3  hücresinden 𝑛𝑛 + 2 

hücresine kadar olan hücreler için 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖 farklı renk seçeneği vardır.   Dominolar için 𝑞𝑞 

renk seçeneği ile böyle döşemelerin sayısı 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖 dir.  𝑖𝑖 = 0  ise, ilk domino 

seçmenin 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0 yolu vardır ve kalan kareler 𝑝𝑝𝑛𝑛 farklı renk ile seçilebilir ve böyle 

döşemelerin sayısı 𝑞𝑞𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,0𝑝𝑝𝑛𝑛 dir. Tüm döşeme yollarının toplamı istenen sonuç olup  

𝑞𝑞 ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 + 𝑝𝑝𝑛𝑛+2 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+2 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

ii.  Benzer şekilde Teorem 4.20 kullanılarak elde edilir. 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin tek indisli ilk 𝑛𝑛 teriminin toplam 

formülleri 2𝑛𝑛 uzunluğunda bir tahtanın döşenmesi yorumuyla aşağıdaki teoremle 

verilmiştir. 
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Teorem 4.22: 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

olmak üzere  

i. 𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖−1
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛  

ii. 𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖−1
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + 2𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022c). 

İspat: i. Teorem 4.19 dan renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominolar kullanılarak bir 1 × 2𝑛𝑛 tahtasını döşeme yollarının sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 ye eşittir. 

Böylece bu eşitliğin sağ tarafı hesaplanmış olur. Eşitliğin sol tarafının da aynı sayıyı 

verdiği gösterilirse ispat tamamlanır. Bir 1 × 2𝑛𝑛 tahtasını düşünelim. Tüm hücrelerin 

1 × 2 domino olduğu döşemelerin sayısı 𝑞𝑞𝑛𝑛 dir. Diğer tüm döşemeler en az bir 1 × 1 

kare içerir. 1 × 1 kare içeren döşemeler sayısı 1 ≤  𝑖𝑖 ≤  𝑛𝑛 için 2𝑖𝑖 hücresini kapsayan 

son karenin konumuna göre hesaplanabilir. 1. hücreden (2𝑖𝑖 − 1). hücreye kadar olan 

hücreleri döşemenin 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖−1  yolu vardır. Ayrıca son kare ve  kalan 𝑛𝑛 − 𝑖𝑖 domino için 

𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖 farklı renk seçeneği vardır. Tüm döşeme yollarının toplamı istenen sonuç olup  

𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖−1
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

ii.  Benzer şekilde Teorem 4.20 kullanılarak elde edilir. 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci dizileri ile (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin çift indisli ilk 𝑛𝑛 teriminin toplam 

formülleri 2𝑛𝑛 − 1 uzunluğundaki bir tahtanın döşenmesi yorumuyla aşağıdaki teoremle 

verilmiştir. 

Teorem 4.23: 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 

olmak üzere  

i. 𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1  

ii.  𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 + 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022c). 
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İspat: i. Teorem 4.19 dan renklendirilmiş 1 × 1 kareler ve renklendirilmiş 1 × 2 

dominolar kullanılarak bir 1 × (2𝑛𝑛 + 1)tahtasını döşeme yollarının sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 ye 

eşittir. Böylece bu eşitliğin sağ tarafı hesaplanmış olur. Eşitliğin sol tarafının da aynı 

sayıyı verdiği gösterilirse ispat tamamlanır. Bir 1 × (2𝑛𝑛 + 1) tahtasını düşünelim. 

Bütün döşemeler en az bir 1 × 1 kare içerir. 1 × 1 kare içeren döşeme yollarının sayısı          

0 ≤  𝑖𝑖 ≤  𝑛𝑛 için 2𝑖𝑖 + 1 hücresini kapsayan son karenin konumuna göre hesaplanabilir. 

1. hücreden (2𝑖𝑖). hücreye kadar olan hücreleri döşemenin 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖   yolları vardır. Ayrıca  

son kare ve kalan 𝑛𝑛 − 𝑖𝑖 domino için 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖 farklı renk seçeneği vardır. 𝑖𝑖 = 0 durumunu 

ayrı tutularak tüm döşemle yollarının toplamı istenen sonuç olup  𝑝𝑝 ∑ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑖𝑖𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 +

𝑝𝑝𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,2𝑛𝑛+1 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

ii.  Benzer şekilde Teorem 4.20 kullanılarak elde edilir. 

𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı ile 𝑛𝑛-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı arasındaki ilişki aşaağıdaki 

teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.24: 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 1 tam sayılar ve 𝑖𝑖-inci (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖 ve 𝑖𝑖-inci 

(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas sayısı 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑖𝑖 olmak üzere 

2𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚 

dir (Taşyurdu ve Türkoğlu, 2022c). 

İspat: 1 × (𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1) tahtasını alalım. Teorem 4.19 dan renklendirilmiş 1 × 1 kareler 

ve renklendirilmiş 1 × 2 dominolar kullanılarak bir 1 × (𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1)tahtasını döşeme 

yollarının sayısı 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 ye eşittir. Diğer taraftan 1 × (𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1) tahtası iki şekilde 

döşenebilir: 

1. Durum: 1 × (𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 − 1) döşemesinde 𝑛𝑛 + 1 ve 𝑛𝑛-inci hücreleri kaplayan domino 

yoktur ve 𝑛𝑛-inci hücrede olan 𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛 + 1 hücreleri arasında bir çizgi vardır. Buradan 

1 × (𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1) döşemesi, 1 × 𝑛𝑛 döşemesi ve 1 × (𝑚𝑚 − 1) döşemesi olarak ikiye 

ayrılabilir. 1 × 𝑛𝑛 döşemesinin ilk hücresinin sol tarafına 𝑛𝑛-inci hücrenin sağ tarafını 

iliştirilirse bir çember içi 1 × 𝑛𝑛 dairesi oluştur. Buradan  𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
1 , çember içi 1 × 𝑛𝑛 daire 

döşeme yollarının sayısını gösterir. 
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2. Durum: 1 × (𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 − 1) döşemesinde 𝑛𝑛 + 1 ve 𝑛𝑛-inci hücreleri kaplayan domino 

vardır ve 𝑛𝑛-inci hücrede olan 𝑛𝑛 ve 𝑛𝑛 + 1 hücreleri arasında bir çizgi yoktur. Bu 

durumda, 1 × (𝑛𝑛 − 1) döşeme ve çember dışı 1 × 𝑚𝑚 daire oluştur. Buradan  𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
2  

çember dışı 1 × 𝑚𝑚 daire daire döşeme yollarının sayısını gösterir. 

Benzer yaklaşım 1 ×  (𝑚𝑚 +  𝑛𝑛 −  1) tahtasında 𝑚𝑚-inci hücresinde bir çizgi olup 

olmadığını dikkate alarak 𝑚𝑚-inci hücresine uygulanır. Buradan (3.2) rekürans 

bağıntılarından 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
1 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 ve 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
1 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚

2 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚 olmak üzere  

2𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛+𝑚𝑚−1 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
1 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑝𝑝 ,𝑞𝑞,𝑚𝑚

2 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
1 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2  

                       = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1�𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛
1 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛

2 � + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1�𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚
1 + 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚

2 � 

                       = 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑞𝑞,𝑚𝑚 

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.  
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

5.1. Sonuçlar 

Bu çalışmada, (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları 

kullanılarak Fibonacci tipi, Lucas tipi, bi-periyodik Fibonacci tipi ve bi-periyodik Lucas 

tipi dizileri genelleştiren bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas 

dizileri tanımlanmıştır. Bu dizilerin 𝑛𝑛-inci terimlerinin hesaplanmasında kendisinden 

önceki terimlerin bilinmesine ihtiyaç bırakmayan ve kapalı formül olarak bilinen Binet 

formülleri ve üreteç fonksiyonları verilmiştir. Dizilerin pozitif ve negatif indisli 

terimleri arasındaki ilişki elde edilmiştir. Ayrıca bi-periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Fibonacci ve bi-

periyodik (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizilerinin ardışık terimleri arasındaki oran ve Catalan, Cassini, 

d'Ocagne eşitlikleri gibi bazı temel özellikleri sunulmuştur.  

Literatürde Fibonacci ve Lucas dizilerinin genelleştirmeleri üzerine birçok tanımlanmış 

rekürans dizi vardır. Bu dizilerin en önemli genelleştirmelerinden biri rekürans 

bağıntılarındaki terimlerin katsayılarının dikkate alınmasıyla tanımlanaan (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-

Fibonacci ve (𝑝𝑝, 𝑞𝑞)-Lucas dizileri ve diğeri tek ve çift indisli terimlerine göre bi-

periyodik diziler olarak adlandırılan dizilerdir. Bu çalışmada sunulan tanımlar ve ilişkili 

olarak elde edilen sonuçlar ile hem Fibonacci ve Lucas tipli diziler hem de bi-periyodik 

diziler genelleştirilmiştir ve yeni sayı dizileri ile sonuçları literatüre kazandırılmıştır. 

Uzun yıllardır Fibonacci ve Lucas sayıları ile dizilerinin genelleştirmeleri 

çalışılmaktadır. Bu dizilerin genelleştirilmesi çalışılırken farklı bakış açıları ortaya 

çıkmıştır. Bir taraftan sunulan genelleştirmeler dizilerin başlangıç değerlerine bağlıyken 

diğer taraftan ise dizilerin rekürans bağıtısındaki terimlerin katsayısına bağlı olarak çok 

farklı genellemeleri sunulmuştur.  

5.2. Öneriler 

Çalışmamızda elde ettiğimiz sonuçlar doğrultusunda araştırmacılara öneriler olarak, 

Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilişkili olarak rekürans bağıntılarla tanımlanan 

genelleştirilmiş polinom diziler için bi-periyodik polinom dizileri tanımlanabileceğini 

ve bu çalışmada elde edilen tüm sonuçların araştırılabileceğini ifade edebiliriz. 
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