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OZET
Bi-UNIVALENT FONKSIYONLARIN YENI BiR ALT SINIFI

YUKSEK LISANS TEZI

Veysi MEHMETOGLU

BATMAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2016

Bu tezde, birim diskte tanimlanan bi-tinivalent fonksiyonlar sinifinin yeni bir
altsinifi tanimlanacaktir. Salagean tlirev operatdrii kullanilarak tanimlanacak bu yeni
altsinifin fonksiyonlarin karsilik geldigi Taylor-Maclaurin serilerinin ikinci ve {iglincii
katsayilarina iliskin iist smirlar elde edilecektir. Bu tezde sunulan sonuglar onceki
bircok caligmalarin genellestirilmisi niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Univalent Fonksiyonlar,bi-iinivalent Fonksiyonlar, Katsay1

Sinirlari, Katsay: tahminleri, SalageanTiirev Operatorii



ABSTRACT
A NEW SUBCLASS OF BI- UNIVALENT FONCTIONS

MASTER THESIS
Veysi MEHMETOGLU

UNIVERSTY OF BATMAN
INSTITUE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

In this thesis, introduction of new subclasses of bi-univalent functions in the
open disk was defined. Moreover, by using Salagean operator, in these new subclasses
for functions, upper bounds for the second and third coefficients were found. The results

presented here would provide extensions of those given in earlier works.
Keywords: Univalent Functions, Bi-univalent Functions, Coefficient Bounds,

Coefficient Estimates, Salagean Operator.
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KISALTMAVESIiMGELER

N : Dogal Sayilar Kiimesi
N, : N u{0}
R : Gergel Sayilar Kiimesi
C : Karmagik Sayilar Kiimesi
U - {z:]z]<1}, Birim disk
k(2) : 2 Koebe Fonksiyonu
f<g . f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir
D" f .. f fonksiyonunun n. mertebeden Salagean Tiirevi
A : U birim diskinde tammlanan f(z)=z+ ianzn analitik
n—2
fonksiyonlarin smifi
S : Birim diskte analitik, {inivalent ve normallestirilmis fonksiyonlar
sinifi
P : Pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar sinifi
K : Konveks fonksiyonlar sinifi



: Yildiz1l fonksiyonlar sinifi

. a —mertebeli y1ldizil fonksiyonlar sinifi

. a —mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi

. a-mertebeli gii¢lii yi1ldizil fonksiyonlarin siifini

o -mertebeli giiglii konveks fonksiyonlarin siifi

: Bi-linivalent olan fonksiyonlarin sinifini

. a - mertebeden giiglii bi-yildizil fonksiyonlar sinifi

. a - mertebeden giiclii bi-konveks fonksiyonlar sinifi
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1. GIRIS

Bir karmagsik fonksiyonun analitik O6zellikleri ve bu analitik fonksiyonun
goriintlisiinlin geometrik Ozellikleri arasindaki iligkiyi gosteren Karmasik Analizin en
onemli dallarindan biri, Geometrik Fonksiyonlar Kuramidir.

Univalent fonksiyonlar teorisi, geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli
konularindan biridir. Karmagik analizde, karmasik diizlemin agik bir D altkiimesi
tizerinde tanimlanmig bir f (z) fonksiyonu, kendi f (D) resmi tizerine 1:1 oluyorsa bu

fonksiyona D bolgesinde iinivalenttir denir.

Univalent fonksiyonlar teorisi ¢ok genis ve karmasik oldugundan bazi
kolaylastirict kisitlamalar yapmak gerekir. “Her basit baglantili D bolgesini, birim disk
lizerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik fonksiyonunun var oldugunu” ifade

eden {inli Riemann Doniisim Teoremindeki D bolgesi yerine U birim diskini
alabiliriz.

Genel olarak, U={z:|z|<1}birim diskinde analitik, iinivalent ve normalize

edilmis yani, f (0)=f’(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin siifi &
ile gosterilir. Her f eS fonksiyonu

f(z)=z+a,2° +=2+) 4,1
n=2
seklinde bir Taylor-Maclaurin serisi ile ifade edilebilir.

Univalent Fonksiyonlar Teorisinin temelleri, Riemann Déniisiim Teoremi ile
atilmis olmakla birlikte, teorinin baglangici, Koebe’nin (1907) normalize edilmis
tinivalent bir fonksiyonun kendisinin ve birinci tiirevinin modiilleri iizerindeki sinirlarin
varligint ispatladigt 1907 yilindaki calismasi ve Bieberbach’in (1916) bu tiir
fonksiyonlarin ikinci katsayilar1 i¢in 1916 yilinda elde ettigi katsay1 kestirimine dayanir.

Bieberbach, 1916 yilinda normalize edilmis bir {nivalent fonksiyonun

n

katsayilar1 i¢in iinli |an| <n kestirimini yapmis olup, N=2 durumu i¢in bu kestirimi

ispatlamistir. Bu Onemli kestirim {iizerinde pek cok matematik¢i calismis olmakla
beraber 1984 yilinda Louis de Branges tarafindan ispatlanincaya kadar bir kestirim
olarak kalmistir.

Univalent fonksiyonlar 1:1 oldugundan terslenebilirdir. Bi-iinivalent fonksiyon,
kendisi ve tersi {iinivalent olan fonksiyonlara denir. Genel olarak bi-linivalent
fonksiyonlarin smifi X sembolii ile gosterilir. Univalent fonksiyonlarin katsayi
tahminlerinde oldugu gibi bi-iinivalent fonksiyonlarin katsayr tahminlerinin elde
edilmesi i¢in ¢alismalar yapilmistir. Bi-linivalent fonksiyonlarin sinifi ile ilgili ilk
calismalar1 yapmis olan Lewin (1967), bu smifa ait fonksiyonlarn a, katsayisi igin
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|a2| <1,51 oldugunu ispatlamistir. Sonrasinda, Brannan ve Clunie (1979), Netanyahu
. 4 4 .
(1969) ve |a2| katsayisi igin sirasiyla |a2| <2, max|a2| = gve |a2| > gesltsmhklerlm

gostermislerdir. Bi-linivalent fonksiyonlar sinifinin |a2| katsayist i¢in bilinen en iyi

tahmin 1985 yilinda Taha (1981) tarafindan yapilmis olan |a2|£1.485 katsay1
tahminidir. Taylor-Maclaurin serisinin herbir
la,| (neN-{12},N={12,.})

katsayilar1 i¢in katsayr kestirimleri hala agik bir problem olarak durmaktadir. Brannan
ve Taha (1986) iinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflara benzer olarak Bi-linivalent

fonksiyonlarin bazi alt siniflarin1 bulmuslardir. Bu smifa ait fonksiyonlarin |a2|ve
|a3|katsay11ar1 icin kesin olmayan tahminler buldular. Bu c¢alismamizda bi-iinivalent

fonksiyonlarin bazi yeni alt siniflarin1 tanimlayacagiz. Olusturulan bu alt siniflar daha
oncesinde yapilmis olan bir ¢ok ¢alismanin genellemesi olarak yapilmasi
planlanmaktadir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. Tanmim (Disk) C karmasik sayilar kiimesi, z, € C ve r >0 olmak iizere,
D(z,1)={zeC:|z-2z,|<r}
kiimesine z, merkezli r yarigapl acik disk,
D(z,,1)={zeC:|z-2z|<r}
kiimesine z, merkezli r yaricapli kapah disk,
0D(z,,1) ={zeC:|z-17,| =7}

kiimesine z, merkezli r yarigapli cember denir.

2.2. Tamm (i¢ Nokta) AcC ve z,€ A igin D(z,r) c A olacak sekilde bir r >0

sayist varsa Z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir. A kiimesinin biitin i¢
noktalariin kiimesine A kiimesinin igi denir.

2.3. Tammm (Ac¢ik Kiime, Kapal Kiime) A kiimesinin biitiin noktalar1 bir i¢ nokta ise
A kiimesine a¢ik kiime denir. A kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise A kiimesi kapah
kiime olarak adlandirilir.

2.4. Tamm (Yigllma Noktas)) A cC olsun.A=< ve verilsin. z, noktasinin her

D(z,,¢) komsulugunda, A kiimesinin z, dan farkli bir Z noktast varsa z, noktasina
A kiimesinin bir yigilma noktasidir denir.

2.5. Tanim (Baglantih Kiime) A — C herhangi bir kiime olsun. A kiimesi bostan
farkli, ayrik iki acik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, bu kiimeye baglantihdir
denir. Yani,

ANnU =, ANV =, AcUuV, AnUnV =Y

olacak sekilde U ve V agik kiimeleri bulunamiyorsa, A kiimesi baglantilidir. Baglantili
olmayan kiimeye baglantisizdir denir.
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2.6. Tammm (Egri) [a, b] c R olmak tizere,
y:[ab]>C

stirekli fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir.

2.7. Tammm (Bolge) Karmasik diizlemde bostan farkli agik ve baglantili bir kiimeye
bolge ad1 verilir.

2.8. Tamim (Basit Baglantih Bolge) D — C bir bolge olsun. Eger hem D hem de
C—"Dbaglantil1 bir kiime ise D bolgesine basit baglantil bolge denir.

2.9. Tamim (Karmasik Fonksiyon) A,C nin herhangi bir altkiimesi olsun. Her z€ A
elemanina belli bir f (Z) € C elemanina karsilik getiren kurala karmasik konksiyon
denir. f:A—>C , w= f(Z) seklinde yazilir.

2.10. Tammm (Fonksiyonun Limiti) AcC olmak tizere f:A—C fonksiyonu
verilsin. z, e C, A kiimesinin bir y1gilma noktasi1 ve bir w, sayisi verilsin. Her £ >0
ve 0<|z—2z,| <& sartim saglayan her zeA igin ‘f(z)_Wo‘ < ¢ olacak sekilde bir
525(20,5) >0 sayisi varsa f nin z; daki limiti w, dir denir ve

im (2) -

ile gosterilir.

2.11. Tamm (Siireklilik) A < C olmak lizere f : A— C bir fonksiyon ve z, € A
olsun. Her &£ >0 i¢in

f(AnD(z,,6))=D(f(z,¢))
olacak sekilde bir & =5(z,,&)>0 sayisi varsa f (z) fonksiyonu z, noktasinda

sureklidir denir.

2.12. Tammm (Diferansiyellenebilirlik ) AcC bir ac¢ik kiime, f:A—>C bir
fonksiyon olsun.
Eger z, € A noktasinda

limiti mevcut ise, f fonksiyonuna 2z, noktasinda diferansiyellenebirdir veya

tiirevlenebilirdir denir. Bu limit f'(z) veya 3—f(zo) seklinde gosterilir.
z

2.13. Tamim (Analitik Fonksiyon) AcC ve f:A — C fonksiyon ve z,, A nin bir
ic noktast olsun. Eger f fonksiyonu , z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna z,noktasinda
analitiktir denir.
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z=X+iy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) karmasik degerli fonksiyonu analitik
ou ov ou

. ov
ise — (y)=Z(xy) ve Z(xy)=-2(xy)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

2.14. Teorem (Maksimum Modiil Teoremi) f fonksiyonuD bolgesinde analitik
olsun. Bu fonksiyon bu bdlgede sabit olmadikca,

(z)| modiilii maksimum degeri bu

bolgenin sinirinda alir ( Duren, 1983).

2.15. Teorem (Schwarz Yardimeci Teoremi) f fonksiyonu U= { z|<1} birim
diskinde analitik ve f (0)=0 olsun. Eger U birim diskinde ‘f (z)|<

)‘<1 ve

|f(Z)|£|Z| esitsizlikleri saglanir. Esitlik sadece #€R olmak iizere f( )=

fonksiyonu ile saglanir.

2.16. Tanim (Argiiment) Karmasik diizlemde zeC karmasik sayisiyla belirtilen
vektoriin pozitif reel eksen ile yaptigi @ agisina z nin argiimenti denir ve 6 =arg(z)

ile gosterilir.

2.17. Tanim (Konform Déniisiim) Karmasik diizlemin bir D bdlgesinde f: D —C
stirekli dontisiimii verilsin. Eger z, €D noktasindan gegen ve aralarinda « agisi
bulunan herhangi iki diizgiin y,,y, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrileri de
w, = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan « agis1 yapiyorsa, f
fonksiyonuna z, noktasinda bir konform déniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her
z, € D noktasinda konform ise f fonksiyonu D bolgesinde konformdur.

Resmedilen bolge ile resim bolgesi arasindaki iliskinin daha i1yi belirlenebilmesi
icin herhangi bir karmasik fonksiyon yerine konform doniisiim g6z oniine alinir.

2.18. Tanim Karmasik diizlemin bir D bolgesinde f :D — C doniisiimii verilsin. f ,
bir z,eD noktasinda siirekli ve f (z,)#0ise f, z, noktasinda bir konform

doniisiimdiir.

2.19. Tamm (Dizi) f :N—C, f(n)=z, olan fonksiyona C de bir karmasik dizi
denir.

2.20. Tamm (Yakinsakhk) (z,),C de bir dizi ve z,eC olsun. Verilen herhangi bir
& >0 sayis1 igin n>n, 6zelligindeki biitin ne N i¢in |Zn - ZO| < ¢ olacak bicimde bir
N, € N sayis1 bulunabiliyorsa, (Zn) dizisinin limiti z, dir denir.

Belli bir z,  C limitine sahip olan (z,) dizisine yakinsak dizi denir.

2.21. Tanmim(Seri) (Zn ) , bir karmasik dizi olmak iizere

15



2 +2,+ 2+
ifadesine karmasik seri denir ve
2.7
n=1
n
ile gosterilir. Bu serinin s = Z z, olarak tammlanan (S,) dizisine kismi toplamlar

k=1
dizisi denir.

2.22. Tamm (Yakmsak Seri ) >z bir karmagik seri ve (s,) bu serinin kismi
n=0

toplamlar dizisi olsun. (s,) dizisi bir s, degerine yakinsiyorsa verilen seri S, sayisina

yakinstyor denir.

2.23. Tamm (Kuvvet Serisi) z,, a, € C olmak iizere

0

Z an(z_zo)n

n=0
bicimindeki serilere kuvvet serileri denir.

2.24. Tamim (Taylor Teoremi)
f (z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ise bu noktanin bir komsulugunda

3By

seklinde bir kuvvet serisi agilimi vardir.Yukarida belirtilen kuvvet serisine f(Z)

fonksiyonunun z, noktas1 komsulugundaki Taylor serisi denir. Taylor serisinde z, =0
alinirsa

SRR
Z:j n! :

elde edilir. Bu seriye Maclauren serisi ad1 verilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu baslik altinda tezin olusturulmasinda kullanilacak temel tanim ve teoremler
verilmektedir.

3.1. Univalent Fonksiyonlar
Bu kisimda tinivalent fonksiyonlar: tanimlayarak onemli 6zelliklerini verecegiz.

3.1.1. Tamm (Univalent Fonksiyon) D cC bir bolge olmak iizere, f:D—C
fonksiyonu ayni degeri iki defa alamiyorsa f fonksiyonuna D bdlgesinde iinivalent
fonksiyon denir. Yani D bolgesindeki z, #z, Ozelligindeki tiim nokta ciftleri igin
f(z,)# f(z,) dir. Diger bir deyisle D bélgesinde bire-bir doniisiime {inivalent
fonksiyon denir.

3.1.2. Tamim (Yerel Univalent Fonksiyon) Bir D bolgesinde taniml1 herhangi bir f
fonksiyonu, herhangi bir z, €D noktasmin bir komsulugunda {inivalent ise f
fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel iinivalent fonksiyon denir.

17



3.1.3. Teorem f, D bolgesinde analitik olsun. Bu durumda z, €D noktasinda
f'(Zo) #0 olmasi icin gerek ve yeter kosul f nin z, € D noktasinda yerel iinivalent

olmasidir.
D bolgesinde tanimli f fonksiyonu z,eD igin yerel tinivalent ise f'(ZO)

tirevi z,noktasinda f fonksiyonunun yerel olarak geometrik davranigini belirler.

f’(Z)‘ ve arg f'(Z) sirasiyla bize uzunluklarin yerel biiylime ¢arpan1 ve yerel donme

garpanini verir.
Yerel iinivalent fonksiyonu, agilar1 ve donmeyi korur. Bu nedenden dolay1
tinivalent bir fonksiyon, konform bir doniisiimle denk goriiliir.

Diger yandan, bir D < C bolgesinde f'(z,)#0 olmasi kosulu D bdlgesinin

tiimiinde iinivalent olmas igin gerek kosul iken yeterli kosul olamaz. Ornegin f (Z) =7?
fonksiyonu D= {Z 11<|z]<2,0<argz< 3?”} bolgesinde yerel iinivalenttir. Ancak

tinivalent degildir.
Tek degiskenli tinivalent fonksiyonlar teorisinin en 6nemli temel sonuglardan
biri Riemann doniisiim teoremidir.

3.1.4. Teorem (Riemann Déniisiim Teoremi) D < C basit baglantili bolgesini U
birim diski iizerine birebir ve konform olarak resmeden z,eDig¢in f(z,)=0 ve
f'(z,)> 0 olacak sekilde bir tek f fonksiyonu vardir. (Duren, 1983).

Riemann Doniisiim Teoremiyle keyfi basit baglantili bolgelerde tanimlanan
tinivalent fonksiyonlar1 U birim diskindeki {inivalent fonksiyonlara doniistiiriir. Bundan
dolay1 birim diskteki tinivalent fonksiyonlar1 ¢calisacagiz.

U  birim diskinde analitik ve tnivalent olan f (Z) fonksiyonu
f(0)=f'(0)-1=0 kosullar: ile normalize edilebilir. Eger f(z) fonksiyonu U birim
diskinde analitik ve iinivalent ise 0 zaman

fonksiyonuda f (z) fonksiyonu ile aym ézellikleri tasir. Boylece yapilan bu

normalizasyon sinifin genelligini sinirlamaz.
Bu tezde ¢alismalarimizi, U birim diskinde tanimlanan

f(z)=z +ianzn
n=2

seklindeki Taylor serisi a¢ilimia sahip analitik fonksiyonlarin simiflariyla
sinirlayacagiz. Bu fonksiyonlarin sinifin1 4 sembolii ile gosterecegiz.

3.1.5. Tamm (Ssmfi) U birim diskinde analitik, iinivalent ve f(0)=f'(0)-1=0

kosullarini saglayan fonksiyonlarin sinifina normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar
siifi denir. Bu sinifi S ile gosterecegiz.
S sinifina ait en 6nemli fonksiyonlardan biri

k(z)= z =2+22°+32°+... , (z€D)

12y
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seklinde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon U diskini —% den oo ¢ikarilmis

negatif reel eksen hari¢ tiim karmasik diizleme konform olarak doniistiiriir. Koebe
fonksiyonu, {inivalent fonksiyonlar teorisinde birgok problem igin extremal bir rol
oynar.

YA

f(z)=—

:1—2
seklinde verilen fonksiyona lineer kesirsel doniisiim denir. Bu fonksiyon U birim

o 1 . . i
diskini Re{w}>—§ yar1 diizlem {izerine doniistiiriir. Bu fonksiyon normalize

edildiginde S sinifina ait olur. Benzer olarak,

1+z
f(z)=1*2
(2)=17,
fonksiyonu, U birim diskini Re{w} >0 yar diizlemi iizerine birebir olarak doniistiiren

bir diger lineer kesirsel doniisiimdiir.
Bieberbach, ilk kez S sinifina ait bir f fonksiyonlarin a, katsayilari i¢in bir {ist

siir olusturmaya ¢aligmistir. 1946 yilinda |a2| < 2 esitsizligini ispatlamstir.
3.1.6. Teorem (Bieberbach Teoremi) f(z)=z+a,2*+a,2°+.. €S ise [a,|<2 dir.

Bieberbach, &Ssmifina ait bir fonksiyonunun a, katsayilarinin |an| <n

esitsizligini sagladigina dair bir kestirimde bulundu. Bieberbach kestirimi olarak bilinen
bu zor problem 1985 yilinda L. De Branges tarafindan ispatlandi.

3.1.7. Teorem (Bieberbach Kestirimi-De Branges teoremi)
f(z)=z+a,2* +a,2° +... € Sise her n>2 i¢in |a,| <n olur.(Bieberbach 1916).

f € S Univalent fonksiyonlar1 i¢in en Onemli temel geometrik sonu¢ 1907
yilinda Koebe tarafindan verilen ve Koebe dortte bir teoremi olarak bilinen meshur
teoremdir. Her bir feS fonksiyonu f(0)=0 ozelliginde bir agik doniisiim

oldugundan dolay1 bu doniisiimlerin goriintlisii, orjin merkezli baz1 diskleri kapsar.
Koebe, S smifindaki tiim fonksiyonlarin goriintiilerinin o bir mutlak sabit olmak tizere

ortak bir |W| < p diskini kapsadigini ortaya ¢ikarmistir. Koebe fonksiyonu, o mutlak
sabitinin |p|£% esitsizligini saglar. Daha sonra, Bieberbach o mutlak sabitinin —

olarak alinabilecegini belirten Koebe kestirimini olusturdu.

3.1.8. Teorem (Koebe Dortte Bir Teoremi) S sinifindaki her fonksiyonun

gérﬁntﬁsﬁ{w:|w| < %} diskini kapsar (Duren, 1983).

Bieberbachin ispatlamis oldugu |a2|£2 katsayr esitsizligi, konform

dontistimlerin  geometrisinde biiylime teoremi ve biikiilme teoremi gibi daha ileri
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uygulamalara sahiptir. biiyiime teoremi ve biikiilme teoremi, tim f € S fonksiyonlar
lizerinde sirasi ile | f (z)| ve | f ’(Z)| icin smirlar olusturur.
Biikiilme teoremi, f e Sdonisiimii altinda yay uzunlugunun sonsuz kiiciik

biiylime ¢arpani olarak | f ’(Z)| nin geometrik agiklamasindan veya alanin sonsuz kii¢iik

bilyiime ¢arpan1 olarak f’(z)‘2 jakobiyeninden gelmektedir. Asagida verilen teorem,

biikiilme teoremi ve onun sonuglarina iligkin 6nciil bir tahmin verir.

3.1.9. Teorem Her bir f €S igin
2f'(z) 2r?
f'(2) -t

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).

2|s 4r2 z|=r<1
‘ 1-r

3.1.10. Teorem (Biikiilme Teoremi) Her bir f €S ve |Z| =r <1 igin,

(11;:)3 s‘f'(z)‘s

esitsizligi saglanir (Goodman,1983).

1+r

(L-r)’

3.1.11. Teorem (Biiyiime Teoremi) Her bir f €S ve |z|=r <1 igin,
r

(1+r)

esitsizligi saglanir ( Goodman,1983).

7<|f(2) <

(L-r)

Biikiilme ve Biiylime teoremlerinden asagidaki teoremi elde etmek kolaydir.

3.1.12. Teorem S sinifindaki her bir f fonksiyonu i¢in
1-r _|f (Z)|< 1+r

(1+r) | f(2) ‘_(1—r

esitsizligi saglanir (Duren,1983).

Zl=r<l
)II

3.2 Subordinasyon ilkesi

Subordinasyon kavrami, {tinivalent fonksiyonlar teorisinde Onemli bir yere
sahiptir. Bu kavram ilk olarak Lindelof (1909) tarafindan kullanilmistir. Ancak
Littlewood (1925) ve Rogosinski (1943) tarafindan bu kavram tanitilmis ve temel
Ozellikleri ortaya ¢ikarilmistir.

3.2.1. Tanmmm (Schwarz Fonksiyonu) U birim diski i¢inde analitik ve
w(z)=> c,z"
n=1

seklinde ifade edilen w(z) fonksiyonu w(0)=0 ve |w(z)| <1 kosullarin sagliyorsa bu

fonksiyona Schwarz Fonksiyonu denir. Schwarz fonksiyonlarinin smifi Q ile
gosterilir.
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3.2.2. Tammm (Subordinasyon Prensibi) f ve g fonksiyonlart U birim diskinde
analitik fonksiyonlar olsun. U birim diski f(z)=g(w(z)) olacak sekilde w(z)eQ

Schwarz fonksiyonu varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir denir ve bu
durum f < g olarak gosterilir.
f fonksiyonunun iinivalent olmasina gerek yoktur. Ozellikle, g(z) fonksiyonu
U birim diskinde iinivalent ise
f<ge f(0)=g(0) ve f(U)cg(U)
olur (Duren,1983).

3.3. Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflari
Bu kisimda {inivalent fonksiyonlarin 6nemli bazi alt siniflarini verecegiz

3.3.1. Tamim (Pozitif Reel Kisimli Fonksiyonlar Sinifi)

P(Z):1+ Pz + p222 +..+ ann +...=1+§:an
n=1

n

formuna sahip , U birim diskinde analitik olan ve U birim diskindeki herbir z noktasi
i¢in
Re{ p(Z)} >0  kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina pozitif reel kisimh

fonksiyonlar sinifi denir ve bu simif P ile gosterilir. P(Z) fonksiyonunun iinivalent
olmasina gerek yoktur.
Ornegin; P(z)=1+2" fonksiyonu herhangi bir n>0 tamsayisi i¢in P smifina
aittir. Ancak n>2 alirsak bu fonksiyon tinivalent olmaz.
L, (2) :iJr—Z =1+2z+22 +..=1+2) 7"

—Z n=1

seklinde ifade edilen Mobius fonksiyonu, S sinifindaki Koebe fonksiyonunun rolii gibi
P sinifinda 6nemli yer tutar. Bu fonksiyon, U birim diskinde analitik ve {inivalent olup
U birim diskini, sag yar1 diizleme konform olarak doniistiiriir. Sonug olarak, herhangi
bir f e P fonksiyonu i¢in

feP=f=<P
dir.
3.3.2. Tamm (Carathedory Yardimci Onermesi) f € P ve

f(z) =1+i p,2" (zeU)
n=1
olsun. Bu durumda
|p,|<2 n=234..
dir (Goodman, 1983).

3.3.3. Tamim (Yildizil Fonksiyonlar Simifi) D, C de bir bolge olsun. D bolgesindeki
sabit z=0 noktasin1 D nin herhangi bir noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen
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D bolgesinde kaliyorsa D bolgesine orijine gore yildizil veya kisaca yildizil bolge adi
verilir.

Eger bir f(z) fonksiyonu D birim diskini yildizil bir bdlgeye resmediyorsa ,
f (z) fonksiyonuna yildiz1l fonksiyon denir.

Birim diskte analitik ve iinivalent yildizil fonksiyonlarn sinifi S ile gosterilir (
Duren 1983).
z

k(Z): (l— 2)2

Koebe fonksiyonu yildizil bir fonksiyondur. Asagida verilen teorem yildizil
fonksiyonlarin analitik tanimini verir.

3.34. Tamm f e A ve f(0)=f'(0)-1=0 olsun. Bu durumda f S" olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul
Re o (Z) >0
f(2)

esitsizligi saglamasidir. Bu kosul 1921 de Nevanlinna tarafindan verilmistir.

Y1ldiz1l fonksiyonlarin kiimesini kisaca
. 2f (z
Sz{fe.A: Reﬁ; ZEU}

f(2)
seklinde belirtilebilir.
Robertson (1936) tarafindan tanimlanan ve S  smifinin bir alt smifi olan
a —mertebeli yildizil fonksiyonlar sinifinin analitik tanimi asagida verilmistir.

S*:{f eA: Re(%}>a; ZeU,0£a<1}

3.3.5. Tanim (Giiglii Yildiz1l Fonksiyonlar Sinifi) f € A4 olsun.
zf (z)
f(2)

arg

<a2£ , (ZeU,0£a<1)

veya bu esitsizlige denk olan
7f (z 1+2)°
( )<( ”j (2eU,0<a<1)
f(z) \1-z
kosulunu saglayan f fonksiyonuna, o -mertebeden giiclii yildizil (strongly starlike of

order «) fonksiyonu denir. Giiglii yildizil fonksiyonlarin simfi S (0:) ile gosterilir.

a=1 i¢in §(1)=S" olur. S(e) smifi, Brannan ve Kirwan (1969) ve Stankiewicz
(1966) tarafindan tanitilmis ve galisilmigtir.

3.3.6. Tanmim (Konveks Fonksiyonlar Sinifi) D, C de bir bolge olsun. D bolgesinin
herhangi iki noktasimi birlestiren dogru pargasi tamamen D iginde kaliyorsa yani
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2,2,eD ve 0<A<1 olmak iizere Az +(1-1)z, €D kosulunu sagliyorsa D

bélgesine konveks balge denir. f (D) konveks bir bolge ise f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir.

Konveks {inivalent fonksiyonlarin normalize edilmis smnifi, goriintiisii konveks
olan f S fonksiyonlarindan olusur. Normalize edilmis {inivalent konveks
fonksiyonlarin sinifi & ile gosterilir.

f e A fonksiyonunun XC simifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul

Re[1+ al (Z)J>o 7eU

f(z)
olmasidir. Bu esitsizlik Study (1913) tarafindan verilmistir.
z
f(z)=—
()=
fonksiyonu U birim diskini yar1 diizleme doniistiren ve K smifinda 6nemli rol
oynayan fonksiyondur.
K smifinin - bir altsmifim olusturan o —mertebeden konveks fonksiyonlar

sinifinin analitik tanim1 asagida verilmistir.

2f'(z
K(a):{f eA:Re(1+ f(( ))J>a, z eU,0£a<1}.
Z
Asagida verilen teoremde yildizil ve konveks fonksiyonlarinin birbirleriyle olan
iliskisini ifade edilmistir.

Teorem 3.3.7 (Alexander Teoremi) f(z)e. A ve zeU verilsin. f(z)eK olmasi

icin gerek yeter kosul zf '(Z) € S’ olmasidir(Alexander,1915).

Ayrica Strohhacker (1933)tarafindan
“fekise fe 8(%)
oldugu ispatlanmistir. S smifinin yildizil ve konveks fonksiyonlar1 kapsayan altsiniflart
i¢in
KcScScA
seklinde bir iligki vardir.

Tamim 3.3.8 (Giiclii Konveks Fonksiyonlar Simfi) f € 4 olsun.

{50

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna o« -mertebeden giiclii konveks fonksiyon
(strongly convex of order o) fonksiyon denir. Giiglii konveks fonksiyonlarin sinifini
Iﬁ(a)ile tamimlariz. a =1 igin 16(1) = KC elde edilir.

<aZ (zeU, 0<a<l)

3.4. Salagean Tiirev Operatorii
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Bu kisimda daha sonraki calismalarimizda kullanacagimiz Salagean tiirev
operatOriiniin tanimini verecegiz.

3.4.1. Tamim (Salagean Tiirev Operatorii) U birim diskinde analitik ve

f(z)=z Jriakzk
k=2

formundaki fonksiyonlarin simifit .4 olsun. A sinifina ait bir f(Z) fonksiyonu i¢in G.S
Salagean tarafindan

D°f(z)=f(z2)

D'f (z)=1zf (2)

D"f(z)=D(D"*f(z)) (neN=123..)

seklinde bir operator olusturulmustur (Salagean 1983).
Bazi basit hesaplamalar ile 4 sinifina ait bir f (z) fonksiyonu i¢in

D"f(z)=z+Y k", (neN,=NuU{0})
k=2
oldugu tanimdan kolayca elde edilir.
3.5. Bi-UnivalentFonksiyonlar

Bu kisimda, bi-iinivalent fonksiyonlarin tanimi ve bu fonksiyonlara ait katsay1
tahminleri ile ilgili bilgiler verilecektir.

3.5.1. Tamm (Bi-Univalent Fonksiyon)
f € Aolmak iizere hem f hemde f fonksiyonlar1 U birim diskinde

iinivalent ise f(z) fonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir.

f(z)=z+a,2°+..=12 +ianz”
n=2

formunda gdsterilen S sinifina ait her f (z) fonksiyonu
f(f*(z))=2(zel)
f(f(w))=w (|W|<r0(f);r0(f)2

ozellliklerini saglayan bir f * ters fonksiyonuna sahiptir.
Gergekte, f* ters fonksiyonu

J

fH(w)=w—a,w’ +(2a22 —as)w3 —(5a§ —5a,a, +a4)w4 +o
seklinde elde edilir.

N
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seklinde Taylor-Maclaurin seri ag¢ilimu ile verilen ve U birim diskinde bi-iinivalent olan
fonksiyonlarin sinifin1 2 ile gosterecegiz.. smifi, ilk olarak 1967 yilinda Lewin
(1967) tarafindan tanimlanmistir.

2. simnifina ait bazi fonksiyonlara 6rnek olarak

Z 1 1+z
——, —log(1-2), =log| ——
1-z g( ) 2 g(l zj

seklinde verilebilir. Ancak meshur Koebe fonksiyonu, 2. sinifina ait degildir. Ciinkii
gorunti bolgesi U birim diskini igermez.

Univalent fonksiyonlarda oldugu gibi bi-iinivalent fonkasiyonlarin katsayilari ile
ilgili 6zellikle |a2| ve |a3| katsayilar1 i¢in katsay1 tahminleri yapilmistir.

Lewin, > smifina ait fonksiyonlar ikinci katsayisi igin |a2| <1.51 esitsizligini
gostermistir.  Ilk  zamanlar f e>  fonksiyonlarina ait katsayr  sinirinm
|an| Sl(n eN/ {1}) oldugu disiiniiliyordu. Sonrasinda, Brannan ve Clunie (1979)
4

|a,| <2 katsay1 tahminini yapmstir. Diger taraftan Netanyahu (1969) max|a,|= 3

oldugunu ispatlamistir. 1981 yilinda Styer ve Wright’in (1981) yapmis oldugu

4 . :
calismalarinda |a2|>§e$1ts1zhg1n1 saglayan f €2, fonksiyonlarm var oldugunu

gostermiglerdir. >, smifindaki fonksiyonlara ait |a2| katsayisi i¢in yapilan en iyi

tahmin, 1985 yilinda Taha (1981) tarafindan gosterilmis olan |a2| <1.485 esitsizligidir.
Bi-tinivalent fonksiyonlara ait
la,|, (NneN/{L2};N={1,23..})

Taylor-Maclauren katsayilart igin katsayr tahmini hala agik bir problem olarak
durmaktadir.

3.6. Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar:

Univalent fonksiyonlarda oldugu gibi bi-iinivalent fonksiyonlarmn baz1 6nemli alt
siiflar1 bu kisimda ele alinacaktir. Son yillarda bu alt fonksiyonlardan yola ¢ikarak
Srivastava ve ark. (2010), Frasin ve Aouf (2011), Caglar ve ark. (2013) gibi bir¢ok
arastirmaci yeni alt siniflar olusturmuslardir.

3.6.1. Tanim (& -Mertebeden Giiclii Bi-Yildizil Fonksiyonlarin Sinifi) S smifinin
o -mertebeden olan yildizil fonksiyonlarin S*(a) simifina benzer olarak Brannan ve

Taha (1986) tarafindan Bi-iinivalent fonksiyonlar smifinin bir altsinifi olan« -
mertebeden giiclii bi-yildizil fonksiyonlar simifi tanimlanustir. Bu simf Sg[a] olarak

gosterilir. f e A fonksiyonun,Sg[a] smifinda olmasi ig¢in asagidaki kosullari

saglamasi gerekmektedir:

fed ve

arg(%}‘<a—; (zeU;0<a<l)

ve
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ar

> (WeIU;O<aS1).

(353

Burada g fonksiyonu, f ™ fonksiyonun U birim diskine genislemesidir.

3.6.2. Tamm (o -Mertebeden Giiglii Bi-Konveks Fonksiyonlar Sinifi) S;[a]
smifina benzer olarak bi-iinivalent fonksiyonlarin bir altsinifi olan « -mertebeden
giiclii bi-konveks fonksiyonlarm simfi da tanimlanmistir. Bu siuf Kg[e] olarak

gosterilir. f e A fonksiyonun Kz[a] simifinda olmasi i¢in asagidaki kosullart

saglamasi gerekmektedir:

feXve arg(l+ Z:((ZZ))]‘<“—2” (zeU; 0<a <)
ve
arg(l+ W9 (W)J <27 (welU; 0<a<1).
g(w) ) 2
4. BOLUM

Bu boéliimde, agik birim diskte bi-iinivalent fonksiyonlarin yeni bir altsinifini
Salagean operatorii yardimiyla tanimlayarak, bu altsinifa ait fonksiyonlar i¢in Taylor-
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Maclaurin serisinin ikinci ve ii¢lincii katsayilari icin iist siirlar elde edecegiz. Bu
bolimde elde edilen sonuglarla olusturulan c¢alisma New Trends in Mathematics
dergisinde kabul edilmis olup basim asamasindadir.

4.1. N3 (a,A) Sumfi

Son yillarda Srivastava ve ark. (2010), Frasin ve Aouf (2011), Caglar ve ark.
(2013) bi-tinivalentli fonksiyonlarin >, simifinin altsiniflarina ait fonksiynlar i¢in |a2|

ve |a3| katsay1 tahminleri gelistirmiglerdir.

Biz de bu kisimda Salagean Tiirev Operatorii kullanarak,asagida tanimini
verecegimiz Y, sinifinin yeni bir alt sinifin1 tanimlayarak, bu sinifa ait |a2| ve |a3|

katsay1 smirlarini olusturacagiz. Elde edilecek bu sonuglar >, sinifinin bir gok altsinifi
i¢in elde edilen sonuglar1 genellestirmis olacaktir.

4.1.1. Tamm f(z)=z+Z::;2an z" seklindeki fonksiyonlar: ele alalim. O<a <1,
A=21,u>0,neN, ve z,weU olmak lizere

feX, arg{(l—z)(w]ﬂmDmf(z)(an(z)]ﬂ1}<% (4.1.1)

Z Z z 2

ve

w w w 2

g {(1_}% D"g (W)]ﬂ D" (W)(D“g (W)Jﬂl} 9T 419

kosullarin1 ~ saglayan fonksiyonlarm olusturdugu smufi ~ Ng&* (a, /1) seklinde
tanimlayacagiz. Burada g(w)fonksiyonu f (z)fonksiyonunun tersi olup

g(w)=f*(w)=w-a,w’ +(2a,—a,)w’ —(5a; —5a,a,+a, )W’ +... .
seklindedir.

4.2. N&* (e, 1) Smfimn Baz1 Katsay: Sinirlar

Asagidaki teoremde, Ng* (a,/i) simifinina ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3|

katsayilarina iligkin {ist sinirlar1 verecegiz.

4.2.1. Teorem O<a<1, 221, x>0, neNjve z,welU olmak iizere N§* (e, 1)

smifina ait f(z)=z +Z::2 a, z" seklindeki fonksiyonlari ele alalim. Bu durumda
2x

- 2 (4 2) = (22 2)+ ) + 203 (u+ 22))

(4.2.1)

ve
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jas| < ( 7 . (4.2.2)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (4.1.1) ve (4.1.2) ile verilen esitsizlikler asagidaki verilen esitliklere denk olacak
sekilde yeniden yazilabilir:

(1_2)[an (Z)j”” S (Z)Lan (Z)JH ] @2y

z z z

ve

Dg(w))"  D™g(w)(D"g(w) o «
(1—,1)( " J e [ " ] =[a(w)]". (4.2.4)
Burada p(z) ve g(w) fonksiyonlar1 P sinifinda olup asagida verilen formlara sahiptir:
P(2)=1+pz+ p,2° + p,2° +... (4.2.5)
ve
q(W) =1+ W+ QW + oW +... (4.2.6)

Simdi, (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerindeki zve z°degiskenlerine ait katsayilar arasinda
birebir esleme yapilirsa

2"(u+A)a, =ap, (4.2.7)

2" (pu-1)(u+22)a; +3"(u+24)a, =ap, +@ p; (4.2.8)

—2"(u+)a, =aq, (4.2.9)
ve
2n-1 2, an 2 a(a—l) 2
2 (u—1)(u+24)8; +3" (u+24)(2a —a;) = ag, + >
(4.2.10)
bagintilari elde edilir. (4.2.7) ve (4.2.9) bagmtilarindan
P =—0
(4.2.11)
ve
2 (u+2) 8y =a (P +f)
(4.2.12)

esitliklerini buluruz. Ayrica (4.2.8), (4.2.10) ve (4.2.12) bagintilarin1 kullanarak
ala-1
[ 27" (u=1)(u+22)+23" (u+24) |8 =a(p, +0,)+ ( > )(pf +0;)

a(a—1) 22" (u+ 1) a2
2 o’

=a(p2+Q2)+

esitligine sahip olunur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa
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az(pz +q2)
2((+ 2) —a(A(2+ 2)+ p)) + 203" (u+22)

(4.2.13)
esitligini elde ederiz. Bu esitlikteki p,ve q, katsayilar i¢in 3.boliimde ifade edilen

a =

Caratheodory Yardimc1 Onermesi uygulanirsa
2a

\/22“((ﬂ+,1)2 —a(A(2+2)+p))+ 203 (u+22)

esitsizligine sahip oluruz. |a2| katsayisi i¢in elde edilen bu tahmin teoremde iddia edilen

2
al <

(4.2.1) esitsizligi olup bdylece istenilen katsay1 esitsizligi elde edilmis olur.
Simdi |a3| katsayisi igin bir sinir elde etmeye calisalim.(4.2.8) esitliginden
(4.2.10) esitligini ¢ikartirsak
a-1)

2.3"(u+24)a, - 23" (u+22)8; =a(p, ‘qZ)+a(—

—(pf-q),

esitligini buluruz. Bu esitlikten a,katsayisini yalniz birakirsak
a(p,-a,) | @ (pi+)
23" (u+22) 22 (pu+A)

a3=

(4.2.14)
elde edilir. Benzer sekilde (4.2.14) esitligindeki p,, p, g,ve ¢, katsayilar igin

Caratheodory Yardimci1 Onermesi uygulanirsa
2a 4o

+ 2
ﬂ+21) 2"(,u+2,)

<
%l <377

esitsizligine ulasiriz. Boylece 4.2.1 Teorem‘deki iddialar ispatlanmis olur.

4.3. Ng* (ﬂ,/'t) Sinifi

Bu kisimda , ) smifinin agagida tanimmi verecegimiz yeni bir alt sinifini
tanimlayarak, bu sinifa ait |a2| ve |a3| katsay1 sinirlarin1 olusturacagiz. Elde edilecek

sonuglar > sinifinin altsinifina ait elde edilen bir ¢ok sonucu genellestirmis olacaktir.

431 Tamm f(z)=z +Z::2 a,z" seklindeki fonksiyonlar1 ele alalim.

0<p<L 121, u>20,neN, ve z,weU olmak iizere

fey, Re{(l—i)[an—(z)Ju APl (Z)(D”f (Z)Jﬂl}>/} (4.3.1)

YA z Z

ve
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w w w

Re {(1—1)(&(‘”)}# 42w [ D"g(w) Tl} - 5 (432)

kosullarin1  sagliyorsa bu fonksiyonlara Ng* (ﬂ,/i) smifindadir denir. Burada

g (w)fonksiyonu f (z)fonksiyonunun tersidir.
4.4. N3 (4,2) Simfimn Bazi Katsay: Simirlar

Asagidaki teoremde, Ny ( 5, ﬂ) siifinina ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3|

katsayilarina iligkin iist sinirlar1 verecegiz.

4.4.1. Teorem 0<p<1l A=21, wu>0, neN, ve z,weU olmak iizere

i ( S, l) smifina ait f(z)=z +z::2 a,z" seklindeki fonksiyonlar1 ele alalim. Bu
durumda

a,| < 21-4) 4.
| 2|\/22“1((#—1)2(/1+2/1)+3”(/¢+2/1)) (@410
(1-p ) 201-p)
|a3|‘(z”(ﬂ+z)J “F(ar20) (442)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. (4.3.1) ve (4.3.2) ile verilen esitsizlikler asagidaki verilen esitliklere denk olacak
sekilde yeniden yazilabilir:

@ L 22 2 (Z)J#_l=ﬂ+(1—ﬂ)p(2)

i Z Z (4.43) Z
(1- /1)( DH?N(W)T +2 DMV?I(W) ( Dn?,v(w)jﬂ_l = p+(1- B)q(w) (4.4.4

)

Burada p(z) ve gq(w) fonksiyonlari pozitif reel kisim fonksiyonlarin P sinifinda olup
strastyla (4.2.5) ve (4.2.6) ile verilen formlara sahiptir. (4.4.3) ve (4.4.4) esitliklerindeki
zve 7% degiskenlerine ait katsayilar arasinda birebir esleme yapilirsa

2" (u+A)a, =(1-p)p, (4.4.5)
2" (p-1)(u+24)a +3"(u+22)a, =(1- B) p, (4.4.6)
~2"(u+1)a, =(1- B)q, (4.4.7)
ve
2 (u-1)(u+22)a +3"(u+22)(2a} —a,) =(1- B)q, (4.4.8)

bagintilar elde edilir. (4.4.5) ve (4.4.7) bagintilarindan
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Pp=—0 (4.4.9)
ve
2 (u+a) as =(1-p) (b} +¢)
(4.4.10)
esitliklerini buluruz. Ayrica (4.4.6), (4.4.8) ve (4.4.10) bagintilarin1 kullanarak

[ 27" (u—1)(u+22)+23" (u+24)]a; =(1- B)(p, + )
esitligini buluruz. Gerekli hesaplamalar yapilirsa
‘ 22‘_ (1= B)(| p| +]aal)
2" (=) (p+22)+23"(u+24)

esitligini elde ederiz. Bu esitlikteki p, ve g,katsayilart i¢in 3.boliimde ifade edilen
Caratheodory Yardimci1 Onermesi uygulanirsa

2(1-8)
2" N (=) (u+22)+3"(u+24)

esitsizligine sahip oluruz. |a2| katsayisi icin elde edilen bu tahmin teoremde iddia edilen

] <

(4.4.1) esitsizligi olup istenilen elde edilmis olur.
Simdi |a3| katsayist i¢in bir sinir elde edelim. (4.4.6) esitliginden (4.4.8) esitligini
cikartirsak
2.3"(,u+2ﬂu)a3 — 2.3"(,u+ 22,)a22 :(1—ﬂ)( p, —qz) :
esitligini buluruz. Bu esitlikten |a3| katsayisini yalniz birakirsak
(=p) (P +a) (1-8)(p,-1,)

= +
aS 22n+l(lu n 1)2 23n (,U + 22)

(4.4.11)
elde edilir. Benzer sekilde (4.4.11) esitligindeki p,, p, g,ve ¢, katsayilar igin
Caratheodory Yardimci1 Onermesi uygulanirsa

) o 20

(u+4) 3"(u+24)

esitsizligine ulasiriz. Boylece Teorem 4.4.1 in ispat1 bitmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismamizda, f (z)=z + Z:;Z a, z", olmak iizere

fey, arg{(1/1)(an (Z)j"Jr/1 D" (z)[D”f (Z)ju} ar

Z Z Z 2

(0O<a<1, A>1,u>0,neN,ve zeT)
ve

W w W

arg {(1/1)(%};[ 227w ( D"g (W)Jﬂl} 3 a_27r

(O<a<1, A>1,4>0,neN,ve wel)

kosullarini saglayan fonksiyonlarin olugturdugu Ng* (a,/i) smnift ve

fey Re{(lﬁ)(an—(z)}#_'_;t D" f (Z)[D”f (Z)Tl}>ﬁ

z z z

(0<p<L 221, u>0,neNyve zeU)
ve

w w

. {(H)[ o' (w)j” L D"+1g<w>[ong<w>J‘”} s

(0<p<L A2, u>0,neN,ve wel)

kosullarin saglayan fonksiyonlarin olusturdugu Ng¢* ( p ,/1) siniflarim  tanimlayarak, bu

sinifa ait fonksiyonlarin temel 6zelliklerini inceledik. Elde ettigimiz bulgulardaki parametreler
icin baz1 6zel secimler yapilirsa, daha dnce galigsilmis olan 6nemli siniflar ve onlara ait sonuglar

elde edilir.

Teorem 4.2.1 ile elde ettigimiz sonuglar bir cok calismanin genellemesi
niteliginde olup bu sonuglardan bazilar1 asagida verilmistir. Eger Teorem 4.2.1 i¢inde

u =1 alimirsa agagidaki sonug elde edilir.
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51. Sonu¢ O<a<1 2>1 ve neN; olmak iizere f(z)eNg*(a,4) fonksiyonu

f(z)=z+) az"esitligiyle verilsin. Bu durumda |a,| ve |a,| katsayilar igin
k=2
asagidaki esitsizlikler bulunur:

2 2a
a’<
2 (@4 2) —a(a(2+ 1) +1))+ 203 (14 22)

ve
2a Aa®

+ 5
1+24)  27(1+ )

5.1. Sonugtan n=0 alinirsa Frasin ve Aouf (2011) ¢alismasinda elde edilen
sonuglari daha da genellistirir. Eger 4.2.1. Teorem i¢inde A= g =1alinirsa asagidaki

sonug elde edilir.

%l <377

52. Somu¢ O<a<l ve neNjolmak iizere f(z)eNg*“(a,4) fonksiyonu

f(z)=z+) a" esitligiyle verilsin.Bu durumda |a,| ve |a,| katsayilari iin asagidaki

k=2
esitsizlikler bulunur:
|a2| < 2a
J2" (1-a)+22.3™
ve
200 o
|a3| < 3I’H—1 + 22n

5.2. sonu¢ taki elde edilen esitsizlikler icinn=0 alinirsa Srivastava ve
ark.(2010) c¢alismasinda elde edilen sonuglari genellestirir. Ayrica 4.2.1. Teoremden
n=0 alinarak elde edilen sonuglar, Caglar ve ark.(2013) calisgmasinda bulunan
sonuglara indirgenir.

Bununla beraber, 4.2.1. Teorem ile elde ettigimiz sonuglar bir ¢ok ¢alismanin
genellemesi niteliginde olup bu sonuglardan bazilar1 agagida verilmistir. Eger Teorem
4.4.1 iginde x =1alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

5.3. Sonug¢ 0< f <1 A=>1vene N olmak lizere fonksiyonu

f(z)=z+) az"esitligiyle verilsin. Bu durumda |a,| ve |a,| katsayilar igin
k=2
asagidaki esitsizlikler bulunur:

S

A3 (1+24)
[ 1-p ), 20-p)
|a3|‘(zn-l(1+z)] TT(1r22)
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5.3. Sonugtenn =0 alinirsa Frasin ve Aouf (2011) g¢alismasinda elde edilen
sonuclar1 daha da gelistirir. Eger 4.2.1. Teorem i¢inde A = x =1alinirsa aggidaki sonug

elde edilir.
54. Somu¢ 0<p<l ve neN; olmak iizere f(z)eNg*(B,1)

fonksiyon f (z) =z + ) a,z" esitligiyle verilsin. Bu durumda |a,| ve |a,| katsayilari
k=2
icin agagidaki esitsizlikler bulunur:

2(1-p)
3n+l

— 3\ 2(1-
|a3| S[lznﬂj + (3n+1ﬂ)

Sonug 5.4. te n=0 alinirsa Srivastava ve ark. (2010) ¢alismasinda elde edilen
sonuglar1 genellestirir. Ayrica 4.2.1. Teorem n=0 alinarak elde edilen sonuglar,
Caglar ve ark.(2013) calismasindaki sonuglara indirgenir.

Yukarida elde edilen sonuglardan yola ¢ikarak, bu g¢alismada elde edilen
sonuclar daha onceki bir ¢ok ¢aligmanin genellemesi niteligindedir.
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