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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimde, bu galismayla ilgili literatiir
ve temel bilgiler sunulur. Ugiincii béliimde, bijektif esnek ciimle ve islemleri kapsamli olarak

incelenir. Ayrica, bu islemler kullanilarak insa edilmis bir bijektif esnek karar sistemi verilir.

Dordiincii boliimde, bijektif esnek climlelerin matris gdsterimi olan bijektif esnek matrisler
tanimlanir. Bu matrislerin kisitlanmis Ve c¢arpimi ve genisletilmis Ve carpimi gibi bazi
islemleri tiiretilir ve daha sonra onlarin 6zellikleri ve cebirsel yapilar1 arastirilir. Ayrica
esnek max-satir fonksiyonu ve bir esnek matrisin yogunluk 6l¢iim fonksiyonu tanimlanir. Bu
fonksiyonlar yardimiyla bijektif esnek matrisler tizerine temellenmis bir bijektif esnek karar
sistemi olusturulur. Dilsel ciimle kavrami verilir ve daha sonra dilsel-degerli fonksiyon
tanimlanir. Son olarak, bu kavramlar kullanilarak ¢oklu- bijektif dilsel esnek karar sistemi

olusturulur ve onun bir uygulamasi verilir.

Anahtar Kelimeler: Esnek ciimle, Bijektif esnek ciimle, Bijektif esnek matris ve islemleri,

Bijektif esnek karar sistemi, Coklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi.
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ABSTRACT

This thesis consists of four sections. In first and second sections, the literature and basic
information about this work are presented. In third section, the bijective soft set and its
operations are extensively reviewed. In addition, it is given a soft decision system created by

employing these operations.

In fourth section, the bijective soft matrices which are matrix representations of the bijective
soft sets are defined. Some operations such as restricted-And product and relaxed-And
product of these matrices are derived, and then their related properties and algebraic
structures are investigated. Also, it is introduced the soft max-row function and the density
measurement function of a soft matrix. With these functions, a soft decision system based on
the bijective soft matrices is created. The concept of lingiustic set is given and then the
linguistic-valued function is described. Lastly, using these concepts, a multi-bijective

linguistic soft decision system is constructed and its application is given.

Keywords: Soft set, Bijective soft set, Bijective soft matrix and operations, Bijective soft

decision system, Multi-bijective linguistic soft decision system.



TESEKKUR

Bu calismay1 hazirlamamda destegini esirgemeyen danismanim sayin Dr. Ogr. Uyesi
Hiirmet Fulya AKIZ’a saygi ve tesekkiirlerimi sunarim. Yine calismamda konu,
kaynak ve yontem agisindan bana siirekli yardimda bulunarak yol gdsteren ve her
sorun yasadigimda kendisine c¢ekinmeden ulasabildigim, giler yiiziini ve
samimiyetini benden esirgemeyen kiymetli hocam Ars. Gor. Hiiseyin KAMACI’ya

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tesekkiirlerin yetersiz kalacagi basta Akin Osman ATAGUN ve diger iiniversite
hocalarimin bana 4 yillik iiniversite hayatim boyunca kazandirdiklar1 her sey i¢in ve
beni gelecekte s6z sahibi yapacak bilgilerle donattiklari i¢in hepsine teker teker
tesekkiirlerimi sunuyorum. Beni bugiinlere sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarini
bilecek sekilde yetistirerek getiren ve benden higbir zaman destegini esirgemeyen her

zaman yanimda olan aileme sonsuz tesekkiirler.



KISALTMALAR VE SEMBOLLER LiSTESI

E . Parametrelerin ciimlesi

U . Secgeneklerin climlesi

PU) + U cilimlesinin kuvvet ciimlesi

(F,X) - U iizerinde (bijektif) esnek ciimle

S(U) - U iizerindeki esnek ciimlelerin ciimlesi

BS(U) - U iizerindeki bijektif esnek ciimlelerin ciimlesi
[xi] - (F, X) ciimlesinin (bijektif) esnek matrisi
SMypsn - m X n tipindeki esnek matrislerin ciimlesi
BSM,,4n - m X n tipindeki bijektif esnek matrislerin ciimlesi
A - Esnek ‘ve’ islemi

A . Esnek ‘kisitlanmis ve’ islemi

X - Esnek ‘genisletilmis ve’ islemi

A - Esnek ‘genellestirilmis ve’ islemi

v :  Esnek ‘veya’ islemi

Y - Esnek ‘genellestirilmis veya’ islemi

|xi1'|q * [x;] esnek matrisinin g. siitunu

ki ([xi5]) © o [x ;1 nin i. satirindaki degerlerin toplami

c Esnek alt-siitun

Esnek esit-siitun

T - Bijektif esnek karar sistem yogunluk orani

M; - Esnek max-satir fonksiyonu

ds - Yogunluk &lgiim fonksiyonu

fi - T ye bagh dilsel degerli fonksiyon

[lall - a nin tam degeri

R - Coklu-bijektif dilsel esnek karar sistem yogunluk orani

Vi



Bijektif esnek matrisin r. siitun i¢in negatif karar bileseni etki orani
Bijektif esnek matrisin r. siitun igin pozitif karar bileseni etki orani

Bijektif esnek matrisin r. siitun i¢in belirleyici etki etki orani
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1. GIRIS

Gilindelik hayatta karsilagilan belirsizlikleri tarif etmek ve bu belirsizliklerin
iistesinden gelmek i¢in bulanik ciimle, kaba climle, belirsiz ciimle, aralik matematigi
gibi bircok matematiksel yap1 gelistirildi. Son yillarda, belirsizlik i¢eren yapilarda bir
¢ozlim elde etmek veya ¢ozlimiin elde edilemedigi durumlarda basite indirgemek igin
Rus matematik¢i Molodtsov [1] tarafindan esnek ciimle teorisi Onerildi. Bu climle
yapisinda nesnelerin belirlenmesinde herhangi bir sartin bulunmamasi bu ciimlelerin
kisa silirede birgok arastirmacinin ilgisini ¢ekmesini sagladi. Ayrica oyun teorisi,
karar verme, bilgi sistemleri ve olasilik gibi matematiksel yapilarmn kullanildigi
cesitli alanlarda uygulanmasina olanak sundu. Ornegin, karar verme problemlerinin
bulundurdugu belirsizligin ¢esidine gore bir¢ok esnek karar verme metodu gelistirildi
[2-11]. Ayrica, [12] da tamimlanan dilsel degerli parametreler, seceneklerden en
uygun olanini veya seceneklerin se¢im sirasini belirlemeyi amaglamig karar verme
metotlart ile ugrasan aragtirmacilarin dikkatini ¢ekti. Dilsel degerli parametre

ctimleleri kullanilarak bir¢ok karar verme metodu insa edildi [13-18].

Maji ve ark. [19] esnek climlelerin ikili tablo gosterimini verdi ve daha sonra
Cagman ve Enginoglu [20] bu yapiy1 gelistirerek esnek matrisleri tanimladi. Ayrica
onlar ayni boyuttaki esnek matrislerin bazi islemlerini sundu ve bu islemleri
kullanarak bir esnek karar verme metodu olusturdu. [21] de esnek matrislerde
toplama ve ¢ikarma islemleri tiiretildi. Atagiin ve ark. [22] farkli boyuttaki esnek
matrisler igin bazi esnek carpimlart genellestirdi ve bu ¢arpimlar yardimiyla yeni bir

karar metodu Onerdi.

Bu ¢aligsmada, [6] da tanimlanan bijektif esnek climlelerin matris gosterimleri {izerine
calisilmigtir. Ayrica, bijektif esnek ciimleler i¢in tiiretilen bazi islemler yardimiyla
elde edilen bijektif esnek karar verme sistemini gelistirerek birden fazla karar verici
icin kullanilabilecek bir c¢oklu-bijektif esnek karar sistemi olusturulmasi
amaglanmistir. Gong ve ark. [6] tarafindan olusturulan bijektif esnek Kkarar
sisteminde “yiiksek satis” ve “diisiik satig” gibi iki parametre kullanilmistir. Bu
calismada ise dilsel degerli climle yardimiyla bu parametre say1 sinirlamasini ortadan

kaldirilmas1 hedeflenmistir.



Bu amaglar dogrultusunda, bijektif esnek matrisler ve bu matrislerin “kisitlanmig ve
carpim” Ve “genisletilmis Ve ¢arpim” gibi islemleri tanimlanmistir. Ayrica bu
islemlerin temel Ozelliklerini arastirilmistir. Daha sonra max-satir fonksiyonu,
yogunluk 6l¢iim fonksiyonu ve dilsel ciimle yardimiyla dilsel degerli fonksiyon
kavramlari tanitilmistir. Son olarak bu kavramlar kullanilarak bir ¢oklu-bijektif dilsel

esnek karar sistemi olusturulmustur.



2. TEMEL BiLGILER

Bu boliimde temel bilgi niteliginde olan ve tezin diger boliimlerinde sikg¢a kullanilan
esnek climle ve esnek matris kavramlar1 verilecektir. Ayrica bu kavramlarin bazi

islemleri ve Ozellikleri incelenecektir.

2.1. Esnek Ciimle

Esnek climle kavrami ilk kez 1999 yilinda Molodtsov tarafindan tanimlanmistir.
Molodtsov, tanim ciimlesi parametreler ve deger ciimlesi seceneklerin kuvvet
climlesi olan bir fonksiyon ile olusturdugu bu ciimle yapisinin belirsizlik igeren

birgok alana katki saglayacagini ileri stirmiistir.

U baslangig evrensel ciimlesi, E parametrelerin ciimlesi, P(U) ise U baslangig

evrensel cimlesinin kuvvet ciimlesi ve X € E olsun.

Tammm 2.1.1. ([1]) U evrensel ciimlesi tizerinde bir Fy = (F,X) esnek cilimlesi,
F:E — P(U), e ¢ X > F(e) = 0 olmak iizere,

Fxy ={(e,F(e)):e € E,F(e) € P(U)}
siralt ikililerinin ciimlesidir. Burada F fonksiyonu Fy esnek ciimlesinin yaklagim

fonksiyonu olarak adlandirilir.
Gosterim: U lizerinde tiim esnek ciimlelerin climlesi S(U) ile gosterilecektir.

Ornek 2.1.1. Kabul edelim Ki bir sirket bos olan bir pozisyon i¢in bir personel ise
almay1 planliyor. U = {hy, h,, h3, hy, hs, hg} bu is icin bagvuran adaylarin climlesi
yani evrensel climle olsun. E ={eq,e5,€3,€4,65} de bu adaylarin
degerlendirilmesinde yararlanilacak parametrelerin ciimlesi olsun. Burada e; (i =
1,2,3,4,5) parametreleri sirasiyla “tecriibeli”, “dis goriiniis”, “gen¢”, “iiniversite
mezunu”, “saghikli” olsun.

Varsayalim ki sirketin miidiirii parametrelerini X = {e;, e5, e,} seklinde secerek, bu
parametreler altinda uygun adaylar1  F(tecribeli) = {h,, h,}, F(genc¢) = U,
F (iniversite mezunu) = {hy, h3, hs} olarak belirlesin. O halde, midiiriin esnek
climlesi

FX = {(31, {hZ’ h4})' (63' U)' (64' {h1, h3' hS})}
dir.



Varsayalim ki sirketin miidiir yardimcis1 parametrelerini Y = E seklinde secerek, bu
parametreler altinda uygun adaylari G (tecribeli) = {h,, hy, hs},
G (dis gorinis) = {hq, hy, hs, hs}, G(geng) = U, G(lUniversite mezunu) =
{hi, h3, hs}, G(sagliklt) = U olarak belirlesin. O halde, miidiir yardimcisinin esnek
climlesi

Gy = {(ey, {h2, hy, hs}), (€2, {hy, hy, hs, hs}), (e3,U), (eq, {hy, h3, hs}), (es5, U)}
dir.
Tamm 2.1.2. ([23,24]) Fx = (F,X) € S(U) olsun. Eger Ve € X igin F(e) = @ ise Fx
esnek ciimlesine relatif bog (relative null) esnek ciimle denir ve @y ile gosterilir.

Eger X = E ise Fx esnek ciimlesine bos (null) esnek ciimle denir ve & ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. ([23,24]) Fx = (F,X) € S(U) olsun. Eger Ve € X i¢in F(e) = U ise Fx
esnek ctimlesine relatif tam (relative whole) esnek ciimle denir ve Uy seklinde
gosterilir. Eger X = E ise Fy esnek ciimlesine mutlak (absolute) esnek ciimle denir

ve U ile gosterilir.

Ornek 2.1.4. U = {hy, hy, hs, hy, hs} bir evrensel ciimle ve E = {e,, e,, €3, e,4} tiim
parametrelerin climlesi olsun.

Eger X = {e,,e3} ve F(e;) =@, F(e3) = @ ise bu takdirde Fy esnek climlesi bir
relatif bos esnek ctimledir, yani Fy = @y dir.

Eger Y = Eve i = 1,2,3,4 i¢cin F(e;) = @ ise bu takdirde Fy esnek climlesi bir bos
esnek climledir, yani F, = & dir.

Eger Z = {e,e,} ve F(e;) = U, F(e,) = U ise bu takdirde F, esnek climlesi bir
relatif tam esnek ctimledir, yani F, = U, dir.

Eger W = Eve i = 1,2,3,4 igin F(e;) = U ise bu takdirde F,, esnek ciimlesi bir

mutlak esnek ciimledir, yani Fy,, = U dur.

Tamm 2.1.5. ([25]) Fx, Gy € S(U) olsun.

a) Eger (F,X)=(0,0) veya X S Y ve Ve € X icin F(e) € G(e) ise Fyx esnek
climlesine Gy esnek climlesinin esnek alt ciimlesi denir ve Fy € Gy ile gosterilir.

b) Eger Fy © Gy ve Gy S Fy ise bu esnek climlelere esit esnek ciimle denir ve Fy =

Gy ile gosterilir.



2.2. Esnek Ciimle islemleri

Klasik ciimle teorisindeki bir¢ok islem esnek ciimle teorisine aktarilmistir. Fakat bu
esnek islemlerin klasik climle islemlerinden farkli 6zellikleri mevcuttur. Bu bolimde

cesitli esnek ciimle islemleri hatirlatilacaktir.

Tanmmm 2.2.1. ([23]) Fx € S(U) olsun. Fy esnek ciimlesinin nispi tiimleyeni (relative
komplement) (F,X)" = (F",X) seklinde tamimlanir, burada F": X — P(U) oyle ki
Ve € X i¢in F"(e) = U\F (e) dir.

Tamm 2.2.2. ([23,24]) Fx, Gy € S(U) olsun.
a) Z = X UY olmak iizere Ve € Z igin

F(e), e €EX\Y
H(e) ={G(e), e €EY\X
F(e)uG(e), e€eXnY

seklinde tamimlanan yaklagim fonksiyonuna karsiik gelen H, = (H,Z) esnek
climlesine, Fy ve Gy esnek ctimlelerinin genisletilmis birlesimi denir ve Fy U Gy ile

gosterilir.

b) X NY = Z + @ olmak iizere Ve € Z igin

H(e) = F(e) UG(e)
seklinde tanmimlanan yaklagim fonksiyonuna karsilik gelen H, = (H,Z) esnek
climlesine Fy ve Gy esnek ctimlelerinin kusitlanmig birlesimi denir ve Fy U Gy ile

gosterilir.

Ornek 2.2.3. U ={hy,hy,h3, hy,hs} evrensel ciimle, E ={ej e, €364}
parametrelerin ciimlesi olmak tizere X = {eq,e3,e4} Ve Y ={e;, e, €3} alalim.
Ayrica, Fy = {(ey,{hy, h3}), (e3,{h2}), (€4, 0)} ve Gy = {(ey, V), (e2,{hy, hs, h3}),
(e3,{hs, hy, hs}) olsun,

Fy U Gy = H; alalim, buradaVe € Z = X U Y = {eq, e,, e3,€,} i¢in

F(e), e € X\Y = {e,}
H(e) ={G(e), e € X\Y = {e,}
F(e)uG(e), ee€eXnY ={eye3}

dir. Bu durumda,
H(e;) = F(er) UG(ey) =t{hy,hs}ulU =U,
H(ez) = G(ez) = {h1.h2.h3}1



H(e3) = F(e3) U G(e3) = {hz} U {h3, hy, hs} = {hy, hs, hy, hs},
H(e,) =F(ey) =0
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Fy ve Gy esnek ciimlelerinin genisletilmis birlesimi
Fy U Gy = Hyyy = {(e1, U), (e2,{hy, hy, hs}), (€3, {hy, hs, hy, hs}), (e4, @)} dir.
Fx U Gy = H; alalim, buradaVe € Z = X NY = {e, e3} icin
H(e) = F(e) UG(e)
dir. Bu durumda,
H(e;) = F(e;) UG(e;) ={h;, h3}ulU = U,
H(e3) = F(e3) U G(e3) = {hy} U {hs, hy, hs} = {hy, hs, hy, hs}
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Fy ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmis birlesimi

Fx U Gy = Hyny = {(91: U), (33,{h2: hs, hy, hs})} dir.

Tanmm 2.2.4. ([23,26, 27]) Fx, Gy € S(U) olsun.
a) Z = X U'Y olmak iizere Ve € Z i¢in

F(e), e €X\Y
H(e) =1{G(e), e €EY\X
F(e)nG(e), e€eXnY

seklinde tanmimlanan yaklagim fonksiyonuna karsiik gelen H, = (H,Z) esnek
climlesine Fy Ve Gy esnek ciimlelerinin genisletilmis kesisimi denir ve Fy N Gy ile

gosterilir.

b) Z = X NY # @ olmak iizere Ve € Z igin

H(e) =F(e)nG(e)
seklinde tamimlanan yaklagim fonksiyonuna karsilik gelen H, = (H,Z) esnek
climlesine Fy ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmis kesisimi denir ve Fy m Gy ile

gosterilir.

Ornek 2.2.5. Ornek 2.2.3 deki esnek ciimleleri goz 6niine alalim.
Fx M Gy = Hy alalim, burada Ve € Z = X UY = {e;,e;,€3,€,4} icin

F(e), e € X\Y = {e,}
H(e) ={G(e), e € X\Y = {e,}
Fle)nG(e), e€eXnY ={e,e;3}

dir. Bu durumda,
H(e;) = F(e) N G(ey) = {hy, h3} N U = {hy, h3},
H(e;) = G(ep) = {hy, hy, h3},



H(es) = F(e3) N G(e3) = {hy} N {hs, hy, hs} = 0,
H(e,) =F(ey) =0
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Fy ve Gy esnek ciimlelerinin genisletilmis kesisimi
Fx N Gy = Hyyy = {(e1, {h1, h3}), (e, {hy, hy, h3}), (€3, 0), (4, @)} dir.
Fy M Gy = H; alalim, buradaVe € Z = X NY = {e, e3} icin
H(e) = F(e) nG(e)
dir. Bu durumda,
H(e;) = F(ey) N G(ey) = {hy, h3} nU = {hy, h3},
H(e3) = F(e3) U G(e3) = {h} N{h3, hy, hs} =0
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Fy ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmis kesisimi

Fx @ Gy = Hxny = {(ey,{hy, h3}), (e3, @)} dir.

Tamim 2.2.6. ([23]) Fx, Gy € S(U) olsun. Z = X N Y # @ olmak iizere Ve € Z igin
H(e) = F(e)\G(e)

seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, = (H,Z) esnek

climlesine Fy ve Gy esnek ctuimlelerinin kusitlanmig fark: denir ve Fy ~g Gy ile

gosterilir.

Tammm 2.2.7. ([28]) Fx, Gy € S(U) olsun. Fx ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmus
simetrik fark:

Fx A Gy = (Fx U Gy) ~g (Fx M Gy)
seklinde tanimlanan esnek ciimledir.
Ornek 2.2.8. Ornek 2.2.3 deki esnek ciimleleri géz éniine alalim.
Fy ~% Gy = Hz alalim, buradaVe € Z = X NY = {eq, e5} icin

H(e) = F(e)\G(e)

dir. Bu durumda,
H(e;) = F(e))\G(e1) = {hy, hs\U = 0,
H(e3) = F(e3)\G(e3) = {h\{hs, hy, hs} = {hy}
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Fy ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmis farki
Fy ~q Gy = Hz = {(e1, ), (e3, {h;})} dir.

Ayrica, Fy ve Gy esnek ciimlelerinin kisitlanmig simetrik farki

Fx A Gy = (Fx U Gy) ~g (Fx M Gy) = {(eq, {hy, hy, hs}), (s, {hy, hs, hy, hs})}dir.
Tamm 2.2.9. ([24]) Fx, Gy € S(U) olsun.
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a) Z = X X Y olmak lizere Va = (ay, ;) = (ej, ex) € Z igin
H(a) = H(ej, ex) = F(ej) N G(ex)

seklinde yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesine Fy ve Gy esnek

climlelerinin esnek VE ¢arpimi denir ve Fy A Gy ile gosterilir.
b) Z = X X Y olmak iizere Va = (a4, a;) = (ej, ex) € Z igin
H(a) = H(ej,ex) = F(ej) U G(ex)

seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesine, Fy

ve Gy esnek ciimlelerinin esnek VEYA ¢arpimi denir ve Fy V Gy ile gosterilir.

Ornek 2.2.10. Varsayalim ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg} satin almak igin diisiiniilen
evlerin climlesi, E = {u = ucuz, g = glizel, m = modern, b = bahgeli} de bu
evleri  degerlendirmede  kullanacagimiz ~ parametrelerin = climlesi  olsun.
X ={u,g}veY ={g,m, b} icin sirasiyla Fy = {(u, {hq, h3}), (g, {hy, hy, hs, he})} ve
Gy = {(g, {hy, h3, hy}), (M, {hy, hy, he}), (b, {he})} iki esnek ciimle olsun.

Bu durumda, X XY = {(u,g), (w,m),(u,b),(g,9),(g,m),(g,b)} olmak iizere
Fx ve Gy esnek ciimlelerinin esnek A ¢arpimi

Fx A Gy = {((w, 9), {hs}), ((w,m),{h.}), ((w, b), D), ((g, 9), {ha, ha}),

((9» m), {hy, he}), ((g,b),{he D},

Fx ve Gy esnek ciimlelerinin esnek V ¢arpimi

Fx v Gy = {((w, 9),{hy, hz, hs, hy}), ((w, m), {hy, h3, hy, he}), ((w, b), {hy, h3, he}),
((9» 9),{hy, h3, hy, hs, h6})' ((g,m),{hq, hy, hy, hs, he}), ((g, b), {hy, hy, hs, he})}
seklinde elde edilir.

Simdi bu islemlerden bazilarinin esnek ciimlelerin bostan farkli bir ailesi i¢in

genellestirmelerini verelim.

Tamm 2.2.11. ([26,30]) (F;, X;)ie; U tlizerinde esnek ciimlelerin bostan farkli bir
ailesi olsun.
a) Bu ailenin genisletilmis birlesimi Z = U;¢; A; olmak lizere Ve € Z igin
H(e) = Ui Fi(e)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H;, esnek ciimlesidir ve bu

birlesim L;¢; (F;, X;) ile gosterilir.



b) Bu ailenin kisitlanmugs birlegimi Z = N;e; A; # @ olmak lizere Ve € Z igin
H(e) = U Fi(e)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H;, esnek ciimlesidir ve bu

birlesim U;¢; (F;, X;) ile gosterilir.

Tamim 2.2.12. ([26,29,30]) (F;, X;)ie; U lizerinde esnek climlelerin bostan farkli bir
ailesi olsun.
a) Bu ailenin genisletilmis kesisimi Z = U;¢; A; olmak lizere Ve € Z igin
H(e) = N Fi(e)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesidir ve bu

kesisim [1;¢; (F;, X;) ile gosterilir.

b) Bu ailenin kisitlanmuis kesisimi Z = N;e; A; # @ olmak iizere Ve € Z igin
H(e) = NieFi(e)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesidir ve bu

kesisim M;¢; (F;, X;) ile gosterilir.

Tamim 2.2.13. ([26]) (F;, X;);e; U lizerinde esnek climlelerin bostan farkli bir ailesi
olsun.
a) Bu ailenin esnek VE ¢arpimi Z = T;¢; A; olmak iizere Va = (a;);¢; € Z igin
H(a) = NigFi(ay)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesidir ve bu

carpim A;¢;(F;, X;) ile gosterilir.

b) Bu ailenin esnek VEYA ¢carpimi Z = l;¢; A; olmak lizere Va = (@;);¢; € Z igin
H(a) = Ui Fi(ay)
seklinde tanimlanan yaklasim fonksiyonuna karsilik gelen H, esnek ciimlesidir ve bu

carpim V¢ (F;, X;) ile gosterilir.

Ornek 2.2.14. U = {hq, hy, h3, hy, hs} bir evrensel climle, E = {eq, e, €3, €4, €5, €6}
parametrelerin climlesi olmak iizere X; = {ej, es, €5}, X, ={eq,e4} ve X3 =
{eq,e4,66} alinsin. Bu parametre climlelerine gore U iizerindeki esnek ciimleler
sirastyla asagidaki gibi verilsin.

(F1, X1) = {(e1,{h1, hs, hs}), (€4, {hy, hy, hs, hy}), (es, {ha, hs})},

(F3, X3) = {(e1, {hy, ha, hs, he}), (€4, {hy, ha, h3})},



(F3,X3) = {(e1,{h3, hs}), (€4, {hy, h3, hy}), (€6, U)}-

Bu durumda, I = {1,2,3} i¢in

Uier(Fi, Xi) = {(e1, U), (€4, thy, by, h3, hy}), (es, {ha, hs}), (€6, U},

Uie; (F, Xi) = {(e1, U), (eq,{hy, hy, h3, Ry D)},

Mier(Fi Xi) = {(e1,{h3}), (e4, {h1, h3}), (e5, D), (€6, D)},

Mier (F, Xi) = {(e1, {hs}), (es, {hy, R3]},

Nier(F;, Xi) = {((eq, €1, €1), {h3}), ((eq, €1, €4), {h1, h3}), ((e1, €1, €6), {h1, h3}),
((e1, e4,€1),{h3}), ((e1, €4, €4), {1, h3}), ((e1, €4, €6), {h1, h3}), ((e4, €1, €1), {R3}),
((eq, €1, €4),{h1, h3, hy}), ((e4, €1, €6), {h1, ho, h3, hy}), (4, €4, €1), {h3}),

((e4, €4, €4),{h1, h3}), ((€4, 4, €6), {1, Ry, h3}), ((e5, €1, €1), B), (€5, €1, €4), {hs}),

((65' €1, e6)r {h4}), ((85' €4, el)i Q)' ((85' €4, 64)' @), ((65' €4, e6)' Q)}
dir.

2.3. Esnek Matris ve Islemleri

Esnek matrisler, esnek climleleri ifade etmenin farkli yontemlerinden birisidir.
Ozellikle karmasik yapilari anlamlandirmak igin ¢ok kullanish bir metottur. Bu

boliimde esnek matrisler ve bu matrislerin bazi islemleri verilecektir.

Tanmm 2.3.1. ([20]) Fx = (F,X) € S(U) olsun. Bu durumda
RX = {(hi,ej): ej € X,hi € F(e])} CUXE
ciimlesine Fy = (F,X) esnek climlesinin baginti formu denir. Ry baginti formunun
karakteristik fonksiyonu
1, (hy €) €Ry

XRx' UXE - {Oﬁl}IXRX(hi’ e]) - {0' (hi' e]) ¢ RX
seklinde tamimlanir. U = {hq, h,, ..., h;;,} bir evrensel climle (se¢eneklerin climlesi),
E = {ey, €y, ..., €5} parametrelerin ciimlesi ve X C E olmak iizere Ry asagidaki tablo

ile ifade edilebilir:

RX eq e, en

hy Xrx(hy,€1) Xrx(hy, €2) Xry (h1, €3)
h, XRX(hZ’el) )(RX(hz'ez) XRX(hz;en)
hm XRX(hm; 81) XRX(hm’ ez) XRX(hm: en)
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Bu durumda, x;; = )(Rx(hi, ej) alinarak tanimlanan

X110 Xin
[Xijlmxn = ¢ ) :

Xm1i ° Xmn

matrisine Fy = (F,X) esnek ciimlesinin U iizerinde m X n esnek matrisi denir. Bu
tanimla, bir esnek ciimle bir esnek matrise ve bir esnek matris de bir esnek ciimleye
doniistiiriilebilir.

Gosterim: U flzerinde tim m Xn esnek matrislerinin ciimlesi SM,,., ile
gosterilecektir.

Ornek 2.3.2. Kabul edelim ki U = {hy, hy, h3, hs, hs} bir evrensel ciimle, E =
{eq1,e2,€3,64,€5,66,€7, €5, €9} parametrelerin ciimlesi ve X = {eq, e3, 4,65, €3}

olsun. Ayrica, bu clmleler diisiiniilerek olusturulan bir esnek climle Fy =

{(e1, {hy, hy, hs}), (e3,{hy, h3, hs}), (e, {ha}), (5, ®), (e, {h, hs, hs})}  olsun. Bu

durumda, bu esnek climleye karsilik gelen esnek matris

moooo0o0 0 1 0
|1 0 1.0 0 0 0 0 Of
[xij]sxo=]0 0 1 0 0 0 0 1 Of
[000100000J
101000010

dir.

Tamm 2.3.3. ([20]) [x;;], [Vij] € SMpxy Olsun. Bu durumda,

a) Eger Vi,j icin x;; = 0 ise [x;;] esnek matrisine sifir esnek matris denir ve [0] ile
gosterilir.

b) Eger Vi, j igin x;; = 1 ise [x;;] esnek matrisine evrensel esnek matris denir ve [1]
ile gosterilir.

¢) Eger Vi,j icin x;; < y;; ise [x;;] esnek matrisine [y;;] esnek matrisinin esnek alt-
matrisi denir ve [x;;] € [y;;] ile gosterilir.

d) Eger Vi, j i¢in x;; < y;; ve en az bir terim i¢in x;; < y;; ise [x;;] esnek matrisine
[vij] matrisinin esnek 6z alt-matrisi denir ve [x;;] € [y;;] ile gosterilir.

e) Eger Vi,j igin x;; = y;; ise [x;;] ve [y;;] esnek matrislerine esit esnek matrisler

denir ve [x;;] = [y;;] ile gosterilir.
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f) [xij], [vij] € SMpxn Olsun. Bu durumda [z;;] esnek matrisine Vi,j igin z;; =
max{x;j, Yk} i€ [z;j] € SMp,x, matrisine [x;;] ve [y;;] matrislerinin esnek
birlegimi denir ve [x;;] U [y;;] ile gosterilir.

g) Vi,j i¢in z;; = min{x;;,y;;} ise [z;j] € SMpy, matrisine  [x;;] ve [y;j]
matrislerinin esnek kesisimi denir ve [x;;] 0 [y;;] ile gosterilir.

h) Vi,j igin z;; = 1 — x;; ise bu durumda [z;;] esnek matrisi [x;;] esnek matrisinin
tiimleyeni olarak isimlendirilir ve [z;;] = [x;;]¢ seklinde gosterilir.

Ornek 234. U ={h;,hy h;} bir evrensel ciimle ve E ={ej e, €364}

parametrelerin ciimlesi olmak lizere X = {e,,e,} ve Y = {e;, e,, e,} alalim. Bu ciimleler

gore olusturulan Fy ve Gy esnek climlelerinin esnek matrisleri sirasiyla

1 1 0 O 0 0 0 O
[xi;]=[1 1 0 Ofve[y;]=|0 1 0 0
01 00 1 0 0 1
olsun. Bu durumda
1 1 0 O 0 0 0 O
[xij] Ulyl=[1 1 0 0} [xy] A[y;1=]0 1 0 O0]veayrica
1 1 0 1 0 0 0 O
0 0 1 1 1 1 1 1
[xl-j]c =1-— [xl]] 0O 0 1 1], [y”] =1- [yl]] 1 0 1 1
1 0 1 1 01 1 0
seklinde elde edilir.

Tamm 2.3.5. ([20]) [x;;], [Vik] € SMpxx iKi esnek matris olsun. Bu durumda,
a) [x;;] ve [yu] esnek matrislerinin ve carpimi

At SMipxn X SMipsn = SMopynz, [xi5] A [Vik] = [2ip]
seklinde tanimlanir, burada z;, = min{x;;, y;x} Oylekip =n(j —1) + k dur.
b) [x;;] ve [yu] esnek matrislerinin veya carpim:

Vi SMpmsn X SMimsn — SMoppz, [xi5] V il = [2ip]

seklinde tammlanir, burada z;, = max{x;;, yi} Oylekip =n(j — 1)+ k dur.

1 10 1 0 0

) o o 1 1 _I1 0

Ornek 2.3.6. Kabul edelim ki [x;;] = 1 0 ol Ve [Yir] = 0 1 0 olsun. Bu
0 1 1 1 0 0

durumda
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[zip] = [xij] Ayl =

[zip] = [xi;] V [yl =

R R R, PR, OO OR
oOrRrR,RR OROO
oOrRrRORrRr OO OCO
R R R PR COCOR O
RPORR OO0OCO
R ORR RORO
R R RP,O COR O
hoRO 20 CQ

R OR R R OR R

dir.
2.4. Indirgenmis Esnek Matrisler ve Carpimlar

Esnek matrislerin boyutlarin1i minimize etmek 06zellikle yiiksek boyutlu esnek
matrislerin iglemlerini olduk¢a kolaylasgtirmaktadir. Bu bélimde, bu amag
dogrultusunda tanimlanmis indirgenmis esnek matris kavrami hatirlatilacaktir.
Ayrica bir dnceki kisimda ayni tipteki esnek matrisler i¢in verilen esnek ¢arpimlarin

farkli tiplerdeki esnek matrisler igin genellestirmeleri verilecektir.

Tammm 2.4.1. ([22]) U = {hy, hy,...,h,,} evrensel cimle, E = {eq, ey, ...,e,}
parametrelerin climlesi, X € E ve n; de X climlesinin eleman sayisi ve Fy € S(U)
olsun.
wfy ST
Y i J

ise bu takdirde [x;; Jmxn, Matrisine U iizerindeki Fy esnek ciimlesinin indirgenmis
esnek matrisi denir. Buradaki 1 < n, < ndir.

Ayrica U nun eleman sayist m, E nin eleman sayis1 nve X nin eleman sayisi ng
olsun. e; & X iken F (ej) = (@ oldugundan E\X ciimlesindeki bu parametreleri goz
ard1 ederek, Fy esnek ciimlesine karsilik gelen esnek matrisi olusturabiliriz. Ayrica
bu esnek matrisin tipi m X n; olur. Boylelikle daha kii¢iik boyutta bir esnek matris

elde etmis oluruz.

Ornek 2.4.2. Ornek 2.3.2 de verilen Fy esnek ciimlesini diisiinelim. O halde bu

esnek climleye karsilik gelen indirgenmis esnek matris
[1 0 0 O 1]

|1 1 0 O 0|
[Xijlsxs =10 1 0 0 1
[0 0 1 0 OJ
1 1 0 0 1
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seklinde elde edilir.

Bir onceki boliimde tanimlanan ayni tipteki esnek matrislerin ‘‘ve’” ve ‘‘veya’’
carpimlar1 indirgenmis esnek matrisler i¢in kullanilamaz. Bu kavramlar farkli
tiplerde olan (indirgenmis) esnek matrisler i¢in genellestirilmistir. Simdi bu

genellestirilmis ¢arpimlari tanitalim.

Tamm 2.4.3. ([22]) [xij] € SMpxpn, V€ [Vik] € SMpyyp, iKi (indirgenmis) esnek
matris olsun. Bu durumda,

a) [x;;] ve [yi] matrislerinin genellestirilmis VE ¢arpimi

Al Smem X Smenz - Smenlnz’ [xij] Ayl = [Zip]
seklinde tanimlanir, burada z;, = min{x;;,y;} Oyleki j=4 p=@A—1)n, +k

ve 4, p < An, yisaglayan en kiigiik pozitif tam say1 degeridir.

b) [x;;] ve [yi] matrislerinin genellestirilmis VEYA ¢arpimi
Y: Smem X Smenz — Smenlnzi [xij] Y [yl = [Zip]
seklinde tanimlanir, burada z;, = max{x;;, vy} Oyleki j=A4p=@A—-1)n, +k
ve 4, p < An, yisaglayan en kiigiik pozitif tam say1 degeridir.
Ornek 2.4.4. Kabul edelim ki U = {hy, hy, hs, hy hs} bir evrensel ciimle, E =

{e1, €5, e3,€4,€5,€6,€7, €5, €9} parametrelerin ciimlesi ve X = {eq,e,,€e4,€6}, Y = {e3, €5, €7}

olsun. Ayrica, Fy = {(ey, {hq, hy, h3}), (e, {h3, hs, hs}), (es, {h4}), (€6, @)} ve
Gy = {(e3,{hy, h,}), (es, {hy, hs}), (e7,{hq, hs, hy})} alalm. Bu esnek ciimlelerin

indirgenmis esnek matrisleri [x;;] € SMsyy Ve [Vix] € SMsy3 sirasiyla asagidaki

gibidir:

100 0 0 0 1
[1000] [110]
[xl,]zr 1 0 0‘ ve [yik]=[0 0 1‘.
01 1 0 1 0 1
01 0 0 01 0

Bu iki indirgenmis esnek matrisin genellestirilmis ve Ve genellestirilmis veya

carpimlari sirastyla
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0 0 1 0 000 0O O 0 0 O
1100 0000O0UO0TUO0O
[zip] = [x;j] Alyue) =0 0 1 0 0 1. 0 0 0 0 0 O},
0001011071000
0 0 001 00 0 O0O0 0 O
1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 17
111110110110
[z =[xl Yval=]1 1 1 1.1 1. 0 0 1 0 0 1
101111111101
0 1 0111010 0 1 0

seklinde elde edilir.

Teorem 2.4.7. ([22]) [xij] € SMyxn, :[Vik] € SMinxn, » [Zit] € SMpxn, Olsun. Bu
durumda asagidaki esitlikler saglanir.

D) (D] A viD A [zal = [xi] A (i A [za])
i) (i1 v vicD v [zal = [xij] Y (i ¥ [zal)
Ispat. Tanim 2.3.5. den ispat asikardur.
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3. BIJEKTIF ESNEK CUMLELER VE BIJEKTIiF ESNEK
KARAR SISTEMI

Esnek ciimlelerin 6zel bir hali olan bijektif esnek climle kavrami ilk kez 2010 yilinda
Gong ve ark. [6] tarafindan ortaya atilmistir. Ayni1 zamanda, onlar bu kavramdan
yararlanarak bir bijektif esnek karar sistemi olusturmus ve bu sistem iizerine

temellenmis bir karar verme algoritmasi sunmustur.

3.1. Bijektif Esnek Ciimle

Bu boliimde, bijektif esnek ciimle kavrami tanimlanacak ve bu kavramla ilgili baz

teorik sonuclar verilecektir.

Tamim 3.1.1. ([6]) X bostan farkli bir ciimle ve F, X den P(U) ya bir fonksiyon
olmak tizere (F, X), U evrensel climlesi lizerinde bir esnek ciimle olsun. Eger (F, X)
esnek climlesi agagidaki sartlar1 sagliyorsa bu ciimleye bijektif esnek climle denir.

) Ueex F(e) =U

i) e;, ejeX ve e; # e; iken F(e;) N F(e;) = @ dur.

Gosterim: U tizerindeki tiim bijektif esnek ciimlelerin ciimlesi BS(U) ile gosterilir.

Ornek 3.1.2. U = {hy, hy, h3, hy, hs, he, h; } bir evrensel climle, E = {eq, e,, €3, €4}
parametrelerin climlesi olmak tizere (F, E'), U lizerinde bir esnek ciimle 6yle ki

F(ey) = {hy, hy, h3}, F(ez) = {hy, hs, he}, F(e3) = { hy }, F(eq) = { hy, hs, he, h7 }

olsun. Bu durumda, ayn1 F fonksiyonu altinda X = {eq,e,,e3}ve Y = {eq,e,} igin
sirastyla (F,X) ve (F,Y) birer bijektif esnek ciimle, fakat Z = {e;, e3} i¢in (F, Z) bir
bijektif esnek climle degildir.

Teorem 3.1.3. ([6]) (F,X) ve (G,Y), U evrensel ciimlesi iizerinde iki bijektif esnek
climle olsun. Bu durumda (H,Z) = (F,X) A (G,Y) esnek climlesi bir bijektif esnek

climledir.

Ispat: Tanim 2.2.9 dan biliyoruz ki (H,X xY) = (F,X) A (G,Y) dyle ki V(a,B) €

X XY i¢in H(a,B) = F(a)NG(B) dir. Varsayalim ki e = (a, ) € X X Y (H,Z) nin

bir  parametresi olsun. Bu durumda, H(e)=F(a)NG(B) oldugundan
Ueexxy H(e) = UanUﬁeYF(a)nG(ﬁ) = UgexF(a) N UﬁEYG(.B) =U



elde edilir. Kabul edelim ki e;,e; € Z ve e; # ¢; olsun. Ayrica e;, aEX ve b €Y
nin kartezyen ¢arpimi ve e, ¢ €X ve d €Y nin kartezyen g¢arpimi olsun. Bu
durumda, H(e;))N H(ej) = (F(@)NG())N(F(c)NG(d)) =@ dur. Dolayisiyla,
buradan goriiliir ki (H,Z) = (F,X) A (G,Y) bir bijektif esnek ciimledir.

Teorem 3.1.4. ([6]) (F,X), U evrensel climlesi iizerinde bir bijektif esnek climle ve
(G,Y) bir bos esnek ciimle olsun. Bu durumda (H,Z) = (F,X) U (G,Y) esnek

climlesi bir bijektif esnek ciimledir.

Ispat: Tanim 2.2.2 den

F(e), e €EX-Y
(H,Z2) = (F,X)U (G,Y) =10, e€Y—X
F(e)up, e € XnY

yazabiliriz. Boylelikle agiktir ki (H,Z) = (F,X) U (G, Y) bir bijektif esnek ciimledir.

3.2. Bijektif Esnek Ciimle islemleri

Bu boliimde, bazi bijektif esnek ciimle islemleri tanitilacak ve gesitli 6zellikleri

incelenecektir.

Tamim 3.2.1. ([6]) U = {hq, hy, ..., hy,, } bir evrensel ctimle A, U nun bir esnek alt
ciimlesi ve (F,X), U lizerinde bir bijektif esnek ciimle olsun. '(F, X) kisitlanmuis VE
A" islemi Ugex {F(e): F(e) € A} seklinde tammlanir ve (F,X) A Aile gosterilir.
Ayni zamanda, bu islem bir esnek climle ile bir climlenin kisitlanmis Ve ¢arpimi

olarak da isimlendirilir. {h,,
Ornek 3.2.2. U = {hy, h,, h3, hy} bir evrensel ciimle ve (F,X) = {(es,{h:}), (es,

{h,}, (es, {hy, h3}), (e3,{h4})} U climlesi iizerinde bir bijektif esnek ciimle olsun.
Ayrica A = {h,, h;} alalm. Bu durumda (F,X) ve A nin kisitlanmis Ve
carpimi (F,X) A A = {h,, h3} seklinde elde edilir.

Tamm 3.2.3. ([6]) U = {hq, hy, ..., h,, } bir esnek ciimle A, U nun bir esnek alt
cimlesi ve (F,X), U lizerinde bir bijektif esnek climle olsun. '(F,X)
genisletilmis VE A’ islemi Ugex{F(e): F(e) N A # @} seklinde tammlanir ve
(F,X) AA ile gosterilir. Ayn1 zamanda, bu islem bir esnek ciimle ile bir climlenin

genisletilmis Ve ¢carpumi olarak da isimlendirilir.
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Ornek 3.24. U={hy, hy h3,hy,} Dbir evrensel cimle ve (F,X)=
{(e, {h}), (e5,{h,, h3, hy})}, U ciimlesi lizerinde bir bijektif esnek climle olsun.
Ayrica A = {h,, hg} alalim. Bu durumda (F,X) ve A nin genisletilmis Ve
carpimi (F,X) A A = {h,, hs, h,} seklinde elde edilir.

3.3 Bijektif Esnek Ciimleler Arasindaki Yogunluk Analizi

Bu bdliimde, ilk olarak bir bijektif esnek ciimlenin belirli bir bijektif esnek climle
tizerindeki yogunlugu tamimlanacaktir. Ayrica, bu yogunluk kavrami iizerine

temellenmis bazi tanimlar verilecektir.

Tamm 3.3.1. ([6]) (F,X) ve (G,Y), U evrensel ciimlesi tizerinde iki bijektif esnek
ciimle olsun. X NY = @ olsun. | - | bir ciimlenin eleman sayisin1 gostermek {izere,
(F,X) nin (G,Y) tizerinde yogunluk orani T asagidaki gibi gosterilir ve tanimlanir:

Uyey (F.X)AG())
T = y((F, X0 6, 1)) = (Lo EOREO)

Burada 0 < 7 < 1 dir. Eger;

T =1 ise (F,X) bijektif esnek ctimlesi (G,Y) bijektif esnek climlesi iizerinde tam
yogundur denir.
T =0 ise (F,X) bijektif esnek ciimlesinin (G,Y) bijektif esnek ciimlesi lizerinde

yogun degildir denir.

Ornek 3.3.2. U = {hy, hy, hs, hy, hs, he} climlesi magazalarin ciimlesi olsun. E;, E,,
E; ve Y parametrelerin ciimlesi ve ayrica E = E; X E, X E5 olsun. E; satig
personelinin iiriin pazarlama yeteneginin, E, magazada satilan iirtinlerin kalitesinin,
E5 magazanin bulundugu bolgedeki yiiksek trafik yogunlugunun ve Y kar ve zarar
durumunun parametre climleleri olsun.

E, = {yliksek, orta,dusiik} icin F;(yiksek) = {hy,h¢}, F;(orta) = {hy, hs, hs}
ve F,(dusiik) = {h,} olmak tizere (Fy, E;) bijektif esnek climlesini,

E, = {iyi,normal} i¢in F,(iyi) = {hq, h,, h3} ve F,(normal) = {hy, hs, h¢} olmak
tizere (F,, E;) bijektif esnek ciimlesini,

E; = {hayir, evet} i¢in F;(evet) = {hq, hy, h3, hy} ve F;(haywr) = {hs, hg} olmak
tizere (F3, E3) bijektif esnek climlesini,

Y = {kar,zarar} i¢in G(kar) = {hy, h3, h¢} ve G(zarar) = {h,, hy, hs} olmak

tizere (G,Y) bijektif esnek climlesini diistinelim. Bu durumda,
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(Fl, El) K G(kaT') = {hll h’6} ve (Fll El) K G(Zarar) == {h4_}
seklinde elde edilir. Dolayisiyla Tanim 3.4 den

|((FL, E)) A G(kar)) U ((F, Ey) A G(zarar))|. 1

U] )=3

T=y((Fi, E1); (G,Y)) = (
dir. Yani (Fy, E;) nin (G, Y) bijektif esnek ctimlesi tizerinde yogunluk orani % dir.

Su andan itibaren U evrensel ciimlesi lizerinde (7 tane) bijektif esnek ciimle (Fj, E;)
(i=1,2,...,r) ile gosterilecektir. Ayrica, burada i,j =1,2,...,7r ve i #j i¢in
E;NE; =@ olmak tizere (F,E) = (F;,E) A (Fp, E)) A . A (B, Er) = N2y (FiL E))
dir.

Tanim 3.3.3. ([6]) (G,Y), U evrenseli iizerinde bir bijektif esnek ciimle oyle ki Vi =
1,2,3,..,r i¢gin YNE; =@ olsun. Bu durumda ((F,E);(G,Y):U) Tglisine U
evrensel ciimlesi tizerinde bir bijektif esnek karar sistemi denir. Burada, (G,Y)

cuimlesi bir karar esnek climlesi olarak isimlendirilir.

Omek 3.3.2 de verilen bijektif esnek ciimleler altinda (/\l-3=1(Fl-,Ei);(G, Y):U)
bijektif esnek karar sistemini géz Oniine alalim. Bu bijektif esnek karar sistemini
verilen parametrelerin (kriterlerin), magazalarin kar veya zarar durumlarindaki

etkisini belirtir.

Tammm 3.34. ([6]) ((F,E);(G,Y):U) bir bijektif esnek karar sistemi olsun.
(Fi,E)) AN(Fy E3)) A.A(F Ey) nin (G,Y) bijektif esnek climlesi {izerindeki
yogunluguna ((F,E); (G,Y):U) bijektif esnek karar sisteminin yogunlugu denir ve
bu yogunluk orani
T=y((F,E); (G,Y))

seklinde hesaplanir.
Ornek 3.3.5. Omek 3.3.2 deki bijektif esnek ciimleleri diisiinelim. Kabul edelim ki
(G,Y) bir karar esnek ciimlesi olmak iizere (A;_, (F;, E;); (G, Y): U) bir bijektif esnek
karar sistemi olsun. Bu durumda, G (kar) = {h4, h3, h¢}, G(zarar) = {h,, hy, hs} ve
(F,E) = (F, E1) A (Fy, E3) A (Fs, E3) = {((yliksek, iyi, haywr), {h,}),

((orta, iyi, hayir), {h,, h3}), ((dusik, normal, hayir),{h,}),

((orta,normal, evet), {hs}), ((yiiksek,normal, evet),{h¢})}
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olmak iizere (F,E) A G(kar) = {hy,he} ve (F,E) A G(zarar) = {hy, hs} seklinde
elde edilir. O halde,

|((F,E) A G(kar)) U ((F,E) A G(zarar))|, 2
U] )73
dir. Yani, (Fi,Ey) A (F,, E;) A (F5,E3) nin (G,Y) bijektif esnek ciimlesi tizerinde

T=y((F,E);(G,Y)) = (

yogunluk orani g diir.

Tanmm 3.3.6. ([6]) ((F,E);(G,Y):U) bir bijektif esnek karar sistemi ve t, bu
sisteminin ~ yogunluk  oram olsun. Eger leQc{1,2,..r} icin
Y(Niea(FL, E)); (G, Y)) =t ise bu takdirde (Aeq(F;, E;); (G, Y):U) sistemine
indirgenmis bijektif esnek karar sistemi denir. Ayrica, (H,Z) = Ajeq(F}, E;) biitiin
indirgenmis bijektif esnek karar sistemlerinde mevcut ve y((H,Z2); (G,Y)) =t ise

bu sistem maksimum indirgenmis bijektif esnek karar sistemi olarak isimlendirilir.

Ornek 3.3.7. Ornek 3.3.2 ve 3.3.5 den (A3_, (F;, E;); (G,Y): U) sisteminin bir bijektif

esnek karar sistemi ve bu sistemin yogunluk oraninin t = y((F,E); (G,Y)) = g
oldugunu biliyoruz. Ayrica, [ € Q = {1,2} icin y((Fy, E1) A (Fy, E5); (G, Y)) = § =1

elde edilir. Dolayisiyla sdyleyebiliriz ki ((Fy, E;) A (Fy, E3); (G, Y): U) sistemi bir
indirgenmis bijektif esnek karar sistemi ve ayn1 zamanda bir maksimum indirgenmis

bijektif esnek karar sistemidir.

Tanim 3.3.8. ([6]) ((F,E);(G,Y):U) bir bijektif esnek karar sistemi ve
(Neq(FiL Ep); (G,Y): U) bir maksimum indirgenmis bijektif esnek karar sistemi
olsun. Ayrica, (H,Z) = Nieq(F}, E;) alalim. Eger bir e; € Z igin H(e;) € G(y)
olacak sekilde bir y var ise bu takdirde e; ye (H, Z) bijektif esnek ciimlesi altinda bir
karar bileseni denir ve |H(e;)| / |G(y)| degeri e; karar bileseninin etki orani olarak

isimlendirilir.
3.4. Bijektif Esnek Ciimle Uzerine Temellenmis Karar Verme

Bu boliimde, c¢esitli karar verme problemlerinin ¢ziimiinde kullanilabilen ve bijektif
esnek karar sistem yogunlugu kavramindan yararlanilarak olusturulmus bir karar

verme algoritmasi [6] tanitilacak ve onun bir uygulamasi sunulacaktir.
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Algoritma:
Admm 1. (A=, (F;, E;); (G,Y): U) bijektif esnek karar sistemini olusturulur.
Adim 2. 0 <j < 3i¢in /\(F}-, E]) ve (G,Y) arasindaki yogunlugu hesaplanr.
Adim 3. (Al-;(F;, E;); (G,Y):U) bijektif esnek karar sisteminin yogunluk oranini
hesaplanur.
Adim 4. Eger miimkiinse (Aj-;(F;, E;); (G,Y): U) bijektif esnek karar sistemi i¢in
bir maksimum indirgenmis bijektif esnek karar sistemi bul ve yogunluk oranim
hesaplanr.
Adim 5. Bijektif esnek karar sisteminden veya varsa maksimum indirgenmis bijektif
esnek karar sisteminden yararlanarak karar bilesenlerini elde et ve etki oranlarini
hesaplanur.
Ornek 3.4.1. Kabul edelim Ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg, hy, hg, ho, Rig, he1, hi2)}
climlesi satin almak i¢in alternatif otomobillerin ciimlesini gostersin.
E,, E,, E5 ve Y parametrelerin climlesi olmak iizere E = E; X E, X E5 olsun.
E, = {¢ok ylksek, biraz yiksek, normal} otomobillerin fiyatinin,E, = {iyi, koti}
otomobillerin  giivenlik  seviyesinin, E5 = {hos, siradan} otomobillerin dis
goriiniisiiniin  ve Y = {yiiksek, dlisiik} otomobillerin satis oraninin parametre
climleleri olsun.
Adim 1. Bijektif esnek ciimleler sirasiyla (Fy, E;) =
{(¢cok ylksek,{h,, hy, ho}), (biraz yiiksek,{hs, hs, hg, hyo}),

(normal,{hq, he, h7, hiq, hi2 D}
(Fy, E3) = {(iyi, {hy, hy, ks, hy, hg, hyp}), (k6t, {hy, s, he, ho, hyo, b1 D},
(F3, E3) = {(hos, {hy, hs, hg, hyo, h11, h12}), (stradan, {hy, hy, hs, he, h7, ho})}
ve karar esnek climlesi (aynt zamanda bir bijektif esnek ciimledir)
(G,Y) = {(yiksek, {hy, h3, he, h7, hg, hyo, h11, hi2}), (dUstk, {hy, hy, hs, ho})}
seklinde verilsin.

Adim 2.
y((Fi, E1); (G,Y)) = 18—2 ,
Y((F2, E3); (G, Y)) = 0

6
2

y((F3,E3); (G,Y)) = —

Y((Fi, E1) A (F5,E3); (G, Y)) = 1
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10

y((Fy, E0) A (Fy, E2); (G, V) = —
6

Y((F2, E2) A (F3,E3); (G, Y)) = o
Adim 3. A?_, (F;, E;) nin (G,Y) iizerinde yogunluk orani

T=y(ANL(FLED; (G Y) = 1
olarak bulunur.
Buradan  y((FL,E) A (Fp E2); (G Y) = 1 yani 7 =y(AL,(F, E); (GY))
oldugundan ((Fy, E;) A (F,,E,); (G,Y):U) bir maksimum indirgenmis bijektif karar
sistemidir.
Adim 4. y((F, E1) A (F5,E3); (G, Y)) = 1 yani 7 =y((Fy, E1) A (F3,E3); (G, Y))
oldugundan ((Fy, E;) A (F3,E3); (G,Y): U) bir maksimum indirgenmis bijektif karar
sistemidir.
Adim 5. Bu durumda, ((Fy, E;) A (F5,E3); (G,Y): U) maksimum indirgenmis bijektif
karar sisteminden yararlanilarak asagidaki ifadeler elde edilir.
1. Otomobilin fiyat1 normal ve dis goriiniis hos ise satig orani (%) oraninda yiiksek
beklenmektedir.
2. Otomobilin fiyatt normal ve dis goriiniis siradan ise satis orant (g) oraninda diisiik

beklenmektedir.

3. Otomobilin fiyat1 ¢ok yliksek ve dis goriiniis siradan ise satig orani G) oraninda
diisiik beklenmektedir.

4. Otomobilin fiyati biraz yiiksek ve dis goriiniis hos ise satig orani (Z) oraninda
yiiksek beklenmektedir.

5. Otomobilin fiyat1 biraz yiiksek ve dig goriinlis siradan ise eger satig orani G)

oraninda diisiik beklenmektedir.
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4. BIJEKTIF ESNEK MATRISLER VE COKLU-BIJEKTIF
DILSEL ESNEK KARAR SiSTEMI

Evrensel climlenin veya parametre ciimlesinin eleman sayisi arttikca esnek ciimle
islemlerini uygulamak zorlasir. Fakat [20] de esnek ciimle islemleri matrislere
aktarildiginda bu zorluklarin ortadan kalktigi belirtilir. Esnek climlelere karsilik
gelen matrisler bilgisayar ortamina kolaylikla aktarilabilir oldugundan daha pratik ve
kullanighdir. Bu sebepten, bu boliimde bijektif esnek climlelerin matris yapilari

olusturulur ve bu matris yapilari tizerine bir dilsel esnek karar sistemi kurulur.

4.1. Bijektif Esnek Matris

Bu boliimde, bijektif esnek matris kavramini tanitilacak ve bu kavramla ilgili bazi
teorik sonuglar verilecektir.

Gosterim: [x;;] € SM,,, bir esnek matris olsun. [x;;] nin i. satirnndaki degerlerin

toplamu k; ([x;;]) seklinde gosterilecektir.

Lemma 4.1.1. [x;;] € SMyxn, Ve [Vik] € SMpxy, iKi esnek matris olsun. Bu
durumdaVvi = 1,2,..,micin min {x;;, yix} = x;j.yi dir.
Ispat: x;; ve y;;, esnek matrisinin bilesenleri 0 ve 1 sayilarindan olustugundan ispat
agiktir.
Teorem 4.1.2. [xl-j] € SMpyxn, V€ [Yik] € SMp,p, iki esnek matris olsun. Eger
[xl-j] A yiel = [Zl-p] ise bu takdirde Ki([xij]). ki([yuD = Ki([ZL-pD dir.
Ispat: [x;;]| € SMyyn, Ve [Vik] € SMyxn, iKi esnek matris ve [x;;] A [yl = [zip]
olsun. Bu durumda, i = 1 i¢in
Kl([zip]) = 221:1;2 Zip = Z11 T Z12 Tt Zyagny)
= min{xy1, Y11} + min{xyy, y12} + - + min{xn'}’mz} + min{x12, y11}
+min{x,,, y12} + -+ min{xlz,ylnz} + -+ min{xlnl,yll}
+ min{xlnl,ylz} + -+ min {xlnl,ylnz}
=X11-Y11 T X11- Y12 + 0+ X101 Vin, T X12. Y11 + X12. Y12 + 0
tX11:-Vin, T+ X1n, V11 + X1n - Y12 + 0+ X0, - Vin,

= x11()’11 t Y2+t }’1n2) + x12(3’11 t Yyt ot Y1n2) + -



+ %10, (Y11 + Y12 + o+ Y1n,)
= (X131 + X012 + -+ X0 )11 F Y12+ Yiny)
= T x5, v
= Kl([xij])-Kl([yik])
dir. i=2,..,m igin Kl-([Zip]) = Ki([xl-j]). Ki([yu]) esitligi benzer sekilde

gosterilebilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Tanim 4.1.3. [xij] € SMy, 5, bir esnek matris olsun. Eger Vi € 1,2 ..., m i¢in
i([xyy]) = Xjeaxyy =1

ise [x;;]__ esnek matrisine bir bijektif esnek matris denir.
Ylmxn

Ornek 4.1.4. Varsayalim ki

1
0
0

N =)

[xij]4><5 =

o O OO

0
0
0
1

o O O O

0 O
seklinde bir esnek matris olsun. Bu durumda r; ([x;;]) = ro([x;;]) = r3([x;]) =

k4([x;;]) = 1 oldugundan [x;;]4xs bir bijektif esnek matristir.

Gosterim: BSM(U), BS(U) daki bijektif esnek ciimlelere karsilik gelen bijektif

esnek matrislerin ciimlesini gosterir.

Gosterim: (F,X) esnek ciimlesine karsilik gelen esnek matris [F,X] seklinde

gosterilecektir.

Teorem 4.1.5. (F,X), U tzerindeki bijektif esnek ciimledir & [F,X] bir bijektif

esnek matristir.

Ispat: Varsayalim ki [F,X] = [x;] _ bir esnek matris olsun. Tamm 2.3.1. ve

mx
Tanim 2.4.1 den xijj =1 h; € f (e) dir. Tanom 4.1.3 den, Vi =1,2,...,m
icin x;([x;;]) = 1 h; € f(e;))vej # kigin hj & f(e, ) dir. Diger taraftan,
goriiliir ki Vi = 1,2,...,m icin x;([x;;]) = 1< her bir h; € U igin Je; € X Oyle
Ki h; € f(e) & UejEXf(ej) = Udur. Boylelikle Tanim 3.1.1 ve 4.1.3 den ispat

agikardir.

Teorem 4.1.6. [x;;] € BSM,,,, bir bijektif esnek matris ve [0], [1] € SM,;,, olsun.
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i) [x;;] 0 [1] bir bijektif esnek matristir.
i) [x;;] U [0] bir bijektif esnek matristir.
Ispat: Tanim 2.3.3. den ispat asikardir.

Teorem 4.1.7. [x;;] € SMp,xn, Ve [Vik] € SMpxn, bijektif iki esnek matris olsun. Bu

durumda, [x;;] A [y] bir bijektif esnek matristir.

Ispat: Teorem 4.1.2 den ispat kolaylikla goriliir.

Lemma 4.1.8. U = {hy, hy,...,h,,} bir evrensel ciimle olsun. Bu durumda,
[xi;] € BSM(U) igin [x;;] A [1]imx1 = [L]mxa A [xi5] = [x45] dir.

Teorem 4.1.9. Ve carpim islemine gére, BSM (U) bir monoiddir.

Ispat: Teorem 2.4.7 ve 4.1.7 den (BSM(U), A) bir yanigruptur. O halde, Lemma
4.1.8 den goriiliir ki (BSM(U), A) bir monoiddir.

Esnek ¢arpim islemlerine giris yapmadan 6nce bijektif esnek matrislerin siitunlarini
kullanarak matrislerin karsilagtirilmasia olanak saglayacak bazi yeni tanimlar

verelim.

Gosterim: [x;;] € BSM,,y,, bir bijektif esnek matris olsun. [x;;] matrisinin q.
siitunu |x; j|q seklinde gosterilecektir. Burada (1 < q < j) dir.

Tamm 4.1.10. [x;;] € BSMyxn, V€ [Vik] € BSMy x5, bijektif esnek matrisler olsun.
a) Vi € {1,2,...,m} ve herhangibir1 < g <n;,1 < r <n, icin |xif|q < |Yirl, ise
|xl~j|qye |Vir | nin bir alt-stitunu denir ve |xl-j|q < |yix|r seklinde gosterilir. Her bir
1<g<n; icin |xij|q < |yixl, olacak sekilde 3r € {1,2,...,n,} ise [x;;] ye [yik]
nin bir bijektif esnek alt-siitun matrisi denir ve [x;;] £ [y;] seklinde gosterilir.

b) Vi€ {1,2,...,m} ve herhangi bir 1<q <mn;, 1 <7 <n, i¢in x;5 = yj ise
|xl-j|q Ye |Yiklr nin esit-siitunu denir ve |xij|q = |yirl seklinde gosterilir. Her bir
1<q<n igin |xl-j|q = |yi |, olacak sekilde Ir € {1,2, ...,n,} ise [x;;] ve [yi] ye
bijektif esnek esit-siitun matrisler denir ve [x;;] = [y;x] seklinde gosterilir.

Ornek 4.1.11. i) Varsayalim Ki

25



[1 0 0] [1 0]
1 0 | |1 0
[xl]]5X3 - |0 1 |Ve ylk]SXZ - | Ol
0 0 1 1
l0 0 1J l 1

bijektif esnek matrisleri verilsin. Bu durumda, kolaylikla griiliir ki |xi]-|1 < |yirl1,
|xl-j|2 < |yirl, ve |xl-j|3 = |yikl, dir. Bu durumda, [x;;] matrisi [y;] matrisinin

bijektif esnek alt-stitun matrisidir.

i) Varsayalim Ki

v
[xif]5><2 =10 1|V6 [Viklsxz = |1 0l
11 o lo 1l
1 ol l 1

bijektif esnek matrisleri verilsin. Bu durumda, |xl-j|1= |Vikla, |xl-j|2 = |yirl1

oldugundan [x;;] Ve [y;] matrislerine bijektif esnek esit-siitun matrisler denir.

4.2. Bijektif Esnek Matris islemleri

Bu boliimde, bijektif esnek matrislerin kisitlanmis Ve ve genisletilmis Ve carpimlari

tanimlanacaktir.

Tamm 4.2.1. [x;;] € BSMyxp, Ve [yix] € BSMp,xy, iKi bijektif esnek matris olsun.
Bu durumda, [x;;] ve [y ] matrislerinin kisitlanmis Ve garpimi (N)

At BSMysen, X BSMumsn, — SMsnin, [%ij] A [Vire] = [Zip]

seklinde  tanimlanir.  Burada, [zi,]  esnek  matrisinin 7. siitunu

(il Tl < vade . o
|zl-p| = Oyle ki A, r < An, sartin1 saglayan en kiigiik pozitif
T 105 || £ Lyl
J S

tam say1 olmak tizere s = A, t =r— (4 — 1) n, dir.

Tamm 4.2.2. [x;;] € BSMp,p, V€ [Vik] € BSMp,yp, iKi bijektif esnek matris olsun.
Bu durumda [x;;] ve [y;,] matrislerinin genisletilmis Ve garpimi (X')

K: BSManl X BSmenZ - Smenlnza [xij] IN [yik] = [Zip]
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seklinde  tanimlanir.  Burada, [zip]  esnek  matrisinin 7. siitunu
0] ; |xij|s < (lyixle)®
|xij o |xij|S * (lyiele)®

pozitif tam say1 olmak tizere s = A, t =r — (4 — 1) n, dir.

| Ziplr: oyle ki A, r < An, sartin1 saglayan en kiiciik

Ornek 4.2.3. Varsayalim ki

1 0 O 1 0
1 0 O 0 1
[xij] = 0 0 1 Ve [yi] = 1 0
0 1 O 0 1

olsun. Bu durumda, bu bijektif esnek matrislerin kisitlanmis Ve c¢arpimi ve

genisletilmis Ve ¢arpimi sirasiyla

0 000 0O
= 0 0 00 0O

[Zip] = [xl]] A [yik] = 0 0 O 0 1 O ’
0 001 0O
1 1.0 0 0 O
o 11 0 0 0 0
[vip] = [xl]] A [yik ] — 0 0 0 0 1 O
0 001 0O

seklinde elde edilir. Burada elde edilen [z;,] ve [v;,] matrislerinin tipi 4 X 6 dr.

Onerme 4.2.4. [xij] € BSMyyp bir bijektif esnek matris olsun. Bu durumda

asagidakiler esitlikler saglanir.

1) [xi] A [Umxa = [x35].

i) ;] R [Umxa = [xi5]-

i) [x;] A [xij] = [xi] K [xi5] -

V) [oei] A [og1¢ = [xii] K [

Ispat: i) [x;;] € BSMyn, Ve [Zip] = [Xi;] A [1]inxa OlSUN. Vs € {1,2,...,n1} igin
|xij|, < 10ldugundan Tanim 4.2.1 den |z;,| = |x;;] elde edilir. Ayrica n,=1Ve
t =1 oldugundan r — s dir. Dolayisiyla Vr € {1,2,..,n;} igin |Zip|r =
|xl-j|r oldugundan [z] = [x;;] elde edilir.

ii) [x;;] € BSMpxn, Ve [2ip] = [%i;] A [1]mx1 Olsun. Bu durumda Tanim 4.2.2 den
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[01; |xij|s = 10|

|zip |, = | yazilir, boylelikle |Zl-p|r = |xij|se|de edilir. Ayrica

xij] %, # 101
n, =1 ve t =1 oldugundan r = s dir. Dolayisiyla Vr € {1,2, ...,n,} igin |Zl-p|r =
|x:;]_oldugundan [z;,] = [x;;] elde edilir.
iii) [x;;] € BSMpxy, bir bijektif esnek matris ve [z;,] = [x;;] A [x;;] Ve [v;,] =
[xij]1 K [x;j] olsun. Vs, ¢ = {1,2,...,n;} igin |x;;| < [x;], ise bu takdirde [x;]
bijektif esnek matris oldugundan |xi i |S < (|xi j|t)C dir. Dolayisiyla

|Zip|r = |”iq|r = Ixi,-IS 4.1)
dir. Ayrica Vs, t = {1,2,...,ny} icin |x;;| 4 |x;;], ise bu takdirde |x;;| bijektif esnek
matris oldugundan |xif|s < (|xij|t)c dir. Dolayisiyla

|Zip|r = |Uiq|r =10 (4.2)
dir. O halde (4.1) ve (4.2) den [x;;] A [x;;]=[x;;] K [x;;] elde edilir.
iV) [x;;] € BSMpxy, bir bijektif esnek matris ve [z;,] = [x;;] A ([x;;])° Ve [vi] =
[x;j] X [x;;] olsun. Vs, ¢ = {1,2,...,ny} igin |xif|s < (|xij|t)c ise bu takdirde |x;;]|
bijektif esnek matris oldugundan |xij|s < |xij|t dir. Dolayistyla

|Zip| = |vig,. = |xi5], (4.3)
dir. Ayrica Vs, t = {1,2, ...,n,} i¢in |xij|s < (|xij|t)c ise bu takdirde |xl-j| bijektif
esnek matris oldugundan |xl- jls < |xl- jlt dir. Dolayisiyla
|Zip|r = |viq|r = 10| (4.4)

dir. O halde (4.3) ve (4.4) den [x;;] A [x;;]°=[x;;] X [x;;]° elde edilir.

4.3. Bijektif Esnek Karar Sistemi

Bu boliimde, ilk olarak yogunluk 6l¢iim fonksiyonu tanimlanacak ve daha sonra bu
fonksiyon yardimiyla bir Dbijektif esnek karar sisteminin yogunluk orani
hesaplanacaktir.

Tamm 4.3.1. [z;] € SM,, . esnek matris olsun. Bu durumda, esnek max-satir
fonksiyonu M asagidaki gibi tanmimlanir:

Ms:SM,, , — SM,, . - M ([z;;]) = [via]
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oylekiv;; = max z;;di
y in = pax g dir.

Tek siitunlu M4([z;;]) esnek matris max-satir esnek matris olarak isimlendirilir.

Ornek 4.3.2. Ornek 4.2.3 de verilen [2ip] esnek matrisini diistinelim. Bu matrisin

max-satir esnek matrisi

Ms([Zip]) =

_ = 0O O

seklinde elde edilir.

Tamim 4.3.3. (F, X) ve (G,Y) iki bijektif esnek ctimle ve [F, X] ve [G,Y] de sirasiyla
bu ciimlelere karsilik gelen esnek matrisler olsun. Ayrica, Ms([z;;]) = [v;;] de
[zi;] = [F,X] X [G,Y] nin bir max-satir esnek matrisi olsun. Bu durumda, [G,Y]
esnek matrisi iizerinde [F,X] esnek matrisinin yogunluk 6l¢iim fonksiyonu df
asagidaki gibi tanimlanir:
df: SMppq — Z
[vi1] — df([vil]) = Yit1 Via

Tamm 4.3.4. (F,X) ve (G,Y) iki bijektif esnek ciimle, [F,X] ve [G,Y] de sirasiyla
bu ciimlelere karsilik gelen esnek matrisler ve X n'Y = @ olsun. [F, X] bijektif esnek
matrisinin [G,Y] bijektif esnek matrisi {izerinde yogunluk orani 7 asagidaki gibi

tanimlanir:

= 6([F,X];[G,Y]) = df(Mq([ﬁ,gﬂT[G,y]))

Burada 0 < 7 < 1 dir. Eger

T =1 ise [F,X] bijektif esnek matrisi [G,Y] bijektif esnek matrisi lizerinde tam
yogundur denir.

T =0 ise [F,X] bijektif esnek matrisi [G,Y] bijektif esnek matrisi {izerinde yogun
degildir denir.

Ayrica buradaki yogunluk orani kavrami bir bijektif esnek matrisin diger bir bijektif
esnek matris iizerindeki etki derecesi anlamina da gelmektedir.

Simdi, bu kavram i¢in bir 6rnek verelim.

Ornek 4.3.5. Ornek 4.2.3 deki [F,X]= [xi;] ve [G,Y] = [yu] bijektif esnek
matrislerini diistinelim. Bu durumda,
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© = 6([F, X); [G,]) = L=zl D -

|U| 2

elde edilir.

Su andan itibaren U evrensel ciimlesi tizerinde i = 1,2,...,r i¢in (Fj, E;) bijektif
esnek climlelerine karsilik gelen (r tane) bijektif esnek matrisleri [F;, E;] ile
gosterecegiz. Ayrica, burada i,j = 1,2,...,7 ve i # j olmak lizere E; N E; =@ ve

[F, E] == [Fll El] A [Fz, Ez] A A [FT’ ET] :A‘{zl [Fi, El] dlr

Tanim 4.3.6. U evrensel climlesi iizerinde (G,Y) ye karsilik gelen bijektif esnek
matris [G,Y ] olsun. Ayrica, i =12,..,r i¢cin YNE; =@ olsun. Bu durumda,
([F,E]; [G,Y] : U) uglisi U evrensel climlesi tizerinde bir bijektif esnek karar

sistemi ve [G, Y] de bir karar esnek matrisi olarak isimlendirilir.

Tammm 4.3.7. [F,E] nin [G,Y] iizerinde yogunluk orami ([F,E];[G,Y]:U) nin
bijektif esnek karar sistem yogunlugu olarak isimlendirilir ve bu yogunlugun orani

T = 6([F,EL[G,Y])
seklinde elde edilir.

Tanmm 4.3.8. 7, ([F,E];[G,Y]:U) sisteminin bijektif esnek karar yogunluk orani
olsun. Eger L € Q c {1,2,..r} i¢in §(Ajeq [Fi, E1];[G,Y]) =T ise bu takdirde
(Aea [F1, E1]; G, Y]: U) sistemine indirgenmis bijektif esnek karar sistemi denir.
Ayrica, [H,Z] =Aeq [F, E;] biitin indirgenmis bijektif esnek karar sistemlerinde
mevcut ve §([H,Z]; [G,Y]) = T ise bu sistem maksimum indirgenmis bijektif esnek

karar sistemi olarak isimlendirilir.

Tanim 4.3.8 den karar verme iizerinde herhangi bir etkiye sahip olmayan esnek
matrisler belirlenir ve bdylece bu esnek matrislerin iiretilmesinde kullanilan
parametrelerin karar asamasinda kullanilmamasi saglanir. Boylelikle hesaplamalar

gereksiz islem kalabaligindan arindirilir.

Ornek 4.3.9. Kabul edelim ki

100 1 0 1 0 1 0
[1 0 0] [1 0] [1 0] [0 1
[FLEdl=10 1 ol.[FEl=11 o|[FEl=]|1 ol [GY]=|1 o
0 0 1 0 1 1 0 0 1
100 0 1 0 1 1 0
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seklinde bijektif esnek matrisleri verilsin. Bu durumda 7 = §([F,E]; [G,Y]) = z ve

S([FLE(] A[Fy Eol;[GY]) =2 seklinde  elde  edili.  Dolayisiyla,

([F1, E1] A [Fy, E5] 5 [G,Y]: U) sistemi ([F,E];[G,Y]:U) nun bir maksimum

indirgenmis bijektif esnek karar sistemidir.

Ornek 4.3.9 dan goriiliir Ki [F3, E5] bijektif esnek matrisi, sistemin yogunluk oranina

etkisi yoktur. Dolayisiyla sOyleyebiliriz Ki E5 parametre climlesi karara etki etmez.

Gosterim: [G,Y] matrisinin t. siitunu ve [H,Z] matrisinin r. siitunu sirasiyla

|G,Y]; ve |H,Z|, seklinde gosterilir.

Tamm 4.3.10. [H, Z] = Aeq [Fi, Ei] ve ([H, Z]; [G,Y]: U), ([F, E]; [G,Y]: U) nun bir
maksimum indigenmis bijektif esnek karar sistemi olsun. Eger |H, Z|, < |G,Y|;ise
bu takdirde df(lH,er)/df(lG,Ylt) ye [H,Z] bijektif esnek matrisi altinda bir
karar bileseni denir ve ayn1 zamanda karar bileseninin etki oranini gosterir.

Burada, |Y| ve |Z] sirasiyla Y ve Z ciimlelerinin eleman sayilarini gostermek iizere

t <|Y|ver < |Z|dir.

Ornek 4.3.11. Omek 4.3.9 daki [Fy, E1],[F,, E,], [F5, E3] ve [G,Y] bijektif esnek

matrislerini g6z Oniine alahm. Ayrica, [H,Z] = [F;, E1] A [F;,E,] olsun. Bu

durumda, |H,Z|, 2 1G,Yl; oldugundan dr(IH,ZI2)/ds(IG, Y1) =5  ve

IH,Z|s Z |G, Y, oldugundan ds(IH, Z16)/d;(IG, Y1) :g elde edilir.

4.4. Coklu-Bijektif Dilsel Esnek Karar Sistemi

Bu boliimde, ilk olarak dilsel ciimle ve dilsel-degerli fonksiyon kavramlar
tanitilacaktir. Ayrica, ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi olusturulacaktir. Daha
sonra maksimum indirgenmis bijektif esnek matrisinin her bir siitunu igin belirleyici
etki oranin1 hesaplayan bir formiil verilecektir. Son olarak, bu kavramlar kullanilarak

yeni bir karar verme metodu olusturulacaktir.

Tammm 4.4.1. ([17]) T = {to, t1,-- -, te—1, to tog1s -0, tap} (£ € N) simirht ve tam
sirali ayrik terimli bir cimle olsun. Bu ciimleye bir dilsel climle denir. Kisaca, T
climlesi bir dilsel climle ise asagidaki sartlar1 saglamalidir:

1.4,j € {0,1,...,2¢}igint; < t; & i < j.
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2.1 €{0,1,...,2¢} icin t; elemanin degili t,,_; elemanidir.
3. t; = t] ise max(ti, tj) = t;.
4. t; < tj ise min(ti, t]) = ti.

Burada, t, terimi T climlesinin ortanca terimi olarak isimlendirilir.

Tanmm 44.2. T = {to, tl""’tto—l' t{), t€+1,...,,t210} (’g € N) bir di|SE| Cﬁmle
olsun. Bu durumda,
f1:[0,1] =T

Ullapall » 0<a<0.5
a— fi (a) = te, a=0.5
t—[1_2¢al)» 05 <a=1

fonksiyonuna T ye bagli bir dilsel-degerli fonksiyon denir.

Ornek 4.4.3. £ =2 igin T = {t, = cok kotii, t; = koti, t, = normal, t; =
iyi, t, = cok iyi} olsun. Bu durumda 7 bir dilsel ctimledir. Ayrica, t,= normal
T ciimlesinin ortanca terimidir. 7 ciimlesi i¢in f; dilsel-degerli fonksiyon
distintilirse bu takdirde f;(0) = t,, f1.(0,2) =t,, f.(0,43) =t;, f.(0,5) = t,,
1.(0,625) = t5, £.(0,75) = t5, f.(1) = t, seklinde elde edilir.

Gosterim: Su andan itibaren Y ciimlesi bir dilsel ciimleyi temsil edecektir.

Tamm 4.4.4. U evrensel ciimlesi tizerindeki (G1,Y),(Gy,Y), ..., (Gy, Y) bijektif
esnek ciimlelerin matrisleri sirastyla [G1,Y],[Go, Y], .., [Gy, Y] Olsun.
Ayrica, i=12,..,r i¢in YNE, =0 olmak lizere
([F,EL; |G, Y]: U),([F,E); [G2, Y] U), ..., ([F,E]; [Gr, Y]: U) evrensel climle
tizerindeki  bijektif dilsel esnek karar sistemler olsun. Bu durumda,
[G, Y], [G2, Y], ..., [Gy, Y] matrisleri  dilsel ¢oklu-karar esnek matrisleri ve
([F,E],[G1, Y], [G2, Y], ..., [Gy, Y]: U) sistemi U climlesi iizerinde bir ¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemi olarak isimlendirilir.

Tanmm 4.45. 1, =6([F,E];[G,Y]), 1, =6(F E][G,Y]),.., 1=
S([F,E]; |Gy, Y]) swraswyla [Gq,Y],[G2, Y], ..., [Gk, Y] Ye [F,E] nin bijektif dilsel
esnek karar sistem yogunluk oranlar olsun. [Gq,Y],[G, Y], ..., [Gk, Y] matrislerinin
tamami tizerinde [F,E] nin yogunlugu ([F,E];[Gy,Y],[G2 Y], .., [Gk,Y]: U)
sisteminin bir ¢coklu-bijektif dilsel esnek karar sistem yogunlugu olarak adlandirilir
ve
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_ T147T2 ++TE

R=6([F,E];[G1,Y],[G,, Y], ..., [Gx, Y]) = p
seklinde formiile edilir.

Tanmmm 4.4.6. ([F,E], [G1,Y],[G2, Y], .., [Gk, Y]: U) bir ¢oklu-bijektif dilsel esnek
karar sistemi olsun. [ € Q c {1,2,..r} i¢in swasiyla 7, = 6([F,E]; [G1,Y]) =
S(Mea [FuLE [G YD), 72 = 6([F, EL [Go, Y] = 6 (Neq [Fu Eil; [G2, YD), vy T =
S([F,E]; [Gk, Y]) = 6(ANeq [F1, Ef]; [G, YD) ise bu takdirde
(MNea [FL Efl; 1G4, Y, [Go, Y, ., [G, Y]: U)  goklu-bijektif  dilsel esnek  karar
sistemine ([F,E]; [G1,Y],[G,, Y], ..., [Gg, Y]: U) sisteminin indirgenmis goklu-bijektif
dilsel esnek karar sistemi denir. Ayrica, [H,Z] =Aeq [F, E;] biitiin indirgenmis
coklu-bijektif  dilsel esnek karar sistemlerinde mevcut ve sirasiyla
§([H,Z];[G1,Y) =14, 6([H,Z];[G,,Y]) =13, ...,8([H, Z]; [G, Y]) =T, iSe bu
indirgenmis sistem maksimum indirgenmis bijektif esnek karar sistemi olarak
isimlendirilir.

Ornek 4.4.7. Omek 4.3.9 daki [F,,E;],[Fs E,] ve [Fs,E3] bijektif esnek
matrislerini goéz Oniline alalim. Bu durumda, Y = {t, = klgciik,t, = orta,t, =

buyiik} seklinde verilen bir dilsel ciimle olmak iizere [G4, Y], [G,, Y] bijektif esnek

matrisleri
[1 0 O] [1 0 0]
|0 1 0 |1 0 0|
[GLY] =11 0 0}, [GZ,Y] =10 1 O
lo 0 1J 1 0 oJ
1 0 O 0 0 1
olsun. Bu durumda &([F,E); [G1,Y]) = 8([Fy, E1] A [Fy, E5; [G1, Y1) :% ve

S([F,E); [G2,Y]) = 6([F1, E1] A [F,, E2]; [G2,Y]) = 1 oldugundan soyleyebiliriz ki
([F1, E1] A [Fy, E5l; [G1, Y], [Go, YT; U) sistemi ([F,E]; [G1,Y], [Go, Y]; U) sisteminin
maksimum indirgenmis ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar sistemidir.

Gosterim: pe{1,2,..., k} i¢in [Gy, Y] matrisinin t.« uncu siitunu [G,,, Y]tgu seklinde
gosterilecektir.

Tamm 4.4.8. [H,7Z] = AL, [F,, E;] ve ([H,Z],[G1,Y],[Gy, Y], ..., [Gk, Y]: U) sistemi
([F,E];[G1, Y], [G2, Y], -, [Gk, Y]: U) sisteminin  maksimum indirgenmis ¢oklu-

bijektif dilsel esnek karar sistemi olsun.
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L={1<u<k:0<e*<? iin |HZ|, < |G#,Y|t } ve e*, u ye bagh bir
Folad

degisken olmak iizere 7, =¥ ,¢; (£ —&¥) df(lH,er)/df(|G#,Y|t D ye [H,Z]
bijektif esnek matrisi altinda r. siitun i¢in negatif karar bileseni etki oranmi olarak
isimlendirilir.

J,={1<pu<k: £<et<2ficgin |H,Z|, < |GM,Y|t #} ve €% p ye bagli bir
degisken olmak iizere o, = X ,¢; (e# — ) df(|H,Z|r)/df(|Gﬂ,y|t ) ye [H,Z]

Pl

bijektif esnek matrisi altinda r. siitun igin pozitif karar bileseni etki orani olarak
isimlendirilir.
Burada |Y| ve |Z| sirasiyla Y ve Z nin eleman sayilarini gostermek tizere ton < |Y|

ver < |Z|dir.

Tanmm 4.4.9. ([F,E]; [G1,Y], [G2, Y], ..., [Gk, Y]: U), n, Ve g, g6z Oniine alalim. Bu
durumda

- KT .

S 20( L1+ 1D

degerine [H,Z] nin r. siitunu igin belirleyici etki oran1 denir. Burada |I.| ve [J,|

Fr

sirasiyla I ve J nin r. siitun i¢in eleman sayilarini gosterir.

Burada, dilsel karar degeri a = % + P, icin asagidaki durumlar ortaya ¢ikar:

. B> 0 ise [H,Z] nin r. siitununu iireten parametreler f(a) = t_[j-2¢q]) karsilik

gelen dilsel parametreleri etkiler.

. P. =0 ise [H,Z] nin r. siitununu tireten parametreler f;(a) = t, karsilik gelen

dilsel parametreleri etkiler.

. P- <0 ise [H,Z] nin r. siitununu iireten parametreler fi(a) = t[sq karsilik
gelen dilsel parametreleri etkiler

Ornek 4.4.10. Ornek 4.3.9 daki [Fy, E;],[F, E,] ve [Fs Es] Dbijektif esnek

matrislerini ve Ornek 4.4.7 de verilen [Gy,Y],[G,, Y] bijektif esnek matrislerini

diisiinelim. Ornek 4.4.7 den biliyoruz ki ([Fy, E1] A [Fy, E>]; [G1, Y], [G2, Y]: U)

sistemi ([F,E], [G1,Y], [G2,Y]) sisteminin maksimum indirgenmis c¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemidir. Ayrica [H,Z] = [Fy, E1] A [F,, E;] alalim. Bu durumda
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|H,Z|, £ |G, Y|; oldugundan r =2 i¢in negatif karar bileseni etki orani
Ny =de(|H,Z|2)/de (|1G1, Y1) = § elde edilir. Benzer sekilde |H,Z|, < |G, Y3

oldugundan r=2 icin pozitif karar bileseni etki orant

1
o, = ds(IH,Z15)/d;(1G3, Y]5) = 1 elde edilir. Dolayistyla P, = 2= = s =§

2.1.2 4

olarak elde edilir.

Tanim 4.4.9. dan soyleyebiliriz ki P, > 0 oldugu i¢in [H, Z] nin 2. siitununu iireten

parametreler a = g dilsel karar degeri i¢in ¢ =t, ye karsilik gelen dilsel

[]-225]p
parametreyi (biiyiik) etkiler.

Simdi yeni bir karar metodu i¢in bir algoritma verelim.

Algoritma:

Adim 1. i =1,2,...,7r i¢in (F, E;) ve (G1,Y),(G3,Y), ..., (G, Y) Dijektif esnek
climleleri olusturulur.

Adim 2.  Bijektif esnek ciimleler igin sirasiyla [F,E] =A_; [F;, E;] Ve
[G1, Y] [Go, Y], ..., [Gr, Y] bijektif esnek matrislerini tireterek
([F,E); [G1, Y], [G2, Y], ..., [Gk, Y]: U) bijektif esnek karar sistemi olusturulur.

Adim 3. Her bir ([F,E]; [G1,Y]:U),([F,E]; [G2,Y]:U),...,([F,E]; [G,Y]:U)
bijektif dilsel esnek karar sistemlerinin yogunluk oranlarini hesapla ve daha sonra
([F,E); [G1, Y], [G2, Y], ..., [G, Y]: U)  Dijektif esnek karar sisteminin yogunluk
oranini bulunur.

Adim 4. Eger mimkinse ([F,E] [G,Y][G2 Y], ..., [Gk, Y]: U) sisteminin
maksimum indirgenmis ¢oklu-bijektif dilsel karar esnek sistemini bul ve yogunluk
oranini hesaplanir.

Adim 5. Pozitif ve negatif karar bilesenlerini elde et ve daha sonra belirleyici etki
oranlarini ve dilsel karar degerlerini hesaplanir.

Adim 6. Dilsel karar degerleriyle birlikte dilsel parametreleri belirlenir.

Ornek 4.4.11. Varsayalim ki bir sirket cep telefonu iireterek K, L ve M iilkelerine
ihra¢ etmek istiyor. Bu amacgla dogrultusunda sirket, hali hazirda bu {ilkelere cep

telefonu ihrag eden yedi sirketin son siirtim cep telefonlarinin 6zelliklerini ve miisteri
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memnuniyet oranlarini inceliyor. Bu incelemeden sonra sirket, bu memnuniyet
oranlarini dikkate alarak yeni iiretecegi modelin dzelliklerini belirlemek istiyor.

U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg, h,} yedi sirketin bu iilkelere ihrag ettigi cep telefonlarmin
son slirlimlerinin climlesi olsun. E = E; X E, X E; parametrelerin climlesi Oyle ki
E; cep telefonunun kamera kalitesinin, E, cep telefonunun agirligi ve inceliginin ve
E; ise cep telefonlarmin islemci hizinin parametre ciimlelerini gostersin. Bu
parametre ciimleleri sirasiyla E; = {a; = normal, a, = iyi,a; = ¢ok iyi}, E, =
{b; = hafif —ince, b, = agir — kalin} ve E; ={c; = hizli,c, = ¢ok hizli}
olsun.

Ayrica, Y = {t, = cok dislk, t; = dusiik, t, = biraz dislik, t; = orta, t, =
biraz yiiksek, t; = ylksek, ts = cok yliksek} dilsel cimle bu cep telefonlarin
miisteri memnuniyet oranlarini gostersin.

Adim 1. Arastirmalar sonucunda sirketin asagidaki bijektif esnek ciimlelere sahiptir.
(F1, E1) = {(a1, (ha, h7}), (az, {hs, he}), (as, {hy, hy, hs})},

(F2, E3) = {(b1, (h1, ha, hs, he}), (b2, thy, hs, h7 1)},

(F3, E3) = {(c1, (hy, hy, hs}), (2, {hs, ha, he, 7 1)},

K iilkesi i¢in karar esnek ctimlesi (G;,Y) =

{(tlt (h4})! (Y3, {hg, h7}), (t4_, {hz, h6}); (yS' {hll hS})}:

L iilkesi i¢in karar esnek ciimlesi (G,,Y) =

{(tlﬁ (h7})! (tZt {h3, h4-})' (t3, {hZ})' (t4_, {hS})l (tS' {h6})' (t6' {hl})}r

M iilkesi i¢in karar esnek climlesi (G3,Y) =

{(tOP (h7})' (t3; {hél»})' (t4_, {h3, h6})' (t6' {hlﬂ h'2' hS})}

dir.

Adim 2. Sirketin asagidaki bijektif esnek matrisleri olusturur.
0 0 0 0O 0 0O OO 1 0 0 O 0 0 0 0 0 1 O
0O 0000 0O O0OO0OO0ODO0ODT1TTO O 0 001 0 o
0O 000 0 O0OO0OT1TMUO0™WO0T™UW0STW0O0 0O 0 01 0 0 o

[F,E]=l0 1. 0 0 0 0O OO O 0 O 0, (GL,Y)=l0 1 0 0 0 0 O
0O 0 00 00 0 01T 0 00 0O 0 0O OO 1 O
0O 000 01 O0O0O0O0O0TDO0 O 0 001 0 o
0 0 01 0 0O OO 0O O 0 o 0 0 01 0 0 o
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0 0 0 0 0 0 17 0 0 0 0 0 0 1
0001000 000000 1
0010000 0000100

G,Y)=]0 0 1 0 0 0 o|lve@GuY)=[lo 0 0 1 0 o ol
0000100 000000 1
0000O0T10 0000100
0 1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 0 O

Adim 3. Sirket her bir bijektif dilsel karar esnek sisteminin baglilig

df (Mg x
v, = 8(F, E]; [6,, V) = LEEIEERIGYD) — g,

7’

v3 = 6([F, E; [G5, v]) = SLeeUEERIGYD) — g,

Ul
seklinde elde eder.
Adim 4. ([Fy, E ] A [F,, B2 L5 (G, YD) = 6([F,ET; [G, YD =1, S([F, E1] A
[F2, E3); [Go, Y]) = 6([F,ET; [Go, Y]) = ; ve ([F1, E1] A [Fy, B [Gs, YD) =
8([F,E]; [Gs, YD) = 1 oldugundan ([Fy, E;] A [Fy, E;]; [Gy, Y1, (G2, Y], ..., [G, Y]: U)

maksimum indirgenmis ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar sistemidir.
Adim 5.

P = ;_2 ise bu takdirde a = ;2 ve t[|23£H -
'36
P, = I_: ise bu takdirde a = %"e Yoz =&
32
Py = % ise bu takdirde a = §Ve feleagp
'3

P, = 0 ise bu takdirde a = %ve ty, = tg.

Ps = % ise bu takdirde a = Zve t(_“_235”) =t
6
Pe = % ise bu takdirde a = 1—72ve t(—[|—231\]) = t,.
12

Admm 6. Sirket yakin gelecekte iiretecegi cep telefonlarinin hangi 6zelliklerde
olacagini asagidaki memnuniyet oranlarini kullanarak belirleyebilir.

1. Cep telefonunun kamera kalitesi normal ve agirlik-kalinlig1 hafif-ince ise biraz
diisiik miisteri memnuniyeti orani ( ) beklenmektedir.
2. Cep telefonunun kamera kalitesi normal ve agirlik-kalinlig1 agir-kalin ise diisiik

miisteri memnuniyeti orani ( ) beklenmektedir.
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3. Cep telefonunun kamera kalitesi iyi ve agirlik-kalinlig1 hafif-kalin ise biraz yiiksek
miisteri memnuniyeti orani (g) beklenmektedir.
4. Cep telefonunun kamera kalitesi iyi ve agirlik-kalinligi agir-kalin ise orta seviyede
miisteri memnuniyeti orani G) beklenmektedir.
5. Cep telefonunun kamera kalitesi ¢ok iyi ve agirlik-kalinligi hafif-ince ise yiiksek
miisteri memnuniyeti orani (g) beklenmektedir.
6. Cep telefonunun kamera kalitesi ¢ok iyi ve agirlik-kalinligi agir-kalin ise biraz

yiiksek miisteri memnuniyeti orant (1—72) beklenmektedir.

Ornegin, (Z) orani bize eger sirket cep telefonunun kamera kalitesini ¢ok iyi ve

agirlik-kalinhigmi ise hafif-ince {retirse alti miisteriden besinin memnuniyetini

kazanabilecegi ongdriisiinii sunar.
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SONUC

Bu calismada, ilk olarak esnek climle, esneck matris ve indirgenmis esnek matris
kavramlar1 verildi. Daha sonra bijektif esnek ciimle ve islemleri detayli olarak
incelendi. Bu ciimle yapis1 {izerine temellenmis bir karar sistemi ve onun
uygulamalar1 verildi. Son boliimde ise, bijektif esnek matrisler ve c¢arpimlari
tanimlandi. Ayrica, bu ¢arpimlar arasindaki iliskiler detayli olarak arastirildi. Dilsel
ciimle ve dilsel-degerli fonksiyon tanimlandi ve bu yapilar yardimiyla ¢oklu-bijektif
dilsel esnek karar sistemi olusturuldu. Boylelikle hem bijektif esnek ctimle islemleri
daha pratik hale dontstirildi hem de bijektif esnek karar sistemindeki dilsel

degisken parametre ve karar verici sinirlamasi ortadan kaldirildi.
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