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ÖZET 

 

Bu tezin amacı, bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını tanıtmak ve bu sayıların 

bazı özelliklerini incelemektir. 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, çalışmamıza ışık tutan bazı 

çalışmalardan bahsedilmiştir. İkinci bölümde, çalışmamızın temelini oluşturan bazı 

önemli tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde, ilk olarak bikompleks-

kompleks Leonardo sayıları tanımlanmış ve bu sayıların bazı temel özellikleri elde 

edilmiştir. Daha sonrasında ise bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için rekürans 

(yineleme) bağıntıları, Binet formülü, üreteç fonksiyonu ve bazı toplam formülleri 

verilmiştir. Ayrıca, bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını ilgilendiren Catalan 

özdeşliği, Cassini özdeşliği, d’Ocagne özdeşliği, Honsberger özdeşliği ve Vajda 

özdeşliği üretilmiştir. Bunlara ek olarak,  bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını 

ilgilendiren diğer bazı özdeşlikler elde edilmiştir. Son bölümde, tezden elde edilen 

sonuçlar ve bazı öneriler sunulmuştur. 
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ABSTRACT 

 

The purpose of this thesis is to introduce  bicomplex-complex Leonardo numbers and 

to examine  some properties of these numbers. 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some studies that shed light 

on our study are mentioned. In the second chapter, some essential  definitions and 

theorems that form the basis of our study are given. In the third chapter, at first, 

bicomplex-complex Leonardo numbers are defined and some fundamental properties 

of these numbers are obtained. Then, recurrence relations, Binet’s formula, 

generating function and some summations formulas for bicomplex-complex 

Leonardo numbers are given. Catalan’s identity, Cassini’s identity, d’Ocagne’s 

identity, Honsberger’s identity and Vajda’s identity involving bicomplex-complex  

Leonardo numbers are derived. In addition, some other identites involving 

bicomplex-complex Leonardo numbers are obtained. In the last chapter, some results 

obtained from the thesis and some suggestions are presented. 
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1. GİRİŞ 

Fibonacci sayılarının keşfi 1202 yılına dayanmaktadır. Leonardo Fibonacci olarak 

bilinen İtalyan matematikçi Pisalı Leonardo, Liber Abaci adlı eserinde tavşan 

problemi olarak adlandırılan bir probleme yer vermiş ve bu problemle ortaya çıkan 

Fibonacci sayı dizisi bugün birçok araştırmacının ilgi odağı olmuştur [1]. Bu dizide 

üçüncü terimden itibaren her terim kendinden önceki iki terimin toplanmasıyla elde 

edilmektedir. Bu dizideki her terim bir öncekine bölündüğünde ise sayılar  

büyüdükçe bölüm sonucu altın orana yaklaşmaktadır [1, 2].  

İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton [3], kompleks sayıların bir 

genellemesi olan kuaterniyonları 1843 yılında keşfetmiştir. Daha sonra Horadam [4], 

bileşenleri Fibonacci sayılarından alınan kompleks Fibonacci sayılarını ve Fibonacci 

kuaterniyonlarını tanıtmıştır. Yıllar sonra Halıcı [5], Fibonacci kuaterniyonların bir 

takım özelliklerini incelemiştir ve daha sonra yapılacak olan birçok çalışmaya ilham 

kaynağı olmuştur. Aynı zamanda, Halıcı [6] kompleks Fibonacci kuaterniyonlar 

üzerine de çalışmıştır. 

Kompleks sayıların bir diğer genellemesi olan bikompleks sayılar ise ilk olarak 1892 

yılında Corrado  Segre [7] tarafından tanımlanmıştır.  Diğer yandan, Price [8]’ın ve 

Luna-Elizarraras vd. [9]’nın çalışmaları bikompleks sayılar üzerine yapılan kapsamlı 

çalışmalar arasında yer almaktadır. Bikompleks sayılar ile kuaterniyonlar arasında 

bazı temel farklılıklar bulunmaktadır. Bikompleks sayıların çarpımı değişmeli iken 

kuaterniyonların çarpımı değişmeli değildir. Üstelik, kuaterniyonlar bir bölüm cebiri 

oluştururken bikompleks sayılar bölüm cebiri oluşturmazlar. Fibonacci 

kuaterniyonlara benzer şekilde, Nurkan ve Güven [10] bikompleks Fibonacci 

sayılarını tanımlamış ve bazı özelliklerini incelemişlerdir. Ayrıca, Halıcı ve Çürük 

[11] bileşenleri komplex Fibonacci sayı dizisinin elemanlarından oluşan bikompleks 

sayıları incelemişlerdir. 

Fibonacci sayı dizisi ile yakından ilişkili pek çok sayı dizisi mevcuttur. Bunlardan 

biri de Leonardo sayı dizisidir. Catarino ve Borges [12] çalışmalarında Leonardo 

sayılarını incelemişler ve bu sayıların bir takım özelliklerini elde etmişlerdir. Ayrıca, 

Alp ve Koçer [13] ise Catarino ve Borges [12]’in çalışmasında yer almayan 

Leonardo sayılarının yeni bir takım özelliklerini çalışmışlar ve oldukça kullanışlı 
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yeni formüller elde etmişlerdir. Bunlardan başka, Leonardo sayıları üzerine yapılan 

farklı çalışmalara Shannon [14], Vieira vd. [15], Alp ve Koçer [16, 17],  Halıcı ve 

Çürük [18],  Karataş [19, 20]  ve Turan vd. [21]  örnek olarak verilebilir. Karataş 

[19] çalışmasında kompleks Fibonacci sayılarına benzer şekilde kompleks Leonardo 

sayılarını tanımlamıştır. Turan vd. [21] ise bikompleks Leonardo sayılarını 

tanımlamışlar ve bu sayıların bazı özelliklerini incelemişlerdir.   

Bu çalışmada, Halıcı ve Çürük [11] tarafından yapılan çalışmadan esinlenerek 

Karataş [19] tarafından tanımlanan kompleks Leonardo sayılarını kat sayı kabul eden 

yeni bikompleks sayılar tanımlanacak ve bu sayılar bikompleks-kompleks Leonardo 

sayıları olarak adlandırılacaktır. Üstelik bu yeni bikompleks sayı ailesinin bazı 

cebirsel özellikleri incelenecektir.  
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2. ÖN BİLGİLER VE LİTERATÜR ÇALIŞMASI  

Bu bölümde, bir sonraki bölümde faydalanılacak bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 

2.1 Kompleks ve Bikompleks Sayılar 

Bu kısımda, kompleks ve bikompleks sayıların tanımları ve bazı temel özellikleri 

üzerine kısa bir bilgi verilecektir. 

Tanım 2.1.1 𝑥 ile 𝑦 reel sayılar ve 𝑖 ise 𝑖2 = −1 şartını sağlayan imajiner birim 

olmak üzere, 𝑧 kompleks sayılarının kümesi 

ℂ = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ, 𝑖2 = −1}                                (2.1) 

şeklinde gösterilir. Üstelik, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 kompleks sayısının reel kısmı 𝑅𝑒(𝑧) = 𝑥 ve 

imajiner kısmı 𝐼𝑚(𝑧) = 𝑦  şeklinde ifade edilir [22].  

Bir 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 kompleks sayısının eşleniği 

𝑧̅ = 𝑥 − 𝑖𝑦                                                      (2.2) 

dir. Ayrıca, 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 ve 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2  olmak üzere kompleks sayılarda 

toplama ve çarpma işlemleri sırasıyla  

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2)                              (2.3) 

ve 

𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1)    (2.4) 

dir [22]. 

Bikompleks sayılar kompleks sayıların bir genellemesi olup bikompleks sayılar ilk 

olarak 1892 yılında Segre [7] tarafından tanımlanmıştır. Ayrıca Luna-Elizarraras vd. 

[9] bikompleks sayıların bir takım özelliklerini incelemişlerdir. 
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Tanım 2.1.2 𝑧1, 𝑧2 kompleks sayılar ve 𝑗, 𝑗2 = −1 şartını sağlayan imajiner birim 

olmak üzere, bir 𝑥 bikompleks sayısı  

𝑥 = 𝑧1 + 𝑗𝑧2                                                            (2.5) 

şeklinde ifade edilir [9].  

Ayrıca, açık olarak, bir 𝑥 bikompleks sayısı   

𝑥 = (𝑥1 + 𝑖𝑥2) + 𝑗(𝑥3 + 𝑖𝑥4) 

= 𝑥1 + 𝑖𝑥2 + 𝑗𝑥3 + 𝑖𝑗𝑥4                                          (2.6) 

şeklinde de ifade edilebilir. Burada 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 reel sayılar ve 𝑖, 𝑗 ise  

𝑖2 = −1, 𝑗2 = −1, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖, (𝑖𝑗)2 = 1                                (2.7) 

şartlarını sağlayan imajiner birimlerdir [9].  

Diğer taraftan, iki bikompleks sayı 𝑥 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 + 𝑗𝑥3 + 𝑖𝑗𝑥4 ve  𝑦 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2 +

𝑗𝑦3 + 𝑖𝑗𝑦4  olsun. Bikompleks sayılarda toplama işlemi 

𝑥 + 𝑦 = (𝑥1 + 𝑦1) + 𝑖(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑗(𝑥3 + 𝑦3) + 𝑖𝑗(𝑥4 + 𝑦4)      (2.8) 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca bikompleks sayılarda çarpma işlemi ise 

            𝑥. 𝑦 = (𝑥1 + 𝑖𝑥2 + 𝑗𝑥3 + 𝑖𝑗𝑥4)(𝑦1 + 𝑖𝑦2 + 𝑗𝑦3 + 𝑖𝑗𝑦4) 

  = (𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦3 + 𝑥4𝑦4)             

           +𝑖( 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 − 𝑥3𝑦4 − 𝑥4𝑦3)              

         +𝑗(𝑥1𝑦3 − 𝑥2𝑦4 + 𝑥3𝑦1 − 𝑥4𝑦2)          

          +𝑖𝑗(𝑥1𝑦4 + 𝑥2𝑦3 + 𝑥3𝑦2 + 𝑥4𝑦1)                                  (2.9) 

şeklindedir. Bununla birlikte 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 olduğundan 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 dir. 

Üstelik bir 𝑥 bikompleks sayısının 𝑖, 𝑗 ve 𝑖𝑗 birimlerine göre eşleniği sırasıyla 

  𝑥𝑡𝑖 = (𝑥1 − 𝑖𝑥2) + 𝑗(𝑥3 − 𝑖𝑥4)                                     (2.10) 

𝑥𝑡𝑗 = (𝑥1 + 𝑖𝑥2) − 𝑗(𝑥3 + 𝑖𝑥4)                                     (2.11) 

𝑥𝑡𝑖𝑗 = (𝑥1 − 𝑖𝑥2) − 𝑗(𝑥3 − 𝑖𝑥4)                                    (2.12) 
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şeklindedir [9]. 

2.2 Fibonacci ve Lucas Sayı Dizileri  

Bu kısımda, Fibonacci ve Lucas sayılarından kısaca bahsedilecektir. 

Tanım 2.2.1 Başlangıç koşulları 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 olmak üzere  Fibonacci sayı dizisi 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, 𝑛 ≥ 2                                            (2.13) 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır. Burada 𝐹𝑛, 𝑛’inci Fibonacci sayısıdır [1, 2]. 

𝑛 ≥ 0 için, ilk on Fibonacci sayısı: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. 

Tanım 2.2.2 Başlangıç koşulları 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 olmak üzere için Lucas sayı dizisi 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2, 𝑛 ≥ 2                                           (2.14) 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır. Burada 𝐿𝑛, 𝑛’inci Lucas sayısıdır [1, 2]. 

𝑛 ≥ 0 için, ilk on Lucas sayısı: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76. 

𝑛 ≥ 0 olmak üzere, Fibonacci ve Lucas sayıları için Binet Formülleri sırasıyla 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
                                                         (2.15) 

ve 

𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛                                                   (2.16) 

ile verilir. Burada 𝛼 =
1+√5

2
 ve 𝛽 =

1−√5

2
 olup 𝛼 ve 𝛽 değerleri (2.13) ve (2.14) ile 

verilen rekürans bağıntılarının karakteristik denklemi olan 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

denkleminin karakteristik kökleridir [1]. 

Ayrıca, 𝑛 ≥ 0 için 𝐹𝑛, 𝑛’inci Fibonacci sayısı ve 𝐿𝑛, 𝑛’inci Lucas sayısı olmak üzere, 

Fibonacci ve Lucas sayıları için aşağıdaki özellikler sağlanır [1]: 

𝐹−𝑛 = (−1)𝑛+1𝐹𝑛                                             (2.17) 
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 𝐹𝑛 + 𝐿𝑛 = 2𝐹𝑛                                             (2.18) 

𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+𝑟𝐹𝑛−𝑟 = (−1)𝑛−𝑟𝐹𝑟

2 =
(𝛼𝛽)𝑛

(𝛼 − 𝛽)2
(𝛼𝑟𝛽−𝑟 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟 − 2)           (2.19) 

𝛼𝑚𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝛽𝑚 = (−1)𝑚𝐿𝑛−𝑚                                 (2.20) 

2.3 Fibonacci ve Lucas Sayılarının Bazı Uygulamaları 

Bu kısımda, bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan kompleks ve 

bikompleks sayılar hakkında kısa bir bilgi verilecektir. 

Tanım 2.3.1 𝐹𝑛, 𝑛’inci Fibonacci sayısı ve  𝑖2 = −1 olmak üzere, 𝑛’inci kompleks 

Fibonacci sayısı ℂ𝐹𝑛 

ℂ𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1                                            (2.21) 

dir [4].  

𝑛 ≥ 0 için, ilk beş kompleks Fibonacci sayısı: 𝑖, 1 + 𝑖, 1 + 2𝑖, 2 + 3𝑖, 3 + 5𝑖. 

Tanım 2.3.2 𝐿𝑛 , 𝑛’inci Lucas sayısı ve 𝑖2 = −1 olmak üzere 𝑛’inci kompleks Lucas 

sayısı ℂ𝐿𝑛 

ℂ𝐿𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝑖𝐿𝑛+1                                            (2.22) 

dir [4]. 

𝑛 ≥ 0 için, ilk beş kompleks Lucas sayısı: 2 + 𝑖, 1 + 3𝑖, 3 + 4𝑖, 4 + 7𝑖, 7 + 11𝑖.   

Tanım 2.3.3 𝑛’inci bikompleks Fibonacci sayısı 𝔹𝐹𝑛  

𝔹𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1 + 𝑗𝐹𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+3                              (2.23) 

dir. Burada 𝐹𝑛, 𝑛’inci Fibonacci sayısı ve 𝑖, 𝑗 ise 𝑖2 = 𝑗2 = −1, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 ve (𝑖𝑗)2 = 1 

şartlarını sağlayan imajiner birimlerdir  [10].   

𝑛 ≥ 0 için, ilk beş bikompleks Fibonacci sayısı:   𝑖 + 𝑗 + 2𝑖𝑗,     1 + 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑖𝑗,   

1 + 2𝑖 + 3𝑗 + 5𝑖𝑗, 2 + 3𝑖 + 5𝑗 + 8𝑖𝑗, 3 + 5𝑖 + 8𝑗 + 13𝑖𝑗. 
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Tanım 2.3.4  𝑛’inci bikompleks Lucas sayısı 𝔹𝐿𝑛 

𝔹𝐿𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝑖𝐿𝑛+1 + 𝑗𝐿𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑛+3                             (2.24) 

dir. Burada 𝐿𝑛, 𝑛’inci Lucas sayısı ve 𝑖, 𝑗 ise imajiner birimler olup 𝑖2 = 𝑗2 =

−1, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 ve (𝑖𝑗)2 = 1 şartlarını sağlar [10].  

𝑛 ≥ 0 için, ilk beş bikompleks Lucas sayısı: 2 + 𝑖 + 3𝑗 + 4𝑖𝑗, 1 + 3𝑖 + 4𝑗 + 7𝑖𝑗,

3 + 4𝑖 + 7𝑗 + 11𝑖𝑗, 4 + 7𝑖 + 11𝑗 + 18𝑖𝑗, 7 + 11𝑖 + 18𝑗 + 29𝑖𝑗. 

2019 yılında Halıcı ve Çürük [11] katsayıları kompleks Fibonacci sayıları olan 

bikompleks sayıları tanımlamış ve bu sayıların bazı özelliklerini incelemişlerdir. 

Halıcı ve Çürük [11]  tarafından tanımlanan bahsi geçen sayılar bu çalışmada 

bikompleks-kompleks Fibonacci sayıları olarak adlandırılacaktır. 

Bikompleks-kompleks Fibonacci sayıları Halıcı ve Çürük [11]  tarafından aşağıdaki 

şekilde tanımlanmıştır.  

Tanım 2.3.5 𝑛’inci kompleks Fibonacci katsayılı bikompleks sayı 𝔹ℂ𝐹𝑛 

𝔹ℂ𝐹𝑛 = ℂ𝐹𝑛 + 𝑖ℂ𝐹𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐹𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐹𝑛+3                           (2.25) 

dir. Burada ℂ𝐹𝑛, 𝑛’inci kompleks Fibonacci sayısı ve 𝑖, 𝑗 ise 𝑖2 = 𝑗2 = −1, 𝑖𝑗 =

𝑗𝑖, (𝑖𝑗)2 = 1 şartlarını sağlayan imajiner birimlerdir [11]. 

𝑛 ≥ 0 için, ilk üç bikompleks-kompleks Fibonacci sayısı: −1 + 2𝑖 − 2𝑗 + 4𝑖𝑗,

−1 + 2𝑖 − 3𝑗 + 6𝑖𝑗, −2 + 4𝑖 − 5𝑗 + 10𝑖𝑗. 

Ayrıca, 𝔹ℂ𝐹𝑛 sayıları  

𝔹ℂ𝐹𝑛 + 𝔹ℂ𝐹𝑛+1 = 𝔹ℂ𝐹𝑛+2                                               (2.26) 

rekürans bağıntısına sahiptir [11].  

2.4 Leonardo Sayı Dizisi 

Bu kısımda, Fibonacci sayıları ile yakından ilişkili olan Leonardo sayıları hakkında 

bir takım temel özelliklere yer verilecektir. 
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Tanım 2.4.1 Başlangıç koşulları 𝐿𝑒0 =  𝐿𝑒1 = 1 olmak üzere Leonardo sayı dizisi 

𝐿𝑒𝑛 = 𝐿𝑒𝑛−1 + 𝐿𝑒𝑛−2 + 1, 𝑛 ≥ 2                                        (2.27) 

veya 

𝐿𝑒𝑛+1 = 2𝐿𝑒𝑛 − 𝐿𝑒𝑛−2, 𝑛 ≥ 2                                          (2.28) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Burada 𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci Leonardo sayısıdır [12].  

𝑛 ≥ 0 için ilk on Leonardo sayısı: 1, 1, 3, 5, 9, 15, 25, 41, 67, 109. 

Üstelik 𝑛’inci Leonardo sayısını doğrudan veren Leonardo sayılarının Binet formülü 

𝐿𝑒𝑛 =
2𝛼𝑛+1 − 2𝛽𝑛+1 − 𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽
                                   (2.29) 

şeklindedir. Burada 𝛼 =
1+√5

2
 ve 𝛽 =

1−√5

2
, 𝜆3 − 2𝜆2 + 1 = 0 karakteristik 

denkleminin kökleridir [12].  

𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci Leonardo sayısı ve 𝐹𝑛, 𝑛’inci Fibonacci sayısı olmak üzere 𝑛 ≥ 𝑚 olacak 

şekildeki negatif olmayan 𝑚, 𝑛 tam sayıları için aşağıdaki özellikler sağlanır [12, 

13]: 

𝐿𝑒𝑛 = 2𝐹𝑛+1 − 1                                              (2.30) 

𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚 = 𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛 + 1) − 1 − (−1)𝑚                  (2.31) 

𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚 = 𝐿𝑛+1(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) − 1 + (−1)𝑚          (2.32) 

𝐿𝑒𝑛+1 = 𝐿𝑒𝑛 + 2𝐹𝑛                                             (2.33) 

2.5 Leonardo Sayılarının Bazı Uygulamaları 

Bu kısımda, kompleks Leonardo ve bikompleks Leonardo sayılarından kısaca söz 

edilecektir. 

Tanım 2.5.1 𝑛 ≥ 1 için 𝑛’inci kompleks Leonardo sayısı ℂ𝐿𝑒𝑛 

ℂ𝐿𝑒𝑛 = 𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1                                           (2.34) 
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dir. Burada, 𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci Leonardo sayısı ve 𝑖2 = −1 dir [19]. 

Karataş [19], (2.27) ile verilen Leonardo sayılarının rekürans bağıntısını ve (2.34) 

kompleks Leonardo sayılarının tanımını kullanarak 𝑛 ≥ 2 olmak üzere kompleks 

Leonardo sayıları için aşağıdaki eşitliği elde etmiştir: 

ℂ𝐿𝑒𝑛 = (𝐿𝑒𝑛−1 + 𝐿𝑒𝑛−2 + 1) + 𝑖(𝐿𝑒𝑛 + 𝐿𝑒𝑛−1 + 1) 

 = ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + ℂ𝐿𝑒𝑛−2 + 𝜀                                                    (2.35) 

dir. Burada  𝜀 = 1 + 𝑖  dir [19]. 

𝑛 ≥ 0 için ilk on kompleks Leonardo sayısı:1 + 𝑖, 1 + 3𝑖, 3 + 5𝑖, 5 + 9𝑖, 9 + 15𝑖,

15 + 25𝑖, 25 + 41𝑖, 41 + 67𝑖, 67 + 109𝑖, 109 + 177𝑖.  

Üstelik, 𝑛 ≥ 0 için 𝑛’inci kompleks Leonardo sayısı ℂ𝐿𝑒𝑛 için Binet formülü  

ℂ𝐿𝑒𝑛 =
2𝛼𝛼𝑛+1 − 2𝛽𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜀                                      (2.36) 

dir. Burada 𝛼 =
1+√5

2
 için 𝛼 = 1 + 𝑖𝛼 ve 𝛽 =

1−√5

2
 için 𝛽 = 1 + 𝑖𝛽 şeklindedir [19].     

Diğer yandan, Karataş [19] tarafından kompleks Leonardo sayılarının bazı toplam 

formülleri aşağıdaki gibi ifade edilmiştir: 

∑ ℂ𝐿𝑒𝑗 =

𝑛

𝑗=0

ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜀 − 2𝑖,                              (2.37) 

    ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑗 =

𝑛

𝑗=0

ℂ𝐿𝑒2𝑛+1 − 𝑛𝜀 − 2𝑖,                                       (2.38) 

∑ ℂ𝐿𝑒2𝑗+1 =

𝑛

𝑗=0

ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜀.                                (2.39) 

Bikompleks Leonardo sayıları ise Turan vd. [21] tarafından aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır: 

Tanım 2.5.2 𝑛 ≥ 1 için 𝑛’inci bikompleks Leonardo sayısı 𝔹𝐿𝑒𝑛   
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𝔹𝐿𝑒𝑛 = 𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+3                     (2.40) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci Leonardo sayısı ve 𝑖, 𝑗 ise 𝑖2 = −1, 𝑗2 =

−1, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖, (𝑖𝑗)2 = 1 şartlarını sağlayan imajiner birimlerdir [21]. 

Leonardo sayısının rekürans bağıntısı (2.27) ve bikompleks Leonardo sayısının 

tanımı (2.40) kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir: 

𝔹𝐿𝑒𝑛 = 𝔹𝐿𝑒𝑛−1 + 𝔹𝐿𝑒𝑛−2 + 𝐴                                   (2.41) 

burada 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗 dir [21]. 

𝑛 ≥ 0 için ilk beş bikompleks Leonardo sayısı: 1 + 𝑖 + 3𝑗 + 5𝑖𝑗, 1 + 3𝑖 + 5𝑗 +

9𝑖𝑗, 3 + 5𝑖 + 9𝑗 + 15𝑖𝑗, 5 + 9𝑖 + 15𝑗 + 25𝑖𝑗, 9 + 15𝑖 + 25𝑗 + 41𝑖𝑗 dir.  

Ayrıca Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı (2.28) dikkate alınarak 

𝔹𝐿𝑒𝑛+1 = 2𝔹𝐿𝑒𝑛 − 𝔹𝐿𝑒𝑛−2                                   (2.42) 

rekürans bağıntısı elde edilir [21]. 

𝑛 ≥ 0 için 𝑛’inci bikompleks Leonardo sayısını veren Binet formülü 

𝔹𝐿𝑒𝑛 =
2𝛼̅𝛼𝑛+1 − 2𝛽̅𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝐴                                     (2.43) 

olup burada 𝛼 =
1+√5

2
, 𝛽 =

1−√5

2
, 𝛼̅ = 1 + 𝑖𝛼 + 𝑗𝛼2 + 𝑖𝑗𝛼3, 𝛽̅ = 1 + 𝑖𝛽 + 𝑗𝛽2 +

𝑖𝑗𝛽3, ve 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗 dir [21]. 

Üstelik, (𝑛 + 1)’inci bikompleks Fibonacci sayısı 𝔹𝐹𝑛+1 ve n’inci bikompleks 

Leonardo sayısı  𝔹𝐿𝑒𝑛 arasında 

𝔹𝐿𝑒𝑛 = 2𝔹𝐹𝑛+1 − 𝐴                                        (2.44) 

şeklinde bir bağıntı mevcuttur [21].  
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3. BİKOMPLEKS-KOMPLEKS LEONARDO SAYILARI 

Bu bölümde ilk olarak bir önceki bölümde bahsedilen bikompleks sayıların ve 

kompleks Leonardo sayılarının birlikte düşünülmesiyle elde edilecek olan 

bikompleks-kompleks Leonardo sayıları tanımlanacaktır. Daha sonra ise bu sayıların 

bazı özellikleri incelenecektir. 

3.1 Bikompleks-Kompleks Leonardo Sayıları ve Bazı Temel Özellikleri 

Bu kısımda ilk olarak bikompleks-kompleks Leonardo sayıları tanımlanacak ve 

devamında bu sayıların toplamı, çarpımı ve eşleniklerinden söz edilecektir. Ardından 

bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için iki rekürans (yineleme) bağıntısı, Binet 

formülü, üreteç fonksiyonu ve bazı toplam formülleri verilecektir. 

Tanım 3.1.1 𝑛 negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 𝑛’inci bikompleks-

kompleks Leonardo sayısı 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3                   (3.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada ℂ𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci kompleks Leonardo sayısı ve 𝑖, 𝑗 ise  𝑖2 =

𝑗2 = −1, 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 şartlarını sağlayan imajiner birimlerdir. 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 ve 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 iki bikompleks-kompleks Leonardo sayısı olsun. Bikompleks-

kompleks Leonardo sayılarının toplama ve çarpma işlemleri sırasıyla 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (ℂ𝐿𝑒𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑚+3)              

                                     +(ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)              

                         = (ℂ𝐿𝑒𝑚 + ℂ𝐿𝑒𝑛) + 𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑚+1 + ℂ𝐿𝑒𝑛+1)             

                                        +𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑚+2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+2) + 𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑚+3 + ℂ𝐿𝑒𝑛+3)        (3.2) 

ve 

   𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 

      = (ℂ𝐿𝑒𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑚+3)                                 

           (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3) 

      = (ℂ𝐿𝑒𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛 − ℂ𝐿𝑒𝑚+1ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − ℂ𝐿𝑒𝑚+2ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + ℂ𝐿𝑒𝑚+3ℂ𝐿𝑒𝑛+3) 
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          +𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + ℂ𝐿𝑒𝑚+1ℂ𝐿𝑒𝑛 − ℂ𝐿𝑒𝑚+2ℂ𝐿𝑒𝑛+3 − ℂ𝐿𝑒𝑚+3ℂ𝐿𝑒𝑛+2) 

         +𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − ℂ𝐿𝑒𝑚+1ℂ𝐿𝑒𝑛+3 + ℂ𝐿𝑒𝑚+2ℂ𝐿𝑒𝑛 − ℂ𝐿𝑒𝑚+3ℂ𝐿𝑒𝑛+1)               

          +𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛+3 + ℂ𝐿𝑒𝑚+1ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + ℂ𝐿𝑒𝑚+2ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + ℂ𝐿𝑒𝑚+3ℂ𝐿𝑒𝑛)   (3.3) 

şeklinde tanımlanır. 

Ayrıca belirtilmelidir ki 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 dir. 

Diğer yandan 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛, 𝑛’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayısı olmak üzere; 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 sayısının 𝑖, 𝑗 ve 𝑖𝑗 birimlerine göre eşlenikleri sırasıyla 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑖 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1) + 𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+3)                 (3.4) 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑗 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1) − 𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+3)                 (3.5) 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑖𝑗 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1) − 𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+3)                (3.6) 

şeklindedir. Üstelik; 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 bikompleks-kompleks Leonardo sayısı sırasıyla (3.4), 

(3.5) ve (3.6) ile verilen eşlenikleri ile çarpıldığında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑖 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)            

                                (ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)         

                 = ℂ𝐿𝑒𝑛
2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+1

2 − ℂ𝐿𝑒𝑛+2
2 − ℂ𝐿𝑒𝑛+3

2          

                 +2𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+1ℂ𝐿𝑒𝑛+3),                        (3.7) 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑗 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)      

                                                (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)     

                   = ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − ℂ𝐿𝑒𝑛+1

2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+2
2 − ℂ𝐿𝑒𝑛+3

2     

                    +2𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑛ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + ℂ𝐿𝑒𝑛+2ℂ𝐿𝑒𝑛+3)                      (3.8) 

ve 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
𝑡𝑖𝑗 = (ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)      

                                                (ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)  

                    = ℂ𝐿𝑒𝑛
2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+1

2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+2
2 + ℂ𝐿𝑒𝑛+3

2     

                   +2𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛ℂ𝐿𝑒𝑛+3 − ℂ𝐿𝑒𝑛+1ℂ𝐿𝑒𝑛+2)                     (3.9) 

sonuçları elde edilir.  
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Şimdi bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve 𝑖, 𝑗 birimlerinin 

çarpımı yardımıyla ilk üç bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını belirleyelim: 

                             𝔹ℂ𝐿𝑒0 = ℂ𝐿𝑒0 + 𝑖ℂ𝐿𝑒1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒3 

                                         = 1 + 𝑖 + 𝑖(1 + 3𝑖) + 𝑗(3 + 5𝑖) + 𝑖𝑗(5 + 9𝑖) 

                                = −2 + 2𝑖 − 6𝑗 + 10𝑖𝑗,                                                (3.10) 

                             𝔹ℂ𝐿𝑒1 = ℂ𝐿𝑒1 + 𝑖ℂ𝐿𝑒2 + 𝑗ℂ𝐿𝑒3 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒4 

                                         = 1 + 3𝑖 + 𝑖(3 + 5𝑖) + 𝑗(5 + 9𝑖) + 𝑖𝑗(9 + 15𝑖) 

                                 = −4 + 6𝑖 − 10𝑗 + 18𝑖𝑗,                                              (3.11) 

                             𝔹ℂ𝐿𝑒2 = ℂ𝐿𝑒2 + 𝑖ℂ𝐿𝑒3 + 𝑗ℂ𝐿𝑒4 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒5 

                                         = 3 + 5𝑖 + 𝑖(5 + 9𝑖) + 𝑗(9 + 15𝑖) + 𝑖𝑗(15 + 27𝑖) 

                                   = −6 + 10𝑖 − 16𝑗 + 30𝑖𝑗.                                            (3.12) 

Şimdi ise bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için iki farklı rekürans (yineleme) 

bağıntısını verecek teoremlere yer verilecektir. 

Teorem 3.1.1 Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı 

   𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2, 𝑛 ≥ 2                                 (3.13) 

şeklindedir. Burada başlangıç koşulları    

                                    𝔹ℂ𝐿𝑒0 = −2 + 2𝑖 − 6𝑗 + 10𝑖𝑗,   

                                    𝔹ℂ𝐿𝑒1 = −4 + 6𝑖 − 10𝑗 + 18𝑖𝑗,   

                                    𝔹ℂ𝐿𝑒2 = −6 + 10𝑖 − 16𝑗 + 30𝑖𝑗     

dır. 

İspat: (3.1) ile verilen bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı ve (2.34) 

ile verilen kompleks Leonardo sayılarının tanımından   

       𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+4           

                         = 𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3)                    

                                                 + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+4 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+5)     
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yazılabilir. (2.28) ile verilen Leonardo sayılarının rekürans bağıntısından 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = (2𝐿𝑒𝑛 − 𝐿𝑒𝑛−2) + 2𝑖(2𝐿𝑒𝑛+1 − 𝐿𝑒𝑛−1)        

                                                − (2𝐿𝑒𝑛+2 − 𝐿𝑒𝑛) + 𝑗(2𝐿𝑒𝑛+2 − 𝐿𝑒𝑛)     

                         + 2𝑖𝑗(2𝐿𝑒𝑛+3 − 𝐿𝑒𝑛+1) − 𝑗(2𝐿𝑒𝑛+4 − 𝐿𝑒𝑛+2) 

                                             = 2(𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1) + 2𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2)         

                           +2𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + 2𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4)   

                                                −(𝐿𝑒𝑛−2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−1) − 𝑖(𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛)   

                                                −𝑗(𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1) − 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝐿𝑒𝑛+2)       

olduğu görülür. Yeniden (2.34) ve (3.1) eşitliklerinden faydalanılarak 

          𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1   = 2(ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3)             

                      −(ℂ𝐿𝑒𝑛−2 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+1) 

                                            =  2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2       

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.1.2 𝜔 = 2𝑖 + 2𝑖𝑗 olsun. 𝑛 ≥ 2 tamsayısı için bikompleks-kompleks 

Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2 + 𝜔                              (3.14) 

dır. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve kompleks 

Leonardo sayılarının tanımı (2.34) kullanılarak  

                     𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3                                     

= (𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1) + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2)    

           + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4) 

                               = 𝐿𝑒𝑛 + 2𝑖𝐿𝑒𝑛+1 − 𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+2 + 2𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+3 − 𝑗𝐿𝑒𝑛+4 

olarak elde edilir. Ayrıca, Leonardo sayılarının (2.27) ile verilen rekürans 

bağıntısından faydalanılarak 

                   𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (𝐿𝑒𝑛−1 + 𝐿𝑒𝑛−2 + 1) + 2𝑖(𝐿𝑒𝑛 + 𝐿𝑒𝑛−1 + 1)                              
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      −(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝐿𝑒𝑛 + 1) + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝐿𝑒𝑛 + 1) 

                   +2𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝐿𝑒𝑛+1 + 1) − 𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝐿𝑒𝑛+2 + 1) 

                            = (𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛) + 𝑖(𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1) + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2) 𝑛   

                                   +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + (𝐿𝑒𝑛−2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−1) + 𝑖(𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛) 

                    +𝑗(𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2) + 2𝑖 + 2𝑖𝑗      

      = (ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2)                        

                    +(ℂ𝐿𝑒𝑛−2 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+1) + 𝜔                 

                                = 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2 + 𝜔       

elde edilir ki bu ise istenen sonuçtur. 

Uyarı 3.1.1 Tüm çalışma boyunca 𝜔 = 2𝑖 + 2𝑖𝑗 olarak dikkate alınacaktır.  

Şimdi ise 𝑛’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayısını doğrudan verecek olan 

Binet formülü aşağıda ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 3.1.3 Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 =
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔                                      (3.15) 

şeklindedir. Burada 𝛼 =
1+√5

2
, 𝛽 =

1−√5

2
,  𝛼̂ = 1 + 2𝑖𝛼 + (𝑗 − 1)𝛼2 + 2𝑖𝑗𝛼3 − 𝑗𝛼4 

ve  𝛽̂ = 1 + 2𝑖𝛽 + (𝑗 − 1)𝛽2 + 2𝑖𝑗𝛽3 − 𝑗𝛽4 dir. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve kompleks 

Leonardo sayılarının Binet formülü (2.36) den 

              𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3 

                        = (
2𝛼𝛼𝑛+1 − 2𝛽𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜀) + 𝑖 (

2𝛼𝛼𝑛+2 − 2𝛽𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− 𝜀)             

                         +𝑗 (
2𝛼𝛼𝑛+3 − 2𝛽𝛽𝑛+3

𝛼 − 𝛽
− 𝜀) + 𝑖𝑗 (

2𝛼𝛼𝑛+1 − 2𝛽𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜀)    

dir. Elde edilen bu son eşitlikte, (2.36) ile birlikte verilen 𝛼 = 1 + 𝑖𝛼, 𝛽 = 1 + 𝑖𝛽,

𝜀 = 1 + 𝑖 değerleri yerlerine yazılırsa 
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   𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (
2(1 + 𝑖𝛼)𝛼𝑛+1 − 2(1 + 𝑖𝛽)𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− (1 + 𝑖))                              

                  +𝑖 (
2(1 + 𝑖𝛼)𝛼𝑛+2 − 2(1 + 𝑖𝛽)𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− (1 + 𝑖))                     

                        +𝑗 (
2(1 + 𝑖𝛼)𝛼𝑛+3 − 2(1 + 𝑖𝛽)𝛽𝑛+3

𝛼 − 𝛽
− (1 + 𝑖))                           

                +𝑖𝑗 (
2(1 + 𝑖𝛼)𝛼𝑛+4 − 2(1 + 𝑖𝛽)𝛽𝑛+4

𝛼 − 𝛽
− (1 + 𝑖))                 

            =
2𝛼𝑛+1(1 + 𝑖𝛼)[1 + 𝑖𝛼 + 𝑗𝛼2 + 𝑖𝑗𝛼3]

𝛼 − 𝛽
                                         

                               −
2𝛽𝑛+1(1 + 𝑖𝛽)[1 + 𝑖𝛽 + 𝑗𝛽2 + 𝑖𝑗𝛽3]

𝛼 − 𝛽
− (1 + 𝑖)(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗)   

                     =
2𝛼𝑛+1[1 + 2𝑖𝛼 + (𝑗 − 1)𝛼2 + 2𝑖𝑗𝛼3 − 𝑗𝛼4]

𝛼 − 𝛽
                                     

                   −
2𝛽𝑛+1[1 + 2𝑖𝛽 + (𝑗 − 1)𝛽2 + 2𝑖𝑗𝛽3 − 𝑗𝛽4]

𝛼 − 𝛽
 − (2𝑖 + 2𝑖𝑗)  

elde edilir. 𝛼̂ = 1 + 2𝑖𝛼 + (𝑗 − 1)𝛼2 + 2𝑖𝑗𝛼3 − 𝑗𝛼4, 𝛽̂ = 1 + 2𝑖𝛽 + (𝑗 − 1)𝛽2 +

2𝑖𝑗𝛽3 − 𝑗𝛽4 ve 𝜔 = 2𝑖 + 2𝑖𝑗 şeklinde ifade edildiğinde  

           𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛  =
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔                            

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.1.4 𝑛 ≥ 0 için bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının toplam 

formülleri için aşağıda verilmiştir:  

 1. ∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑘 =

𝑛

𝑘=0

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜔 + 2(2 − 2𝑖 + 5𝑗 − 8𝑖𝑗 )                (3.16) 

2. ∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘 =

𝑛

𝑘=0

𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑛+1 − 𝑛𝜔 + 2(1 − 2𝑖 + 2𝑗 − 4𝑖𝑗)                         (3.17) 

3. ∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘+1 =

𝑛

𝑘=0

𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 − (𝑛 + 1)𝜔 + 2(1 − 𝑖 + 3𝑗 − 5𝑖𝑗)            (3.18) 

İspat:  
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1. Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve kompleks Leonardo 

sayılarının (2.37) ile verilen toplam formülü kullanılarak 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑘 =

𝑛

𝑘=0

∑ ℂ𝐿𝑒𝑘 + 𝑖 ∑ ℂ𝐿𝑒𝑘+1 + 𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒𝑘+2 + 𝑖𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒𝑘+3 

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

         = ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜀 − 2𝑖 + 𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑛+3 − (𝑛 + 3)𝜀 − (1 + 3𝑖))     

+𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+4 − (𝑛 + 4)𝜀 − (2 + 6𝑖))               

   +𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+5 − (𝑛 + 5)𝜀 − (5 + 11𝑖))               

bulunur. Kompleks Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı  (2.35) kullanılarak 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑘 =

𝑛

𝑘=0

(ℂ𝐿𝑒𝑛+2+𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+4 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+5)                         

           −(𝑛 + 2)(1 + 𝑖)(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) + (4 − 4𝑖 + 10𝑗 − 16𝑖𝑗 )          

          = 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜔 + 2(2 − 2𝑖 + 5𝑗 − 8𝑖𝑗 )        

elde edilir. 

2. Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ile kompleks Leonardo 

sayılarının (2.38) ve (2.39) ile verilen toplam formülleri kullanılarak 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘 =

𝑛

𝑘=0

∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘 + 𝑖 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+1 + 𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+2 + 𝑖𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+3 

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

= ℂ𝐿𝑒2𝑛+1 − 𝑛𝜀 − 2𝑖 + 𝑖(ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜀)       

                                   +𝑗(ℂ𝐿𝑒2𝑛+3 − (𝑛 + 1)𝜀 − (1 + 3𝑖)) 

                                   +𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒2𝑛+4 − (𝑛 + 3)𝜀 − (1 + 3𝑖)) 

olup burada kompleks Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı (2.35) yardımıyla 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘 =

𝑛

𝑘=0

(ℂ𝐿𝑒2𝑛+1+𝑖ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 + 𝑗ℂ𝐿𝑒2𝑛+3 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒2𝑛+4)    

                             −𝑛(1 + 𝑖)(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) − (−2 + 4𝑖 − 4𝑗 + 8𝑖𝑗) 

                            = 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑛+1 − 𝑛𝜔 + 2(1 − 2𝑖 + 2𝑗 − 4𝑖𝑗)                      

elde edilir. 
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3. Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ile kompleks Leonardo 

sayılarının (2.38) ve (2.39) ile verilen toplam formülleri kullanılarak 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘+1 =

𝑛

𝑘=0

∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+1 + 𝑖 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+2 + 𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+3 + 𝑖𝑗 ∑ ℂ𝐿𝑒2𝑘+4 

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

= ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 − (𝑛 + 2)𝜀 + 𝑖(ℂ𝐿𝑒2𝑛+3 − (𝑛 + 1)𝜀 − (1 + 3𝑖))             

       +𝑗(ℂ𝐿𝑒2𝑛+4 − (𝑛 + 3)𝜀 − (1 + 3𝑖))                        

 +𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒2𝑛+5 − (𝑛 + 2)𝜀 − (4 + 8𝑖))                

elde edilir. Burada kompleks Leonardo sayılarının rekürans bağıntısı (2.35) 

yardımıyla 

∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑘+1 =

𝑛

𝑘=0

(ℂ𝐿𝑒2𝑛+2+𝑖ℂ𝐿𝑒2𝑛+3 + 𝑗ℂ𝐿𝑒2𝑛+4 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒2𝑛+5)     

                              −(𝑛 + 1)(1 + 𝑖)(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) − (−2 + 2𝑖 − 6𝑗 + 10𝑖𝑗)   

                                        = 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑛+2 − (𝑛 + 1)𝜔 + 2(1 − 𝑖 + 3𝑗 − 5𝑖𝑗)             

elde edilir ki bu ise ispatı tamamlar. 

Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının üreteç fonksiyonu aşağıdaki teoremde 

verilecektir. 

Teorem 3.1.5 𝑔(𝑡) bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının üreteç fonksiyonunu 

göstermek üzere bu üreteç fonksiyonu  

𝑔(𝑡) =
(−2 + 2𝑖 − 6𝑗 + 10𝑖𝑗) + 2(𝑖 + 𝑗 − 𝑖𝑗)𝑡 + 2(1 − 𝑖 + 2𝑗 − 3𝑖𝑗)𝑡2

1 − 2𝑡 + 𝑡3
  (3.19) 

şeklindedir. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑡) = ∑ 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

şeklinde olup buradan 
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𝑔(𝑡) = 𝔹ℂ𝐿𝑒0 + 𝔹ℂ𝐿𝑒1𝑡 + 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑡2 + ⋯ + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝑡𝑛 + ⋯          (3.20) 

yazılabilir. (3.20) eşitliğin her iki tarafı (1 − 2𝑡 + 𝑡3) ile çarpılırsa 

(1 − 2𝑡 + 𝑡3)𝑔(𝑡) = (1 − 2𝑡 + 𝑡3)(𝔹ℂ𝐿𝑒0 + 𝔹ℂ𝐿𝑒1𝑡 

                                         +𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑡2 + ⋯ + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝑡𝑛 + ⋯ ) 

elde edilir. Buradan işlemlere devam edildiğinde  

       (1 − 2𝑡 + 𝑡3)𝑔(𝑡) = 𝔹ℂ𝐿𝑒0 + 𝔹ℂ𝐿𝑒1𝑡 + 𝔹ℂ𝐿𝑒2𝑡2 + ⋯ + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝑡𝑛 + ⋯ 

                                              −2𝔹ℂ𝐿𝑒0𝑡 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒1𝑡2 − ⋯ − 2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝑡𝑛 − ⋯   

                        +𝔹ℂ𝐿𝑒0𝑡3 + 𝔹ℂ𝐿𝑒1𝑡4 + ⋯ + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3𝑡𝑛 + ⋯ 

                  = 𝔹ℂ𝐿𝑒0 + (𝔹ℂ𝐿𝑒1 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒0)𝑡+(𝔹ℂ𝐿𝑒2 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒1)𝑡2       

                           +(𝔹ℂ𝐿𝑒3 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒2 + 𝔹ℂ𝐿𝑒0)𝑡3 + ⋯                    

                            +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3)𝑡𝑛 + ⋯           

= 𝔹ℂ𝐿𝑒0 + (𝔹ℂ𝐿𝑒1 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒0)𝑡 + (𝔹ℂ𝐿𝑒2 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒1)𝑡2     

            + ∑(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3)

∞

𝑛=3

 

elde edilir. Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının (3.13) ile verilen rekürans 

bağıntısından yararlanılarak yukarıda elde edilen son ifade 

(1 − 2𝑡 + 𝑡3)𝑔(𝑡) = 𝔹ℂ𝐿𝑒0 + (𝔹ℂ𝐿𝑒1 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒0)𝑡+(𝔹ℂ𝐿𝑒2 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒1)𝑡2 

şeklindedir. Buradan 

𝑔(𝑡) =
𝔹ℂ𝐿𝑒0 + (𝔹ℂ𝐿𝑒1 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒0)𝑡+(𝔹ℂ𝐿𝑒2 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒1)𝑡2

1 − 2𝑡 + 𝑡3
 

olup (3.10), (3.11) ve (3.12) ile verilen başlangıç koşulları dikkate alındığında 

𝑔(𝑡) =
(−2 + 2𝑖 − 6𝑗 + 10𝑖𝑗) + 2(𝑖 + 𝑗 − 𝑖𝑗)𝑡 + 2(1 − 𝑖 + 2𝑗 − 3𝑖𝑗)𝑡2

1 − 2𝑡 + 𝑡3
 

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır.  
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3.2 Bikompleks-Kompleks Leonardo Sayıları İçin Bazı Özdeşlikler 

Bu kısımda bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını ilgilendiren bazı özdeşlikler 

verilecektir. İlk olarak, bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için Cassini 

özdeşliği ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 3.2.1 𝑛 ≥ 3 tam sayısı için bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının 

Cassini özdeşliği 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3𝜔 + 𝜔2  (3.21) 

şeklindedir. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) dikkate 

alınırsa 

      𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

= (
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)

2

                                     

                                  − (
2𝛼̂𝛼𝑛 − 2𝛽̂𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)                       

                     = (
4𝛼̂2𝛼2𝑛+2 − 8𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑛+2

(𝛼 − 𝛽)2
)                             

             − (
4𝛼̂𝛼𝑛+1 − 4𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) + 𝜔2                                      

                                    − (
4𝛼̂2𝛼2𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛𝛽𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+2𝛽𝑛 + 4𝛽̂2𝛽2𝑛+2

(𝛼 − 𝛽)2
)               

                            + (
2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
𝜔) + (

2𝛼̂𝛼𝑛 − 2𝛽̂𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
𝜔) − 𝜔2            

                          =
−8𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛𝛽𝑛+2 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+2𝛽𝑛

(𝛼 − 𝛽)2
                           

     −
4𝛼̂𝛼𝑛+1 − 4𝛽̂𝛽𝑛+1 − 2𝛼̂𝛼𝑛+2 + 2𝛽̂𝛽𝑛+2 − 2𝛼̂𝛼𝑛 + 2𝛽̂𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
𝜔     

 =
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛𝛽𝑛(𝛼2 − 2𝛼𝛽 + 𝛽2)

(𝛼 − 𝛽)2
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                                 +
2𝛼̂𝛼𝑛(𝛼2 − 2𝛼 + 1) − 2𝛽̂𝛽𝑛(𝛽2 − 2𝛽 + 1)

𝛼 − 𝛽
𝜔                            

elde edilir. Üstelik 𝛼2 − 2𝛼𝛽 + 𝛽2 = (𝛼 − 𝛽)2,  𝛼2 − 2𝛼 + 1 = 𝛽2,  𝛽2 − 2𝛽 + 1 =

𝛼2 ve 𝛼𝛽 = −1 olmasından faydalanarak 

            𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

= 4(−1)𝑛𝛼̂𝛽̂ + (
2𝛼̂𝛼𝑛−2 − 2𝛽̂𝛽𝑛−2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔 + 𝜔) 𝜔                      

                                = 4(−1)𝑛𝛼̂𝛽̂ + (
2𝛼̂𝛼𝑛−2 − 2𝛽̂𝛽𝑛−2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) 𝜔 + 𝜔2          

şeklindedir. (3.15) Binet formülü ve 𝛼̂𝛽̂ = 9𝑗 + 12𝑖𝑗 eşitliği kullanılarak  

      𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3𝜔 + 𝜔2      

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Sıradaki teorem bize bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için Catalan 

özdeşliğini vermektedir. 

Teorem 3.2.2  𝑛 ≥ 𝑟 olmak üzere 𝑛 ve 𝑟 negatif olmayan tam sayıları için 

bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Catalan özdeşliği  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 = 12(−1)𝑛−𝑟+1(3𝑗 + 4𝑖𝑗)𝐹𝑟

2                             

−(2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟)𝜔    (3.22) 

şeklindedir. Burada 𝐹𝑟 , 𝑟’inci Fibonacci sayısıdır.  

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) kullanılarak  

       𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 

               = (
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)

2

     

                    − (
2𝛼̂𝛼𝑛−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)      
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               =
4𝛼̂2𝛼2𝑛+2 − 8𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑛+2

(𝛼 − 𝛽)2
 

                   − (
4𝛼̂𝛼𝑛+1 − 4𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) + 𝜔2 

                  − (
4𝛼̂2𝛼2𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑟+1𝛽𝑛−𝑟+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛−𝑟+1𝛽𝑛+𝑟+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑛+2

(𝛼 − 𝛽)2
)  

              + (
2𝛼̂𝛼𝑛+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) + (

2𝛼̂𝛼𝑛−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) − 𝜔2      

               = (
−8𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑟+1𝛽𝑛−𝑟+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛−𝑟+1𝛽𝑛+𝑟+1

(𝛼 − 𝛽)2
)  

                   − (
4𝛼̂𝛼𝑛+1 − 4𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) + (

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔) 

                   + (
2𝛼̂𝛼𝑛−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔)                    

=
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1(𝛼𝑟𝛽−𝑟 − 2 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟)

(𝛼 − 𝛽)2
                                                     

−2 (
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔 + 𝜔) 𝜔                                                 

 + (
2𝛼̂𝛼𝑛+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔 + 𝜔) 𝜔                                            

 + (
2𝛼̂𝛼𝑛−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔 + 𝜔) 𝜔                                            

olduğu görülür. (3.15) Binet formülünden 

       𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 

                       =
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1(𝛼𝑟𝛽−𝑟 − 2 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟)

(𝛼 − 𝛽)2
        

        −2(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝜔)𝜔 + (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 + 𝜔)𝜔 + (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟 + 𝜔)𝜔 

                       = 4𝛼̂𝛽̂(𝛼𝛽)𝑛−𝑟+1 (
𝛼𝑟 − 𝛽𝑟

𝛼 − 𝛽
)

2

                           

                           −(2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟)𝜔                

dir. Fibonacci sayılarının Binet formülü (2.15) ve 𝛼̂𝛽̂ = 9𝑗 + 12𝑖𝑗 eşitliği yardımıyla 
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     𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 = 12(−1)𝑛−𝑟+1(3𝑖 + 4𝑖𝑗)𝐹𝑟

2
 

                                              −(2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟)𝜔 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Uyarı 3.2.1 Bikompleks-kompleks Leonardo sayıları için (3.22) denklemi ile verilen 

Catalan özdeşliğinde özel olarak 𝑟 = 1 alınırsa, (3.21) denklemi ile verilen Cassini 

özdeşliği elde edilir. 

Gerçekten, (3.22) denkleminde 𝑟 = 1 alınırsa ve bikompleks-kompleks Leonardo 

sayılarının (3.13) ve (3.14) ile verilen rekürans bağıntıları dikkate alındığında 

  𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗)𝐹1
2 − (2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔    

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) − (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔  

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) − (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−2 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔                               

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) − (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 − 𝜔)𝜔   

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) − (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 − 𝜔)𝜔                       

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) − (−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3 − 𝜔)𝜔                                         

= 12(−1)𝑛(3𝑗 + 4𝑖𝑗) + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3𝜔 + 𝜔2                                              

elde edilir. Bu ise istenen sonuçtur. 

Aşağıdaki teoremde bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının d’Ocagne özdeşliği 

verilecektir. 

Teorem 3.2.3 𝑚 > 0 ve  𝑛 ≥ 𝑚 olacak şekildeki 𝑚 ve 𝑛 tam sayıları için 

bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının d’Ocagne özdeşliği 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1 = 12(−1)𝑚(3𝑗 + 4𝑖𝑗)𝐹𝑛−𝑚     

                           +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔    (3.23) 

şeklindedir. Burada 𝐹𝑛−𝑚, (𝑛 − 𝑚)’inci Fibonacci sayısıdır. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) dikkate 

alınarak 
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     𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1 

                 = (
2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) 

                     − ( 
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑚+2 − 2𝛽̂𝛽𝑚+2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)  

                 =
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+3 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+1𝛽𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+2𝛽𝑚+1 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+3

(𝛼 − 𝛽)2
 

                     −
2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2         

        −
4𝛼̂2𝛼𝑛+𝑚+3 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+2𝛽𝑛+1 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+3

(𝛼 − 𝛽)2
              

       +
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 +

2𝛼̂𝛼𝑚+2 − 2𝛽̂𝛽𝑚+2

𝛼 − 𝛽
𝜔 − 𝜔2                    

  = −
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+1𝛽𝑛+2 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+2𝛽𝑚+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚+2 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+2𝛽𝑛+1

(𝛼 − 𝛽)2
  

         +
−2𝛼̂𝛼𝑚+1 + 2𝛽̂𝛽𝑚+1 + 2𝛼̂𝛼𝑚+2 − 2𝛽̂𝛽𝑚+2

𝛼 − 𝛽
𝜔                                

       +
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1 − 2𝛼̂𝛼𝑛+2 + 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
𝜔                                     

   =
−4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+1𝛽𝑛+1(𝛼 − 𝛽) + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚+1(𝛼 − 𝛽)

(𝛼 − 𝛽)2
                           

        +
2𝛼̂𝛼𝑚(𝛼2 − 𝛼) − 2𝛽̂𝛽𝑚(𝛽2 − 𝛽)

𝛼 − 𝛽
𝜔                                                   

     −
2𝛼̂𝛼𝑛(𝛼2 − 𝛼) − 2𝛽̂𝛽𝑛(𝛽2 − 𝛽)

𝛼 − 𝛽
𝜔                                                  

= 4𝛼̂𝛽̂(𝛼𝛽)𝑚
(𝛼𝑛−𝑚 − 𝛽𝑛−𝑚)

𝛼 − 𝛽
 +

2𝛼̂𝛼𝑚 − 2𝛽̂𝛽𝑚

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛 − 2𝛽̂𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
𝜔       

elde edilir. Burada, Fibonacci sayılarının Binet formülü (2.15) ve bikompleks-

kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) ile birlikte 𝛼𝛽 = −1 ve 𝛼̂𝛽̂ =

9𝑗 + 12𝑖𝑗 değerleri göz önüne alındığında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1 = 12(−1)𝑚(3𝑗 + 4𝑖𝑗)𝐹𝑛−𝑚 

                          +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔                   

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  
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Sıradaki teoremde bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını ilgilendiren  

Honsberger özdeşliği verilecektir. 

Teorem 3.2.4 𝑚 ≥ 1, 𝑛 ≥ 0 olacak şekilde 𝑚 ve 𝑛 tam sayıları için bikompleks-

kompleks Leonardo sayılarının Honsberger özdeşliği 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 =
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+2 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+2

𝛼 − 𝛽
 

+(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+2)𝜔    (3.24) 

şeklindedir. 

İspat: (3.15) ile verilen Binet formülü dikkate alındığında 

           𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

= (
2𝛼̂𝛼𝑚 − 2𝛽̂𝛽𝑚

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)   

            + (
2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) 

             =
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚𝛽𝑛+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+1

(𝛼 − 𝛽)2
 

   −
2𝛼̂𝛼𝑚 − 2𝛽̂𝛽𝑚

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2     

                            +
4𝛼̂2𝛼𝑛+𝑚+3 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+1𝛽𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+2𝛽𝑚+1 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+3

(𝛼 − 𝛽)2
 

          −
2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+2 − 2𝛽̂𝛽𝑛+2

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2   

   =
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+1(1 + 𝛼2) + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+1(1 + 𝛽2)

(𝛼 − 𝛽)2
                

        −
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚𝛽𝑛+1(1 + 𝛼𝛽) + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚(1 + 𝛼𝛽)

(𝛼 − 𝛽)2
          

−
2𝛼̂𝛼𝑚(1 + 𝛼) − 2𝛽̂𝛽𝑚(1 + 𝛽)

𝛼 − 𝛽
𝜔                           

−
2𝛼̂𝛼𝑛+1(1 + 𝛼) − 2𝛽̂𝛽𝑛+1(1 + 𝛽)

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 2𝜔2       

elde edilir. Üstelik, 1 + 𝛼2 = 𝛼(𝛼 − 𝛽), 1 + 𝛽2 = −𝛽(𝛼 − 𝛽), 1 + 𝛼 = 𝛼2 ve 1 +
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𝛽 = 𝛽2 gerçeğinden faydalanılarak 

           𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

=
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+2 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+2

𝛼 − 𝛽
                                     

                    −
2𝛼̂𝛼𝑚+2 − 2𝛽̂𝛽𝑚+2

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+3 − 2𝛽̂𝛽𝑛+3

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 2𝜔2 

dır. O halde, (3.15) den  

            𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 

    =
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+2 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+2

𝛼 − 𝛽
− (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+2)𝜔 

olup böylece ispat tamamlanmış olur.   

Şimdi ise bikompleks-kompleks Leonardo sayılarını ilgilendiren Vajda özdeşliği 

ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 3.2.5 𝑘, 𝑚 ve 𝑛 negatif olmayan tam sayılar olmak üzere bikompleks-

kompleks Leonardo sayılarının Vajda özdeşliği  

    𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘 

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹𝑚𝐹𝑘                        

 −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘)𝜔    (3.25) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝐹𝑚 ve 𝐹𝑘,sırasıyla 𝑚’inci ve 𝑘’ıncı Fibonacci sayılarıdır. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülünü (3.15) göz 

önüne alınırsa 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘 

= (
2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)                                
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    − ( 
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)                     

=
4𝛼̂2𝛼2𝑛+𝑚+𝑘+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑚+1𝛽𝑛+𝑘+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑘+1𝛽𝑛+𝑚+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑛+𝑚+𝑘+2

(𝛼 − 𝛽)2
   

      −
2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2 

    +
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+𝑚+𝑘+1 − 4𝛼̂2𝛼2𝑛+𝑚+𝑘+2 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑚+𝑘+1𝛽𝑛+1 − 4𝛽̂2𝛽2𝑛+𝑚+𝑘+2

(𝛼 − 𝛽)2
  

    +
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 +

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 − 𝜔2        

= −
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑚+1𝛽𝑛+𝑘+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑘+1𝛽𝑛+𝑚+1

(𝛼 − 𝛽)2
                              

    +
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+𝑚+𝑘+1 + 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑚+𝑘+1𝛽𝑛+1

(𝛼 − 𝛽)2
               

    −
2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 

    +
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 +

2𝛼̂𝛼𝑛+𝑚+𝑘+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+𝑚+𝑘+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 

dir. Burada bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) dikkate 

alınırsa ve bazı düzenlemeler yapılırsa 

  𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘 

 =
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+𝑚+1𝛽𝑛+1(𝛼𝑘 − 𝛽𝑘) − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+𝑚+1(𝛼𝑘 − 𝛽𝑘)

(𝛼 − 𝛽)2
     

                      −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘)𝜔 

                        =
4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑛+1(𝛼𝑚 − 𝛽𝑚)(𝛼𝑘 − 𝛽𝑘)

(𝛼 − 𝛽)2
                                  

                      −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘)𝜔 

bulunur. Fibonacci sayılarının Binet formülü (2.15) kullanılarak 

            𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘 

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹𝑚𝐹𝑘       

 −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑘−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+𝑘)𝜔         
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

Uyarı 3.2.2 (3.25) ile verilen Vajda özdeşliğinde 𝑚 ve 𝑘 tam sayılarının özel 

durumları için daha önce ifade ve ispatları verilen Cassini, Catalan ve d’Ocagne 

özdeşlikleri elde edilmektedir. Gerçekten; 

• (3.25) eşitliğinde 𝑚 = 1, 𝑘 = −1 alınırsa: 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹1𝐹−1                          

                                                    −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1−2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛)𝜔 

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1 − (𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3 + 𝜔)𝜔 

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−3𝜔 − 𝜔2   

elde edilir ki bu sonuç (3.21) ile verilen Cassini özdeşliğine denktir. Burada 

bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının (3.13) ve (3.14) ile verilen 

rekürans bağıntıları kullanılmıştır. 

 

• (3.25) eşitliğinde 𝑚 → 𝑟,   𝑘 → −𝑟 alınırsa: 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛
2 = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹𝑟𝐹−𝑟              

−(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟−2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛)𝜔      

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1(−1)𝑟+1𝐹𝑟
2           

−(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟−2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛)𝜔      

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+𝑟𝐹𝑟
2                           

−(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑟 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑟−2𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛)𝜔     

 

elde edilir. Bulunan sonuç (3.22) ile verilen Catalan özdeşliğine denktir. 

Burada Fibonacci sayılarına ait (2.17) bağıntısı kullanılmıştır. 

 

• (3.25) eşitliğinde 𝑚 → 𝑚 − 𝑛 ve 𝑘 = 1 alınırsa: 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1              

= 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹𝑚−𝑛𝐹1 

             −(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1)𝜔          

             = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1𝐹−(𝑛−𝑚)              

−(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+1)𝜔           

                       =  12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑛+1(−1)𝑛−𝑚+1𝐹𝑛−𝑚       
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     −(−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔 

  = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)(−1)𝑚𝐹𝑛−𝑚           

  +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−1 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−1)𝜔 

 

elde edilir ki bu sonuç (3.23) ile verilen d’Ocagne özdeşliğidir. Burada (3.14) 

rekürans bağıntısı ve (2.17) bağıntısı kullanılmıştır. 

Şimdi, bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile literatürde var olan Fibonacci, 

Lucas, kompleks Fibonacci, kompleks Lucas, bikompleks Fibonacci, bikompleks 

Leonardo ve bikompleks-kompleks Fibonacci sayıları arasındaki ilişki 

incelenecektir. 

Aşağıdaki teoremde Bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile Fibonacci sayıları 

arasındaki ilişkiyi veren bir sonuç yer almaktadır. 

Teorem 3.2.6 𝑟 ≤ 𝑚, 𝑠 ≤ 𝑚 olacak şekilde negatif olmayan 𝑚, 𝑟 ve 𝑠 tam sayıları 

için bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile Fibonacci sayıları arasında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠

= 12(3𝑖 + 4𝑖𝑗)((−1)𝑚−𝑟𝐹𝑟
2 + (−1)𝑚−𝑠+1𝐹𝑠

2)                        

                             +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟)𝜔        (3.26)  

şeklinde bir bağıntı mevcuttur. Burada 𝐹𝑟 ve 𝐹𝑠, sırasıyla 𝑟’inci ve 𝑠’inci Fibonacci 

sayılarıdır. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının Binet formülü (3.15) dikkate 

alındığında 

     𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠 

        = (
2𝛼̂𝛼𝑚+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑚−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)      

              − ( 
2𝛼̂𝛼𝑚+𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+𝑠+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑚−𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚−𝑠+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔)   

=
4𝛼̂2𝛼2𝑚+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+𝑟+1𝛽𝑚−𝑟+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚−𝑟+1𝛽𝑚+𝑟+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑚+2

(𝛼 − 𝛽)2
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                 −
2𝛼̂𝛼𝑚+𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑚−𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚−𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2           

  −
4𝛼̂2𝛼2𝑚+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+𝑠+1𝛽𝑚−𝑠+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚−𝑠+1𝛽𝑚+𝑠+1 + 4𝛽̂2𝛽2𝑚+2

(𝛼 − 𝛽)2
 

         +
2𝛼̂𝛼𝑚+𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+𝑠+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 +

2𝛼̂𝛼𝑚−𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚−𝑠+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 − 𝜔2    

=
4𝛼̂𝛽̂(𝛼𝛽)𝑚

(𝛼 − 𝛽)2
(𝛼𝑟𝛽−𝑟 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟 − 𝛼𝑠𝛽−𝑠 − 𝛼−𝑠𝛽𝑠 )                          

+(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟)𝜔                 

             = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗)
(𝛼𝛽)𝑚

(𝛼 − 𝛽)2
(𝛼𝑟𝛽−𝑟 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟 − 2 − 𝛼𝑠𝛽−𝑠 − 𝛼−𝑠𝛽𝑠 + 2)    

+(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟)𝜔                 

                 = 12(3𝑗 + 4𝑖𝑗) (
(𝛼𝛽)𝑚

(𝛼 − 𝛽)2
(𝛼𝑟𝛽−𝑟 + 𝛼−𝑟𝛽𝑟 − 2))                        

                     −12(3𝑗 + 4𝑖𝑗) (
(𝛼𝛽)𝑚

(𝛼 − 𝛽)2
(𝛼𝑠𝛽−𝑠 + 𝛼−𝑠𝛽𝑠 − 2))      

+(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟)𝜔                

elde edilir. (2.19) denklemi dikkate alınırsa  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠

= 12(3𝑖 + 4𝑖𝑗)((−1)𝑚−𝑟𝐹𝑟
2 + (−1)𝑚−𝑠+1𝐹𝑠

2)                         

                            +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑠−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚+𝑟 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚−𝑟)𝜔           

olup ispat tamamlanır. 

Sıradaki teoremde bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile Lucas sayıları 

arasındaki bağıntı incelenmektedir. 

Teorem 3.2.7 𝑛 ≥ 𝑚, 𝑠 ≥ 𝑟 ve 𝑛 + 𝑚 = 𝑠 + 𝑟 olacak şekildeki negatif olmayan 

𝑛, 𝑚, 𝑟, 𝑠 tam sayıları için bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile  Lucas sayıları 

arasında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟 =
12

5
(3𝑗 + 4𝑖𝑗)((−1)𝑚𝐿𝑛−𝑚 − (−1)𝑟𝐿𝑠−𝑟) 

                                                          +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚)𝜔     (3.27) 
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şeklinde bir bağıntı mevcuttur. Burada 𝐿𝑛−𝑚 ve 𝐿𝑠−𝑟 sırasıyla (𝑛 − 𝑚)’inci ve (𝑠 −

𝑟)’inci Lucas sayılarıdır.  

İspat:  Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının (3.15) ile verilen Binet formülü 

kullanılarak  

             𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟 

     = (
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) 

         − ( 
2𝛼̂𝛼𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑠+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) (

2𝛼̂𝛼𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑟+1

𝛼 − 𝛽
− 𝜔) 

=
4𝛼̂2𝛼𝑚+𝑛+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑛+1𝛽𝑚+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑚+1𝛽𝑛+1 + 4𝛽̂2𝛽𝑚+𝑛+2

(𝛼 − 𝛽)2
       

        −
2𝛼̂𝛼𝑛+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 −

2𝛼̂𝛼𝑚+1 − 2𝛽̂𝛽𝑚+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 + 𝜔2 

                      −
4𝛼̂2𝛼𝑠+𝑟+2 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑠+1𝛽𝑟+1 − 4𝛼̂𝛽̂𝛼𝑟+1𝛽𝑠+1 + 4𝛽̂2𝛽𝑠+𝑟+2

(𝛼 − 𝛽)2
 

       +
2𝛼̂𝛼𝑠+1 − 2𝛽̂𝛽𝑛𝑠+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 +

2𝛼̂𝛼𝑟+1 − 2𝛽̂𝛽𝑟+1

𝛼 − 𝛽
𝜔 − 𝜔2 

 =
4𝛼̂𝛽̂(𝛼𝑚𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝛽𝑚 − 𝛼𝑟𝛽𝑠 − 𝛼𝑠𝛽𝑟)

(𝛼 − 𝛽)2
                        

                            +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚)𝜔                                              

olarak bulunur.(2.20) denklemi göz önüne alındığında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟 =
12

5
(3𝑗 + 4𝑖𝑗)((−1)𝑚𝐿𝑛−𝑚 − (−1)𝑟𝐿𝑠−𝑟) 

    +(𝔹ℂ𝐿𝑒𝑠 + 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑟−𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 − 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑚)𝜔          

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.8 𝑛 ≥ 𝑚 olacak şekildeki negatif olmayan n ve m tam sayıları için 

bikompleks-kompleks Leonardo sayıları, Lucas sayıları ve bikompleks Leonardo 

sayıları arasında  

 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛+1 

                                                              +𝑖𝐴(𝐿𝑚 − 1 − (−1)𝑚)                           (3.28) 
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şeklinde bir bağıntı mevcuttur. Burada 𝐿𝑚, 𝑚’inci Lucas sayısı, 𝔹𝐿𝑒𝑛+1, (𝑛 + 1)’ 

inci bikompleks Leonardo sayısı ve 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗’dir. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) den 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 

= ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+3                       

                     +(−1)𝑚(ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

                = ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+1)   

                 +𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+2) + 𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 + (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

yazılabilir. (2.31) ve (2.34) denklemlerinden faydalanılarak 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 

                  = 𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + (−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+1) 

  +𝑖(𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+2) + (−1)𝑚𝑖(𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+2) 

   + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+3) + (−1)𝑚𝑗(𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

                      +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+4) + (−1)𝑚𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛−𝑚+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+4)  

                  = 𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+𝑚+3          

                      +(−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

             +𝑖(𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+1) + 𝑖2(𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+2) 

                +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 + (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) + 𝑖2𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+4 + (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+4) 

elde edilir. (2.40) denkleminden 

  𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚  = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 

                                  +𝑖(𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛+1 + 1) − 1 − (−1)𝑚) 

                                    +𝑖2(𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛+2 + 1) − 1 − (−1)𝑚) 

                                     +𝑖𝑗(𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛+3 + 1) − 1 − (−1)𝑚) 

                                       +𝑖2𝑗(𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛+4 + 1) − 1 − (−1)𝑚) 

                = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 

                                                    +𝑖𝐿𝑚(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+4) 

                                               +𝑖𝐿𝑚(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) − 𝑖(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗)  

                 −(−1)𝑚𝑖(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) 

                                           = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛+1 
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               +𝑖𝐴(𝐿𝑚 − 1 − (−1)𝑚) 

elde edilir ki bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.2.9 𝑛 ≥ 𝑚 olacak şekilde negatif olmayan 𝑛 ve 𝑚 tam sayıları için, 

bikompleks-kompleks Leonardo sayıları ile bikompleks Lucas sayıları ve 

bikompleks Leonardo sayıları arasında mevcut olan bir diğer bağıntı ise  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛+1 

                                                             +𝑖𝐴(𝐿𝑚 − 1 − (−1)𝑚)                            (3.29) 

dir. Burada 𝐴 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗’dir. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) dikkate alınırsa 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚   

= ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 

                       −(−1)𝑚(ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

                           = ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 − (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+1)    

                                +𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 − (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+2) 

                                +𝑖𝑗(ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 − (−1)𝑚ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) 

olduğu görülür. Buradan (2.32) denklemi göz önüne alınırsa 

     𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚      

= 𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 − (−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+1)        

             +𝑖(𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 − (−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+2)) 

                + 𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 − (−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+3))   

                             +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+4 − (−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+4))  

                         = 𝐿𝑒𝑛+𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+𝑚+3      

                −(−1)𝑚(𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝐿𝑒𝑛−𝑚+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛−𝑚+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛−𝑚+3)           

                            +𝑖(𝐿𝑒𝑛+𝑚+1 − (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+1) + 𝑖2(𝐿𝑒𝑛+𝑚+2 − (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+2)    

                           +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+3 − (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+3) + 𝑖2𝑗(𝐿𝑒𝑛+𝑚+4 − (−1)𝑚𝐿𝑒𝑛−𝑚+4) 

şeklinde yazılır. (2.24), (2.34) ve (2.40) denklemlerinden yararlanarak 
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          𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛−𝑚 

= 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖(𝐿𝑛+2(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) − 1 + (−1)𝑚)    

                                +𝑖2(𝐿𝑛+3(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) − 1 + (−1)𝑚)               

                                +𝑖𝑗(𝐿𝑛+4(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) − 1 + (−1)𝑚)            

                                +𝑖2𝑗(𝐿𝑛+5(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) − 1 + (−1)𝑚) 

                            = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 

                                +𝑖𝐿𝑒𝑚−1(𝐿𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑛+3 + 𝑗𝐿𝑛+4 + 𝑖𝑗𝐿𝑛+5) 

                                +𝑖(𝐿𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑛+3 + 𝑗𝐿𝑛+4 + 𝑖𝑗𝐿𝑛+5)  

                                −𝑖(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) + (−1)𝑚𝑖(1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑖𝑗) 

                            = 𝔹𝐿𝑒𝑛+𝑚 − (−1)𝑚𝔹𝐿𝑒𝑛−𝑚 + 𝑖𝔹𝐿𝑛+2(𝐿𝑒𝑚−1 + 1) 

                                −𝑖𝐴(1 − (−1)𝑚) 

elde edilir.Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.10 𝑛 ≥ 0 tam sayısı için 𝑛’inci bikompleks-Kompleks Leonardo sayısı 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 ve (𝑛 + 1)’inci bikompleks-kompleks Fibonacci sayısı 𝔹ℂ𝐹𝑛+1 arasında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = 2𝔹ℂ𝐹𝑛+1 − 𝜔                                            (3.30) 

şeklinde bir bağıntı mevcuttur. 

İspat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve (2.34) ile verilen 

denklem kullanılarak      

                       𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 =  ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3     

=  𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2)       

                                        +𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4)  

                                   =  𝐿𝑒𝑛 + 2𝑖𝐿𝑒𝑛+1 − 𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+2 + 2𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+3 − 𝑗𝐿𝑒𝑛+4     

elde edilir. Fibonacci sayıları ve Leonardo sayıları arasındaki ilişkiyi veren (2.30) 

denkleminin yardımıyla 

      𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛  = (2𝐹𝑛+1 − 1) + 2𝑖(2𝐹𝑛+2 − 1) − (2𝐹𝑛+3 − 1)           

                            +𝑗(2𝐹𝑛+3 − 1) + 2𝑖𝑗(2𝐹𝑛+4 − 1) − 𝑗(2𝐹𝑛+5 − 1)     

yazılabilir. (2.21) ile verilen kompleks Fibonacci sayılarının tanımından 
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yararlanılarak 

                        𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = 2(𝐹𝑛+1 + 𝑖𝐹𝑛+2) + 2𝑖(𝐹𝑛+2 + 𝑖𝐹𝑛+3) + 2𝑗(𝐹𝑛+3 + 𝑖𝐹𝑛+4)      

+2𝑖𝑗(𝐹𝑛+4 + 𝑖𝐹𝑛+5) − 2𝑖 − 2𝑖𝑗            

                             = 2(ℂ𝐹𝑛+1 + 𝑖ℂ𝐹𝑛+2 + 𝑗ℂ𝐹𝑛+3 + 𝑖𝑗ℂ𝐹𝑛+4) − (2𝑖 + 2𝑖𝑗)     

= 2𝔹ℂ𝐹𝑛+1 − 𝜔                                                

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2.11 𝑛 ≥ 0 tam sayısı için 𝑛’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayısı 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 ile 𝑛’inci kompleks Fibonacci sayısı ℂ𝐹𝑛 ve 𝑛’inci kompleks Lucas sayısı 

ℂ𝐿𝑛 arasında 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = ℂ𝐹𝑛 + ℂ𝐿𝑛 + 𝑖(ℂ𝐹𝑛+1 + ℂ𝐿𝑛+1) − 𝜔                    (3.31) 

bağıntısı mevcuttur. 

İspat: (3.1) ve (2.34) denklemlerinden   

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 =  ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3      

 =  𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2)  

                                          +𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4) 

                                       =  𝐿𝑒𝑛 + 2𝑖𝐿𝑒𝑛+1 − 𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+2 + 2𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+3 − 𝑗𝐿𝑒𝑛+4   

dir. (2.18) ve (2.30) kullanılarak 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (2𝐹𝑛+1 − 1) + 2𝑖(2𝐹𝑛+2 − 1) − (2𝐹𝑛+3 − 1) 

                           +𝑗(2𝐹𝑛+3 − 1) + 2𝑖𝑗(2𝐹𝑛+4 − 1) − 𝑗(2𝐹𝑛+5 − 1) 

             = 𝐹𝑛 + 𝐿𝑛 + 2𝑖(𝐹𝑛+1 + 𝐿𝑛+1) − (𝐹𝑛+2 + 𝐿𝑛+2) 

    +𝑗(𝐹𝑛+2 + 𝐿𝑛+2) + 2𝑖𝑗(𝐹𝑛+3 + 𝐿𝑛+3) 

−𝑗(𝐹𝑛+4 + 𝐿𝑛+4) − (2𝑖 + 2𝑖𝑗)         

elde edilir. (2.21) ve (2.22) denklemleri göz önüne alınarak  

 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1 + 𝑗𝐹𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+3)                             

  +(𝐿𝑛 + 𝑖𝐿𝑛+1 + 𝑗𝐿𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑛+3)       

          +𝑖(𝐹𝑛+1 + 𝑖𝐹𝑛+2 + 𝑗𝐹𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+4)         
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                                +𝑖(𝐿𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐿𝑛+4) − (2𝑖 + 2𝑖𝑗)      

 = ℂ𝐹𝑛 + ℂ𝐿𝑛 + 𝑖(ℂ𝐹𝑛+1 + ℂ𝐿𝑛+1) − 𝜔   

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.2.12 𝑛 ≥ 0 tam sayısı için (𝑛 + 1)’inci bikompleks-kompleks Leonardo 

sayısı 𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 ile 𝑛’inci bikompleks Leonardo sayısı 𝔹𝐿𝑒𝑛 ve 𝑛’inci bikompleks 

Fibonacci sayısı 𝔹𝐹𝑛 arasındaki ilişki 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 𝔹𝐿𝑒𝑛 + 2𝔹𝐹𝑛 + 𝑖𝔹𝐿𝑒𝑛+1 + 2𝑖𝔹𝐹𝑛+1                   (3.32) 

şeklinde bir bağıntı mevcuttur. 

İspat: (3.1) ve (2.34) ile verilen denklemler dikkate alınırsa  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+4 

         = 𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) 

                       +𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+4 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+5) 

olduğu görülür. Burada (2.33) ile verilen denklem kullanılarak 

  𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 𝐿𝑒𝑛 + 2𝐹𝑛 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 2𝐹𝑛+1)                        

                   +𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 2𝐹𝑛+1 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+2 + 2𝐹𝑛+2)) 

                   +𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 2𝐹𝑛+2 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+3 + 2𝐹𝑛+3)) 

                    +𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 2𝐹𝑛+3 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+4 + 2𝐹𝑛+4)) 

  = 𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+3 

       +2(𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1 + 𝑗𝐹𝑛+2 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+3) 

                   +𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑗𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐿𝑒𝑛+4) 

             +2𝑖(𝐹𝑛+1 + 𝑖𝐹𝑛+2 + 𝑗𝐹𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+4) 

elde edilir. (2.23) ve (2.40) denklemlerinden 

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛+1 = 𝔹𝐿𝑒𝑛 + 2𝔹𝐹𝑛 + 𝑖𝔹𝐿𝑒𝑛+1 + 2𝑖𝔹𝐹𝑛+1         

olur ki bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.2.13 𝑛 ≥ 0 bir tam sayı olmak üzere bikompleks-kompleks Leonardo 
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sayıları ile bikompleks Fibonacci sayıları arasında  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = 2𝔹𝐹𝑛+1 + 2𝑖𝔹𝐹𝑛+2 − 𝜔                                 (3.33) 

şeklinde bir ilişki mevcuttur. 

İspat: (3.1) ve (2.34) ile verilen denklemlerden  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = ℂ𝐿𝑒𝑛 + 𝑖ℂ𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝑗ℂ𝐿𝑒𝑛+3 

    = 𝐿𝑒𝑛 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖(𝐿𝑒𝑛+1 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+2) 

                       +𝑗(𝐿𝑒𝑛+2 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+3) + 𝑖𝑗(𝐿𝑒𝑛+3 + 𝑖𝐿𝑒𝑛+4) 

dir. (2.23) ve (2.30) ile verilen denklemlerden  

𝔹ℂ𝐿𝑒𝑛 = (2𝐹𝑛+1 − 1 + 𝑖(2𝐹𝑛+2 − 1))                       

  +𝑖(2𝐹𝑛+2 − 1 + 𝑖(2𝐹𝑛+3 − 1))  

   +𝑗(2𝐹𝑛+3 − 1 + 𝑖(2𝐹𝑛+4 − 1))  

   +𝑖𝑗(2𝐹𝑛+4 − 1 + 𝑖(2𝐹𝑛+5 − 1)) 

     = 2(𝐹𝑛+1 + 𝑖𝐹𝑛+2 + 𝑗𝐹𝑛+3 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+4)  

                                     +2𝑖(𝐹𝑛+2 + 𝑖𝐹𝑛+3 + 𝑗𝐹𝑛+4 + 𝑖𝑗𝐹𝑛+5) − (2𝑖 + 2𝑖𝑗) 

 = 2𝔹𝐹𝑛+1 + 2𝑖𝔹𝐹𝑛+2 − 𝜔                 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Son yıllarda, bileşenleri (katsayıları) farklı özel tam sayı dizilerinden seçilerek 

oluşturulan farklı hiper-kompleks sayılar araştırmacılar tarafından literatüre 

kazandırılmıştır. Bu çalışmalar arasında özel bikompleks sayı dizileri de yer 

almaktadır. Bu çalışmada, kompleks Leonardo sayıları ve bikompleks sayılar birlikte 

düşünülerek yeni bir bikompleks sayı ailesi tanıtılmıştır. Bu yeni sayı, bileşenleri 

kompleks Leonardo sayılarından oluşan bir bikompleks sayı olup bikompleks-

kompleks Leonardo sayısı adı verilmiştir.  

Bu çalışmada ilk olarak bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının tanımı yapılarak 

bu sayıların bazı temel özellikleri incelenmiştir. Bu temel özellikler arasında 

bikompleks-kompleks Leonardo sayılarının rekürans bağıntıları, Binet formülü, bazı 

toplam formülleri ve üreteç fonksiyonu yer almaktadır. Ayrıca bikompleks-kompleks 

Leonardo sayılarının Binet formülünden faydalanarak bu sayıları ilgilendiren Cassini 

özdeşliği, Catalan özdeşliği, d’Ocagne özdeşliği, Honsberger özdeşliği ve Vajda 

özdeşliği elde edilmiştir. Üstelik yeni tanımlanan bikompleks-kompleks Leonardo 

sayılarının Fibonacci sayıları,  Leonardo sayıları, bikompleks Fibonacci sayıları, 

bikompleks Leonardo sayıları gibi literatürde var olan sayılar ile ilişkili olduğu 

gösterilmiştir. 

Özel sayı dizileri için yapılan farklı çalışmalar bikompleks-kompleks Leonardo 

sayıları açısından da incelenebilir. 
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