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Aksaray Universitesi
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OZET

Bu tezin amaci, bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini tanitmak ve bu sayilarin
bazi 6zelliklerini incelemektir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ik bolimde, calismamiza 1sik tutan bazi
calismalardan bahsedilmistir. ikinci béliimde, ¢alismamizin temelini olusturan bazi
onemli tamm ve teoremler verilmistir. Uclincii bolumde, ilk olarak bikompleks-
kompleks Leonardo sayilari tanimlanmis ve bu sayilarin bazi temel 6zellikleri elde
edilmistir. Daha sonrasinda ise bikompleks-kompleks Leonardo sayilari igin rekiirans
(yineleme) bagintilari, Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formdlleri
verilmistir. Ayrica, bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini ilgilendiren Catalan
0zdesligi, Cassini 6zdesligi, d’Ocagne Ozdesligi, Honsberger 6zdesligi ve Vajda
Ozdesligi tretilmistir. Bunlara ek olarak, bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini
ilgilendiren diger baz1 6zdeslikler elde edilmistir. Son bolimde, tezden elde edilen
sonuglar ve bazi 6neriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Bikompleks sayilar, Leonardo sayilari, kompleks Leonardo
sayilari, bikompleks-kompleks Leonardo sayilari.
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ABSTRACT

The purpose of this thesis is to introduce bicomplex-complex Leonardo numbers and
to examine some properties of these numbers.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some studies that shed light
on our study are mentioned. In the second chapter, some essential definitions and
theorems that form the basis of our study are given. In the third chapter, at first,
bicomplex-complex Leonardo numbers are defined and some fundamental properties
of these numbers are obtained. Then, recurrence relations, Binet’s formula,
generating function and some summations formulas for bicomplex-complex
Leonardo numbers are given. Catalan’s identity, Cassini’s identity, d’Ocagne’s
identity, Honsberger’s identity and Vajda’s identity involving bicomplex-complex
Leonardo numbers are derived. In addition, some other identites involving
bicomplex-complex Leonardo numbers are obtained. In the last chapter, some results
obtained from the thesis and some suggestions are presented.
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bicomplex-complex Leonardo numbers.
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1. GIRIS

Fibonacci sayilarinin kesfi 1202 yilina dayanmaktadir. Leonardo Fibonacci olarak
bilinen Italyan matematik¢i Pisali Leonardo, Liber Abaci adli eserinde tavsan
problemi olarak adlandirilan bir probleme yer vermis ve bu problemle ortaya ¢ikan
Fibonacci say1 dizisi bugiin birgok arastirmacinin ilgi odagi olmustur [1]. Bu dizide
Uclincu terimden itibaren her terim kendinden 6nceki iki terimin toplanmasiyla elde
edilmektedir. Bu dizideki her terim bir Oncekine boliindiigiinde ise sayilar

blytdukge bolim sonucu altin orana yaklasmaktadir [1, 2].

Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton [3], kompleks sayilarin bir
genellemesi olan kuaterniyonlar1 1843 yilinda kesfetmistir. Daha sonra Horadam [4],
bilesenleri Fibonacci sayilarindan alinan kompleks Fibonacci sayilarini ve Fibonacci
kuaterniyonlarini tanitmigtir. Yillar sonra Halic1 [5], Fibonacci kuaterniyonlarin bir
takim ozelliklerini incelemistir ve daha sonra yapilacak olan bir¢ok ¢alismaya ilham
kaynagi olmustur. Ayn1 zamanda, Halic1 [6] kompleks Fibonacci kuaterniyonlar

lizerine de caligmistir.

Kompleks sayilarin bir diger genellemesi olan bikompleks sayilar ise ilk olarak 1892
yilinda Corrado Segre [7] tarafindan tanimlanmistir. Diger yandan, Price [8]’in ve
Luna-Elizarraras vd. [9]'nin ¢aligmalar1 bikompleks sayilar {izerine yapilan kapsamli
caligmalar arasinda yer almaktadir. Bikompleks sayilar ile kuaterniyonlar arasinda
bazi temel farkliliklar bulunmaktadir. Bikompleks sayilarin ¢arpimi degismeli iken
kuaterniyonlarin garpimi degismeli degildir. Ustelik, kuaterniyonlar bir bélim cebiri
olustururken bikompleks sayilar bolim cebiri  olusturmazlar.  Fibonacci
kuaterniyonlara benzer sekilde, Nurkan ve Giiven [10] bikompleks Fibonacci
sayilarini tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica, Halic1 ve Ciiriik
[11] bilesenleri komplex Fibonacci say1 dizisinin elemanlarindan olusan bikompleks

sayilar1 incelemislerdir.

Fibonacci say1 dizisi ile yakindan iliskili pek ¢ok say1 dizisi mevcuttur. Bunlardan
biri de Leonardo say1 dizisidir. Catarino ve Borges [12] calismalarinda Leonardo
sayilarini incelemisler ve bu sayilarin bir takim 6zelliklerini elde etmiglerdir. Ayrica,
Alp ve Koger [13] ise Catarino ve Borges [12]’in ¢alismasinda yer almayan

Leonardo sayilarinin yeni bir takim ozelliklerini ¢alismislar ve oldukg¢a kullanigh
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yeni formiller elde etmislerdir. Bunlardan baska, Leonardo sayilari iizerine yapilan
farkli ¢alismalara Shannon [14], Vieira vd. [15], Alp ve Koger [16, 17], Halic1 ve
Culrik [18], Karatas [19, 20] ve Turan vd. [21] Ornek olarak verilebilir. Karatas
[19] calismasinda kompleks Fibonacci sayilarina benzer sekilde kompleks Leonardo
saytlarini tanimlamistir.  Turan vd. [21] ise bikompleks Leonardo sayilarini

tanimlamiglar ve bu sayilarin bazi 6zelliklerini incelemiglerdir.

Bu calismada, Halici ve Ciirtik [11] tarafindan yapilan calismadan esinlenerek
Karatag [19] tarafindan tanimlanan kompleks Leonardo sayilarini kat say1 kabul eden
yeni bikompleks sayilar tanimlanacak ve bu sayilar bikompleks-kompleks Leonardo
sayilar1 olarak adlandirilacaktir. Ustelik bu yeni bikompleks say1 ailesinin bazi

cebirsel dzellikleri incelenecektir.



2. ON BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

Bu boélimde, bir sonraki boliimde faydalanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.
2.1 Kompleks ve Bikompleks Sayilar

Bu kisimda, kompleks ve bikompleks sayilarin tanimlari ve bazi temel 6zellikleri

tizerine kisa bir bilgi verilecektir.

Tamm 2.1.1 x ile y reel sayilar ve i ise i? = —1 sartin1 saglayan imajiner birim

olmak Uzere, z kompleks sayilarinin kiimesi
C={z=x+iy:x,yeR,i?=-1} (2.1)

seklinde gosterilir. Ustelik, z = x + iy kompleks sayisinin reel kism1 Re(z) = x ve

imajiner kism1 Im(z) = y seklinde ifade edilir [22].
Bir z = x + iy kompleks sayisinin eslenigi
Z=x-1y (2.2)

dir. Ayrica, z; =x; +iy; Ve z, = x, +1iy, olmak {izere kompleks sayilarda

toplama ve ¢carpma iglemleri sirasiyla
zy+ 2y = (1 +x2) +i(y1 +¥2) (2.3)
ve
7125 = (X + iy1) (g + iy2) = (e — y1¥2) + (Y2 + x251)  (24)
dir [22].

Bikompleks sayilar kompleks sayilarin bir genellemesi olup bikompleks sayilar ilk
olarak 1892 yilinda Segre [7] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica Luna-Elizarraras vd.

[9] bikompleks sayilarin bir takim 6zelliklerini incelemislerdir.



Tamm 2.1.2 z;,z, kompleks sayilar ve j,j? = —1 sartin1 saglayan imajiner birim

olmak Uzere, bir x bikompleks sayisi

XxX=2z1+jz, (2.5)
seklinde ifade edilir [9].
Ayrica, agik olarak, bir x bikompleks sayisi

(x1 +ixy) +j(x3 +ixy)

=
Il

=Xy +ixy + X3+ ijx, (2.6)
seklinde de ifade edilebilir. Burada x;, x5, X3, x4 reel sayilar ve i, j ise
i2=-1,j2=-1,ij =ji,(ijH* =1 (2.7)
sartlarin1 saglayan imajiner birimlerdir [9].

Diger taraftan, iki bikompleks say1 x = x; + ix, + jx; + ijx, ve y =y, +iy, +

jy3 + ijy, olsun. Bikompleks sayilarda toplama iglemi

x+y=(x+y)tilxy +y2) +j(xs +y3) +ij(xs +ys) (2.8)

seklinde tanimlanir. Ayrica bikompleks sayilarda ¢arpma iglemi ise

x.y = (xg +ixy +jxz +1jxg) (Y1 + iy +jys + 1jya)
= (01y1 — X2Y2 — X3Y3 + X4V4)
+i( X1y + X2Y1 — X3V — X4Y3)
+j(X1y3 — X2Va + X3Y1 — X4Y2)
+i(X1Ys + X2Y3 + X3Y2 + X4Y1) (2.9)

seklindedir. Bununla birlikte ij = ji oldugundan xy = yx dir.

Ustelik bir x bikompleks sayisinin i, j ve ij birimlerine gore eslenigi sirastyla

xb= (xy —ixy) +j(x3 —ixy) (2.10)
xb = (xg +ixy) — j(xz +ixy) (2.11)
Xt = (xq —ixy) — j(x3 — ixy) (2.12)
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seklindedir [9].

2.2 Fibonacci ve Lucas Say Dizileri

Bu kisimda, Fibonacci ve Lucas sayilarindan kisaca bahsedilecektir.

Tamm 2.2.1 Baslangig¢ kosullar1 Fy = 0, F; = 1 olmak lizere Fibonacci say1 dizisi
F,=F,_1+F,_,,n=2 (2.13)

rekiirans bagmntisiyla tanimlanir. Burada F,, n’inci Fibonacci sayisidir [1, 2].

n = 0 icin, ilk on Fibonacci sayisi: 0,1, 1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34.

Tanim 2.2.2 Baslangi¢ kosullar1 Ly = 2, L; = 1 olmak tiizere i¢in Lucas say1 dizisi
Ly=L, 1+L, n=2 (2.14)

reklirans bagintistyla tanimlanir. Burada L,,, n’inci Lucas sayisidir [1, 2].

n = 0 i¢in, ilk on Lucas saysi: 2,1, 3,4,7,11, 18, 29,47, 76.

n = 0 olmak tizere, Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Binet Formiilleri sirasiyla

B a — ﬁn
Fn —_ W (2.15)

ve
L,=a"+p" (2.16)

. .y- 1++/5
ile verilir. Burada a = Vs

ve B =22 olup a ve B degerleri (2.13) ve (2.14) ile

verilen rekiirans bagmtilarimin  karakteristik denklemi olan x2—x—-1=0

denkleminin karakteristik kokleridir [1].

Ayrica, n = 0 i¢in F,, n’inci Fibonacci sayis1 ve Ly, n’inci Lucas sayisi olmak iizere,

Fibonacci ve Lucas sayilari igin asagidaki 6zellikler saglanir [1]:

F, = (-D)™'F, (2.17)
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F,+L, = 2F, (2.18)

2 — (—1\NTE2 — (aﬁ)n Tp-T -rpr _
Fy = Fpyrbyr = ( 1) E° = (CZ — B)Z (a ﬁ ta ﬁ 2) (2-19)
amB + @™ = (D)L (2.20)

2.3 Fibonacci ve Lucas Sayilarinin Bazi Uygulamalari

Bu kisimda, bilesenleri Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan kompleks ve

bikompleks sayilar hakkinda kisa bir bilgi verilecektir.

Tamm 2.3.1 E,, n’inci Fibonacci sayis1 ve i2 = —1 olmak Uzere, n’inci kompleks

Fibonacci sayisi1 CF,

CF, = E, + iFpq (2.21)
dir [4].
n = 0 icin, ilk bes kompleks Fibonacci sayist: i,1 +i,1 + 2i,2 + 3i,3 + 5i.

Tamm 2.3.2 L, n’inci Lucas sayis1 ve i2 = —1 olmak lzere n’inci kompleks Lucas

sayis1 CL,,
CL, = Ly + iLy4s (2.22)
dir [4].
n = 0 i¢in, ilk bes kompleks Lucas sayisi: 2 +i,1 + 3i,3 + 4i,4 + 7i,7 + 11i.
Tamim 2.3.3 n’inci bikompleks Fibonacci sayis1 BF,
BE, = By + iFpiq + jFriz + JFnys (2.23)

dir. Burada E,, n’inci Fibonacci sayis1 ve i,j ise i? = j2 = —1,ij = ji ve (ij)? =1

sartlarin1 saglayan imajiner birimlerdir [10].

n = 0 ic¢in, ilk bes bikompleks Fibonacci sayist: i + j + 2ij, 1+ i+ 2j + 3ij,
1+ 2i+3j+5ij,2+3i + 5/ + 8ij,3 + 5i + 8j + 13ij.



Tamm 2.3.4 n’inci bikompleks Lucas sayist BL,,
BLy =Ly +iLlnyq +jLlnyz + lpss (2.24)

dir. Burada Ly, n’inci Lucas sayist ve i,j ise imajiner birimler olup i? = j? =

—1,ij = ji ve (ij)? = 1 sartlarm saglar [10].

n = 0 igin, ilk bes bikompleks Lucas sayisi: 2 + i+ 3j + 4ij, 1+ 3i +4j + 7ij,
3+ 40+ 7j + 11if,4 + 7i + 11j + 18ij, 7 + 11i + 18] + 29ij.

2019 yilinda Halici ve Ciiriik [11] katsayilari kompleks Fibonacci sayilari olan
bikompleks sayilari tanimlamis ve bu sayilarin bazi 6zelliklerini incelemislerdir.
Halict ve Ciriik [11] tarafindan tanimlanan bahsi gegen sayilar bu caligmada

bikompleks-kompleks Fibonacci sayilari olarak adlandirilacaktir.

Bikompleks-kompleks Fibonacci sayilar1 Halici ve Ciiriik [11] tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanmustir.
Tamim 2.3.5 n’inci kompleks Fibonacci katsayili bikompleks say1 BCF,
BCE, = CF, + iCF,41 + jCF, 4, + ijCF, .3 (2.25)

dir. Burada CF,,n’inci kompleks Fibonacci sayis1 ve i,j ise i%? = j? = —1,ij =

ji, (i)? = 1 sartlarmi saglayan imajiner birimlerdir [11].

n >0 icgin, ilk U¢c bikompleks-kompleks Fibonacci sayisi: —1 + 2i — 2j + 4ij,
—1+42i — 3j + 6ij, —2 + 4i — 5] + 10j.

Ayrica, BCE, sayilar

BCF, + BCF,,, = BCF,,, (2.26)
rekiirans bagintisina sahiptir [11].
2.4 Leonardo Sayi Dizisi

Bu kisimda, Fibonacci sayilari ile yakindan iligkili olan Leonardo sayilar1 hakkinda

bir takim temel ozelliklere yer verilecektir.

7



Tamm 2.4.1 Baslangi¢ kosullar1 Le, = Le; = 1 olmak lizere Leonardo say1 dizisi
Le, =Le,_1+Le, ,+1, n=>2 (2.27)
veya
Ley,, = 2Le, — Ley_,, n =2 (2.28)
rekiirans bagmtisi ile tanimlanir. Burada Le,,, n’inci Leonardo sayisidir [12].
n = 0igin ilk on Leonardo sayist: 1,1, 3,5,9, 15, 25,41, 67, 109.
Ustelik n’inci Leonardo sayisin1 dogrudan veren Leonardo sayilarinin Binet formiili

2an+1 —2ﬁn+1 _a_l_[))
a—p

Le, = (2.29)

145 1-V5
‘/_ve _1-V5

seklindedir. Burada a = F=— A3 —2A2+1=0 Karakteristik

denkleminin kokleridir [12].

Le,, n’inci Leonardo sayisi ve F,, n’inci Fibonacci sayist olmak iizere n > m olacak

sekildeki negatif olmayan m,n tam sayilar igin asagidaki Ozellikler saglanir [12,

13]:

Le, = 2F,,, — 1 (2.30)

Lepsm + (—1)™Ley_ym = Ly (Le, + 1) — 1 — (=1)™ (2.31)
Lepsm — (—1)™Lep_m = Lysi(Lep_q + 1) =1+ (=)™ (2.32)
Le,,1 = Le, + 2F, (2.33)

2.5 Leonardo Sayilarinin Bazi Uygulamalan

Bu kisimda, kompleks Leonardo ve bikompleks Leonardo sayilarindan kisaca s6z

edilecektir.

Tanmim 2.5.1 n > 1 i¢in n’inci kompleks Leonardo sayis1 CLe,,

CLe, = Le,, +iLey,q (2.34)

8



dir. Burada, Le,,, n’inci Leonardo sayis1 ve i2 = —1 dir [19].

Karatas [19], (2.27) ile verilen Leonardo sayilariin rekiirans bagmtisin1 ve (2.34)
kompleks Leonardo sayilarinin tanimini kullanarak n > 2 olmak uzere kompleks

Leonardo sayilari i¢in agsagidaki esitligi elde etmistir:

CLe, = (Lep_q + Ley_,+ 1) +i(Le, + Lep,_; + 1)

= CLe,_, +ClLe,_, + ¢ (2.35)
dir. Burada ¢ = 1 +1i dir [19].

n = 0 icin ilk on kompleks Leonardo sayisi:1+i,1+ 3i,3 + 5i,5+ 9i,9 + 15i,
15 + 25i,25 + 41i,41 + 67i,67 + 109i,109 + 177i.

Ustelik, n = 0 icin n’inci kompleks Leonardo sayis1 CLe,, icin Binet formli

2aan+1 _ 2ﬁﬁn+1
ClLe, = — " —,3_ —¢ (2.36)

1+v5

2

dir. Burada & = ™% igin@ = 1+ ia ve g = " icin p = 1 + if seklindedir [19],

Diger yandan, Karatag [19] tarafindan kompleks Leonardo sayilarinin bazi toplam

formulleri agsagidaki gibi ifade edilmistir:

CLej = CLeyy, — (n+ 2)e — 2i, (2.37)

o

-
1l
o

CLey; =CLeyyyq — ne — 2i, (2.38)

o

-
I
o

M-

-
Il
o

CLezj+1 = (CLeZn+2 - (Tl + 2)8 (239)

Bikompleks Leonardo sayilari ise Turan vd. [21] tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmaistir:

Tamm 2.5.2 n > 1 i¢in n’inci bikompleks Leonardo sayis1 BLe,,



BLe, = Le, + iLe, 1 + jLey,, + ijLe,,s (2.40)

seklinde tanimlanir. Burada Le,, n’inci Leonardo sayisi ve i,j ise i? = —1,j% =

—1,ij = ji, (ij)? = 1 sartlarin1 saglayan imajiner birimlerdir [21].

Leonardo sayisinin rekiirans bagintis1 (2.27) ve bikompleks Leonardo sayisinin

tanimi (2.40) kullanilarak asagidaki ifade elde edilir:
BLe, = BLe,_, + BLe,_, + A (2.41)
burada A = 1+ i+ j + ij dir [21].

n = 0 igin ilk bes bikompleks Leonardo sayisi: 1+ i+ 3j+5ij,1+3i+5j+
9ij,3 + 5i +9j + 15ij,5 + 9i + 15j + 25ij,9 + 15i + 25j + 41ij dir.

Ayrica Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisi (2.28) dikkate alinarak

BLe,,1 = 2BLe, — BLe,_, (2.42)
rekiirans bagimntisi elde edilir [21].
n = 0 i¢in n’inci bikompleks Leonardo sayisini veren Binet formiilii

z&an+1 _ Z,B_,Bn+1
BlLe, = —A 2.43
e'l’l a — ﬁ ( )

1+v5 1-V5 _
> = a

olup burada «a = B=——,a=1+ia+ja*+ija? B=1+iB+jp*+

ijp3,ve A=1+1i+j+ijdir[21].

Ustelik, (n+ 1)’inci bikompleks Fibonacci sayist BF,,; ve n’inci bikompleks

Leonardo sayis1 BLe,, arasinda
BLe, = 2BF,,,; — A (2.44)

seklinde bir bagint1 mevcuttur [21].
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3. BIKOMPLEKS-KOMPLEKS LEONARDO SAYILARI

Bu bolimde ilk olarak bir onceki boliimde bahsedilen bikompleks sayilarin ve
kompleks Leonardo sayilarinin birlikte disiiniilmesiyle elde edilecek olan
bikompleks-kompleks Leonardo sayilari tanimlanacaktir. Daha sonra ise bu sayilarin

bazi 6zellikleri incelenecektir.
3.1 Bikompleks-Kompleks Leonardo Sayilari ve Bazi Temel Ozellikleri

Bu kisimda ilk olarak bikompleks-kompleks Leonardo sayilar1 tanimlanacak ve
devaminda bu sayilarin toplami, carpimi ve esleniklerinden soz edilecektir. Ardindan
bikompleks-kompleks Leonardo sayilari igin iki rekiirans (yineleme) bagintisi, Binet

formiilii, irete¢ fonksiyonu ve bazi toplam formiilleri verilecektir.

Tammm 3.1.1 n negatif olmayan bir tamsayr olmak iizere n’inci bikompleks-

kompleks Leonardo sayis1
BCLe,, = CLe, + iCLe,,1 + jCLe,,, + ijCLey, 5 (3.2)

seklinde tanimlanir. Burada CLe,,, n’inci kompleks Leonardo sayis1 Ve i,j ise i% =

j? = —1,ij = ji sartlarim saglayan imajiner birimlerdir.

BCLe,, ve BCLe, iki bikompleks-kompleks Leonardo sayist olsun. Bikompleks-

kompleks Leonardo sayilarinin toplama ve ¢arpma islemleri sirastyla

BCLe,, + BCLe,, = (CLey, + iCLepiq + jCLeymsz + ijCLeyms3)
+(CLey, + iCLepyq + jCLeyyy + ijCLEs,3)
= (CLe,, + CLey) + i(CLeyyqq + Cleyyq)
+j(CLeysy + Clepnys) + ij(CLepys + Clen,s)  (3.2)

ve

BCLe,, BCLe,

= (CLe,, + iCLey 41 + jCLep 1o + ijCLeEp 4 3)
(CLe,, + iCLey41 + jCLey 5 +ijCLleyy3)
= (CLe,,CLe,, — CLe;;,1CLey.1 — CLe,42,CLley oy + Cley, 3CLley,y3)

11



+i(CLe,,CLe,+; + CLe,,1CLe,, — CLe,,,,CLey 3 — CLe,, 3Cle, . 5)
+j(CLe,,CLe,+, — CLe,,1CLey 5 + CLey,,,CLe, — CLe,,,3CLey 1)
+ij(CLe,,CLe,,3 + CLey,+1CLley» + CLey,2Cle, 1 + CLley,+3CLley,) (3.3)

seklinde tanimlanir.
Ayrica belirtilmelidir ki BCLe,,,BCLe,, = BCLe,,BCLe,, dir.

Diger yandan BCLe,, n’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayisi olmak {iizere;

BCLe, sayisinin i, j ve ij birimlerine gore eslenikleri sirasiyla

BCLe, ' = (CLe,, — iCLe,.1) + j(CLeyyy — iCLey,s) (3.4)
BCLe," = (CLe,, + iCLe, 1) — j(CLeyyy + iCLeys) (3.5)
BCLe, ' = (CLe,, — iCLey4,) — j(CLey,, — iCLe,,3) (3.6)

seklindedir. Ustelik; BCLe, bikompleks-kompleks Leonardo sayisi sirasiyla (3.4),
(3.5) ve (3.6) ile verilen eslenikleri ile ¢arpildiginda

BCLe,BCLe, " = (CLe, + iCLe,,q + jCLey 1y + ijCLey,3)
(CLe,, —iCLey 41 + jCLey,, — ijCLey,3)
= CLeZ + CLeZ,, — CLe?,, — CLe?

+2j(CLe,CLe, s + CLep,1CLley, ), (3.7)

BCLe,BCLe, " = (CLe,, + iCLe, ., + jCLe, s + ijCLey )
(CLe,, + iCLey,q — jCLeyyy — ijCLleyy3)
= CLe? — CLeZ,, + CLe?,, — CLe?,

+2i(CLe,CLe, 1 + CLey2CLley, 3) (3.8)

ve

BCLe,BCLe, '/ = (CLe,, + iCLe, 41 + jCLey,, + ijCLey,3)
(CLe,, — iCLey4q — jCLey oy + ijCLley,3)
= CLe2 + CLe?,, + CLe2,, + CLe2,,
+2ij(CLe,CLey,3 — CLe,1CLey.5) (3.9

sonuclar: elde edilir.
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Simdi bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi (3.1) ve i,j birimlerinin

carpimi yardimiyla ilk ti¢ bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini belirleyelim:

]B(CL@O == (CLeO + i(CLel +](CL82 + l](CLe3
=14+i+i(1+30)+,3+50)+ij(G+90)
= =2+ 2i — 6j + 10ij, (3.10)

]B(CLel == (CLel + i(CLez +](CL€3 + l](CLe4
=1+4+3i+i(3+5i)+,j(5+9i)+ij(9+ 15i)
= —4 + 6i — 10j + 18ij, (3.11)

BCLe, = CLe, + iCLe3 + jCLey + ijCLesg
=3+5i+i(54+9i)+,(9+15i) +ij(15+ 27i)
= —6+ 10i — 16 + 30ij. (3.12)

Simdi ise bikompleks-kompleks Leonardo sayilari igin iki farkli rekiirans (yineleme)

bagintisin1 verecek teoremlere yer verilecektir.

Teorem 3.1.1 Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisi
BCLe,,, = 2BCLe, — BCLe,_,,n = 2 (3.13)

seklindedir. Burada baslangi¢ kosullar

BCLey, = —2 + 2i — 6j + 10ij,
BCLe, = —4 + 6i — 10j + 18ij,
BCLe, = —6 + 10i — 165 + 30ij

dir.

Ispat: (3.1) ile verilen bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi ve (2.34)

ile verilen kompleks Leonardo sayilarinin tanimindan

BCLe, 1 = CLeyy 1 +iCLleyyy + jCLey 3 +1jCLEy 4
= Leny1 +ileny, +i(Lepyy + ilepys)

+j(Len+3 + iLen+4) + ij(Len+4 + iLen+5)
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yazilabilir. (2.28) ile verilen Leonardo sayilariin rekiirans bagintisindan

BCLe,;1 = (2Le, — Le,,_5) + 2i(2Le, 41 — Lep_1)
— (2Lepys — Ley) + j(2Lenss — Ley)
+ 2ij(2Lepy3 — Leny1) — j(2Lenis — Lepyr)
= 2(Le, + iLeyy 1) + 2i(Leyiq + ilenys)
+2j(Lenyy +ilenys) + 2ij(Lepys + ilenys)
—(Ley_, +ile,_1) —i(Le,_1 +iLey,)
—j(Ley +ileyys) — ij(Lensy + Lenya)

oldugu goriiliir. Yeniden (2.34) ve (3.1) esitliklerinden faydalanilarak

BCLe,,; = 2(CLe, + iCLey,1 + jCLey,, + ijCLey,3)
—(CLe,,_, +iCLe,,_4 + jCLe, + ijCLey 1)
= 2BCLe,, — BCLe,,_,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 w = 2i+ 2ij olsun. n > 2 tamsayis1 i¢in bikompleks-kompleks

Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisi
BCLe,, = BCLe,_1 + BCLe,_, + w (3.14)
dir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarimin tanimi (3.1) ve kompleks

Leonardo sayilarinin tanimi (2.34) kullanilarak

BCLe, = CLe,, +iCLeyy1 + jCLey o +ijCLey 3
= (Len + ilentq) + i(Lepyq + ileyyr)
+j(Len+2 + iLen+3) + ij(Len+3 + iLen+4)

= Len + 2iley i1 — Lenyp + jlenyp + 2ijLey s — jLeny

olarak elde edilir. Ayrica, Leonardo sayilarinin (2.27) ile verilen rekirans

bagintisindan faydalanilarak

BCLe, = (Le,_4 + Le,_, + 1) + 2i(Le, + Le,_1 + 1)
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—(Lepy1 +Ley +1) +j(Lepyq + Le, +1)
+2ij(Lenyp + Lepyr + 1) — j(Lepys + Leyip + 1)

= (Ley_1 +ilLe,) +i(Le, + iLeyq) + j(Lepyq +ileyn) n
+ij(Leyyy +iley,s) + (Ley_y +ile,_q) + i(Ley_1 + iLey)
+j(Le, + iLleyiq) + ij(Lepyq + ileysy) + 20 + 2if

= (CLe,_, +iCLe, + jCLeyyq + ijCLleyy )
+(CLe,,_, +iCLe,_; + jCLe, + ijCLe, 1) + w

= BCLe,_4, + BCLe,,_, + w

elde edilir ki bu ise istenen sonugtur.
Uyan 3.1.1 Tiim ¢alisma boyunca w = 2i + 2ij olarak dikkate alinacaktir.

Simdi ise n’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayisin1 dogrudan verecek olan

Binet formiilii asagida ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 3.1.3 Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiili

2&6{"+1 r zﬁ‘ﬁn+1
BCLe, = p— —w (3.15)

1+2\/§,[>’ = 1_7\/?, @=1+2ia+ (—1Da?+2ija®—ja*

seklindedir. Burada a =

ve B =1+2if+ (G —1)B?+2ijp> — jp*dir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarimin tanimi (3.1) ve kompleks

Leonardo sayilarinin Binet formiilii (2.36) den

BCLe, = CLe,, + iCLep,, + jCLeyyy + ijCLes 5
zaan+1 _ 2,8,8n+1 2aa”+2 _ 2,B,Bn+2
= ( — = - e) + i( — = - e)

a—pf a—p
Zgan+3 — Zﬁﬁn+3 Zgan+1 — Zﬁlgn+1
+j< a—,B_ —e>+ij< a—ﬁ_ —e)

dir. Elde edilen bu son esitlikte, (2.36) ile birlikte verilen a =1 + i, =1+ip,

e = 1 + i degerleri yerlerine yazilirsa

15



BCLe, = (2(1 +ia)a™! —2(1 +ip)p"H? _a+ i))
a—p
: n+2 __ : n+2
i (2(1 +ia)a - 2(1 +ip)p"+* 1+ i))
; n+3 _ ; n+3
4 <2(1 + ia)a - ;(1 +ip)p" 1+ i))
2(1 : n+4 __ 2(1 : n+4
+ij< (1+ia)a a_ﬁ( +iB)B —(1+i)>
_ 2a™' (1 +ia)[1 +ia + ja® + ija’]
= o
n+1 - - P2 4 03
¥ (1+l'8)[ii_;8+]ﬁ +UP ]—(1+i)(1+i+j+ij)
_ 2a™M1 + 2ia + (j — Da® + 2ija® — ja']
= aF
n+1 ; P 2 iiR3 — R4
_23 [1+213+(£Z_2)ﬁ + 2ijB° — jB*] i+ 2i))

elde edilin. @ =1+ 2ia+ (j — Da? + 2ija® —ja*,f =1+ 2ip + ( — 1)B* +
2ijB3 — jB* ve w = 2i + 2ij seklinde ifade edildiginde

z&an+1 _ 23ﬁﬂ+1

BCLe,, =
a—p

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.4 n >0 icin bikompleks-kompleks Leonardo sayilarmin toplam

formiilleri i¢in asagida verilmistir:

n
1. 2 BCLey, =BCLey,y — (n + 2)w + 2(2 — 2i + 5j — 8ij ) (3.16)
k=0
n
z.z BCLeyy, = BCLeyysq — nw + 2(1 — 2i + 2j — 4ij) (3.17)
k=0
n
3.2 BCLeyys1 = BCLegnr — (n+ Dw + 2(1 — i + 3j — 5ij) (3.18)
k=0

Ispat:
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1. Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi (3.1) ve kompleks Leonardo

sayilarinin (2.37) ile verilen toplam formill kullanilarak

n n n n n
Z ]B(CLek = z (CLek + lz (CLek+1 +]Z (CLek+2 + l] Z (CLek+3
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

=Clep,, —(n+2)e —2i +i(Cleyys — (m+3)e— (1 + 3i))
+j(Clepiy — (n+4)e — (2 + 60))
+ij(CLepys — (n+ 5)e — (5 + 110))

bulunur. Kompleks Leonardo sayilarinin rekiirans bagimtist (2.35) kullanilarak

n
Z BCLe, = (CLe,,,+iCLe, 3 + jCLe, 4 + ijCLey,s)
k=0

—n+2)A+D)A+i+j+ij)+ (@ —4i+10j —16ij)
= BCLe,y,, — (n+2)w + 2(2 — 2i + 5j — 8ij)

elde edilir.

2. Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi (3.1) ile kompleks Leonardo

sayilarinin (2.38) ve (2.39) ile verilen toplam formulleri kullanilarak

n n n n n
Z [B(CL@Zk = Z (CLeZk + lz CLeZk+1 +]z CLeZk+2 + l_] Z (CLeZR+3
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= (CL82n+1 —ne — 2i + i(CLeZn+2 - (n + 2)6)
+j(CLeypys — (n+ e — (1 + 30))
+ij(CLleypis — (m+ 3)e — (1 + 3i))

olup burada kompleks Leonardo sayilarinin rekiirans bagintisi (2.35) yardimiyla

n

BCLeyy = (CLezny1+iCleynyy +jClegnys + ijCLE,44)
k=0

—n(1+)A+i+j+ij)— (—2+4i—4j + 8ij)
= BCLeypi1 — nw + 2(1 — 2i + 2j — 4ij)

elde edilir.

17



3. Bikompleks-kompleks Leonardo sayilariin tanimi (3.1) ile kompleks Leonardo
sayilarinin (2.38) ve (2.39) ile verilen toplam formulleri kullanilarak

n n n n n
D BCleyey = ) Clegess +i ) Clegeur+ ) Clegess +1f ) Clegs
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= Cleynsy — (n+ 2)e +i(Cleyniz — (n+ De — (14 30))
+j(CLegpiqa — (n+ 3)e — (1 + 3i))
+ij(CLegnys — (n+ 2)e — (4 + 80))

elde edilir. Burada kompleks Leonardo sayilarinin rekiirans bagintist (2.35)

yardimiyla

n

BCLey11 = (CLegpio+iClegpn s + jCLezn g + jCLegnys)
k=0

—+ DA+ DA +i+]+ij) — (=2 + 2i — 6] + 10i))
= BCLeyyy — (n+ Dw + 2(1 —i + 3j — 5ij)

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teoremde

verilecektir.

Teorem 3.1.5 g(t) bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu

gostermek Gzere bu Uretec fonksiyonu

(=2+2i—6j+10ij) + 2@ +j — i)t + 2(1 — i + 2j — 3ij)t?
1—2t+1t3

g() = (3.19)

seklindedir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin (rete¢ fonksiyonu

g(t) = Z BCLe,t"
n=0

seklinde olup buradan

18



g(t) = BCLey + BCLe t + BCLeyt? + --- + BCLe, t™ + -+ (3.20)
yazilabilir. (3.20) esitligin her iki tarafi (1 — 2t + t3) ile garpilirsa

(1-2t+t3g(t) = (1 -2t +t3)(BCLey + BCLeyt
+BCLeyt? + --- + BCLe, t™ + -++)

elde edilir. Buradan iglemlere devam edildiginde

(1 -2t +t3)g(t) = BCLey + BCLe t + BCLe,t? + -+ + BCLe, t" + -+
—2BCLeyt — 2BCLe t? — -+ — 2BCLe,,_{t™ — -
+BCLeyt> + BCLe,t* + -+ + BCLe,_5t™ + -

= BCLey + (BCLe; — 2BCLey)t+(BCLe, — 2BCLe, )t
+(BCLe; — 2BCLe, + BCLey)t3 + -+
+(BCLe, — 2BCLe,,_; + BCLe,_3)t™ + -+

= BCLey + (BCLe; — 2BCLey)t + (BCLe, — 2BCLe;)t?

+ Z((CLen — 2BCLe,_, + BCLe,_3)

n=3

elde edilir. Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin (3.13) ile verilen rekirans

bagintisindan yararlanilarak yukarida elde edilen son ifade
(1-2t+t3)g(t) = BCLey + (BCLe; — 2BCLey)t+(BCLe, — 2BCLe, )t
seklindedir. Buradan

_ BCLey + (BCLe; — 2BCLe,)t+(BCLe, — 2BCLe; )t?
a 1—2t+1t3

g(t)

olup (3.10), (3.11) ve (3.12) ile verilen baslangi¢ kosullar1 dikkate alindiginda

(—2+2i—6j+10ij)+2(i+j—ij)t+2(1—i+2j—3ij)t2
1—-2t+1¢3

g) =

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
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3.2 Bikompleks-Kompleks Leonardo Sayilari icin Bazi Ozdeslikler

Bu kisimda bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini ilgilendiren bazi 6zdeslikler
verilecektir. Ilk olarak, bikompleks-kompleks Leonardo sayilari icin Cassini

Ozdesligi ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 3.2.1 n > 3 tam sayisi igin bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin

Cassini 0zdesligi
BCLe,,* — BCLe,_;BCLe,,; = 12(—=1)"(3j + 4ij) + BCLe,_sw + w? (3.21)
seklindedir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiilii (3.15) dikkate

alinirsa

BCLe,* — BCLe,_;BCLe,,,

26antl — 24pn+1 i
g
a—=p
(2@6{”—23[3“ ><2&an+2_zﬁﬁn+2 )
—|—w —w
a—=p a—p

4&2a2n+2 _ 8&3an+1ﬁn+1 + 432ﬁ2n+2

( = )
4&an+1 —4 g pn+1l
—( PE w>+w2
a—p

4&2a2n+2 _ 4&ﬁ“an’8n+2 _ 4&3an+2’8n + 4'8"2‘82n+2
< (@ —B)? >
<2dan+2_2ﬁ“ﬁn+2 > <2&an_2ﬁﬁn ) ,

w|+t|——————w | —w
a—p a—p
_S&ﬁan+1ﬁn+1 +4&B"anﬁn+2 +4&ﬁ"an+23n
(a—p)?
4aan+1 _ 4ﬁﬁn+1 _ Zaan+2 + 23ﬁﬂ+2 —2&a™ + Z,éﬁn
a—pf @
_ 4apa"pr(a® - 2ap + B?)
(a—B)?

+
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2aa™(a? - 2a +1) — 2BB™(B? — 28 + 1)
+ pry w

elde edilir. Ustelik a2 — 2af + f2 = (@ — B)%, a®? —2a +1 = B2, f2 -2 + 1 =

a? ve aff = —1 olmasindan faydalanarak

BCLe,* — BCLe,_;BCLe,,,,

. [2@a™? = 2Bp"?
=4(—1)”&ﬁ+< o PP —a)+a)>a)
A 2Ra™% — 2Bp"2
=4(-1D)"ap + < o Bﬁﬁ — w) w + w?

seklindedir. (3.15) Binet formilii ve @3 = 9j + 12ij esitligi kullamlarak
BCLe,? — BCLe,_{BCLe,,, = 12(—1)"(3j + 4ij) + BCLe,_30 + >
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Siradaki teorem bize bikompleks-kompleks Leonardo sayilari i¢in Catalan

ozdesligini vermektedir.

Teorem 3.2.2 n > rolmakiizeren ve r negatif olmayan tam sayilari igin

bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Catalan 6zdesligi

BCLe,? — BCLe,_,BCLe,,, = 12(=1)""*1(3j + 4ij)E,*
—(2BCLe,, — BCLe,,, — BCLe,_,)w (3.22)

seklindedir. Burada F,., r’inci Fibonacci sayisidir.
Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiilii (3.15) kullanilarak

BCLe,* — BCLe,,_,BCLe, .,
Z&a”“ -2 5 pn+il

2

a—p
28an T — Zﬁ"ﬁn—r+1 2aantT1 — Zﬁ‘ﬁn+r+1
- - w -w
Bt = )
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4&2a2n+2 _ 8&Ba"+1ﬁn+1 + 4B2ﬁ2n+2

(a —p)?
4&0(1“_1 —4 3 pn+1l
- < L a)> + w?
a—p
4a2a2n+2 _ 4&[§an+r+1’8n—r+1 _ 4&[§an—r+1ﬁn+r+1 + 4ﬁ“2ﬁ2n+2
‘( (@~ p)? >
20Tt — 2 5 pn+r+1 28q™ Tt — 2 A pn-r+1
+ BE w |+ i w | — w?
a—p a—p
_8&Ban+1ﬁn+1 + 4&Ban+r+1ﬁn—r+1 + 4&3an—r+1ﬁn+r+1
- ( (a—p)? )
4d\an+1 _ 4331‘&1 Zaan+r+1 _ Zﬁﬁn+r+1
- w |+ w
=) =)
za\an—r+1 -2 dpn—-r+1
+( bE a))
a—=p
B 4&Ban+1ﬁn+1(arﬁ—r —24 a—rﬂr)
(a—p)?
2&6{"+1 ) A pn+l
=5 < bE -—w+ w) w
a—p
26?an+r+1 ) A pn+r+1
( PE —w+ w) w
a—p
Zdan—r+1 -2 A pn—r+1
+ ( PP —w+ a)> w
a—p
oldugu goriiliir. (3.15) Binet formiiliinden
BCLe,? — BCLe,_,BCLe,,
B 4&3an+1'3n+1(ar’3—r -2+ a—rﬁr)
(a—p)?
—2(BCLe, + w)w + (BCLe, 1, + w)w + (BCLe,_, + w)w
. a” —p" 2
— 4’\ n—r+1( )
aBlapy (=5

—(2BCLe,, — BCLe,,, — BCLe,,_,.)w

dir. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii (2.15) ve @8 = 9j + 12ij esitligi yardimiyla
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BCLe,? — BCLe,_,BCLe,,, = 12(—=1)""*1(3i + 4ij)E,*
—(2BCLe,, — BCLe,,, — BCLe,_,)w

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Uyan 3.2.1 Bikompleks-kompleks Leonardo sayilari i¢in (3.22) denklemi ile verilen
Catalan 6zdesliginde 6zel olarak r = 1 alinirsa, (3.21) denklemi ile verilen Cassini

0zdesligi elde edilir.

Gercekten, (3.22) denkleminde r = 1 alinirsa ve bikompleks-kompleks Leonardo

sayilarinin (3.13) ve (3.14) ile verilen rekiirans bagintilar1 dikkate alindiginda

BCLe,* — BCLe,_;BCLe,,,,
= 12(—=1)"(3j + 4ij)F,* — (2BCLe,, — BCLe,,; — BCLe,_)w
= 12(—=1)™(3j + 4ij) — (BCLe,,, + BCLe,_, — BCLe,,; — BCLe,_;)w
= 12(—=1)™(3j + 4ij) — (BCLe,,_, — BCLe,_;)w
= 12(—=1)™(3j + 4ij) — (BCLe,, — BCLe,,_; — BCLe,_; — w)w
= 12(—=1)*(3j + 4ij) — (BCLe, — 2BCLe,,_; — w)w
= 12(=1)™(3j + 4ij) — (-BCLe,_3 — w)w
= 12(—1D"(3j + 4ij) + BCLe,_s;w + w?

elde edilir. Bu ise istenen sonuctur.

Asagidaki teoremde bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin d’Ocagne 6zdesligi

verilecektir.

Teorem 3.23 m>0 ve n=>m olacak sekildeki mve n tam sayilart igin

bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin d’Ocagne 6zdesligi

BCLe,,BCLe,,, — BCLe, BCLe,,, = 12(—1)™(3] + 4ij)Fy_pm
+(BCLe,,_; — BCLe,_1)w (3.23)

seklindedir. Burada F,_,,, (n — m)’inci Fibonacci sayisidir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiili (3.15) dikkate

alinarak
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BCLe,,BCLe,,,; — BCLe,BCLe,, 11
2&6‘(m+1—2A m+1 2& n+2_2A n+2
:< BB _w>< da BB _w>
a—p a—p
Zaan+1 ) A pn+l Zaam+2 ) 3 pm+2
B ( pp™t w) < pp™* w)
a—p a—p
4&2am+n+3 _ 4&ﬁ“am+1ﬁn+2 _ 4&3an+2ﬁm+1 + 4ﬁ"zlgm+n+3
B (a — B)?
2&&m+1 ) 3 pm+1 zaan+2 ) A n+2
- FE w— bR W+ w
a—p a—p
4&2an+m+3 _ 4&Ban+1ﬁm+2 _ 4&/§am+2ﬁn+1 + 4’632ﬂm+n+3
- (a — B)?
Zaan+1 _ Zﬁﬁm'l Zd\am+2 _ Zﬁﬁm+2
w 1) F
a—p a—p
4&Bam+1ﬁn+2 +4&3an+2ﬁm+1 +4&B‘an+1ﬁm+2 +4&'8"a,m+23n+1
(a — B)?
_2&am+1 + 233m+1 + 2&am+2 r zﬁﬁm+2
w
a—p
N Zaan+1 il Zﬁﬁm'l Al zaan+2 + Zﬁﬁn+2
a—p
B _4&ﬁ“am+1ﬁn+1(a _ ﬁ) + 4&[§an+1ﬁm+1(a _[)))
(a — p)?
2aa™(a® — a) — 2BB™(B* — B)
+ w
a—p
2aa™(a? — a) — 2BB™(B* — B)
- w
a—p
5 (@™ — ™™y 2@a™ —2BB™  2aa™ —2BB"
= 4’\ m + —_
ap(ap) «—B pry w B w

2

w

elde edilir. Burada, Fibonacci sayilarinin Binet formiilii (2.15) ve bikompleks-
kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiilii (3.15) ile birlikte af = —1 ve @f =

9j + 12ij degerleri gbz 6niine alindiginda

BCLe,,BCLe,,, — BCLe, BCLe,,, = 12(—1)™(3] + 4ij)Fy_mm
+(BCLe,,—-; — BCLe,_)w

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Siradaki  teoremde  bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini ilgilendiren

Honsberger 6zdesligi verilecektir.

Teorem 3.24 m = 1,n > 0 olacak sekilde m ve n tam sayilari i¢in bikompleks-

kompleks Leonardo sayilarinin Honsberger 6zdesligi

4a2am+n+2 + 4ﬁ2ﬁm+n+2
a—p
+(BCLey4q + BCLeyyy)w  (3.24)

BCLe,,_,BCLe, + BCLe,, BCLey,q =

seklindedir.
Ispat: (3.15) ile verilen Binet formiilii dikkate alindiginda

BCLe,,_1BCLe, + BCLe,,BCLe,,
<2aam_2[§ﬁm ><2aan+1_zﬁﬁn+1 )
= ) )
a—p a—p
zaam+1_2" m+1 zéan+2_2" n+2
N < ™ w) < BB w)
a—pf a—f
4&2am+n+1 _ 4&3amﬁn+1 _ 4aﬁ“an+1ﬁm + 418"2'8m+n+1
B (a — B)?
zaam_zﬁﬁm 2&an+1_233n+1
— w — w+w
a—p a—p
4d2an+m+3 _ 4@Bam+lﬁn+2 _ 4&[§an+23m+1 1 4_[?2’3m+n+3
(a — p)?
Zdam+1 _ Zﬁ“ﬁm+1 Zdan+2 _ zﬁﬁn+2
w —
a—p a—p
_ 4&2am+n+1(1 + aZ) + 432ﬁm+n+1(1 +,82)
(@ — B)?
4@Ba™B™ (1 + apf) + 4afa™ 1™ (1 + af)
(a — B)?
2¢a™(1+a) — 2B8B8™(1 + )
- w
a—p
2@a™ (14 a) — 2611+ B)
- w
a—p

2

+

W + w?

+ 2w?

elde edilir. Ustelik, 1+ a? =a(a—p),1+p?°=—B@—-pF),1+a=a?ve 1+
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f = [? gerceginden faydalanilarak

BCLe,,_1BCLe, + BCLe,,BCLey 1
4{2qmIn+2 4 4ﬁ“2ﬁm+n+2
a—=p
28aM*2 — 233m+2 28amt3 — Zlglgn+3

- W — W + 2w?

a—p a—p

dir. O halde, (3.15) den

BClLe,,_BCLe,, + BCLe,,BCLe, 4

4&2am+n+2 + 4BZﬁm+n+2

a—p

— (BCLey41 + BCleyyp)w

olup béylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi ise bikompleks-kompleks Leonardo sayilarini ilgilendiren Vajda o6zdesligi

ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 3.2.5 k,m ve n negatif olmayan tam sayilar olmak iizere bikompleks-
kompleks Leonardo sayilarinin Vajda 6zdesligi
BCLe,, 1 BCLey — BCLe,BCLey, 1 1myk
= 12(3j + 4i)) (—1)™*1E,,F,
—(BCLey 4y + BCLey 4 —BCLe, — BCLepimer)w (3.25)
seklinde tanimlanir. Burada F,, ve F,sirastyla m’inci ve k’inc1 Fibonacci sayilaridir.
Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinmn Binet formaliini (3.15) goz

Oniine alinirsa

(CLen+m(CLen+k - [BCLenIB(CLen+m+k

(2&an+m+1 _ 23ﬁn+m+1 )(2&an+k+1 _ Z,éﬁn+k+1 )
= — W - W
a—p a—p
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20a™t1 — 2Bﬁn+1 2@qntmtk+1l _ 2B5n+m+k+1
— —w W

( a—p ) ( a—p )
42 QPR _ 4GB mEl gkel _ g gkl gnamal | 4 B2 g2nemike:2

(a — B)?

2@6{”+m+1 _ ZB’Bn+m+1 Zaan+k+1 _ Zﬁﬁn+k+1

B W = w + w?
a—p a—p
4&Ban+1ﬁn+m+k+1 — 4{2q2ntmEk+2 4 4&3an+m+k+1ﬁn+1 _ 4ﬁ2ﬁ2n+m+k+2
(a - p)?
2@a™ — 2pp7 1 2@qntmtktl _ pppnimiktl
w +
a—p a—p
4@Ba”+m+1ﬁn+k+1 + 4&3an+k+1’3n+m+1
(a - p)?
4G[antIgntmtk+l 4 4B gnimiktlpntl
(a - p)?
2agntm+1 _ ZBﬁn+m+1 Zaan+k+1 . Zﬁﬁn+k+1
a) —
a—p a—pf

2&0{”“ il zﬁ*ﬁnﬂ 2&a"+m+k+1 . Zﬁﬂ""'m"'k“

w + w

a—p a=p

+

+

dir. Burada bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiilii (3.15) dikkate

alinirsa ve bazi diizenlemeler yapilirsa

BCLe,mBCLeyx — BCLe,,BCLEy 1 1m+k
4aﬁ"an+m+1’3n+1(ak _ ,Bk) _ 4&3an+1ﬁn+m+1(ak _ ,Bk)
B (@— B2
—(BCLey 4y + BCLe, ,,—BCLe, — BCLe, mirk) @
_ 4@Ba M (@™ — ™) (ak — )
- (a—p)?
—(BCLe,ym + BCLe,,x—BCLe, — BCLey i)W

bulunur. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii (2.15) kullanilarak

BCLe,, 1 BCLep, . — BCLe, BCLey 1 mak

= 12(3j + 4ij)(—1)"1E,,F,
—(BCLey, 4y + BCLe,, 1, —BCLe,, — BCLey 11mi1) @
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyan 3.2.2 (3.25) ile verilen Vajda 6zdesliginde m ve k tam sayilarinin 6zel
durumlar i¢in daha Once ifade ve ispatlar1 verilen Cassini, Catalan ve d’Ocagne

Ozdeslikleri elde edilmektedir. Gergekten;

o (3.25)esitliginde m = 1,k = —1 alinirsa:
BCLe,,,BCLe,_, — BCLe,? = 12(3j + 4ij)(~1)"*'F,F_,

—(BCLey,, + BCLe,_1—2BCLe,)w
=12(3j + 4ij)) (- — (BCLe,_3 + @)w
= 12(3 + 4ij) (- 1" — BCLe,,_30 — ?

elde edilir ki bu sonug (3.21) ile verilen Cassini 6zdesligine denktir. Burada
bikompleks-kompleks Leonardo sayilarmin (3.13) ve (3.14) ile verilen

rekiirans bagintilar1 kullanilmstir.

o (3.25)esitliginde m —» r, k - —r alinirsa:
BCLe,.,BCLe,_, — BCLe,* = 12(3j + 4ij)(—1)""'E.F_,
—(BCLey 4 + BCLe,,_,—2BCLe,)w
= 12(3j + 4iN(-D™ (-1 F?
—(BCLey 4+, + BCLe,,_,—2BCLe,)w
= 12(3j + 4ij) (-1)™"F?
—(BCLeyr + BCLe,_,—2BCLe,)w

elde edilir. Bulunan sonug (3.22) ile verilen Catalan 6zdesligine denktir.

Burada Fibonacci sayilarma ait (2.17) bagntist kullanilmustir.

o (3.25)esitligindem - m —nve k = 1 alinirsa:
BCLe,,BCLe,,,; — BCLe,BCLe,, 41
=123j + 4ij) ()" E,_,F,
—(BCLe,, + BCLe,,;—BCLe,, — BCLey,4+1)w
=12(3j + 4i) ) (=D F__my
—(BCLe,, + BCLe,,;—BCLe,, — BCLe,4+1)w
= 12j + 4N (D" (DR, o,
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—(—BCLe,,—1 + BCLe,_1)w
=123j +4i))(—1D)"Fm
+(BCLe,,—-; — BCLe,,_)w

elde edilir ki bu sonug (3.23) ile verilen d’Ocagne 6zdesligidir. Burada (3.14)

rekiirans bagintisi ve (2.17) bagintisi kullanilmistir.

Simdi, bikompleks-kompleks Leonardo sayilari ile literatiirde var olan Fibonacci,
Lucas, kompleks Fibonacci, kompleks Lucas, bikompleks Fibonacci, bikompleks
Leonardo ve bikompleks-kompleks Fibonacci sayilari  arasindaki iligki

incelenecektir.

Asagidaki teoremde Bikompleks-kompleks Leonardo sayilari ile Fibonacci sayilar

arasindaki iliskiyi veren bir sonug yer almaktadir.

Teorem 3.2.6 r < m,s < m olacak sekilde negatif olmayan m,r ve s tam sayilari

icin bikompleks-kompleks Leonardo sayilari ile Fibonacci sayilari arasinda

BCLe,y, ., BCLe,,_, — BCLe,y, . sBCLey,
=12@i + 4i)((-D)™"F? + (-1)™S1E?)
+(BCLey4s + BCLe,,,_s—BCLey 4 — BCLey )@ (3.26)

seklinde bir baginti mevcuttur. Burada F,. ve F;, sirastyla r’inci ve s’inci Fibonacci

sayilardir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin Binet formiilii (3.15) dikkate

alindiginda

BCLe,,,,BCLe,,_, — BCLe,BCLey,_
(2&am+r+1 _ zﬁ"ﬁm+r+1 )<Z&am—r+1 _ Zﬁ"ﬁm—r+1 )
= )] - W

a—p a—p
zaam+s+1 _ Z'gﬁm+s+1 26’2am—s+1 _ Z'B"'Bm—s+1
- —w -—w
() )
B 4d2a2m+2 _ 4&Bam+r+1ﬁm—r+1 _ 4alg"am—r+1’3m+r+1 + 4'éZBZm+2
(a — B)?
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Zaam+r+1 _ 2B5m+r+1 Zaam—r+1 _ Zﬁ"ﬁm—r+1
- w — w + w?

a—pf a—p

~2 2m+2 _ AsnpPymtstlpm—s+1 _ 4450 ,m—S+1pm+s+1 52 n2m+2
4a°a 4afa B 4afa B +4p°p

(a — p)?
zaam+s+1 _ ZBBm+S+1 zéam—s+1 _ zﬁ"ﬁm—s+1
w
a—p a—p

_4ap(ap)™

(a —p)?
+(BCLe,,,s + BCLe,,_s—BCLep, . — BCLey_ )W

(ap)™

2

(aTB—T + a—rﬁr — aSﬁ—S — a—SﬁS)

=123 + 4i) 5 (@B +a T =2 — a*f5 — a T +2)

(a - B)?

+(BCLey, 45 + BCLe,,,_s—BCLey, 1 — BCLey )@
TN ) P
= 12(3]+4l]) <m(d ﬁ +a ,8 2))
—12(3] + 4if) <—(§“f?£2 (@B~ +a~p 2))

+(BCLep4s + BCLey,_s—BCLey 4+ — BCLey )@
elde edilir. (2.19) denklemi dikkate alinirsa

BCLe,.,BCLe,,_, — BCLe,,,sBCLe,,_q
=12@Bi + 4 ((-1)™E? + (-1)™SHE?)
+(BCLe,,, s + BCLe,,_—BCLe,,,, — BCLey,_)w

olup ispat tamamlanur.

Siradaki teoremde bikompleks-kompleks Leonardo sayilari ile Lucas sayilari

arasindaki bagnt1 incelenmektedir.

Teorem 3.2.7 n>m,s >r ve n+m = s +r olacak sekildeki negatif olmayan

n,m,r, s tam sayilari igin bikompleks-kompleks Leonardo sayilari ile Lucas sayilari

arasinda

12
BCLe, BCLey, — BCLesBCLe, = — (3/ + 4i/) (— D)™ Ly-m — (~1)"Ls-)

+(BCLeg + BCLe,—BCLe,, — BCLe,)w (3.27)
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seklinde bir bagintt mevcuttur. Burada L,,_,, ve Lg_, sirasiyla (n —m)’inci ve (s —

r)’inci Lucas sayilaridir.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin (3.15) ile verilen Binet formiilii

kullanilarak

BCLe, BCLe,, — BCLe,BCLe,
Zaa‘n+1 -2 A pn+1l Zé?am+1 -2 A pm+1
_ ( pB™ w) ( g™ w)

a—p a—p
2&a5+1 ) A RS+l zéar+1 -2 3 pr+l
_( BB _w>< BB _w>
a—p a—p
4&2am+n+2 _ 4&3an+1ﬁm+1 _ 4&36¥m+1ﬂn+1 + 432'8m+n+2
B (a — B)?
2&(1”+1 _ 2'3"'371+1 zaam+1 _ ZBﬁm+1 ,
- w — w+ w
a—p a—p
4H2qSTT2 4&Bas+1ﬁr+1 r 4&‘[?6!”1,35“ + 4'632ﬁs+r+2
4 (a — B)?
2aast! — 2[?[3"5“ 28a’t! — 2l§ﬁ7‘+1
w _ 2
a—p a—p
B 4&B(amﬁn + anﬁm _ ar’Bs _ as'Br)
(a—p)?

+(BCLeg + BCLe,—BCLe,, — BCLe,,)w
olarak bulunur.(2.20) denklemi g6z 6niine alindiginda
12
BCLe,BCLe,, — BCLe;BCLe, = = GBj+4ij)H)((—1)™Ly_p — (1) Ls_,)
+(BCLe; + BCLe,—BCLe,, — BCLe,,)w
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.8 n > m olacak sekildeki negatif olmayan n ve m tam sayilar1 igin
bikompleks-kompleks Leonardo sayilari, Lucas sayilart ve bikompleks Leonardo

sayilar1 arasinda

BCLeyym + (—1)™BCLey,_y, = BLeyyy + (—1)™BLey_yy + il BLleyyq
+iA(L, —1—-(—1)™) (3.28)
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seklinde bir baginti mevcuttur. Burada L,,, m’inci Lucas sayisi, BLe,,;,(n + 1)’

inci bikompleks Leonardo sayisive A = 1 + i +j + ij dir.
Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi (3.1) den

BCLe,,,, + (—1)™BCLe,_
= Clepym +iCLepyme1 +jCLEy 1myz + 1JCLEy 13
+(—1)"™(CLey—m + iCLey_mi1 + jCLEy_myz + 1jCLey_mys3)
= CLeyym + (—1)™CLey_,, + i(CLeyype1 + (—1)™CLey_pt1)
+j(Clenimiz + (—1)™Clep_my2) + §(Clepymes + (—1)™CLley_my3)

yazilabilir. (2.31) ve (2.34) denklemlerinden faydalanilarak

BCLep m + (—1)™BCLey, 1,

= Lepim + ilepimer + (1D (Lepom + ilep_myq)
+i(Lenymer + ilenimez) + (D) "i(Lenmyr + ilen_my2)
+j(Lentmrz + ilenimez) + (=" (Leymyz + iley_my3)
+ij(Lenymys + ilenimea) + (=)™ (Len_mes + ilen_imyia)

= Lenim + ilenimi1 +jlenimiz + ijlenimas
+(=D™(Lepm + ilen_me1 +jLen_myz + YLlen mys)
+i(Lenimer + (=D ™Len_mi1) + 2 (Lepymez + (=1 Len_ms2)
+ij(Lepsmes + (1) ™Len_pmy3) + i%j(Lenimes + (1" Ley_mis)

elde edilir. (2.40) denkleminden

BCLepm + (—1)"BCLe,_, = Bleyym + (—1)™BLe,_,,

+i(Lyp(Lepes +1) —1—(—1D™)
+i?(Lyp(Lepy, + 1) — 1 — (—1)™)
+ij(Lm(Lepyz +1) — 1= (=1D™)
+i%j(Lin(Lepsa + 1D = 1= (=1)™)

= Blepym + (—1)™BLey_r,
+ilm(Lenss +ileyyp + jlenys + ijLeyy)
+il,(A+i+j+i)—i(A+i+j+1ij)
(D™ +i+j+i)

= BLe,,m + (—1)"BLe,,_,,, + iL,BLe,,,
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HiAd(Ly — 1= (=1)™)
elde edilir ki bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.2.9 n > m olacak sekilde negatif olmayan nve m tam sayilart igin,
bikompleks-kompleks Leonardo sayilart ile bikompleks Lucas sayilar1 ve

bikompleks Leonardo sayilari arasinda mevcut olan bir diger baginti ise

BCLep,m — (—1)™BCLe,_,, = BLepym + (—1)™BLep_p + iLyBLey,s
HiA(Ly, —1— (—1)™) (3.29)

dir. Burada A = 1 +i +j + ij’dir.
Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinim tanimi (3.1) dikkate alinirsa

BCLeyym — (—1)™BCLe;,_1n
= Clepym +iCLeyyme1 +jCLEy a2 +1JCLEy a3
—(—1)™(CLey_yp + iCLey_pi1 + jCLey o + ijCLley_mas3)
= Clepym — (=1)"CLep_p + i(CLlepymeq — (=1)"CLlep_py1)
+j(Clepimiz — (1) CLep_my2)
+ij(Clepimss — (—1)"CLlep_my3)

oldugu goriiliir. Buradan (2.32) denklemi g6z oniine alinirsa

BCLeypim — (—1)™BCLey_py,

= Lepyim + ilepnimer — (1" (Len_m + iley_imyiq)
+i(Len+m+1 +ilenymez — (D)™ (Lep-mer + iLen—m+2))
+j(Lensymsz + ilenimes — (=™ (Lep_miz + ilen_my3))
+ij(Lentmez + ilenimea — (=)™ (Len_mys + ilen_mya))

= Leyim + ilepimyr +jlenimyz +ijlenimas
—(=D™(Lepn-m + iLen-mi1 + jLen_msz + ijLen_m43)
ti(Lepimer — (D) ™Ley_pi1) + 2 (Lepimez — (1) ™Len_pyi2)

+ij(Len+m+3 - (_1)mLen—m+3) + izj(Len+m+4 - (_1)mLen—m+4)

seklinde yazilir. (2.24), (2.34) ve (2.40) denklemlerinden yararlanarak
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BCLepim — (—1)™BCLey_p,

=BLeyym — (—1)™BLey,_y + i(Lpsa(Leyp_q +1) =14+ (=1)™)
+i%(Lpys(Lep—y + 1) — 14+ (-1)™)
+ij(Lnta(lem— +1) =1+ (=D™)
+i%j(Lpss(Lep—y +1) = 1+ (=1)™)

= BLeyim — (—1)™BLey,_1n
tilem—1(Lytz + ilnyz + jLyts + §Lpys)
+i(Lnyz + ilnys + jLpga + iLlnys)
—i(1+i+j+i)+CED™MA+i+]+i))

= Blepym — (—1)™Bley_yp + iBLy 2 (Lep_q + 1)
—iA1—-(—1D™)

elde edilir.Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.10 n > 0 tam sayisi igin n’inci bikompleks-Kompleks Leonardo sayist

BCLe,, ve (n + 1)’inci bikompleks-kompleks Fibonacci sayist BCF,,,; arasinda
BCLe, = 2BCF,4; — w (3.30)
seklinde bir bagint1 mevcuttur.

Ispat: Bikompleks-kompleks Leonardo sayilarmin tanimi (3.1) ve (2.34) ile verilen

denklem kullanilarak

BCLe,, = CLe, + iCLe,.1 + jCLe,,, + ijCLe, 3
= Len + iL€n+1 + l(L€n+1 + lL€n+2)
+j(Len+2 + iLen+3) + ij(Len+3 + iLen+4)
= Ley + 2iLleny — Lepyp +jleyip + 2ijLeny3 — jlenyy

elde edilir. Fibonacci sayilar1 ve Leonardo sayilar1 arasindaki iliskiyi veren (2.30)

denkleminin yardimiyla

]BCLen = (2Fn+1 - 1) + 2i(2Fn+2 - 1) - (ZFn+3 - 1)
+j(2Fp4s = 1D + 20 (2Fn14 = 1) = j(2Fn45 — 1)

yazilabilir. (2.21) 1ile wverilen kompleks Fibonacci sayilarimin tanimindan
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yararlanilarak

BCLe, = 2(Fpiq1 + iFnqy2) + 20(Fpyp + iFpi3) + 2j(Fis + iFnys)
+2ij(Fpyq + iFyes) — 20 — 2ij
= 2(CFyy1 + i€y + jCFays + [jCFnyg) — (20 + 20))
= 2BCF,,, — w

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.11 n > 0 tam sayist i¢in n’inci bikompleks-kompleks Leonardo sayist
BCLe, ile n’inci kompleks Fibonacci sayis1t CF, ve n’inci kompleks Lucas sayisi

CL,, arasinda

BCLe, = CE, + CL, + i(CF41 + CLypyq1) — @ (3.31)
bagintis1t mevcuttur.
Ispat: (3.1) ve (2.34) denklemlerinden

BCLe,, = CLe, + iCLe,+1 + jCLe,,, + ijCLey 3
= Le, +iley,q +i(Leyiq +ilenys)
+j(Len+2 + iLen+3) + ij(Len+3 + iLen+4)

= Ley + 2iLleny — Lepyp +jleyip + 2ijleny3 — jlenyy
dir. (2.18) ve (2.30) kullanilarak

BCLe, = (2F,41 —1) + 2i(2F45, — 1) — (2F,453 — 1)
+j(2Fn43 =1 + 2ij(2Fp4a = 1) = j(2Fp45 — 1)
= Fy + Ly + 2i(Fy1 + Lpy1) — (Fpgz + Lig2)
+j(Fuyz + Lny2) + 25 (Fryz + Lnys)
—Jj(Frta + Lnsa) — (20 + 2i))

elde edilir. (2.21) ve (2.22) denklemleri gbz oniine alinarak

BCLe, = (Fy + iFpyq + jFuyz + §Fny3)
+(Ln + iLn+1 +jLn+2 + ijLn+3)
+i(Fn+1 + iFn+2 +an+3 + ian+4-)
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+i(Ln+1 + iLn+2 +jLn+3 + ijLn+4) - (Zi + Zij)
= CFn + (CLn + i((CFn+1 + (CLTL+1) — W

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.12 n > 0 tam sayist i¢in (n + 1)’inci bikompleks-kompleks Leonardo
sayis1 BCLe, ., ile n’inci bikompleks Leonardo sayis1 BLe, ve n’inci bikompleks

Fibonacci sayis1 BE, arasindaki iliski

BCLe, ., = BLe,, + 2BF, + iBLe, ;1 + 2iBF, ;1 (3.32)
seklinde bir bagint1 mevcuttur.
Ispat: (3.1) ve (2.34) ile verilen denklemler dikkate alinirsa

IBCLen+1 a (CLen+1 + i(CL€n+2 +j(CLen+3 + ij(CLen+4,
= Lepyq + ilepyp + i(Leyyy + ilenys)

+j(Len+3 + iLen+4) + ij(Len+4 + iLen+5)
oldugu goriiliir. Burada (2.33) ile verilen denklem kullanilarak

BCLe,,, = Le, + 2F, + i(Lepyq + 2Fys1)
+i(lenty + 2Fn1 + i(Lenyo + 2Fny2))
+j(Lentz + 2Fqy2 + i(Lenys + 2Fpy3))
+ij(Lents + 2F43 + i(Lepyq + 2Fpiy))

= Le, +iLey 1 +jLley o +ijle, s
+2(Fy + iFp41 + jFnia + JFy3)
+i(Lensq + ileniy +jLlenys + ijlents)
F2i(Fpy1 + iFni2 + jFnis + GFpiq)

elde edilir. (2.23) ve (2.40) denklemlerinden
BCLe,,, = BLe, + 2BE, + iBLe, 41 + 2iBF, 4,
olur ki bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 3.2.13 n > 0 bir tam say1 olmak iizere bikompleks-kompleks Leonardo
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sayilar1 ile bikompleks Fibonacci sayilar1 arasinda

BCLe,, = 2BF,41 + 2iBF,, — @
seklinde bir iligki mevcuttur.
Ispat: (3.1) ve (2.34) ile verilen denklemlerden

BCLe,, = CLe,, + iCLeyy 1 + jCLey o +ijCLeypy 3
= Le, +ile, 1 +i(Ley q +ileyy,)
+j(Lenyz +ilenys) + jj(Lepis + ilenys)

dir. (2.23) ve (2.30) ile verilen denklemlerden

BCLe, = (2F,,; — 1+ i(2F, .5 — 1))
+i(2Fn42 — 1 +i(2F43 — 1))
+j(2Fp3 = 1+ i(2Fps — 1))
+ij(2Fp4q — 1+ i(2Fp45 — 1))

= 2(Fpy1 + iFn4p + jFnys + UFnia)

+2i(Fyiz + iFny3 + jFria + 1Fnys) — (20 + 2i))

= 2BF, 41 + 2iBF, ., — o

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. SONUC VE ONERILER

Son yillarda, bilesenleri (katsayilar1) farkli 6zel tam say1 dizilerinden segilerek
olusturulan farkli hiper-kompleks sayilar arastirmacilar tarafindan literatiire
kazandirilmigtir. Bu c¢aligmalar arasinda 6zel bikompleks sayi dizileri de yer
almaktadir. Bu ¢aligmada, kompleks Leonardo sayilar1 ve bikompleks sayilar birlikte
diisiintilerek yeni bir bikompleks say1 ailesi tanitilmistir. Bu yeni sayi, bilesenleri
kompleks Leonardo sayilarindan olusan bir bikompleks sayr olup bikompleks-

kompleks Leonardo sayis1 adi verilmistir.

Bu caligsmada ilk olarak bikompleks-kompleks Leonardo sayilarinin tanimi yapilarak
bu sayilarin bazi temel Ozellikleri incelenmistir. Bu temel o6zellikler arasinda
bikompleks-kompleks Leonardo sayilarin rekiirans bagntilari, Binet formuli, bazi
toplam formulleri ve lrete¢ fonksiyonu yer almaktadir. Ayrica bikompleks-kompleks
Leonardo sayilarinin Binet formilinden faydalanarak bu sayilari ilgilendiren Cassini
Ozdesligi, Catalan 6zdesligi, d’Ocagne O6zdesligi, Honsberger 6zdesligi ve Vajda
ozdesligi elde edilmistir. Ustelik yeni tanimlanan bikompleks-kompleks Leonardo
sayilarinin Fibonacci sayilari, Leonardo sayilari, bikompleks Fibonacci sayilari,
bikompleks Leonardo sayilari gibi literatlirde var olan sayilar ile iliskili oldugu

gosterilmistir.

Ozel say1 dizileri i¢in yapilan farkli galigmalar bikompleks-kompleks Leonardo

sayilar1 agisindan da incelenebilir.
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