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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

A=B . A ozellikler kiimesi B 6zellikler kiimesini gerektirir
B : Bilgi uzaymin taban

PiTve i : Kavram bi¢imlendirme operatorleri

AN, . Q kiimesinin R bagintisina gore kdsegeni

2¢ . Q kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi

|K| . K kiimesinin eleman sayis1

K¢ =Q —K :K kiimesinin Q kiimesine gore tiimleyeni

K, : g sorusunu igeren tiim bilgi durumlarinin ailesi
Kpm : Ayirict model ile belirlenen bilgi yapist

Kem : Birlestirici model ile belirlenen bilgi yapisi

My . R bagintisina karsilik gelen matris

R71 : R bagmtisinin tersi

R : Genellestirilmis alt yaklagim operatorii

R (Y) : Y kiimesinin genellestirilmis alt yaklagimi

R : Genellestirilmis tist yaklasim operatorii

R (V) . Y kiimesinin genellestirilmis tist yaklagimi

(R (Y),R (Y)) :Y kiimesinin genellestirilmis kaba kiimesi

RoR " R bagintisi ile R bagintisinin bileskesi

qRs . q eleman1 R bagintis1 yoluyla s elemaniyla iligkilidir
1r(q) . q elemaninin R bagintisina gore sag komsulugu
lr(q) . ¢ elemaninin R bagintisina gore sol komsulugu

[q] . q elemanin denklik boligi

Q/R : R bagintisina gore boliim kiimesi

q . q sorusuyla ayni bilgi durumlarini bulunduran sorular kiimesi
Qatom : q sorusunu i¢eren minimal bilgi durumu

t(R) . R bagintisinin gegisli kapanisi

(Q, %) : Bilgi uzay1

(Q,5,7) : Beceri doniistimii
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Kaba kiime yaklasimlarinin bilgi yapilarinin incelenmesinde Onemli katkilar
bulunmaktadir. Bilgi yapilarinin 6zel bir durumu bilgi uzay1 olarak bilinir ve bilgi
uzaylar1 kaba kiime teorisinde alt yaklasimlar kullanilarak elde edilebilir. Boylece bilgi
uzaylar1 ve kaba kiime teorisi arasinda dnemli bir baglant1 kurulmus olur. Kaba kiime
yaklagimlart kullanilarak beceri doniisiimlerinin birlestirici ve ayirict modelleri
olusturulur. Benzer seklide, ¢coklu beceri doniisiimleri de kaba kiime yaklasimlariyla
karakterize edilir. Bu tez ¢alismasinin amact; bilgi uzaylart ile kaba kiime yaklagimlarinin
ozelliklerini incelemek ve aralarindaki iliskileri ayrintili olarak sunmaktir.

Anahtar Kelimeler: Bilgi uzayi, bilgi durumu, kaba kiime
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Rough set approximations make important contributions to the examination of
knowledge structures. A special case of knowledge structures is known as knowledge
space and knowledge spaces can be obtained using lower approximations in rough set
theory. Thus, an important connection between knowledge spaces and rough set theory is
established. Conjunctive and disjunctive models of skill maps are created using rough set
approximations. Similarly, multi-skill maps are characterized by rough set
approximations. The purpose of this thesis is to examine knowledge spaces with rough
set approximations and to present the relations between them in detail.
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1. GIRIS

Bir dersin igerigini olusturan konularin 6grenilmesi ve degerlendirilmesi uzmanlik
gerektiren siireclerdir. Ogretmen ve 6grenci bu siirecin merkezinde yer alan iki dnemli
bilesendir. Ogretmenin uzmanliginda her konu alt birimlere ayrilarak soru paketleri
olusturulur. Ogrencinin bilgi durumu, her biri sorulardan olusan bilgi paketine verdigi
dogru yanitlar sayesinde belirlenir. Bilgi durumlari birbirleriyle ilgili olarak anlamli bir
siralama olusturur. Buraya kadar s6zii edilen siiregler bilgi uzaylar olarak bilinen teorinin
temellerini olusturmustur. Jean-Paul Doignon ve Jean-Claude Falmagne teorinin

kurucularidir (Doignon ve Falmagne, 1999).

Bilgi uzaylar teorik altyapisini olusturmak icin kiimeler teorisine biiyiik oranda
gereksinme duyar ve etkin olarak kullanir. Bilgi uzaylar teorisinin 6ziinde, 6grenme ve
degerlendirmeye dayanan bir yaklasim bulunmaktadir. Bunlar1 gergeklestirmek icin
herhangi bir 6l¢iime ya da istatistik bilgisine gereksinme duymaz. Bilgi uzaylan teorisi,
egitimde bir uygulama alaninin agilmasina olanak saglamigtir. Matematigi ve bilgi
uzaylar1 teorisini kullanan bir bilgisayar yazilimi egitim alaninda yogun olarak

kullanilmaktadir.

Bilgi uzay1 6zel bir bilgi yapisidir ve kisaca ALEKS (Assessment and LEarnig in
Knowledge Spaces) ad1 verilen web tabanli yazilimin gekirdegini olusturur. Ogrenciler
matematik, fizik, kimya, istatistik ve muhasebe gibi bircok alanda ALEKS yazilim
sistemini etkin olarak kullanmaktadir. ALEKS yazilim i¢in bilgi uzaylar1 teorisinin
uygulama alan1 oldugunu sdylemek yerinde olacaktir. Yazilim ile aynmi adi tasiyan
ALEKS sirketi 1996 yilinda kurulmus ve ayn1 yil web tabanli ALEKS yazilim1 K-12 ve
tiniversite 0grencilerinin kullanimina sunulmustur. Yakin zamanda yasadigimiz Covid
pandemisi, uzaktan egitimin gerekliligini ve 6nemini ortaya koymustur. Bu durumun
dogal bir yansimasi olarak, ALEKS yazilimmin 6grenciler tarafindan daha etkin bir
sekilde kullanildig: goriilmiistiir. Gliniimiizde binlerce 6grenci tarafindan, 100 den fazla
derste etkin olarak kullanilmaktadir. Sayisal basar1 ve yetenek dlgiimleriyle standart hale
getirilen coktan seg¢meli testlerin aksine, ALEKS yaziliminin degerlendirilmesinin
tistlinliikleri iki baslikta toplanabilir. Birincisi, bir 6grencinin bir konudaki yeterliligi,
yetkin oldugu tiim problem tiirlerini tanimlayan bilgi durumunun kesin ve kapsamli bir
sekilde tanimlanmasidir. Ikincisi, 6grencinin 6grenmeye hazir oldugu konularin kapsamli

bir listesinin olusturulmasidir (Diintsch ve Gediga, 1995). Bu durum bilgi uzaylari



teorisinde 0grencinin bilgi durumunun dis kenar1 olarak bilinir. Bir bilgi durumunun dig
kenari, bilgi durumuna bir soru eklediginde yeni bir bilgi durumu olacak bigcimdeki
sorularin kiimesidir. D1s kenar olarak tanimlanan kiimenin egitim anlamindaki karsilig1,
O0grencinin durumunun 6grenmeye hazir oldugu sorular kiimesinden olusmasi olarak

yorumlanabilir (Diintsch ve Gediga, 1996). ALEKS yazilim1 i¢in gerekli olan bir diger
kavram da bilgi yapisinin i¢ siniridir. Bir bilgi durumunun i¢ sinir1, bilgi durumundan bir

soru ¢ikarildiginda yine bir bilgi durumu olacak bigimdeki sorularin kiimesi olarak
tanimlanir. Bir bilgi durumunun i¢ kenari, 6grenci yeterliliginin yiiksek oldugunu

gosteren sorular1 bulundurur.

Gilintimiizde bilgi uzaylar1 teorisini referans gosteren ¢ok sayida akademik ¢alisma
bulunmaktadir. Avusturya Graz Universitesi 6gretim iiyelerinden Cord Hockenmeyer,
bilgi uzaylar teorisini kullanan yayinlamis makaleler icin bibliyografik bir veri tabani

olusturmustur (Hockemeyer, 2022).

Bilgi uzaylarimin teorik ve pratik nedenlerden dolayi diger alanlarla olan
etkilesiminden s6z edilebilir. Bunlar arasinda bigimsel kavram analizi, kaba kiime teorisi,
gizli sinif analizi ve madde tepki teorisi gibi yaklasimlar sayilabilir. Bigimsel kavram
analizi verileri nesneler ve Ozellikler arasindaki iliskiyi belirleyerek analiz eder. Bu
analizin iki tiir ¢iktist vardir. Birincisi kavram orgiileri, ikincisi 6zellik gerektirmeleri
olarak bilinir. Kaba kiime teorisinin baglangicini bilgi sistemleri ad1 verilen ¢izelgeler
olusturur. Bu g¢izelgede satirlar nesnelerden, siitunlar nesnelerin sahip oldugu 6zellik
degerlerinden olusur ve teori yaklasimda bulunma esasina dayanir. Kaba kiime teorisi;
nesneler kiimesinin kesin olmayan bilgiyle donatilmis bir alt kiimesini daha kesin bilgiyle
donatilmis alt ve iist yaklasim kiimeleriyle tanimlanmasi olarak 6zetlenebilir. Gizli sinif
analizi, verilerin smiflandirilmasima ve istatistiksel ¢ikarimlara olanak taniyan bir
modelleme algoritmasidir. Gizli yanit teorisi olarak da bilinen madde yanit teorisi,
gozlemlenemeyen Ozellikler ile bunlarin gozlemlenen sonuglari arasindaki iligkiyi

aciklamaya c¢aligan bir matematiksel model olarak bilinir.

Temel bir bilim olan matematigin bilgi uzaylar1 teorisine yaptig1 katki
bilinmektedir. Bunun dogal bir sonucu olarak; &n-topolojiyi olarak bilinen
genellestirilmis kuvvetli topolojik uzaylarin aslinda bir bilgi uzayr oldugu goriliir
(Csaszar, 2002). On-topolojide kullanilan bir¢ok kavram bilgi uzaylar1 terminolojisinde

farkli adlar altinda kullanilmaktadir. Ornegin 6n-topolojide agik kiime, bilgi uzaylari igin



bilgi durumuna, yine 6n topolojide T, uzay1 ise bilgi uzaymin ayirt edici olmasina
karsilik gelmektedir (Lin vd., 2022; Liu, 2010b). Her topolojik uzay bir bilgi yapisidir
ancak tersi dogru degildir. Bilgi uzaylarina gore daha ilkel ya da zay1f olan bilgi yapisinin
topoloji olusturabilmesi i¢in bilgi uzay1 olmasi ve dgelerinin sonlu kiime kesisime gore
kapali olmasi1 gerekir. Ancak bir bilgi alani tizerindeki bilgi yapisinin ayni bilgi alani

tizerindeki topoloji i¢in bir alt taban olusturdugunu ifade etmek yerinde olur.

Bu calismada bes boliim bulunmaktadir. Giris olarak adlandiran ilk boliimde tez
konusunun anlasilmasi, 6nemi ve diger disiplinlerle olan iliskisi tarihsel slire¢ baglaminda
verilmistir. Tkinci boliimde; ¢alismanin tamaminda gereksinme duyulan temel tanim ve
teoremler ornek destekli olarak sunulmustur. Bigimsel baglam, kavram bi¢imlendirme
operatorleri, genellestirilmis kaba kiimeler ve bilgi uzaylarmin kaba kiime
yaklagimlartyla kondurulmasinin teorik ydnleri iiclinci boliimiin  bilesenlerini
olusturmustur. Dordiincii boliimde; o6rtii indirgeme algoritmasi ile bir uygulamasi olarak
minimal beceri doniistimleri, beceri doniisiimlerinin ayrik ve birlestirici modelleri, ¢coklu-
beceri doniistimlerinin birlestirici ve ayrik modelleri incelenmis ve ayrintili olarak
verilmistir. Son boliimde ise, caligmanin genel bir degerlendirilmesi yapilarak gelecekteki

aragtirmalar i¢in esin kaynagi olmasi saglanmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde ¢aligsma boyunca gerekli olan temel kavram ve teoremler, anlamli bir
biitiin olusturacak bigimde (Acar, 2000; Birkhoff, 1937; Doignon ve Falmagne, 1985a,b;
Yao, 1988a,b) kaynaklarindan yararlanilarak verilmistir. Verilen 6rnekler yardimiyla

kavramlarin iyi anlagilabilmesi saglanmistir.
Tamim 2.1. Bos olmayan herhangi Q ve S kiimeleri verilsin.

(1) g € Q ve s € S olmak {izere biitiin (q, s) sirali ikililerinin kiimesine Q ve S
kiimelerinin kartezyen ¢arpimi ya da dik ¢arpimi adi verilir. Q ile S nin kartezyen ¢arpimi

icin Q X S simgesi kullanilir ve

QxS={(g,s):q€EQues €S}
dir.

(2) Q x S garpim kiimesinin her R alt kiimesine Q kiimesinden S kiimesine bir

bagint1 denir ve R € Q X S ile gosterilir,

Ozel olarak S = Q olarak alinirsa, R ye Q kiimesi iizerinde bir bagmt1 denir ve
kisaca R € Q X Q seklinde gosterilir. Ayrica, g elemaninin R bagintisi yoluyla s elemani

ile iliskili olmasi (g, s) € R veya qRs gosterimi ile ifade edilir.

Tamm 2.2. Q kiimesi iizerinde bir R bagintist verilsin. R bagintis1 sahip oldugu

ozelliklere gore asagidaki gibi adlandirilir.

(1) Her g € Q igin qRq ise R bagintis1 yansimalidir.

(2) Hergq,s € Q igin gRs = sRq ise R bagintis1 simetriktir.

(3) Hergqg,s € Qicin (qRs ve sRq) = q = s ise R bagintisi ters-simetriktir.
(4) Herg,s,t € Qicin (qRs ve sRt) = qRt ise R bagintis1 gegislidir.

(5) Her g € Q i¢in gqRs olacak bigimde bir s € Q varsa R bagintisi serialdir.

Bagintilarin Matris Gosterimleri

Bir Q = {q1,92, .-, @m} kiimesinden S = {sy,s,, ..., s} kiimesine tanimli bir R
bagintisin1 ifade etmenin kolay bir yolu matris kavramindan yararlanmaktir. Bunu
uygulayabilmek i¢in R bagintisina i = 1,2, ..., mve j = 1,2, ...,n olmak iizere, asagida

tanmimlandig1 gibi m X n tiirlinde bir Mg = [m;;] <, matrisi karsilik getirilir.



m;; € {0,1} olmak tizere

B 1, (qi,sj) € R ise
i = o, (qi,s;) & R ise

dir. Mg = [m;;] matrisine Boole Matrisi ad1 verilir.
Matrislerin Boole Carpimi

Bir M = [m;y]mxn Matrisi ile bir N = [ny ], matrisinin Boole ¢arpimi D = [d;j]mxp

tiirtinde bir Boole Matrisi olmak iizere D = M. N dir. D matrisin elemanlari
dij = Vi=a(my Angj), i=12,.m; j=12,..,p.

esitligi ile hesaplanir. Esitlikte yer alan V gosterimi maksimumu, A ise minimumu ifade

etmektedir ve {0,1} kiimesi lizerinde alinmaktadir.
Q Kiimesi Uzerinde Tamimh Bir Bagintimin Gegisli Kapamsi

Q kiimesi iizerinde gecisme 6zelligine sahip olmayan bir R bagintis1 verilsin. R yi i¢eren

en kiigiik gecisli bagintiya R nin gecisli kapanisi adi verilir ve t(R) ile gosterilir.

Ornek 2.1. Q = {a,b,c} kiimesi iizerinde bir R = {(a, a), (b,c),(c,a)} bagmtisi
verilsin. R gegisli degildir. R nin gecisli kapanist t(R) = {(a, a), (b,c), (c,a), (b,a)}

olur. Bunu Booole Matrisi yardimiyla bulalim. Oncelikle R ye karsilik gelen M matrisi

olusturulur.
1 0 0

Mg = |0 0 1| dir. Bir sonraki adimda R* = R o R bileske bagintis1
1 0 0

1 0 0111 O O 1 0 O
R2=MR'MR=MR2=0 0 1(.]0 0 1{=1J|1 0 O
1 0 oll1 0 O 1 0 O
R? = {(a,a),(b,a),(c,a)}
ve R3 = R? o R bileske bagintisi
1 0 01 O O 1 0 O
R =My -Mg=Mgpz=|1 0 0|.l0 0 1|=[1 0 of=M
1 0 oll1 0 O 1 0 O

olarak hesaplanir. Q kiimesinin eleman sayis1 3 oldugundan,



t(R) =RUR?UR3 ={(a,a),(b,c),(c,a),(b,a)}
bulunur. t(R) nin matris karsilig
Mt(R) = MR VMRZ VMR3

1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 0
=0 0 1fv(|1T 0 O 1 0 Of=|1 0 1

1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 0

\Y

olarak bulunur. O halde, t(R) bagintist R € t(R) kosulunu saglayan en kiigiik gegisli
bagintidir ve R bagintisinin gegisli kapanisidir.

Tamm 2.3. Q kiimesi iizerinde bir R bagintisi verilsin ve g € Q olsun.

(1) R nin yansima, simetri ve gecisme Ozellikleri varsa, R ye denklik bagintisi denir.

(2) R bagintisina gore q elemant ile iligkili olan tiim elemanlarin olusturdugu kiimeye
q nun denklik boliigii denir ve [q] = {s € Q : gRs} ile gosterilir.

(3) R denklik bagintisinin denklik boliiklerinden olusan {[q]: q € Q} kiimeler
ailesine boliim kiimesi denir ve Q /R ile gosterilir. Q /R boliim kiimesi Q nun bir
ayrigimdir.

(4) R nin yansima ve gecisme Ozellikleri varsa, yari-siralama bagintisidir.

(5) R nin yansima, ters-simetri ve gegisme Ozellikleri varsa, kismi siralama bagintisi
olarak adlandirilir.

(6) Ag={(q,q) : q € Q} kiimesine Q nun R bagintisina gére kdsegeni denir.

Tamim 2.4. Q kiimesi iizerinde kismi sirali bir R bagintisi verilsin ve g € Q olsun.

(1) Q kiimesinin q elemanindan Kesinlikle daha kiigiik olan higbir eleman1 yoksa, q
ya Q nun bir minimal ya da kiiglik¢e elemani denir.

(2) Q kiimesinin g elemanindan kesinlikle daha biiyiik olan higbir eleman1 yoksa, q
ya Q nun bir maksimal ya da biiyiikge eleman1 ad1 verilir.

(3) Q kiimesinin biitiin elemanlarindan kii¢iik ya da esit olan bir eleman1 varsa, Q
nun en kiiciik elemani ya da ilk eleman1 denir.

(4) Q kiimesinin biitiin elemanlarindan biiyiik ya da esit olan bir 6ge varsa, Q nunen

biiyiik elemani ya da son elemani denir.

Tamm 2.5. Q kiimesi {izerinde bir R kismi siralama bagintisi ve bir X € Q alt kiimesi

verilsin.



(1) Her g € X igin gRr olacak bigimde bir r € Q elemanina X kiimesinin bir st
sinir1 denir.
(2) Her g € X i¢in sRq olacak bigimde bir s € Q elemanina X kiimesinin bir alt

sinir1 denir.

Tamm 2.6. Q kiimesi iizerinde bir R kismi siralama bagintisi ile bir X € Q alt kiimesi
verilsin. Asagidaki kosullar1 saglayan bir ¢ € Q elemanina, X kiimesinin en kii¢lik {ist

siiridir denir ve g = ekiis(X) yazilir.

(1) g, X kiimesinin bir tist siniridir: Vx € X i¢in xRq saglanir.
(2) q, X kiimesinin st sinirlar kiimesinin en kiigiik elemanidir; yani r, X kiimesinin

bir Gist sinurt ise, gRr dir.

Yukarida verilen tanima benzer bicimde asagidaki kosullar1 saglayan bir s € Q 68esine,

X kiimesinin en biiylik alt siniridir denir ve s = ebas(X) ile gosterilir.

(1) s, X kiimesinin bir alt siniridir: Vx € X i¢in sRx dir.
(2) s, X kiimesinin alt smirlar kiimesinin en biiyiik elemanidir; yani r, X kiimesinin

bir alt sinir1 ise, 7Rs saglanir.

Tamim 2.7. Q kiimesi {izerinde bir R kismi siralama bagintis1 verilsin. Her g, s € Q i¢in
ekis({q, s}) ve ebas({q,s}) varsa, R ye bir 6rgii ya da latis ad1 verilir. Her alt kiimesinin

ekiis’li ve ebas’1 var olan 0rgii tam 6rgii olarak adlandirilir.

Genel olarak bir 6rgii verildiginde; q, s € Q olmak iizere eklis({q, s}) i¢cin q V s ve

ebas({q, s}) i¢in q A s kisaltmalarina bagvurulur.

Q kiimesinin biitiin alt kiimelerinin 22 = {T : T € Q} ile gosterilen ailesi iizerinde
tamiml1 alt kiime olma bir kismi siralama bagmtis1 ve (22, €) ikilisi kismi sirali kiimedir.
Ayrica (29,C) kismi sirali kiimesi bir drgiidiir ve kiimeler orgiisii olarak bilinir. Bu
caligmanin biitiiniinde minimal, maksimal, en kiiclik ve en biiylik eleman kavramlari

(22, ©) kismi siral1 kiimesi dzelinde diisiiniilecektir.
Bilgi Yapilan ve Bilgi Uzaylan

Tamm 2.8. Q bos olmayan bir kiime olsun. Q nun alt kiimelerinden en az @ ve Q yu
bulunduran bir ailesi K olmak iizere, (Q, %) ikilisine bir bilgi yapist denir. Q kiimesi

bilgi yapisinin bilgi alani olarak adlandirilir. Q bilgi alaninin elemanlarina sorular ya da



maddeler, K ailesinin elemanlarina ise etiketlenmis bilgi paketleri ya da bilgi durumlari

denir ve K ile gosterilir.

K = @ € X olmasi, 6grencinin hi¢bir soruyu dogru yanitlayamadigi anlamina gelir.
Baska bir ifadeyle, 6grencinin konu hakkinda bilgisi bulunmamaktadir. K = Q olmasi
durumu, 6grencinin her soruyu dogru yanitladigi anlamina gelir. Bu durumda 6grencinin
konuyu tamamen 6grendigi sdylenebilir. Bilgi durumunun K # @ olmast durumunda,

Ogrencinin K da bulunan tiim sorular1 dogru yanitladigi anlasilir.

Bir Q kiimesi tizerinde K nin bir bilgi yapisi oldugunu sdylemek (Q, X) ikilisinin

bir bilgi yapist oldugu anlamina gelecektir.

Ornek 2.2. Bir Q bilgi alan1 5 sorudan olussun ve Q = {a, b, ¢, d, e} ile ifade edilsin.
K ={0,{b} {e},{c,d},{d, e} {a e}, {c,d e}, {ad e}, {a,b,e} {acd e}, Q}

ailesi ile (Q, X) bir bilgi yapisi1 ve K = {c,d, e} € K bir bilgi durumudur.

Tanmm 2.9. (Q,X) bilgi yapisinin duali ya da eslegi, K¢ ={K: K°=Q — K € K}
olmak iizere (Q, K ) ikilisi bilgi yapisidir.

Tamm 2.10. (Q, K) bilgi yapis1 olsun. Bir g € Q sorusunu igeren biitiin bilgi durumlari
K4 ile gosterilir ve K = {K € K : q € K} ailesidir.

Ornek 2.3. Ornek 2.2 de verilen bilgi yapisi igin ¢ € Q sorusunu igeren biitiin bilgi
durumlarinin ailesi X, = {{c, d},{c,d, e}, {a, c,d, e}, Q} olur.

Tamm 2.11. (Q, K) bir bilgi yapis1 olsun. Bir g € Q sorusuyla ayn1 bilgi durumlarin
bulunduran biitiin sorularin kiimesi kavram olarak adlandirilir ve g™ ile gosterilir.
Boylece bir (Q, K') bilgi yapisi ve bir g € Q sorusu i¢in kavram

@' ={reQ: K, =%)

kiimesidir. q,r € Q olmak {izere q ve r sorularinin ayni kavram i¢inde bulundugunu
varsayalim. Bu durumda g ve r sorularina esit derecede bilgilendiricidir denir. Ayrica
biitiin kavramlarin ailesi Q* ile gosterilir ve bilgi alan1 olan sorular kiimesi Q nun bir

ayrigimidir.



Ornek 2.4.Q = {a, b, c,d, e} bilgi alan1 lizerinde
K ={0,{a},{b},{b, e}, {c,d, e} {a,c,d}{b c,d}{a,b,c,d} Q}
ailesi ile (Q, X)) bilgi yapisi verilsin. Her g € Q igin bilgi durumlarini belirleyelim:
Ko = {{a}{a,c,d}.{a,b,c,d},Q},
Ky = {{b},{b, e}, {b,c,d},{a,b,c,d},Q},
K. ={{cd,e}{acd},{bcd},{a b, c d} Q}
Ky, ={{c d e} {a,cd},{b,cd},{a b,c d} Q},
¥e = {{b,e},{c,d, e}, Q}.

K. = K4 oldugundan c ve d sorulari esit derecede bilgilendiricidir. Ayrica kavramlar:
a* ={a},b* ={b},c* ={c,d} =d* vee* = {e} dir. Q* = {a*, b*, c*,e*} kiimesi Q nun

bir ayrigimidir.

Tamm 2.12. (Q,X) bir bilgi yapist olsun. Her kavrami sadece bir sorudan olusan bir
bilgi yapisina ayirt edicidir denir.
(Q,X) bilgi yapis1 ayirt edicidir : & Vq € Q i¢in g* = {q} dir.

Ornek 2.5. (1) Q ={a, b, c, d} bilgi alan1 lizerinde

¥ ={0,{a},{d},{a, b}, {c,d}.{a,b,c},{b,c,d},Q}
ailesi verilsin. Her kavram sadece bir sorudan olustugu i¢in (Q,X) bilgi yapisi ayirt
edicidir.
(2) Ornek 2.4 de verilen (Q, X) bilgi yapis1 ayirt edici degildir.
Tanim 2.13. (Q, X) bir bilgi yapisi olsun.

(1) K kiime ailesi birlesim islemine gore kapali (kisaca U-kapali) ise, (Q, K) ikilisine
bir bilgi uzayi,

(2) (Q,X) bilgi uzay1 ve kesisim islemine gore kapali (kisaca N-kapali) ise yari-
nicelik uzayzi,

(3) (Q,XK) ayirt edici bir yari-nicelik uzay1 ise nicelik uzay1

olarak adlandirilir.



(Q,%) bir bilgi uzayr olsun. K kiime ailesinin U-kapali olmasi, bilgi durumlarinin

sayisini 6nemli Ol¢iide azaltmaktadir.

Bir bilgi uzayimin duali yari-nicelik uzayidir. Bir yari-nicelik uzayinin duali de bir

bilgi uzayidir.
Ornek 2.6. Q = {a, b, ¢, d} bilgi alam iizerinde
K ={0,{a},{b},{a, b}, {a,b,c},{a,c,d},{b,c,d},Q}

ailesi ile verilen (Q,X) bilgi yapisint diisiinelim. (Q,K) bir bilgi uzayidir ve 8 bilgi
durumundan olugsmustur. @ bilgi alaninin biitiin bilgi durumlarinin sayist 16 dir. K
ailesinin  U-kapali olmasinin bilgi durumlarinin sayisini  yar1 yariya azalttig
gorilmektedir. Ayrica (Q,X) bir yari-nicelik uzayr degildir. Gergekten,
{a,c,d},{b,c,d} € K olmasmnakarsin {a, c,d} N {b,c,d} = {c,d} & K dir. (Q,X) bilgi

uzayinin duali
K¢ ={0,{a},{b},{d}, {c,d},{a,c,d},{b,c,d},Q}
olmak iizere (Q, K €) ikilisi bir yari-nicelik uzayidir.

Ornek 2.7. Ornek 2.2 de verilen bilgi yapisimi tekrar ele alalim. (Q, X) bir bilgi yapist
olmasina karsin bir bilgi uzay1 degildir. Gergekten {b}, {e} € K olmasina karsin {b} U
{e} = {b,e} € K olmaktadir. Beklenen, bir 6grencinin b ve e sorularim dogru

yanitladiginda {b, e} bilgi durumunda olmasidir.
Bilgi Uzaylar: ve Tabanlar

Tanim 2.14. (Q, X) bir bilgi uzayi olsun. Her g € Q igin, q sorusunu igeren bir minimal

K € X bilgi durumuna q da bir atom ya da kisaca atom adi verilir ve q,;om ile gosterilir.

Bu ¢aligmada bilgi yapilar1 sonlu olarak diisiiniildiigiinden, her soru i¢in en az bir
atom vardir. Ayrica atom kavrami, Orgii teorisindeki anlamindan farkli anlamda
kullamlmistir. Gergekten, (29, S) kiimeler orgiisiinii ele alalim. Bu &rgiiniin en kiigiik
eleman1 bos kiimedir. Bir K € 29 elemaninin atom olmas1 @ c K ve  c Y c K olacak
bigimde bir Y € 29 elemanin var olmamasi ile tanimlanir. O halde her g € Q igin {q} tek

nokta kiimeleri kiimeler drgiisiinde birer atomdur.
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Tanmim 2.15. Bir (Q,X) bilgi uzaymin tabani, K ailesini geren bilgi durumlarmin
minimal bir B ailesidir. Eger B* € B olan ve K y1 geren bilgi durumlarmin bir baska
ailesi ise, B* = B olmalidir.

Teorem 2.1. (Q, K) bilgi uzay1 ve bu uzayin bir taban1 B = {qu:om : q € Q} ailesidir.

Ornek 2.8. Q = {a, b, ¢, d, e} kiimesi iizerinde verilen
K ={0,{a},{b} {e}, {a b}, {a, e}, {b, e} {a b,e}{a b,d} {a b, c}{a c d},
{a,b,d,e},{a,b,ce},{ab,cd} {ac,d e} Q}
ailesi ile (Q, X)) ikilisi bir bilgi uzayidir. (Q, X) nin tabanini belirleyelim.

Aatom = {{a}}: batom = {{b}}: Catom = {{a' b,c}{a,c, d}}:

datom = {{a; b,d},{a,c, d}}r €atom = {{e}}

oldugundan B = {{a}, {b},{a, b, c},{a,c,d}, {a, b,d}, {e}}ailesi (Q, K) bilgi uzaymnin bir

tabanidir.

Tamim 2.16. (Q,X) bir bilgi yapisi olsun. Q iizerinde bir < bagmtis1 r,q € Q olmak
uzere

r3q:erenk,
olarak tanimlansin. < bagintisi, tahmin ya da 6ncelik bagintisi olarak adlandirilir. r < q
gegerli oldugunda, r sorusunun q sorusundan tahmin edilebilir oldugu veya r nin g dan
once geldigi (r nin g nun o6nciili oldugu) anlasilir. Bir bagka yorum; r sorusunu
bulunduran bir K € X bilgi durumunun g sorusunu da bulundurmak zorunda olmasidir.

Ayrica agagida verilen esdegerlik saglanir.

r3q e X, 2 X,
Bir bilgi yapisinda tahmin bagintisinin yansima ve gecisme ozellikleri vardir. O
halde Q kiimesi < bagntisiyla yari-siralidir. (Q, %) bilgi yapisinin ayirt edici olmasi

durumunda < bagimntis1 kismi siralama bagmtisi olur.

Teorem 2.2. Bir Q bilgi alan1 tizerinde verilen bir (Q,X) yari-nicelik uzay1 ile (Q, =
yari-siralama bagintis1 arasinda bire-bir bir doniisiim vardir. Bu doniisiim asagida verilen
iki denklikle tanimlanir:

p3q: o VKEK: qEK = p€EK):e K, 2 K,
KeEX .o (V(pgd€ES:q€EK = pEK).
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Teorem 2.2 dzetle; bir yari-nicelik uzayinin bir yari-siralama bagintisindan (tahmin
bagintisindan) elde edildigini ve benzer olarak bir yari-siralama bagintisindan da bir yari-

nicelik uzayinin elde edildigini ifade etmektedir (Birkhoff, 1937).
Ornek 2.9. Q = {a, b, ¢, d, e} bilgi alan iizerinde
K ={0,{a},{b},{b,e},{c,d, e}, {a,c,d},{bcd}{ab,c,d} Q}

ailesi ile (Q, K) bilgi yapis1 verilsin. (Q, K) bilgi yapis1t K. = K oldugundan ayirt edici

degildir Q {izerinde yansimali ve gegisli < tahmin bagintisinin elemanlari
3S=Aq U {(c,d),(d,c)}

olarak belirlenir. ¢ < d oldugundan ¢ sorusu d nin onciiliidiir. Ancak ¢ sorusu e nin

oncili degildir. Bu durumu belirtmek i¢in ¢ 5 e gosterimi kullanilir.
Ornek 2.10. Q = {a, b, ¢, d, e} bilgi alani iizerinde
K ={0,{a},{b},{a, b}, {b,c},{a,b,c},{b,c,e},{a b,c e} {a b, c d},Q}

olarak verilsin. (Q, K) bilgi yapisi, herp, q € Q ve p # q i¢in X, # K, oldugundan ayirt
edicidir. Buna ek olarak; N%, ={{a}}n %, = {{B}}nK, ={{b,c}}NnK,; =
{{a,b,c,d}} ve nXK, ={{b,c,e}}kolayca belirlenir. Boylece elde edilen < tahmin

bagintis1 yari-siralidir ve asagida verilmistir:
5=AQ U {(b; C), (a, d)l (bl d)' (CI d)' (bl e)l (Cl e)}
Tanim 2.17. Q kiimesinden S kiimesine bir R bagintis1 verilsin.

(1) q € Q olmak iizere, g : Q — 25,1:(q) = {s € S : qRs} ile tanimlanan kiimeye
g nun R-sag komsulugu (kisaca sag komsulugu),
(2) s € S olmak iizere, lg : S — 29,1x(s) = {q € Q : qRs}ile tanimlanan kiimeye

de s nin R-sol komsulugu (kisaca sol komsulugu) adlar1 verilir.

Ornek 2.11. Q = {a, b, c,d, e} bilgi alan1 lizerinde < tahmin bagintis1 asagida

verilmistir.
S=2q U {(c,b),(b,a),(c,d),(c,a),(e,a),(d,a),(e d)}.
(Q, <) tahmin bagmtisina karsilik gelen (Q, K') yari-nicelik uzayini belirleyelim. K ailesi
KeEX:o (V(pq) ES:q€EK = pEK)
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tanimi1 kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

K ={0,{c},{e},{c, e}, {b,c},{b,c e}, {cd, e} {b,c,d, e} Q}

K ailesinin hem U-kapali hem de N-kapali oldugu kolayca goriiliir. Boylece (Q, <)
tahmin bagintisinin belirledigi (Q,X) bir yari-nicelik uzayidir. K = {b,c,e} € X dur.
Gergekten, b sorusunun onciilleri ya da sol komsuluklar1 Iz (b) = {b, c} dir ve b,c € K
dir. Benzer olarak, [z (c) = {c},c € K ve [y(e) = {e}, e € K olur. Buna karsin, bilgi alan1
Q nun K = {a, b, c} alt kiimesi bir bilgi durumu degildir, yani K ¢ K dir. Bu durumu

gormek i¢in Iz (a) = {a, b, c,d, e} ve d ¢ K olduguna 6zen gostermek yeterlidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Bicimsel Baglam ve Kavram Bicimlendirme Operatorleri

Tanmm 3.1.1. Bir Q = {q4, q5, ..., @} kiimesi ile S = {sy, s, ..., S, } kiimesi verilsin. R,
Q kiimesinden S ye bir bagint1 olmak tizere, (Q, S, R) {gliisiine bir bi¢imsel baglam ad1
verilir. Q kiimesinin elemanlarmi genellikle nesneler, S kiimesinin elemanlarini ise
ozellikler olusturur. R bagintisi nesneler ile 6zellikler arasinda kurulur (Ganter ve Wille,

1999).

Tanim 3.1.2. (Q,S,R) bir bicimsel baglam, X € Q ve ACS S olsun. Kavram
bigimlendirme operatorleri olarak adlandirilan i2i' ve I} operatérleri asagidaki gibi

tanimlanir:

arasinda s € S olmak iizere Ix(s) = {s}' esitligi vardir (Ganter ve Wille, 1999).

Onerme 3.1.1. (Q,S,R) bir bigimsel baglam, X,X;,X, € Q ve A,A;,A, € S olsun.
Kavram bigimlendirme operatorlerinin sagladigi 6zellikler agagida verilmistir (Ganter ve

Wille, 1999).

i) X,SX,=X)cx],

(i) xcxW,

i)  Xx'=x",

(iv) A, CSA4,= A5cA,

(v) AcAY,

(vi) A=A

(Vi) XcAleoAcX"©XxACR.

Tanmmm 3.1.3. (Q, S, R) bir bicimsel baglam, X S Q ve AS Solsun. X" =Ave A' = X
ozelliklerini saglayan bir (X, A) ikilisine bi¢cimsel kavram denir. X kiimesine bigimsel
kavramin kapsami, A kiimesine de anlami adlar1 verilir. Biitiin bigimsel kavramlarin

olusturdugu kiime £ ile gosterilir.
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O halde
L={X,A)ER: X"=Ave A" =X}
dir. (X, A), (Y, B) € L olsun. L tizerinde meet ve join islemleri, sirasiyla;
X, AAQY,B)=(XnY,(AuB)'),
(X,A) Vv (Y,B)=((XuY)",AnB)

olarak tanimlanir. Bu islemlere gore £ bir tam Orgiidiir. Bu 6rgii kavram orgiisii ya da

Galois oOrgiisii olarak adlandirilir (Ganter ve Wille, 1999).

Tamim 3.1.4. (Q, S, R) bir bi¢imsel baglam ve A, B € S olsun. Her q € Q nesnesi igin:
“eger q € Q nesnesi A kiimesindeki biitiin 6zellikleri sagliyor ise, B kiimesinde bulunan
biitiin 6zellikleri de saglar” 6nermesi dogru oluyorsa, A 6zellikler kiimesi B 6zellikler
kiimesini gerektiriyor denir ve bu durumu ifade etmek icin A = B gdsterimi kullanilir

(Ganter ve Wille, 1999).

Ornek 3.1.1. Q = {q1,92,93, 94,95} kiimesi nesnelerden, S = {s;,s,, 53,54} kiimesi

ozelliklerden olusturulsun. (Q, S, R) bigimsel baglami Cizelge 3.1 de verilmis olsun.

Cizelge 3.1. (Q, S, R) Bigimsel Baglami

R Sq S, S3 Sy
q1 1 1 1 1
qz 1 0 1 1
qs 0 1 1 1
qs 0 1 1 1
qs 1 0 1 0

X ={q1,92,q3, 94} S Q alt kiimesi icin X' = {s3,5,} ve A = {s3,5,} €S i¢in A' =
{91, 92,93, 94} = X oldugundan (X, A) ikilisi bir kavramdir. Ozellikler kiimesi S nin iKi
alt kiimesi A = {s,, s3} ve B = {s,} olsun. A = B saglanir. Buna karsin, A = {s;} ve
B = {s,} ozellik kiimeleri icin A = B gerektirmesi saglanmaz. Gergekten, s; € A

ozeligine sahip g, nesnesi s, 6zelligine sahip degildir.
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3.2. Genellestirilmis Kaba Kiimeler

Kaba kiime teorisinin temelleri Pawlak tarafindan atilmistir (Pawlak, 1982).
Teorinin esasi nesneler kiimesi lizerinde kurulan denklik bagintisina dayanir. Denklik
bagintis1 kosulu uygulamalarda sinirlayict olabilmektedir. Kaba kiime kavraminin
genellestirilmesi iizerine ¢ok sayida calisma yapilmustir. Ik olarak denklik bagintist
herhangi bir bagintiyla degistirilmis, daha sonra iki evrensel kiime tizerinde
genellestirmelere devam edilmistir. Bu ¢alismada, genellestirilmis kaba kiime kavrami

iki evrensel kiime esas alinarak hazirlanmistir (Liu, 2010a).
Tamm 3.2.1. R, Q kiimesinden S kiimesine bir bagint1 ve Y € S olsun.

R :25—> 2% R(Y)={qeQ:m(q) SV}
olarak tanimlanan R dOniisiimiine genellestirilmis alt yaklasim operatorii, R(Y)

kiimesine de Y nin genellestirilmis alt yaklagimi denir (Liu, 2010a).

Tamim 3.2.2. R, Q kiimesinden S kiimesine bir bagint1 ve Y < S olsun.

R :2°—2¢ R ={q€Q:m(q)NY # 0}
olarak tanimlanan R déniisiimiine genellestirilmis st yaklasim operatorii, R(Y)
kiimesine de Y nin genellestirilmis iist yaklagimi, (R(Y), R(Y)) ikilisine de Y kiimesinin

genellestirilmis kaba kiimesi adlari verilir (Liu, 2010a).

Bu calismanin geri kalan kisminda; sadelik agisindan genellestirilmis alt yaklagim
yerine alt yaklasim, genellestirilmis iist yaklasim yerine iist yaklasim ve genellestirilmis

kaba kiime yerine ise kaba kiime kisaltmalar1 kullanilacaktir.

Ornek 3.2.1. Q = {q1,92, 3, G4, G5} V€ S = {54, S, S3, S4, S5} kiimeleri verilsin. Q dan S
ye bir R bagintisi

R ={(q1,52), (92,53),(q2,52),(q3,S5), (44, S4), (4, 51), (5, S2), (qs, S5)}

olarak verilsin. Y = {s;, 53,55} € S alt kiimesi i¢cin kaba kiimeyi belirleyelim. Oncelikle,

her g € Q 06gesinin sag komsuluklart 15(q;) = {s2},7:(q2) = {s3,53},1:(q3) =
{ss},mr(qs) = {51,584}, 7r(qs) = {s,, ss} olarak verilen bagintidan kolayca elde edilir. Y

kiimesinin alt yaklasimi R(Y) = {qs}, tist yaklasimi R(Y) = {q,, g3, q4, g5} olur. O halde
Y kiimesinin kaba kiimesi (R(Y), R(Y)) = ({q3}, {92, G3, Q4. q5}) ikilisidir.
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Bu calisma boyunca Q ve S kiimeleri ile damga kiimesi A = {1,2, ..., n} sonlu olarak

dusiiniilecektir.

Onerme 3.2.1. R, Q kiimesinden S kiimesine bir bagint1 ve i € A olmak iizere Y; € S

olsun. Asagida siralanan ozellikler saglanir (Liu, 2010a).
(i) Hers € Sigin R({s}) = Iz(s) ve R({s}°) = (Iz(s))° dir.
(i) R(NieaY;) = Niea R(Y).
(iii) R(Usea Y;) = Uiea R(Y).
(iv) (R(Y)) = R(Y®), (R(Y))° = R(Y%),Y € 5.
(V) R, Q kiimesi tizerinde bir baginti ise, her K € @ igin

R-1(R(Y)) € K € R(R~1(K)) dir.
3.3. Bilgi Uzaylarimn Kaba Kiime Yaklasimlariyla Kondurulmasi

Teorem 3.3.1. Q bir kiime olmak iizere, asagida verilen 6nermeler denktir.
(1) (Q, %) bir bilgi uzayidir.
(i)  Q dan bir S kiimesine K = {R(Y) : Y € S} olacak sekilde serial bir R

bagintist vardir.

Kamt: (i) = (ii) (Q, K) bir bilgi uzay1 ve S = K olsun. Q dan S kiimesine R bagintisini
q € Q olmak iizere 7g(q) = K esitligi ile tanimlayalim. Her q € Q igin Q € K,
oldugundan rz(q) # @ dir. Bu R bagmtisinin serial olmasini ifade eder. Ayni zamanda,
her K € K igin R({K}) = K saglamir. Boylece K S {R(Y):Y €S} olur. Simdi
kapsamanin diger yonii i¢in Y €S oldugunu varsayalim. R(Y) = Ugexr R{K}) =
Ukex K € K olmasi geregince {R(Y) : Y € S} € K dirve K = {R(Y) : Y C S} esitligi

gosterilmis olur.

(ii) = (i) Q dan S ye R bagintisi serial ve K = {E(Y) 1Y € S} olsun. R(@) = @ ve

R(S) = Q oldugundan @, Q € X dir. Onerme 3.2.1(iii) geregince X ailesi U-kapalidir. O
halde (@, ) bir bilgi uzayidir (Liu, 2021).
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Teorem 3.3.2. Q bir kiime olmak iizere, asagidaki dnermeler denktir.
(1) (Q, X) bilgi yapist N-kapalidir.
(i) Q dan bir S kiimesine K = {R(Y) : Y € S} olacak sekilde serial bir R

bagintis1 vardir.

Kamt: (i) = (ii) (Q,X) bilgi yapisi N-kapali olsun. Q dan S kiimesine R bagintisini
q € Q olmak iizere 1z (q) = K — X, ile tammlayalim. @ € 7z (q) oldugundan R bagintisi

serialdir. K € ¥ olmak iizere,
RK-{KD={q€Q: m(g) =X —{K}}
={qeQ: XK—{K}cs X -%,}
={q€Q: K} K}
={qeQ: Kex,}
={qeQ: qekK}=K

dir. Buise X € {R(Y) : Y € S} olmasidir. Gergekten, T € S = K olmak iizere
T = Nges-r(¥ — {K}) i¢in

R = RO - kp = [ | RCEO

Ké&T K&T

saglanir. Ayrica X ailesi N-kapali oldugundan R(T) € X dir. Boylece istenen K =
{R(Y) : Y C S} esitligi elde edilir.

(ii) = (i) R bagimtisi serial olsun. K = {R(Y) : Y < S} ailesinin N-kapali bir bilgi
yapisi oldugu agiktir (Liu, 2021).

Ornek 3.3.1. Q = {a, b, c, d} kiimesi iizerinde
K ={0,{a},{a,b},{b,c},{a,b,c},Q}

ailesi ile (Q, X) bilgi uzaym diisiinelim. S = K olmak izere R €S Q@ XS =Q X K

bagintisi,
1r(q) = Ky, herq € Q

seklinde tanimlansin. Oncelikle asagidaki aileleri olusturalim.
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K, = {{a}, {a, b}, {a, b, c},Q}, K, = {{a, b}, {b,c},{a,b,c},Q},
K. = {{b,c},{a,b,c},Q}, Ky = {Q}.
Simdi tanimlanan bagmtiya gére g € Q dgesinin sag komsuluklarmi ifade edelim:
=(q) = {q}'
={s:s €S, qRs}
= {K : K € K,qRK}.
O halde
rz(a) = ¥, = {{a},{a, b}, {a,b,c},Q},
rz(b) = K, = {{a, b}, {b,c},{a, b, c},Q},
rr(c) = K. = {{b,c},{a,b,c},Q},
rr(d) = Ky = {Q}

olur. Bdylece serial R bagintisinin elemanlar1 asagidaki gibi elde edilerek bagintiya
karsilik gelen My Boole Matrisi olusturulur. My matrisinin satirlar1 Q kiimesinin

elemanlar, siitunlar1 ise K ailesinin elemanlari ile isaretlenmistir.
R = {(a’ {a})’ (a‘ {a‘ b})’ (a’ {a’ b’ C})’ (a’ Q)' (b’ {a’ b})' (b' {b' C})’ (b’ {a’ b' C})' (bl Q)I
(c,{b,c}), (c,{a,b,c}),(c, @), (d, Q)}.

MR:

coc oo
oo R
COoOR R
oORr R o
O R R R
(WU

Sonolarak R(Y) = {g € Q : 1:(q) NY # @} iist yaklasim tanimin1 kullanarak
K ={R(Y):Y c S}

oldugu goriiliir.
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Ornek 3.3.2. Nesneleri sayilardan olusan Q = {1,2,3,4,5} kiimesi ile 6zellikler kiimesi
s;: tek sayi, s,: ¢ift say1, s5: bilesik say1 (en az iki asal saymin ¢arpimi olan say1), s,: asal
sayl1, Sg: kare say1 kisaltmalar1 kullanilmak tizere S = {s4, S5, S3, S4, S5} Verilsin. (Q, S, R)

bicimsel baglami Cizelge 3.2 de sunulmustur.

Cizelge 3.2. Bicimsel Baglam (Liu, 2021)

R s1: Gift s, :tek S3 ¢ bilegik | s4 @ asal Ss ¢ kare
1 0 1 0 0 1
2 1 0 0 1 0
3 0 1 0 1 0
4 1 0 1 0 1
5 0 1 0 1 0

(Q,S, R) bigimsel baglamina karsilik gelen kavram érgiisii
L ={(0,9), {1}, {sz2,ss}), ({2}, {51, 543), ({4}, {51, 53, 55}), ({14}, {ss}), ({2.4}. {s1}),
(3,5}, {52, 543), ({1,3,5}, {s2}), ({2,3,5}, {s4}), (Q, D)}
ailesidir. £ nin Q iizerine izdiisiimii bigimsel kavramlarin kapsamlarmdan olusur.
¥ ={0,{1}{2}, {4}, {1,4},{24},{3,5},{1,3,5},{2,3,5}, @}

XK ailesi N-kapali bir bilgi yapist belirler. Simdi Q dan K ya T bagintisini tanimlayalim

ve bagintiya karsilik gelen Boole Matrisi My yi olusturalim.
Ky, Ky, K5, Ky ve K ailelerini belirleyelim.
Ky = {13, {1,43,{1,3,5}, @}, %, = {2}, {2,43,{2,3.5}, ¢}
Ky = {{3,5},{1,3,5},{2.3,5), @}, %, = {43, {1.4},{2.4}, ¢},
s ={{3,5},{1,3,5},{2,3,5},Q}.
Her g € Q icin sag komsuluk aileleri asagidaki gibi elde edilir.
rr(1) = K — Ky = {0,{2},{4},{2,4},{3,5}, {2.3,5}},
rr(2) =K - K, = {0,{1},{4},{1,4},{3,5},{1,3,5}},
rr(3) = X — K3 = {0,{1},{2}, {4}, {1,4}, {2,4}},

rr(4) = X — K, = {0,{1},{2},{3,5},{1,3,5}},
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rr(5) = K — Ks = {8, {1},{2}, {4}, (1,4}, {2,4}}.
T bagmntisinimn elemanlari
T ={(1,0),(1,{2}),(1,{4}), (1,{2,4}), (1,{3,5}), (1,{2,3,5}), (2, ®), (2,{1}), (2, {4]),
(2,{1,4}),(2,{3,5), (2,{1,3,5}, (3,2), (3, {1}), (3, {2}), (3, {4}), (3, {1,4}), (3,{2,4}),
(4,0), (4,{1}), (4,{2}), (4,{3,5}), (4,{1,3,5}), (5,9), (5,{1}), (5,{2}), (5,{4}),
(5,{1,4}), (5,{2,41)}

olur. M, Boole Matrisi

[1 01101 1 01 O]
|1 1 01 101100
Mr=11 11 1 1 1 0 0 0 0
1 1100 01 11 OJ
1111110000

elde edilir. Boylece T(Y) = {q € Q : 17(q) S Y} alt yaklagim tanimi1 kullanilarak
K= {T(V): Y €%}
oldugu goriiliir.

(Q,S,R) bigimsel baglamina karsilik gelen £ kavram Orgiisiiniin S {lizerine izdiigimii
kavramlarin anlamlarindan olusan ve N-kapali olan bir bilgi yapisidir. Bu aile asagidaki
gibi

S = {Sl {Sl}l {52}, {54}; {55}, {SZ' 54-}1 {52, 55}1 {Sll S4}l{sli S3, SS}’ Q)}
olusturulur. Onceki yapilan islemler bu bilgi yapist i¢in de tekrarlanabilir.

Teorem 3.3.3. (Q,XK) bir bilgi yapis1 ve R de Q fiizerinde tahmin bagintisi olsun. Bu
durumda X € {K : K € Q, R(K) = K} dur.

Kamt: Q {izerindeki tahmin bagmtisi, her q € Q igin [z(q) = Nkex, K olarak

tanimlanir. Kolaylik olmasi bakimindan {K : K € Q, R(K) = K} =W diyelim. Ilk

olarak @ = K € K alalim. R(®) = @ oldugundan @ € W dir. Simdi K € X ve K # @

oldugunu varsayalim. O halde
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k=] e@=| R =R | J )= Few

qEK qEK qEK
esitligi bize K € W oldugunu ifade eder. Sonug¢ olarak, her K € KX icin KX € W

gosterilerek kanit tamamlanir (Liu, 2021).

K = W esitliginin hangi durumda gerceklesecegi Onerme 3.3.1 ile verilmistir.

Onerme 3.3.1. (Q,K) bir bilgi yapisi ve R de Q iizerinde tahmin bagimtis1 olsun. Bu
durumda K = W olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (Q,K) nimn bir yari-nicelik uzayi

olmasidir.

Kanit: =:) KX = W oldugunu varsayalim. A damga kiimesi ve i € A olmak iizere K; €
K ise, R(K;) = K; saglanir. Onerme 3.2.1(iii) den R(U;es K;) = Uiea R(K;) = Ujen K;
olur. Buradan U;ep K; € K elde edilir ve K ailesinin U-kapali oldugu goriiliir. Ayrica R
bagintis1 yansimali oldugundan, N;ep K; S R(Njea K;) € Niea ﬁ(Ki) =Niear K;
saglanir. Bu ise XK ailesinin N-kapali olmasidir. O halde (@, %) nin bir yari-nicelik
uzayidir.

<:) (Q,X) bir yari-nicelik uzay1 olsun. O halde X ailesi hem N-kapali hem de U-
kapalidir. Teorem 3.3.3 geregince sadece W < K oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
@+ K€EW ve R(K)=K oldugunu varsayahm. Once X ailesinin N-kapali olmast

nedeniyle lR(q)zﬂKeg(qKEJC saglanir. Sonra X ailesinin U-kapali olmasini

kullanarak K = R(K) = Ugek [r(q) € K elde edilir. Boylece W € K gdosterilmis olur
(Liu, 2021).

NOT: Onerme 3.2.1(v) den asagidaki denklik vardir.
R(K) =K & R™Y(K) =K,
{K:KcQ, RK)=K}={K:K<Q, R\\(K)=K}.

Onerme 3.3.2. (Q,K) bir yari-nicelik uzay1 ve R de Q iizerinde bir tahmin bagintis:

olsun. Asagida verilen 6zellikler saglanir:

(i) (Q, %) nin bir tabani {ﬁ({q}) : q € Q} = {lr(q) : q € Q} ailesidir.
(ii) (Q,%°) dual bilgi yapist R~! tahmin bagmtisi ile bir yari-nicelik uzayidir.
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(iii) {rr(q) : q € Q} ailesi (Q, K °) nin bir tabanidir.

Kamt: (i) Onerme 3.3.1 geregince K = W oldugu agiktir. K € X igin K = R(K) =
Ugek R({q}) = Ugek r(q) olur. Boylece {Iz(q) : q € Q} ailesi (Q, X) nin bir tabanidur.
(@)K ={K:K<Q RKK)=K}={K:KCSQ R*(K)= K} oldugundan (Q,X°)
dual bilgi yapist R~ tahmin bagmtis1 ile bir yari-nicelik uzayidur.

(iii) q € Q igin lz-1(q) = rz(q) oldugundan {rz(q) : q € Q} ailesi (Q,F°) nin bir
tabanidir (Liu, 2021).

Q iizerinde yari-sirali bir R bagmtisi, X ={K : K € Q, R(K) =K } olmak iizere
bir (Q, %) yari-nicelik uzay1 belirler. Asagida verilen teorem ile (Q,XK) yari-nicelik

uzayinin tahmin bagintisinin R oldugu sdylenir.

Teorem 3.3.4. R, Q iizerinde bir yari-siralama bagintisive X = {K : K € Q, R(K) = K}
olsun. O halde (Q, ¥) bir yari-nicelik uzayidir ve (Q, K) nin tahmin bagmtis1 R dir.

Kamt: (Q, X) nin bir yari-nicelik uzayi oldugu agiktir. Eger q € K, K € X ise, lz(q) S
K dir. Ayrica lg(q) € K olur. Boylece lg(g) nun ¥, ailesinin en kiigiik eleman1 olur. Bu

ise (Q,X) nin tahmin bagintisinin R oldugu sonucunu verir ve kanit tamamlanir (Liu,

2021).

Onerme 3.3.2 ve Teorem 3.3.4 den elde edilen bilgiler soyle ifade edilebilir: yari-
nicelik uzaylar ile yari-siralama bagintilar1 arasinda kaba kiimeler anlaminda bire bir
esleme yapilabilir. Gergekten, Q ilizerinde herhangi bir R tahmin bagintisinin yari-nicelik

uzay1 kondurduguna iligkin teoremi verelim.

Teorem 3.3.5. R, Q iizerinde bir bagint1 ve Ky = {K :K<Q, R(K) S K} olsun. O
halde I, Q tizerinde esitlik bagintis1 ve t(R), R nin gegisli kapanis1 olmak tizere I U t(R)

tahmin bagmtisi ile (Q, K) ikilisi bir yari-nicelik uzayidir.

Kamt: @ = R(®) S @ ve R(Q) S Q oldugundan @, Q € Ky dir. i € A i¢in K; € Kp
oldugunu varsayalim. O halde R(Ujea K;) = Ujea R(K)) € Ujea K; olur. Bu ise
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Uiea K; € Ky oldugunu anlamina gelir ve Ky ailesi U-kapalidir. Ayrica, N;ep K; € K;
olmast R(Niea K;) € R(K;) € K; olmasi1 gerektirir. Bu bilgi kullailarak
R(Niea K)) S Niea K; elde edilir. Boylece Njep K; € Ky dir. Ky ailesi N-kapalidir ve
(Q, K) bir yari-nicelik uzayidir (Liu, 2021; Wu ve Liu, 2020).

(Q, Kg) yari-nicelik uzaymin tahmin bagntisinin I U t(R) oldugu asagidaki esitliklerin
dogal bir sonucudur (Liu, 2021; Wu ve Liu, 2020).

Kr=1{K:K<QR(K)CSK}

= {K :K € Q,TUt(R)(K) = K}.
Teorem 3.3.5 in dual bi¢imi Teorem 3.3.6 da kanitsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.3.6. R, Q lizerinde bir bagint1 ve Ug = {K :K<Q, Kc B(K)} olsun. O
halde I U t(R™!) tahmin bagintist ile (Q, Ug) bir yari-nicelik uzayidir (Liu, 2021).

NOT: Onerme 3.2.1(v) den K € R(K) & R-1(K) S K denklii gériliir. Ky ile Ug
arasindaki iliski K = Ug-1 olarak ifade edilebilir (Liu,2021).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Ortii Indirgemenin Minimal Beceri Déniisiimlerine Uygulanmasi

Tamim 4.1.1. Q bir kiime ve C de Q nun alt kiimelerinin bos olmayan bir ailesi olsun.
(1) Q = Ugec K esitligini saglayan C ailesine Q kiimesinin bir 6rtiisii ad1 verilir.
(2) K € C olsun. K = U e+ L olacak bigimde bir C* € C varsa, K ya C iginde
indirgenebilirdir aksi durumda C iginde indirgenemezdir denir.
(3) Q kiimesinin C* € C ozeligine sahip iki ortiisii C ve C* olsun. Eger her K € C*
eleman1 C* iginde indirgenebilir ise, C* Ortiisine C nin indirgemesi adi verilir
(Yao ve Yao, 2012).
Her C ortiisiiniin sadece bir indirgemesi vardir ve C nin indirgemesi Red (C) ile gosterilir
(Zhu ve Wang, 2003).

Ornek 4.1.1. Q = {1,2,3} kiimesinin bir értiisii ¢ = {{1},{2}, {2,3}, {1,2}, Q} ailesidir. C
ortiistiniin indirgemesi Red (C) = {{1}, {2}, {2,3}} ailesidir.

Ornek 4.1.2. R, Q iizerinde bir yari-siralama bagintis1 olsun. Her q € Q igin q € lzx(q)
saglanir. O halde {l{z(q) : q € Q} ailesi Q kiimesinin bir ortiisiidir. Ayrica, eger T S Q
icin lz(q) = User lr(s) saglaniyorsa, her s € T igin lz(q) = lz(s) dir ve {{z(q) : q €
Q} ailesi indirgenemezdir. Benzer olarak, {rz(q) : q € Q} ailesi de Q kiimesinin bir

ortiisiidiir ve indirgenemezdir.

Bir ortii i¢in indirgeme algoritmasi olusturulmasina iliskin ilk diistince Dowling
tarafindan verilmistir (Dowling, 1993a,b). Q = {q1,92, ..., q,} kimesi ve C =
{K,K>, ..., Ky} ailesi |Ki| < |K,| <+ < |Kpy| olacak bigimde verilsin. Burada
|K| gosterimi K € Q alt kiimesinin eleman sayis1 olarak kullanilmistir. Once satirlari
Ky, Ky, ..., Ky ve siitunlan qq,qs, ..., qn, Olan m X n tipinde M = [m;;];,xy, Matrisi
diisiiniiliir. Daha sonra, matrisin elemanlar1 q; € K; ise m;; = 1, diger durumlarda m;; =

0 olarak yerlestirilir (i = 1,2, ...,m;j = 1,2, ..., n).
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Ortii Indirgeme Algoritmasi

Giris: C, Q nun bir Ortiistidiir
Cikas: C nin tek indirgemesi
1. M = [m;j];mxn matrisini olustur
2. i =1 den baglayarak m — 1 e kadar
a. j =i+ 1 den baglayarak m ye kadar
b. Eger K; € K; ise, i. satir —1 garpilip j. satira eklenir (L; — L;)
En az bir tane 1 bulunduran satirlar C nin indirgemesini olusturur.

3. Algoritma sonlanir.

Ornek 4.1.3. Q = {1,2,3,4,5} kiimesinin bir Srtiisii

¢ ={{1,2},{3,4},{1,2,3},{2,3,5},{1,2,3,4},{2,3,4,5}}
ailesidir. C ortiisiiniin indirgemesi olan Red(C) yi ortii indirgeme algoritmasini
kullanarak belirleyelim. i1k olarak M = [m; ilexs matrisini asagidaki gibi olusturalim. M

matrisinin satirlar1 C ailesinin, siitunlari ise Q kiimesinin elemanlari ile isaretlenmistir.

(1 0 0 O

_ o = O
- o O -
SR OO

R RO
Y

L0 1 1
(L3 — Ly) ve (Ls — L,) cebirsel satir islemleri yapilarak
1 1 0 0 O

0
0
0
0

S S
N I R

0
0
1
0

o R OO

L0 1 1 1
matrisi, (Ls — L,) ve (Lg — L) cebirsel satir islemleri sonucunda
1 0 0 0

O R OO

0 0
0 0
0 1
0 0

1
0
0
0

COR R R

0 1 0 1
matrisi elde edilir. Bu matrise son olarak (Lg — L,) islemi sonunda
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0 0 -1 0 0
matrisi bulunur. Bu matrisin en az bir tane 1 bulunduran satirlarinin L,,L,,L; Ve L,
oldugu goriilmektedir. O halde Red(C) = {{1,2},{3,4},{1,2,3},{2,3,5}} ailesidir (Liu,
2021).

Teorem 4.1.1. (Q, K) bir bilgi yapis1 olsun. Asagidaki 6nermeler denktir:
(1) X ailesi N-kapalidir.
(if) £ € Red (%) i¢in Nkgey K = @ dir ya da Red (K) i¢indeki bazi alt kiimelerin bir

birlesimi Nge, K olur.

Kamt: (i) = (ii) (Q, X) bilgi yapis1 N-kapalive £ € Red(¥) i¢in Nges K € K olsun.
O halde Nger K = @ ya da Red(X) igindeki bazi alt kiimelerin bir birlesimi Nge, K dir.

(if) = (i) i € Aigin K; € K olsun. Ortii indirgeme tanimina gére, K; = Ujea L(l-j) ve
LEJ ) € Red () dir. Ayrica, Red (¥) i¢indeki bazi alt kiimelerin bir birlesimi N;ep K; =

Niea(Ujea L) = Ujea(Niea L) olur. O halde % ailesi n-kapalidir (Liu, 2021).

Onerme 4.1.1. (Q, %) bilgi yapis1 N-kapali ve R de Q iizerinde tahmin bagintis1 olsun.
R nin denklik bagintis1 olmasi igin gerek ve yeter kosul Red () nin Q nun bir ayrisimi

olmasidir.

Kamt: Her g € Q iginlz(q) = Nkex, K € K ve her [z(q) icin K = Ugex lr(q)

indirgenemez olmasi nedeniyle Red(K) = {lz(q) : q € Q} olur. Ayrica, “R denklik
bagintisidir & Red (%) ailesi Q kiimesinin bir ayrigimidir” denkligi goz 6niine alinarak,

Red (%) ailesinin Q kiimesinin bir ayrisimi oldugu elde edilir (Liu, 2021).

Ornek 4.1.4. Q = {1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde
X = {@, {1}' {2}' {4}' {1;4'}; {2,4'}, {3,5}, {1,3,5}, {2'3'5}r Q}

ailesi N-kapali bir bilgi yapisidir. KX ailesine ortii indirgeme algoritmasini uygulayalim.

Once M = [m; lsxs matrisini asagidaki gibi olusturalim ve algoritmay1 baslatalim:
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Ly—L4

L;—=Ly

Ly—L3

Ls—Lj

Algoritma sonlandirildiginda Red(X) = {{1},{2},{4},{3,5}} elde edilir. Simdi Q
izerinde tahmin bagintisini olusturalim.
%, = {1}, {14}, {1,3,5}, 0},
K, = {{2},{2:4},{2.3,5}, ¢},
7, = {{3,5},{1,3,5},{2,3,5}, ¢},

tanimlanir. Buna gore, her g € Q igin sol komsuluklar asagidaki gibi belirlenir.

L= [ K=

KEX,

L= [ k=2

KE¥X,

Coocococo o R

cCoococococo R

PO O RrRrROORrOo

SO O OO

R RPRPOOOoO OO

__m_m 00000

COO R R R OO ,
OrRrROCOROOR

(=N eloleNoll S oNe)

OO R OO RrOo

R RmOo o000

RPrROOOOO

R R PRO OO OO

Ls—L;

Lg—L;

L;—Lg

Lg—Lg

COOCOCOCOOr COORRRMROO

CocoocococoOo R

mmmo 0000

[N eNeNell el

%, = {{4},{14},{24}, 0},
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Ks = {{3,5},{1,3,5},{2,3,5}, ¢}.
Tahmin bagintisi, qRs < q € Ngeyx, K yada esdegeriolan lz(q) = N xex, K esitligiile

S OO R R R OO

SO O OO KR OO

RRROOOOO

SO R OO OoOo0o




3 =) k=351
KEX3

@ =) k={4),
KEX,

:5) = [) K ={B35}).
KEXs

Son olarak, R tahmin bagntist sirali ikililer bigiminde agagida verilmistir.

R ={(1,1),(2,2),(33),(53),(44),(3,5),(55)}
R bagintis1 ayn1 zamanda simetriktir. O halde R nin denklik bagintis1 olma 6zeliklerine
sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Onerme 4.1.1 geregince Red (K) = {{1},{2}, {4}, {3,5}}

ailesi Q kiimesinin bir ayrigimidir.

4.2. Beceri Doniisiimlerinin Ayirict Modeli

Tanm 4.2.1. Sorular kiimesi Q, beceriler kiimesi S ve 7 : Q — 25 — {@} bir doniisiim
olmak tizere (Q, S, ) tgliisiine beceri doniisiimii ad1 verilir. (Q, S, t) beceri doniisiimii
sorular ile beceriler arasinda bir bagint1 belirler. Ayrica, bir (Q, S, ) beceri doniistimii

beceri-soru ¢izelgesine doniistiiriilebilir (Doignon ve Falmagme, 1999).

Beceri doniigiimleri ve bilgi yapilart arasindaki koprii gorevi iistlenen iki model
bulunmaktadir. Birincisi ayrict model olarak adlandirilirlar. Ayirict modelde; bir soruya
beceriler kiimesinde bulunan kazanilmis herhangi bir beceri kullanilarak cevap verilir.

Ornegin;
7+7+7+7+7+7=6xX7
cebirsel isleminin dogru olarak yapilabilmesi i¢in toplama veya ¢arpma becerilerinden

birinin kazanilmis olmasi yeterlidir. Toplama becerisi i¢in s;, ¢arpma becerisi i¢in s,

kisaltmalari kullanarak S = {s4, s,} beceriler kiimesi olusturulabilir.
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Cizelge 4.1. Beceri-soru ¢izelgesi (Liu, 2021)

51 S S3 Sy Sg S
0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1
s 1 1 1 1 0 1
s 1 1 0 0 1 1
qs 0 0 1 0 1 1

Ornek 4.2.1. Sorular kiimesi Q = {4, 9, a5,9,, 95}, beceriler  kiimesi S =
{s1, 52,53, 54, S5, S¢} olarak verilsin. 7 : Q — 25 — {@} doniisiimii

7(q,) = {s1,54},7(q;) = {51, 53,54, 55,56}, 7(q5) = {51, 52, 53,54, 56},
T(q4) = {51; 52, Ss, S6}I T(qS) =3 {S3I55I 56}
olarak tammlansin. (Q, S, T) bir beceri doniisimiidiir. (Q, S, T) beceri doniisiimiine karsilik

gelen beceri-soru ¢izelgesi Cizelge 4.1 ile verilmistir.

Tamim 4.2.2. (1) (Q, S, 7) bir beceri doniisiimii ve Y € S olsun. Eger K € Q i¢in
K={qeQ:Ynt(q)+0}

saglaniyorsa, K ya ayirict model yardimiyla Y ile kondurulan bilgi durumu denir.

Her g € Q i¢in7(q) # @ oldugundan, Y = @ olmasi durumunda K = @ bilgi
durumu elde edilir. Y = S olmasi durumu ise K = Q bilgi durumunu tanimlar.
(2) Beceriler kiimesi S nin alt kiimeleriyle tanimlanan ya da belirlenen biitiin bilgi
durumlarinin ailesi, ayirict model yardimiyla (Q, S, ) beceri doniisiimii ile belirlenen

bilgi yapisi1 olarak adlandirilir ve kisaca Kp, ile gosterilir (Doignon ve Falmagme, 1999).

Ornek 4.2.2. Q = {q1,92,G3,q4,qs} Ve S = {s1, 5, 53,54} kiimeleri verilsin. 7: Q —
25 — {0} déntisimii  7(qq) = {s2,53},7(q2) = {51, 53,5}, 7(q3) = {s2},7(qu) =
{s,,53},7(qs) = {s3} olarak tanimlansin. (Q,S,t) bir beceri doniisimiidir. ¥ =
{s,,5,} €S alt kiimesinin belirledigi bilgi durumu K = {qy,92,93,9s} ={q € Q :
{s5, 5.} N 1(q) # @ } olur ve K € Kpy, dir. Ancak K = {q1, q,,q3} S Q kiimesini bilgi
durumu olarak belirleyen bir Y € § alt kiimesi bulunamaz. O halde K & Kp,, dir. Kpy,

bilgi yapis1 tiim elemanlari ile asagida verilmistir:

:}CDM = {(Z)' {Q2}' {ql: qs, q4}' {fh. q2,43, q4—}' {fh. 42,44, qS}r Q}
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Onerme 4.2.1. (Q, S, ) bir beceri doniisiimii olsun. Kp,, bilgi yapis1 bir bilgi uzayidir.

Kanit: (Q, S, 7) bir beceri doniisiimii olsun. Her i € A i¢in K; bilgi durumu S beceriler
kiimesinin bir T; alt kiimesiyle elde edildigini varsayalim. Bu durumdaher i € Aicin K; €
Hpu olur. O halde U;cp K; ailesi de U;ep T; tarafindan elde edilir. Buise U;c, K; ailesinin
bir bilgi durumu olmasidir. Baska bir ifadeyle U;ep K; € Kpyy dir ve {K;}iea ailesi U-

kapalidir. Boylece, Kpy, bilgi yapisi bir bilgi uzayi olur (Doignon ve Falmagme, 1999).

Ornek 4.2.3. Ornek 4.2.2 de elde edilen %p,, bilgi yapis1 U-kapali oldugundan bir bilgi

uzayidir.

Onerme 4.2.2. (Q, X) bir bilgi uzay1 olsun. X ailesini belirleyecek bicimde bir (Q, S, T)

beceri doniisiimii vardir.

Kamt: (Q,X) bilgi uzay: olsun. Ilk olarak 7 déniisiimiinii olusturalim. S = X alalim.
Her q € Q i¢in t(q) = K ile bir beceri déniisiimii olusturulabilir. Boylece T doniisiimii
her soruyu o soruyu bulunduran bilgi durumlarina resmeder. Ayrica Q € K oldugundan
7(q) # @ dir. F € S = XK igin, F ile elde edilen K bilgi durumu X ailesinin bir 6gesidir.
Gergekten,

K={qeQ: Fnt(q) 0}

={qeEQ: FNK,+0}
={q€Q:3IK'eX,qeK ' veK" € F}
={g€Q: IK'€X,qEK}=UF

saglanir. (Q, X) bilgi uzay1 oldugundan U-kapali, yani K =U F € XK dir. Son olarak,
herhangi bir K € K nin S nin bir alt kiimesi tarafindan, diyelim ki {K} tarafindan elde
edildigini gosterelim. {K} kiimesi tarafindan elde edilen bilgi durumu i¢in N gdsterimi
kullanilsin. Boylece
N={qeQ:{K}nw(q) #0}

=g €Q: (K}nK, #9)

={qEQ: KEXK,;}=K
olur. Sonug olarak, bir (Q,¥K) bilgi uzaymin (Q, S, ) beceri doniisiimii tarafindan elde

edildigi gosterilerek kanit tamamlanir (Doignon ve Falmagme, 1999).
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Ornek 4.2.4. Q = {q4, 95, q3, 4, G5} kiimesi iizerinde

KX = {(Z)' {QZ}' {QI' qs, Q4}; {QI' 92,493, Q4}; {QI' q2,q4, QS}' Q}

ailesi U-kapalidir ve (Q, K) ikilisi bir bilgi uzayidir. (Q, K') bilgi uzayina karsilik gelen

beceri doniigiimiinii belirlemek i¢in
Kq, = {01,943, 443,{91, 92, 93, 943, {91, 92, 44, 45}, @},
Kq, = Ha23141, 42, 43, 443,191, 92, 94, 953, @},
HKey = {91,935, 943, {91, 92, 93, 94}, @3,
Kq, = {01,943, 943,{91, 92, 93, 943, {91, 92, 44, 45}, @},

Kq = 141,92, 94,953, Q},

kiime aileleri olusturulur. Her q € Qi¢in t(q) = K, esitligi ile (Q,%,t) beceri

doniisimii elde edilir. (Q, X, 7) tg¢liisiinde K = S olduguna 6zen gosterelim.

(Q, S, 1) bir beceri doniisiimii ve Y € S olsun. Bir bilgi durumunun ayirict model
yardimiyla becerilerin bir Y alt kiimesi ile kondurulmasi Tanim 4.2.2 ile verilmisti. Simdi
iist yaklagim operatorii ile bilgi durumu arasinda bir iliskinin varligini gosterelim.
Boylece kaba kiimeler ile bilgi durumunun elde edilmesinin yolu agilacaktir. Bilgi
durumlarinin olusturulmasi bizleri bilgi yapisina ve daha da 6nemlisi bilgi uzayma
gotiirecektir. Oncelikle, Q kiimesinden S ye bir R bagintis1, her g € Q i¢in x(q) = 1(q)
ile tanimlansin. Bu durumda Y kiimesi ile kondurulan K bilgi durumu, {ist yaklasim
operatorii kullamlarak K = R(Y) = {q € Q : t(q) NY # @} esitligi ile verilir. Boylece
Kpm = {R(Y) : Y € S} ailesi ayrik modelle kondurulan bilgi yapis1 olur. Ayrica Kpy
ailesi U-kapalidir. Gergekten; Ky, K, € Kpy, olsun. O halde K; = R(Y;) = S; ve R(Y,) =
S, olacak bigcimde Y;,Y, € S alt kiimeleri vardir. R(Y;) UR(Y,) = R(Y; UY,) esitligi
Kpu ailesinin U-kapali oldugunu gosterir ve (Q,Kpy) bir bilgi uzayidir. Ayrica, R

bagintis serial oldugundan {l;(s) : s € S} ailesi Q kiimesinin bir Ortisiidiir.

Ornek 4.2.5. (0Q,S, 1) beceri doniistimii Ornek 4.2.2 de verildigi gibi olsun. Her s € §

elemaninin ~ {ist  yaklasimlari E({sl}) ={q,}, ﬁ({sz}) = {q1, q3,q4},§({s3}) =
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{q1, 92, 94, g5} ve R({s,}) = {q,} olur. Boylece elde edilen Kpy = {R(Y): Y C S}
ailesi Ornek 4.2.2 deki Kp,, ailesi ile ¢akisir.

(Q, S, T) bir beceri doniisiimii, S; S S ve her g € Q i¢in 7,(q) = 7(q) N S; olsun.
Eger her q € Q i¢in 7,(q) # @ ise, (Q,S;,7;,) Ugliisii de bir beceri doniigiimiidiir ve
{(R,(Y):Y €S} S {R(Y): Y C S} saglanir. iki farkli beceri doniisimii aym bilgi
uzayini liretebilir. Genel olarak, beceri doniistimiinde baz1 beceriler gerekli olmayabilir.
Beceri doniisiimiinden gereksiz becerilerin kaldirilmasi ya da ayiklanmasi yararli ve
faydali olur. Saglanan fayda, gbézlemlenen ¢6ziim davranisinin daha sade bir yolla
ulagilmasina olanak tanir ve zamandan tasarruf saglar. Bircok uygulamada gereksiz
becerilerin elenmesine ihtiyag duyulur. Bu durum bizleri minimal beceri doniisiimii

diisiincesine gotiirmektedir.

Tamm 4.2.3. (Q, S, 7) bir beceri déniistimii, X = {R(Y): Y €5}, S, S Sveherq € Q
icin 7,(q) = t(q) N S; olsun. Asagida verilen kosullar1 saglayan bir (Q,S;,7;) beceri

doniistimiine minimal ad1 verilir (Liu, 2021).

M1 : Q dan S ye R, bagmtisi, her g € Q i¢in 75, (q) = 71(q) ile taniml olmak tizere
K ={R,(Y): Y c S} dir.
M2: S, € S; ve Q dan S ye R, bagmntisy, her g € Q i¢in 1, (q) = 1(q) N S ile taniml1

ise, K # {R,(Y):Y C S,}dir.

Ornek 4.2.6. (Q,S,7) bir beceri déniisimii ve = {R(Y) : Y € S} olsun. R(Y) =
R(UgeyY) = Usey R({s}) = Usey lz(s) ve her g € Q i¢in 7(q) # @ oldugundan KX ailesi
{Ix(s) : s € §} Ve Uses Ir(s) = R(S) = Q tarafindan gerilir ya da iiretilir. Q kiimesi n
elemanli olmak tizere, @ nun her A alt kiimesi, karakteristik fonksiyon yardimiyla n-
boyutlu Boole siitun vektorii A4 ile gosterilebilir. S kiimesinin m elemanli ve R ye karsilik
gelen bagint1 matrisinin My oldugunu varsayalim. Ayirict model kullanilarak Y kiimesi
ile kondurulan R(Y) bilgi durumunu hesaplayabilmek icin asagidaki esitlik kullanilir:
Agw)y =Mpeldy
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Bu esitlikte yer alan My o Ay, n X m tiirlindeki matris ile m —boyutlu siitun vektorii Ay
nin Boole anlaminda bileskesini ya da carpimini ifade etmektedir. Ornek 4.2.1 i tekrar

ele alalim ve Y = {s,, 53, S5, 56} € S olsun.

100100"(1)'0
1o 111 || |1
A =Meedy=[1 1 1 1 0 1|-[/|=1
110011 1
oo 101 o[} Ll

O halde E(Y) = {q2, 93, q4,qs} dir.

NOT: Her s € S becerisine bir sol komsuluk olan [, (s) karsilik gelir. Ayrica, minimal
beceri doniistimiinii bulmak {{;(s) : s € S} ortlisiiniin indirgemesini bulmaya esdegerdir.
Simdi verilen bir (Q, S, T) beceri doniisiimii i¢in bir minimal beceri doniisiimiinii bulmaya

iliskin 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.2.7. (Q,S,T) beceri doniisiimii Ornek 4.2.1 deki gibi verilsin. O halde
C={lg(sp):i=1,...,6}

= {{a1, 92, 43, 443,195, 443,192, G5, 453,191, 92, 433, {42, 94, 453, {42, 93, G40 G533
olur. U%_,Ix(s;) = Q oldugundan C ailesi Q nun bir ortiisiidiir. Ortii indirgeme
algoritmasini C ailesi i¢in uygulayalim. Algoritmanin uygulanmasi sonucunda;
Red(C) = {lzr(52),lr(s3),lr(54), lr(s5)} ailesi C ortiisiiniin bir indirgemesidir. S; = {s,
S3, S4, S5} minimal beceriler kiimesi olmak iizere (Q, S, T) bir minimal beceri doniisiimii
olur. S; kiimesinden herhangi bir beceri ¢ikarilirsa minimal olma 6zelligi bozulur. Bu
bilgilere gore Cizelge 4.1 yeniden diizenlensin. Yeni olusturulan Cizelge 4.2 de s, Ve sg
becerilerinin yer aldig siitunlarin bulunmadigina dikkat edelim.
Ayirict model yardimiyla (Q, S, 7) beceri doniisiimii ile belirlenen bilgi yapisi olan Kpy,
ailesi
©{az a,b{ap a3 a5} {00 9p @) ey a0 a5t a0, 03 4} {ap 03 0 a5} {000, 0505} @
olarak belirlenir. (Q, Kpy,) ikilisi bir bilgi uzayidir.

Beceriler kiimesi S den s; ve s¢ becerilerinin ¢ikarilmast Kp,, ailesinin belirlenmesini
etkilemez. Kpy, ailesinin 6geleri {{z(s) : s € S;} = Red(C) ailesinin baz1 elemanlarinin
bir birlesimi olarak yazilabilir. Bu durumu ifade etmek i¢in, Kp) =< Red(C) >

gosterimini kullanalim.
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Cizelge 4.2. Indirgenmis ya da minimal beceri-soru ¢gizelgesi

S, S3 Sy Sg
0 0 0 1 0
s 0 1 1 1
s 1 1 1 0
Ga 1 0 0 1
qs 0 1 0 1

4.3. Beceri Doniisiimlerinin Birlestirici Modeli

Beceri doniisiimlerinin birlestirici modelinde ise, bir soruya beceriler kiimesinde

yer alan biitiin kazanilmis beceriler kullanilarak cevap verilir. Ornegin;

8x3-1

cebirsel igsleminin dogru olarak hesaplanabilmesi i¢in s,: carpma ve s3: ¢ikarma
becerilerinin kazanilmig olmasi gerekir. Bu durumda beceriler kiimesi S = {s,, 55} ile

gosterilebilir.

Tamm 4.3.1. (1) (Q, S, 7) bir beceri doniisiimii ve Y € S olsun. Eger K € Q i¢in

K={qeQ:t(q) <Y}

saglaniyorsa, K ya birlestirici model yardimiyla Y ile kondurulan bilgi durumu denir.
(2) Beceriler kiimesi S nin alt kiimeleriyle tanimlanan ya da belirlenen biitiin bilgi
durumlarinin ailesi, birlestirici model yardimiyla (@, S, T) beceri doniisiimii ile belirlenen

bilgi yapisi1 olarak adlandirilir ve kisaca K¢, ile gosterilir (Doignon ve Falmagme, 1999).

(Q,S,7) bir beceri doniisiimii ve Y € S olsun. Tanim 4.3.1 de bir bilgi durumunun
birlestirici model yardimiyla becerilerin bir Y alt kiimesi ile kondurulmas: ifade edilmisti.
Alt yaklagim operatdrii ile bilgi durumu arasinda bir iligki bulunmaktadir. Ayirict modele
benzer olarak; alt yaklagim operatdrii ile bilgi durumu elde edilebilir. Becerilerin bir Y alt
kiimesi ile kondurulan K bilgi durumu, alt yaklagim operatorii kullanilarak K = R(Y) =
{q € Q: 1(q) S Y} ile bulunur. Bu yontem isletilerek Ky = {R(Y) : Y € S} ailesi

birlestirici modelle kondurulan bilgi yapist olur ve Onerme 3.2.1 (ii) geregince de Ky
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ailesi N-kapalidir. Y € S ve s € Y olmak iizere, R({s}) = lz(s) ile R({s}¢) = (Iz(s))¢
esitlikleri Onerme 3.2.1 (ii) geregince saglanir. Y¢ = Ugeye {s} ifadesinin esdegeri Y =
Nseye {s}€ olarak yazilabilir. Bir sonraki adimda, alt yaklagim operatorii Y = Ngeye {S}€

kiimesine uygulandiginda

R(Y) = 5<ﬂ{s}6> =2 = [t

SEYC SEYC SEYC

olur. Boylece {(lz(s))¢: s € S} kesisim flireten bir ailedir. Bunun anlami; birlestirici
modelle kondurulan bilgi yapisi Ky, ailesinin her bir elemaninin {(lz(s))¢: s € S}

ailesinin bazi elemanlarinin kesisimi olmasidir.

Ornek 4.3.1. (Q, S, ) beceri doniisiimiinii Ornek 4.2.2 de verildigi gibi ele alalm. Y =
{s1,53,5,} € S alt kiimesinin belirledigi K bilgi durumu elde edelim. Bunun igin alt
yaklagim tanimi kullanmak yeterli olacaktir. Gergekten; {q €Q: t(q) S {sq,s3 54}} =
{q2, g5} = K olur ve K € Ky, dir. Buna karsin K = {q4, g2, qs} & K¢y olmaktadir. Ky,

ailesinin elemanlarmin tamami elde edilerek asagida verilmistir:

Kem = {9,{q5},{g5},{a2, 95}, {91, 43, 44, g5}, Q-

Ornek 4.3.2. (Q, S, 7) beceri déniisiimiinii Ornek 4.2.2 de verildigi gibi olsun. Her s € S
elemaninin tiimleyeni {s}¢ olmak iizere alt yaklagimlari, sirasiyla R({s;}) =
{qll q31 Q4; qS}' B({SZ}C) = {qZI qS}' B({S3}C) = {q3} ve E({S4_}C) = {Q1; 43,44, qS}

olur. K¢y, ailesinin elemanlari {(Iz(s))¢: s € S} =D = {{q3}, {92, 95}, {91, 93, 94, 95 }}

ailesinin bazi elemanlarin bir kesisimi olarak elde edilir. Ky = {R(Y): Y € S}

ailesinin Ornek 4.3.1 de elde edilen ¥ ¢, ailesi ile aym oldugu goriiliir

Ornek 4.3.3. (Q, S, 7) beceri doniisiimiinii Ornek 4.2.1 de verildigi gibi olsun ve Ornek
4.2.7 yi tekrar diisiinelim. Birlestirici model yardimiyla (Q, S, ) beceri doniisiimii ile
belirlenen bilgi yapisini olusturan K¢, ailesi

0195 4,315 45 953 {90 9 0300 a0 ash 90 45 43 03 00 45 44 451 {90 45 45 4513
olarak belirlenir.

Ky ailesinin elemanlart  {(Iz(y))€: y € S;} = (Red(C))¢ =D ailesinin bazi

elemanlarinin bir kesigimi olarak yazilabilir. Bunu sade bir bicimde ifade etmek icin
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Key => D K gosteriminden yararlanalim. D ailesinin elemanlarinin belirlenmesi K¢y,
ailesinin olusturulmasi anlamina gelir. O halde D elemanlari
(lr(52))° ={q1, 92, g5}, (Ur(s3))° = {q1, 94},
(lr(54))¢ = {94, g5} (r(s5)) = {q1, 95}
olmak iizere {{qy, 92, 95}, {q1, 44}, {94 45}, {q1, q5}} ailesidir. O halde Ky, ailesi
Kem = {90,195}, {91, 92, 53, {01, 443, {04, 453, {q1, 433, {a:13, @}
olur. Her K € K.y eclemaninin D ailesinin bazi 6gelerin bir kesisimi olarak
yazilabildigini 6rnek iizerinde gosterelim. Ornegin: {qs} € Ky elemam D ailesinin
{91, 92,95}, {q4, g5} elemanlarinin kesisimi olarak elde edilir. Buna karsin {q3} & K¢y
olduguna dikkat edelim.

Onerme 4.3.1. (Q,S,7) bir beceri doniisiimii olsun. Ky, bilgi yapis1 N-kapalhdir
(Doignon ve Falmagme, 1999).

NOT: Onerme 4.2.1 ile Onerme 4.3.1 birbirlerinin dualidir.

Ornek 4.3.4. Omek 4.2.2 de verilen (Q,Kpy) ikilisi bir bilgi uzayidir. Kcy =

{KC ‘K € :}CDM} = {@, {CI3}, {qS}' {CIZ; qS}' {ql' 43, 44, qS}' Q} bllgl Yapisi KDM nin
dualidir ve N-kapaldir.

4.4. Coklu Beceri Doniisiimleri

Tammm 4.4.1. Sorular kiimesi Q, beceriler kiimesi S ve u:Q — 2@°-) _ {@} bir
doniisiim olmak iizere (Q, S, p) tgliisiine ¢oklu-beceri doniisiimii ad1 verilir. Her g € Q
icin u(q) kiimesinin elemanlar1 etiketlenmis yeterlilikler ya da yetkinlikler olarak
adlandirtlir (Doignon ve Falmagne, 1999).

Her q € Q ig¢in, A €SS olmak tizere u(q) = {A} ise, (Q,S,u) coklu-beceri
doniisimi bir beceri doniisimii olur. Kisaca, bir beceri doniisiimiiniin ¢oklu-beceri

doniistimiiniin 6zel bir durumu oldugu sdylenebilir.

Tanim 4.4.2. (Q, S, p) bir ¢oklu-beceri doniisiimii, K € Q ve T € S olsun. Eger K kiimesi
T iginde en az bir yetkinlige sahip biitiin sorulari bulunduruyorsa, K bilgi durumunun
becerilerin bir T alt kiimesiyle belirlenir denir. Bu tanim asagidaki gibi ifade edilir:

qgeEK: = 3Ceu(q): C<T.
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Boylece her (Q,X) bilgi yapisi en az bir ¢oklu-beceri doniisiimii tarafindan belirlenir.
T=0ise, K=0 dir. T =S ise, K = Q olur. O halde @, Q € KX saglanir (Doignon ve
Falmagne, 1999).

Ornek 4.4.1. Q ={q4,95, 93,94} Ve S = {sy,5,,53} olsun. Q igindeki her soru igin

yetkinligi listeleyen u : Q — 2%~ _ {@} dontistimii asagidaki gibi tanimlansin:

u(qqe) = {{51»52}» {52'53}}, u(qz) = {{53}' {51153}};
u(qs) = {{51}; {s2}, {51'53}}: u(qs) = {{s2}}.

(Q,S, ) ugliisti bir ¢oklu-beceri dontisimidiir. (Q,S,u) c¢oklu-beceri doniigiimiiniin

belirledigi (Q, X) bilgi yapisi

K ={0,{9:},{q3}, {93, 92}, {01, 92, 43}, {91, 43, 443, {92, 93, 94}, Q}

ailesidir.

4.5. Coklu Beceri Doniisiimlerinin Birlestirici Modeli

Tamm 4.5.1. (Q, S, 1) bir coklu-beceri doniisiimii olsun. Bir p : 25 — 29 déniisiimii
p()={qeQ:3Aeu(@,AcY}, YCS
ile tamimlansin. p doniistimiine problem fonksiyonu, p(Y) kiimesine de bir birlestirici

model yardimiyla Y ile kondurulan bilgi durumu adlari verilir (Heller, vd. 2013).

K&y = {p(Y) : Y € S} olsun. Bu durumda (Q, K/},) bir bilgi yapisidir. (Q, K[5)
ye birlestirici model yardimiyla (Q, S, 1) ¢oklu-beceri doniisiimii ile kondurulan bilgi
yapist denir.

(Q, S, u) bir ¢oklu-beceri doniigiimii ve x € Q olsun. u(x) iginde bulunan minimal
elemanlarin (varsa) kiimesini p,,;,, (x) ile gosterelim. Bu durumda (Q, S, () Ugliisii de
bir ¢oklu-beceri doniisiimii olur. Ayrica, (Q,S,u) ve (Q,S, Umin) aym bilgi yapisini

tanimlarlar.

Ornek 451. Q ={1,234} ve S={ab,c} olmak iizere u:Q — 2@~ _ (g}

dontisiimii asagida verildigi gibi tanimlansin:
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u(D) = {{a, b}, {a, c}}, n(2) = {{a,c}, {c}}, u(3) = {{b, c}}, u(4) = {{a,c}, {b}}.
Y = {a, c} ile kondurulan bilgi durumu {1,2,4} olur ve (Q, S, 1) ¢oklu-beceri doniisiimii
ile kondurulan bilgi yapis1 KX = {@, {2}, {4}, {1,4},{1,2,4},{2,3,4}, Q} olur. K ailesi ne U-
kapali ne de N-kapalidir. Bilgi yapisin1 kaba kiime yaklasimlariyla belirleyebiliriz.
Max? ;| pmin ()| = 2 oldugundan; Q dan S kiimesine birbirlerinden farkli R; ve R, ile
gosterilen bagintilar vardir. x € Q olmak iizere, fmn(x) = {rg,(x) : i = 1,2} olarak

tanimlansin.

Cizelge 4.3. R, ve R, bagintilar1

Q 3 TRy
1 {a, b} {a,c}
2 {c} {c}
3 {b, c} {b, c}
4 {a,c} {b}

1R, (1) = {a, b}, 1g,(2) = {c}, 1, (3) = {b,c}, 1, (4) = {a,c},
TR, (1) = {a, ¢}, 7%,(2) = {c},7%,(3) = {b, c}, 1,(4) = {b}
oldugunu varsayalim (Cizelge 4.3). O halde
p(Y)={x€Q:34A€u(@),ASY} =R (Y)U Ry(Y), Y€2°
dir. Y = {a, c} olsun. Bu durumda &(Y) = {2,4}, R,(Y) = {1,2} ve
p(Y) = Ry(Y) UR,(Y) = {24} U (1,2} = {1,2,4}
olur.

Bu 6rnekte verilen yontem genel bir ¢oklu-beceri doniisiimiine genisletilebilir. Bir
(Q, S, 1) goklu-beceri doniisiimil igin Q = {x1, Xy, ..., X} Ve S = {s1,53, ..., Sy} olsun.
(Q,5,1) Ttgclisiini  degistirmek i¢in  (Q, S, Unin) gOsterimini kullanalim. [ =
Max;- | min ()] olsun. Q dan S kiimesine Ry, R,, ..., R; bagmtilari, i = 1,2, ..., m olmak
tzere Upmin(x;) = {rR (), g, (), ...,rRl(xi)} ile tanimlansin. Gergekten, S nin alt
kiimelerinin keyfi siralanisina gore, ppin(x) = {Ty, Ty, ..., T;}, T; S S olsun.

(1) t =Llise, 1z, (x) =Ty, i =1,2,..., Ldir.
(@ t<lise, g, (x) =Ty,i =1,2,..,t verg (x) =T, t < i< Ldir.

Ayrica,
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p(¥) = {x€Q: IAE(x),AC Y} =R, (Y)U Ry(Y), ., R,(Y), VY € 25
olur. 7; : Q — 2° — {@} déniisiimii x € Q ve i = 1, ..., [ olmak iizere, 7;(x) = g, (x)

ile tanimlanir ve (Q, S, t;) bir beceri doniistimiidiir (Liu, 2021).

Bir c¢oklu-beceri doniligiimii iizerine hangi kosul konulursa, N-kapali aile
tanimlayacagina iliskin soru Falmagne ve Doignon tarafindan giindeme getirilmistir. Bu

sorunun yaniti agagida verilen iki teoremle karsilik bulmustur (Liu, 2021).

Teorem 4.5.1. (Q, S, u) bir goklu-beceri doniigiimii, p problem fonksiyonu ve K7, =
{p(Y) : Y < S} olsun. Eger her q € Q i¢in u(q) nun en kiigiik 6gesi varsa, K[y, ailesi N-
kapalidir.

Kamt: u(q) igindeki en kiigiik elemani p,,;,, (q) ile gosterelim ve Q dan S kiimesine bir

R bagintisi, her ¢ € Q i¢in 7x(q) = Wmin(q) ile tanimlansin. Y € S igin
p(Y)={q€eQ: 3Aepu(x),ASY}={q€Q: tnn(q) €Y} =R()

oldugu tamimlardan goriliir. Ayrica, Kl = {p(Y) : Y € S} ={R(Y) : Y € S} olur ve

K, ailesi N-kapalidir (Liu, 2021).

Ornek 45.2. Q = {1,234} ve S = {sy,5,, 53} olmak iizere p:Q — 2"~ — (g}

dontigiimii asagidaki gibi verilmis olsun:

p(D) = {{s1, 523, Q} 1(2) = {51,523, {513} 1(3) = {{s2,53}, Q% n(®) = {{s1}, {51, 5,3}
(Q,S, ) bir goklu-beceri doniistimidiir. Her i = 1,2,3 i¢in u(i) nin en kii¢iik eleman1
bulunmaktadir. Bunlar, sirastyla  py,in (1) = {s1,52}, Umin(2) = {51}, Umin(3) =
{s2, 53}, Umin(4) = {s1} olurlar. O halde K[, = {0,{3},{2,4},{1,2,4}, Q} ailesi n-
kapalidir (Liu, 2021).

Onerme 4.5.1. (Q, S, 1) bir coklu-beceri doniisiimii, p problem fonksiyonu olsun. Her

q € Q igin u(q) tek elemanl bir kiime ise, K7, = {p(Y) : Y < S} ailesi Nn-kapalidur.

Kamt: q € Q icin u(q) = {A,} olsun. O halde u(q) iginde en kiigiik eleman A, olur
(Heller vd., 2013).
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Teorem 4.5.2. (Q, S, 1) bir ¢oklu-beceri doniisiimii, p problem fonksiyonu ve K7, =
{p(Y) : Y € S} olsun. Q dan K[}, ailesine bir R bagntisi, q € Q igin rx(q) = K&y —
(K () q ile tammlansin. Asagida verilen 6nermeler denktir.

(i) Ky ailesi N-kapalidir.

(i)  HerY c Siginp(Y) = R(K — {p(Y)}) saglanur.

Kanit: X[y = {p(Y) : Y S S} nin bir bilgi yapist oldugu agiktir. Q dan K[}, ailesine
bir R bagmtisi, q € Q icin 1:(q) = Ky — (K(y)q ile tammlayalim. Teorem 3.3.2
geregince, “XK [y, ailesinin N-kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul p(Y) = R(¥ —

{p(Y)}) dir” esdegerligi bilinmektedir. Boylece kanit tamamlanir (Liu, 2021).

4.6. Coklu Beceri Doniisiimlerinin Ayirict Modeli

4.6.1. Tammm (Q, S, u) bir coklu-beceri doniisiimii olsun. Birlestirici modelin bir dual

bi¢imi olarak diger bir g : 25 — 22 problem fonksiyonu
q¥)={x€eQ:VAeulx),AnY = @}, Ycs

ile tanimlansin. q(Y) kiimesine de ayirict model yardimiyla Y ile kondurulan bilgi

durumu adu verilir (Liu, 2021).

Kl = {q(Y) : Y € S} ailesi bir bilgi yapisidir. (Q, K[},) ikilisine ayirict model
yardimiyla (Q, S, i) coklu-beceri doniisiimii ile kondurulan bilgi yapisi denir. p ve q
problem fonksiyonlarinin birbirlerinin duali oldugu kolayca goriiliir. p ve q arasindaki
dualitenin varhigr, Y €S olmak tizere (p(Y))=q(Y°) ve (q(Y))° =p(Y°)
esitliklerinin saglandigi anlamma gelir. Her x € Q i¢in |u(x)| = 1 ise, (Q, S, 1) ¢oklu-
beceri doniisiimiinii bir (Q, S, 1) beceri-dontisiimiine ¢evirir ve q(Y) kiimesi ayirict model
yardimiyla Y ile kondurulan bir bilgi durumu ile gakisir. Birlestirici model igin verilen

teoremlerin benzerleri ayirict model i¢in de ifade edilebilir.

Teorem 4.6.1. (Q, S, u) bir ¢oklu-beceri doniisiimii, g problem fonksiyonu ve K[}, =
{q(Y) : Y € S}olsun. Her x € Q igin u(x) in en kiigiik eleman1 varsa, (Q, ¥}},) bir bilgi

uzayidir.

Kanit: Teorem 4.5.1 de verilen kanita benzer olarak, u(x) igindeki en kiiglik elemani
Umin(x) ile gosterelim. Q dan S kiimesine bir R bagintisi, x € Q igin 1z (x) = Umin(x)
ile tanimlayalim. Bu durumda,
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qV)={x€Q: VAeu(x),ASY}={x €Q: tpm()NY#@}=R(Y), YSS§
olur. Boylece (Q, K}},) ikilisinin bir bilgi uzay oldugu goriliir (Liu, 2021).

Ornek 4.6.1. (Q, S, ) ¢oklu-beceri doniisiimii Ornek 4.6.2 de verildigi gibi olsun. Ayrica,
Q dan S ye blr R baglntlsl, T‘R(l) = {Sl' Sz}, TR(Z) = {SI}F TR(S) = {Sz, 53} ve TR(4‘) =
{s1} olarak tanimlansin. K}, = {q(Y) : Y < S} ailesi bir bilgi uzayidir (Liu, 2021).

Teorem 4.6.2 (Q, S, 1) bir ¢oklu-beceri doniistimii, g problem fonksiyonu olsun. Her x €
Q igin ve her A, u(x) iginde tek elemanli bir kiime ise, K};, = {q(Y) : Y < S} ailesi n-
kapal1 bir bilgi yapisidir.

Kamt: Q dan S ye bir R bagintisini, 7z (x) = U4eu) 4, % € Q ile tamimlayalim. O halde
q(¥) ={x€Q: VAEu(x),AnY # d} = {x € Q: 1z(x) €Y} = R(Y)
olur ve K5k, = {R(Y) : Y < S} ailesi N-kapali bir bilgi yapisidir (Liu, 2021).

Ornek 4.6.2. Q = {1,2,3,4} ve S = {54, s,, 53} olmak iizere u doniisiimii

n(@) = {{s13, G533} w(@) = {{s13, {23}, 1(3) = {2}, 55} (D) = {51}, {523}
olarak verilsin. (Q, S, p) tgliisii bir ¢oklu-beceri doniistimiidiir. Ayrica, Q dan S ye bir R
bagintisi, 15(1) = {sq,53},mr(2) = {51,5,}, 7R (3) = {55,535} ve 1x(4) ={s1,s,} ile
tanmimlansin. K[}, = {B(Y) 1Y C S} = {0,{1},{3},{2,4},Q} ailesi N-kapalidir (Liu,
2021).

Teorem 4.6.3. (Q, S, 1) bir ¢oklu-beceri doniisiimii, K5, = {q(Y) : Y € S}ve Qdan L
ailesine bir R bagintisi, x € Q i¢in rx(x) = (KJ}1), ile tanimlansin. K}}, ailesinin bir

bilgi uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R(q(Y)) = q(Y),Y € S olmasidur.

Kamt: K[}, = {q(Y) : Y € S} bir bilgi yapisidir. Teorem 3.3.1 geregince, K[}, bir bilgi
uzayidir & her Y € S i¢in R(q(Y)) = q(Y) denkligi kanit: tamamlar (Liu, 2021).

Teorem 4.6.4. (Q,S,u) bir ¢oklu-beceri doniisiimii, Y € S olmak tizere p(Y) =
fxeQ:JAeulx),AcY} ile q¥)={xeQ: VA€ ulx),AnY = @} problem
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fonksiyonlart verilsin. Ayrica, X/y ={p(Y):Y <SS} ve K[}, =1{q(Y): Y S5}

olsun. O halde Kf}, ve K4, birbirlerinin dualidir

Kanit: Asagida verilen denklikler K[}, ve K}, ailelerinin birbirlerinin duali oldugunu
kanitlar (Liu, 2021).
KeXlyeoK=p(Y)={x€eQ:3A€u(x),AcY}
SKe={xeQ: VAeux),AnY® + ¢}

o KCe Kpy .

Ornek 4.6.3. (Q, S, u) ¢oklu-beceri doniisiimii Ornek 4.5.1 de verildigi gibi olsun.

Kim = {0,{2},{4},{1,4},{1,2,4},{2,3,4}, @}
ailesinin duali [}, = {0, {1},{3},{2,3},{1,2,3},{1,3,4}, @} dir. Dogal olarak [}, ailesi

de K}, ailesinin dualidir.

Onerme 4.6.1. (Q, S, 1) bir ¢oklu-beceri doniisiimii olsun. Her x € Q igin, u(x) icindeki
her A kiimesi tek noktadan olusuyor ya da tek noktali ve Ky, = {p(Y) : Y € S}ise, K,
bir bilgi uzayidir (Heller vd. 2013).

Kamit: Teorem 4.6.2 geregince, K[} = {E(Y): Y © S} ailesi N-kapali bir bilgi
yapisidir ve (K¢ ={R(Y) : Y € S} = K[}, olmaktadir. O halde [, bir bilgi

uzayidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Kaba kiimeler ve bilgi uzaylar teorileri birbirlerinden farkli sorunlarin ¢dziimlerine
alternatif olarak disiiniilmustiir. Her iki teori de kiime tabanlidir ve kiimeleri etkin olarak
kullanir. Kaba kiime teorisinde kiimenin elemanlar1 klasik kiimelerde oldugu gibi kesin
olarak belli degildir. Bu durum muglak ya da belirsiz olarak ifade edilebilir. Bilgi sistemi
ad1 verilen ¢izelgeler nesneler ve nesnelerin sahip oldugu 6zellikleri bulundurur. Teorinin
baslangici bilgi sistemleridir. Bir bilgi sisteminde gizli olan ya da gériinmeyen bilginin
yaklasimlarda bulunarak ortaya ¢ikarilmasi amacglanir. Alt yaklasim ve iist yaklasim
operatorleri yardimiyla ¢izelgede gizli kalmis ya da goriinmeyen bilgiye ulasilir. Bilgi
uzaylari teorisinin 6ziinde ise, 6grenme ve degerlendirmeye dayanan bir yaklagim
bulunmaktadir. Bilgi uzaylari teorisi de kiimeleri etkin olarak kullanir. Bilgi alan1 belirli
bir konuya iligkin sorulardan olusur. Bilgi uzay1 ise sorulara verilen dogru yanitlar
arasindaki iliskileri bulunduran matematiksel bir yapidir. Herhangi bir dlgiime ya da
istatistik bilgisine gereksinme duymaz. Temel diisiince, bilgi uzaylar1 teorisini bir
bilgisayar yaziliminin dayanagi olarak almak ve teoriye egitim boyutuyla bir uygulama
alan1 yaratmaktir. Bunun gerceklestirilmesi bir bilgisayar yazilimi ile saglanir. Yazilimi
tamamen matematik tabanli olup bilgi uzaylari teorisini kullanmaktadir. Bilgi uzay1 6zel
bir bilgi yapisidir ve kisaca ALEKS (Assessment and LEarnig in Knowledge Spaces) adi
verilen web tabanli yazilimm ¢ekirdegini olusturur. Ogrenciler matematik, fizik, kimya,
istatisttk ve muhasebe gibi bircok alanda ALEKS yazilim sistemini etkin olarak
kullanmaktadir. ALEKS yazilim i¢in bilgi uzaylar1 teorisinin uygulama alani oldugunu
sOylemek cok yerinde olacaktir. Yakin zamanda yasadigimiz Covid pandemisi, uzaktan
egitimin gerekliligini ve onemini belirgin bir sekilde ortaya koymustur. Bu durumun
dogal bir sonucu olarak ALEKS yazilimi ¢esitli diizeyde bulunan 6grenciler tarafindan

etkin olarak kullanilmasinin yolu acilmistir.

Bu caligma farkli iki teorinin birbirlerini yaklasimlar anlaminda destekledigini
gostermektedir. Ayrica, bigimsel kavram analizinin de bilgi uzaylar1 ve kaba kiime
teorileriyle ortak yonlerinin bulundugu bilinmektedir. Bilgi uzaylar1 kaba kiime {ist
yaklagimlartyla karakterize edilmektedir. Kesisime kapali olan bilgi yapilart iist yaklagim
operatorii ile elde edilebilmektedir. Kaba kiime yaklasimlari ile beceri doniistimlerinin
ayrik ve birlestirici modelleri kullanilarak bilgi yapilari olusturulabilir. Ayrik ve
birlestirici modeller egitim alaninda 6grencinin edindigi beceriler bagligi altinda yer

almaktadir. Minimal beceri doniistimleriyle kondurulan bilgi yapilar1 kiime birlesim ve
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kesisim islemlerine gére kapali bir aile olur. Ortii indirgeme algoritmasi tekniginin
minimal beceri dontisiimlerinin elde edilmesinde 6nemli bir katki sagladig1 goriilmiistiir.
Bilgi uzaylarinda ¢oklu beceri doniisiimlerinden yararlanilmaktadir. Ayrica, bilgi yapilari

beceri doniisiimlerinin ayrik ve birlestirici modelleriyle elde edilebilmektedir.

Matematik dizininde yogun olarak ilgi goren bilgi uzaylar1 teorisinin diger
disiplinlerle olan iliskileri arastirma konusu olarak ele alinabilir. Bunlar arasinda bigimsel
kavram analizi, 6§renme uzay1 ve doku uzay1 teorileri sayilabilir. Bilgi uzaylar1 ve kaba
kiimeler gelecekteki ¢alismalar i¢in farkli disiplinler arasinda baglantiy1 saglayacaktir. Bu
alanlarda yapilmasi Ongoriilen aragtirmalar, bilgi yOnetimi, yapay zeka, makina

ogrenmesi ve diger teknoloji alanlarinda 6nemli yenilikler getirebilir.
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