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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmig bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler

P3

T3

v=[xyz]
V= [XYZw]
V= I[XYZw]

Vo = [XOIYOr ZO;WO]

1:012

U0123

Yo

To12

To123

Ac¢iklamalar
Projektif uzay
Iki tarafli uzay

Oklid uzayt ile birlestirilmis vektdr uzayi

Projektif uzay veya iki tarafli uzay ile birlestirilmis R*

vektor uzayindaki bir vektor

Projektif uzay veya iki tarafli uzaydaki bir nokta
Pliicker koordinatlarina bagli nokta

Pliicker koordinatlarina bagli dogru

Pliicker koordinatlarina baglh diizlem

Pliicker koordinatlarina bagl uzay

Pliicker katsayilarina bagli diizle

Pliicker katsayilarina bagl dogru

Pliicker katsayilarina bagli nokta

Pliicker katsayilarina bagli bosluk



1.GIRiS

Bilgisayar grafikleri ve geometrik model olusturma konularinda hala bazi 6nemli
problemler ¢oziilmiis degildir. Geometrik algoritmalardaki basitligin eksikligi bu

problemlerden biridir.

Genel olarak bilgisayar grafiklerindeki geometrik sekiller ve geometrik modeller
projektif doniisiimlere maruz kalirlar, fakat bazi durumlarda bu sekiller bir¢cok
anormal sekillere doniisiirler. Bu gibi durumlar bir geometrik sekile veya rasyonel
egri ve yiizeylerin degerlendirilmesindeki bolme islemlerine, projektif doniisiimler
uygulandiginda ortaya ¢ikar. Bundan dolayi, tamamiyla giivenilir bir degismeyen
yontem yazmak c¢ok zahmetli bir istir. Bir dogru pargasi ve iiggen arasinda bir
program yazdigimizi kabul edelim. Bu 6rnek olayimiz da, bir dogru pargasi projektif
doniisiimden sonra; i¢ dogru pargasi, dis dogru parcast ve yart sonsuz dogru pargasi
olmak {iizere 3 sekil, bir licgen de projektif doniisiimlerden sonra Sekil 2.3 ‘de
goriildiigli gibi; 5 farkli sekil alabildigi igin 3 X 5 =15 farkli metot yazmak

zorundayi1z.

Bu problemin {istesinden gelmek i¢in, homojen simpleksler arasinda ve dual
homojen simpleksler arasinda iligkilendirme testlerinin degismeyen kosullar1 ve
birlesimi tiiretilir. Fakat bu kosularda, baz1 durumlarin 3 boyutlu uzayda bir noktasini

veya noktalar1 bulmak ¢ok can sikici olmaktadir.

Yamaguchi Computer-Aided Geometrik Design adli kitabinda Pliicker koordinatlar
ve Pliicker katsayilarin1 kullanan yeni bir metot onermistir. Bu metot herhangi bir
yardimc1 nokta gerektirmez ve degisken degildir. Bunun yaninda yazar Pliicker
koordinatlar1 ve katsayilarmi kullanan diger temel geometrik testleri de sunmustur.
Homojen koordinatlar tanimli bir nokta i¢in koordinat sistemi temsil ederken keyfi
derecedeki diizlemlerin koordinatlar1 olan Pliicker koordinatlari, homojen
koordinatlarin bir genellestirilmesidir. Aym sekilde Pliicker katsayilar1 da homojen

katsayilarin genellestirilmesidir. Bu konudaki her test kosulu durumu P2 (projektif



uzay) ve T3 (iki tarafli uzay)‘teki homojen geometrik ogelerin yanmda, dual

homojen geometrik 6gelere de uygulanir.



2. OKLIDYEN UZAYDA TAM GEOMETRIK TESTLER

Bu boliimde oklidyen uzaydaki tam geometrik testlerin biitiin sartlar1 géz Oniine
alindiginda ne kadar karmasik oldugunu gorecegiz. Giris kismindaki ilk amacimiz
isaretlenmis ve isaretlenmemis homojen koordinatlarla tanimlanan projektif uzaymn
iki ¢esidini agiklamak ve daha sonra bu uzaylardaki homojen simpleksleri

tanimlamaktir.

2.1. Projektif Uzay ve iki Tarafh Uzay

R* reel vektor uzay1 ve *R* = R* — {0} olarak alalm. P,Q € *R* ‘e bagh olarak,

asagidaki denklik bagintisini verelim;

P~Q<=>3LER; L#0, \P=0Q 2.1)

P=[XYZw] P ‘yi i¢eren denklik sinifinin bir isaretlendirilmemis homojen
koordinat temsilcisidir; fakat Es.2.1 denkleminde A # 0 yerine A > 0 kullanilirsa P
isaretlendirilmis homojen temsilcidir. Ikinci denklik sinifi, iki tarafli T3 uzayindaki
bir noktay1 temsil ederken; ilk denklik sinifi, P3 klasik projektif uzayindaki noktay1
temsil eder. P ‘ye karsilik gelen siradan koordinat vektorii p = [xy z]; X, Y ve Z ‘nin

w ye boliinmesiyle elde edilir, sirasiyla:

x=X/w, y=Y/w, z=7Z/w.

Iki projektif uzaydaki sekiller arasindaki farkliliklar asagidaki sekilde dzetlenir:

1. Klasik projektif uzayda, bir sekil ve onun zit goriintiisii iki tarafli uzayda
olmamasina ragmen farkli diistiniilmiis ve tanimlanmastir.

2. Iki tarafli uzayda bir sekil yonlendirilmis, fakat izdiisiim uzayinda aym

yonlendirme kullanilmamistir.



Cizelge 2.1. Homojen simpleks ve dual homojen simplekslere ait tanimlar

Homojen Simpleksler

Dual Homojen Simpleksler

1-Homojen dogru pargasi

Homojen bir dogru pargasi, iki lineer bagimsiz
homojen nokta vektoriiniin bir konveks birlesimi
gibi VyveV; homojen parametreleri tarafindan
asagidaki sekilde tanimlanabilir:

V= [éovo + élvl]l
P3 “deki dogru pargast:
(& 20 V()& <0),
T3 “deki dogru pargas:

(& & = 0).

(& &) # (0,0),

1’.Dual homojen dogru parcasi

Dual homojen bir dogru pargasi, iki lineer
bagimsiz homojen katsayr vektoriiniin bir
konveks birlesimi gibi y vey, homojen
parametreleri tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanabilir:

v=[E7, TEY ) (&) # (0,0),
P3 ‘deki dual dogru pargast:

&y & 2 0)V(E,E =0),

T3 “deki dual dogru parcasi:

(& & = 0).

2. Homojen iicgen

Bir homojen tiiggen, ii¢ lineer bagimsiz homojen

2’. Dual homojen iicgen

Bir dual homojen iiggen, ii¢ lineer bagimsiz

nokta vektoriiniin bir konveks birlesimi gibi | homojen katsayr  vektoriiniin  konveks
Vo,Vi veV,  homojen parametreleri tarafindan | birlesimi  gibi vy, vey,  homojen
asagidaki sekilde tanimlanabilir: parametreleri tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanabilir:
V= [E.a()VO + Z;lvl + Z_:ZVZ]'
(& 81,8, # (0,0,0), v =670 &7 T E7,),

P3 “deki iicgen: &y &8y # (0,0,0),

&y &, = O)V((éo,il,iz <0), P3 “deki dual iiggen:
T3 “deki iiggen: (SR O)V((io,él,éz <0),

&y 61y, = 0). T3 “deki dual iicgen:

(E08p8, 2 0).

3. Homojen dortyiizlii 3°. Dual homojen dortyiizlii
Bir homojen dortyiizli, dort lineer bagimsiz | Bir homojen dortyiizlii, dort lineer bagimsiz

homojen nokta vektorlerinin bir konveks birlesimi
gibi  V,,V;,V,veV;  homojen  parametreleri
tarafindan asagidaki sekilde tanimlanabilir:

V= [éOVO + élvl + éZVZ + §3V3]'
(& &1/55) # (0,0,0,0),
P3 “deki dortyiizlii:
(§0’§1’§2’§3 = O)V(E-'O’&l’ﬁ-'z’é-@ = 0)’
T3 “deki dortyiizlii:
6y 81,6852 0) .

homojen  katsay1r  vektoriiniin -~ konveks
birlesimi  gibi  y,,v,,v, vey; homojen
parametreleri tarafindan asagidaki gibi
tanimlanabilir:

Y= [‘:070 T8 7, &Y, §3Y3],
(8061,85:83) # (0,0,0,0),
P3 “deki dual dortyiizlii:
(éo'araz'% 2 O)V(ao'éraz'&s s 0)'
T3 “deki dual dértyiizlii
6y & 6,852 0)




2.2. Homojen Simpleksler ve Dual Homojen Simpleksler

Oklidyen simplekslerin dogal genislemelerinde oldugu gibi, homojen simpleksler

Cizelge 2.1 de gosterilen & homojen parametrelerinin kullanilmasiyla P3 ‘deki veya

T3 'deki V; noktalarina karsilik gelen R* ‘deki lineer bagimsiz V; vektorlerinin lineer

kombinasyonu olarak tanimlanmustir.
2.3. Perspektif Doniisiimlerden Sonra Geometrik Sekiller

Cizelge 2.1 de verilen denklemlerdeki simpleksler Oyle geneldirler ki oklidyen
goriintiileri, homojen koordinatlar X,Y,Z ‘nin sirasiyla w koordinatina boliinmesiyle

elde edilir.

Dogru pargalar ii¢ ¢esit olarak belirtilir bunlar Sekil 2.1 de gosterildigi gibi i¢ dogru
parcasi, dis dogru pargast ve yart sonsuz dogru pargasidir. Bu dogru pargalar
sirasiyla son noktalarinin w koordinatlarinin aym isaretli, farkli isaretli ya da w
koordinatlarindan birinin sifira esit olup olmadigina bagli olarak olusturulmustur. Bu
degisiklikler bélme isleminden dolayr meydana gelmistir ve buna benzer durumlar
farkli isaretli sayilar ile boldiigimiizde de meydana gelebilir. Ger¢ekten bu durumlar
perspektif doniigiimlerin bolme islemlerinde veya rasyonel egrilerin ve yiizeylerin

degerlendirilmesindeki bolme islemlerinde meydana gelir.

Ucgenler ve dortyiizliiler dogru pargalarindan meydana gelmistir. Bundan dolay1, bu
simpleklerin oklidyen goriintiileri Sekil 2.3 ve Sekil 2.4 de goriildigli gibi dogru
parcalarindan daha fazla karmasik hale doniisebilir. Bu goriintiiler siniflandirilmis ve

sonsuzdaki diizleme karsilik orantili konumlara bagl olarak gdsterilmistir.



wil=>0

wl <0 Vo
wi=0 w0 =0
(w1 <0)
wil <0
(w1 =0)
wio W1<0
(a) (b) (c)

Sekil 2.1. Homojen dogru parcalarinin klasik projektif uzaydaki tanimlar

a) I¢ dogru parcasi b) Dis dogru pargasi ¢) Yar1 sonsuz dogru pargast

Yo

Sekil 2.2. Bir dual homojen dogru parcast



Wic<o Wz<o

Wizo W20
(W1 < 0) (W2 <o)

Sekil 2.3. Klasik projektif uzayda homojen ticgenler

Wozxo
(Wo <o)
Wizo Woso
(W1 <o) (Wo < 0)
Wo > 0 (Wo < 0) Wi<o .
Wz<o (W3z0) Wa<o Wi<o
(Wz2>0)
Wizo Wi>o
(W1 < 0) (W3 <o)
Wa2=o0
(Wz <a)
(a) (b) (c)

Sekil 2.4. Klasik projektif uzayda homojen dortyiizliiler



Wo=0
Wize | AT
(W1 < 0) \
Wz=o0
(Wz = 0)

(d)

y W3zo
(W3=<o)

Wazo
{Wz2 <o)

(f)

(Wi<o)}

(e)

Wo=0

Sekil 2.4. (Devam) Klasik projektif uzayda homojen dortyiizliiler



AWi=o0

W2=0p

Wilo

(h)

Sekil 2.4. (Devam) Klasik projektif uzayda homojen dortyiizliiler

2.4. Oklid Uzaydaki Tam iliskilendirme Testleri

Bolim 2.3 de gosterildigi gibi, 0Oklid uzaydaki goriintiiler karmasik olma
egilimindedir. Bir dogru parcasit ve bir liggen arasindaki bir kesisimi test etmek
amaciyla yazilan bir yazilim paketini diisiinelim. Tiim olast durumlar1 kapsamak

amaciyla 3 X 5 = 15 ayr1 yontem yazmaliyiz.

Ucgeni olusturan kenarlar ve verilen dogru parcasmin kendisi farkli bigimler
iistlenebilecegi i¢in, bu dogru parcalar1 farkli denklemler tarafindan ¢aligtirilir, v, ve

v, tarafindan vektorlerin iki u¢ noktasini belirtirsek;

I¢ dogru parcast: v=[1-tvy+tv;, 0<t<1
D1s dogru pargast: V =V +X t, t=>0 v=vi+xt, t=0
Yar1 sonsuz dogru pargasi: V=Vt t, t=0

seklinde ifade edilir.
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Paketin igerisinde program; ilk olarak 15 olasi durumdan hangisinin gecerli oldugunu
bulmak zorundadir ve buna karsilik gelen yolun kontroliinii gegmelidir. Bu kolay bir

islem degildir.

Ancak, eger 6klid uzay1 yerine, projektif uzay ile baglantilh R* uzaymda calsirsak,
olaylar ¢ok daha basit hale gelir. Ilk olarak, Boliim 2.2 ‘de goriildiigii gibi her
simpleks tek bir bi¢cim iginde gosterilir. Dolayisiyla geometrik bir test tek ve

birlestirilmis bir bigimde ifade edilir.
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3. PLUCKER KOORDINAT VE PLUCKER KATSAYILARINA BAGLI
R* ‘DEKi GEOMETRIK TESTLER

Yamaguchi Bolim 2 ‘de belirtilen zorluklarin iistesinden gelmek icin, Pliicker

koordinatlarini ve Pliicker katsayilarini kullanan asagidaki yeni sistemi dnermistir.

3.1. Pliicker Koordinatlari ve Pliicker Katsayilari

Pliicker koordinatlar1 homojen koordinatlarin genellestirilmesi, yani gelisigiizel
diizlemler icin koordinatlardir. Bir nokta i¢in homojen koordinatlar Pliicker

koordinatlardir.

Ikinci olarak, Pliicker katsayilari homojen katsayilarin genellestirilmesi, yani
herhangi bir diizlemin katsayilari ile ilgilidir. Bir diizlem i¢in homojen katsayilar

Pliicker katsayilaridir.

Cizelge 3.1 de sirasiyla bir nokta, dogru, diizlem ve uzayi; Vy, Loy, Fo12 ve Ugias
seklindeki Pliicker koordinatlar1 ile ifade edecegiz. Ikinci olarak sirasiyla; bir
diizlem, dogru, nokta ve boslugu v, A1, To12, To123 seklindeki Pliicker katsayilari ile
ifade edecegiz. Pliicker katsayilar1 ve Pliicker koordinatlarinin birbirlerinin dualleri

oldugunu da gorecegiz.



Cizelge 3.1. Pliicker Koordinatlar1 ve Pliicker Katsayilari
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Pliicker Koordinatlari

Pliicker katsayilari

NOkta: VO = [Xo,Yo, Zo,Wo].

Diizlem: v, = [ag, by, o, do]T.

Dogru: LOl = [P01' Q01R01p SO]J TOlP UOl];

- . _ T
Dogru: Ag; = [Po1, 901, To1, So1s to1, Up1]

Xo Wo| 130 1] _
Po1 = X, wy| Xow; — WoXy, Po1 = |q, d,|~ apd; —a;dy,
Yo wy by by
— — _ = = by,d; — b,d,,
Qo1 Y, w, Yow; — wo Yy, o1 do, dy 0d1 10
Z W CO Cl
Ro1 = Zi Wi = ZoWq — WpZq, o1 = dy dy = ¢od; — ¢1dy,
Y, Z b, b
SOl = Yi Zfl) = Yozl - ZOYIF So1 = C(()) C; = bocl - bICO'
Z, X Co C1| _
T01 = Zfl) X(l) = Z0X1 - onll t01 - ao all - COal - ClaOl
ap, a
Xo Y e _
Uy = X(l’ Y(l’ = XoY; — YoXy, Uo1 |b0 b1| agb; —a;bo,
Diizlem: Fy;, = [Ao12,Bo12, Co12, Do12l, Nokta: 1y, = [X012,YO12;2012;W012]T,
YO ZO Wjo bO bl b2
Aoz = Y1 Z1 wyq, Xo12 = |C0 €& €2,
Y. Z; w; do d; d
Zy Xo Wy Co C1 Cy
Boiz = |21 X1 wql, Voiz = (30 a1 Az],
ZZ Xz W2 dO dl dZ
XO YO WO aO al aZ
Coz = |X1 Y1 wyf, Zo12 = by by by,
X Yo w, do d; dy
Xo Yo Zo dp a3 az
Doz = (X1 Y1 Z4f, Wo12 = by by by,
X, Y, Z, Ch G G

€ X y/ w
fo12 € {Ao12, Bo12, Co12, Do12} Po12 € {Xo012, Y012, Zo12) Wo12}

Uzay: U123 = [So123], Bosluk:

To123 — [T0123]T,
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3.1.1. Pliicker koordinatlarinda nokta, dogru, diizlem ve uzay

Noktalarin Pliicker koordinatlarinin geometrik anlamlari

Noktanin homojen koordinatlar1 Pliicker koordinatlarinin 6zel bir durumunu temsil

ettiginden Vj, ile temsil edilen bir noktanin Pliicker koordinatlart;

Vo = [XOrYOr Zo;Wo] (3.1

seklinde verilir.

Dogrulann Pliicker koordinatlarinin geometrik anlamlari

Xo Yo Z
VO = [XOJYOJ Zo,Wo], Vl = [X]JY]J lewl] ve [ 0 0 °

0] 2. 4 marising
X1 Y1 Zl W, matrisinden

elde ettigimiz 2 X 2 tipinde 6 farkli matrisin determinanti;

Xo W Y, Z
Po1 = Xg Ws = XowW1 — WoXy, So1 = Y(1) Zi =YoZ1 — ZoYs,
Y, w Zo X
Qo1 = Y(1) W(1) = Yow; — Wo Y7, To1 = Z(1) XS = ZoX1 —XoZ4,
Zo W Xo Y,
Roi = |70 .| = ZoW1 = WoZu, Un =g y,|= Xo1—YoXs,  (32)

olmak iizere; V, ve V; noktalarindan gegen, bir Ly; dogrunun Pliicker koordinati;

Lo1 = [Pop Qo1,Ro1,S01, To1, U01] (3.3)

seklinde verilir.

Simdi de wy # 0 # w; oldugunu kabul edelim ve dogrunun geometrik anlamini

inceleyelim.
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Py1, Qo1, Ro1 1le ilgili olarak;

[Po1 Qo1 Ro1] = wiwg[xg — x4 Yo —VY1 Zo — Z1]

= w; Wy [V; Vo] (3.4)

ifadesi elde edilir.

Bu son esitlikte wywg > 0 ise [Py; Qo1 Ro1] Vo, Vi noktalarindan gegen dogrunun

yonlendirilmis bir vektor temsilcisidir.

Bu durum ayrica VyV; dogrusu ile sonsuzdaki diizlemin arakesit noktalarini

belirlemede kullanilir.

Yani Sekil 3.1 den;

0 —Py1 —Qo1 —Rpg
Po1 0 —Up1 Ty
Qo1 Un 0 —So1
Ror —Tor  Sos 0

, [Po1 Qo1 Ro1] ‘in belirledigi dogrudan elde edilen

1
antisimetrik matris ve [8‘ de sonsuzdaki diizlemin normal vektorii olmak tizere;
0

0 —Poy —Qo1 —Ro1
Po1 0 —Upr Ty
Qo1 Uo1 0 —So1
Ror —To1  Soz 0

= [0 Po1 Qo1 R01]-

S OO -

Yukaridaki sonu¢ gosterir ki; dogru sonsuzdaki (0,Py;,Rgp1,Qo1) noktasinda

sonsuzdaki diizlem ile kesisir ve dogrunun yonlendirilmis vektorii [Py; Qg1 Roq] dir.
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So1, To1 ve Uyy ile ilgili olarak ise;

[So1 To1 Up1] = wyiwyg [YOzl —ZoY1 ZoXy1 —XpZ1 Xo¥1 — Y0X1]

=w;wy Vo XV, (3.5)

Bu esitlik gosterir ki; [Sgq Toq Ugy] vektorii orjini iceren diizlemin normal vektor

temsilcisidir.

“
\ [Po1 Qo1 Rot]

Vi
[So1 To1 Uo1]

/

£y

Vo

Sekil 3.1. Dogrunun Pliicker koordinatlarinin geometrik anlami
Yani Sekil 3.1 den;

0 S01 T01 U01

—So1 0 Ro1  —Qo1 de
_T01 _ROI 0 P01
—Upr Qo1 —Ponr 0

[So1 To1 Ug1] dogrultusundan elde edilen antisimetrik matris olmak tizere;

[1 00 0], sonsuzdaki diizlemin normal vektorii ve

0 S01 TOl U01 ! 0

—So1 0 Ro1s —Q So1
1000 01 = ) 3.6
[ ] —To1  —Ro1 0 Po1 To1 (3.6)

—Upr Qo1 —Po: 0 Uoy
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Yukaridaki sonu¢ gosterir ki; [Sgq Toq Upi] orjini ve ViV, dogrusunu igeren bir

diizlemin normal vektoriidiir.

O halde [Py; Qo1 Ro1] ve [So1 To1r Upy] vektorleri birbirine diktir ve boylece skaler

carpimlari sifirdir.

Diizlemlerin Pliicker koordinatlarinin geometrik anlamlari

Vo = [Xo, Y0, Zo, Wol, Vi = [X1,Y1,Z1, W1], Vo = [X;, Y3, Z;, Wy ] ve

Xo Yo Zog Wy
X: Yy Z; w;p| 3 X4 matrisinden elde ettigimiz 3 X 3 tipinde 4 farkli matrisin
X, Yo Z; wy

determinanti;

Yo Zo wy Zy X, wy
Apio =|Y1 Z;y wqi|,Boro =121 Xy W1‘,
Y, Z, wy Z, X; w,
Xo Yo wp Xo Yo Z
Corz =|[X1 Y1 wi|,Dgio=1|X1s Y1 74 ‘ 3.7
X Yo wy X, Yo Zp

olmak {iizere; Vy,V; ve V, noktalarimi igeren Fy;, diizleminin Pliicker koordinat

temsilcisi;

Fo12 = [A012; Bo12, Co12, D012] (3.8)

seklinde verilir.

Uzavyin Pliicker koordinatlarinin geometrik anlamlari

Vo, V1, V, ve Vs noktalarinin Pliicker ~ koordinatlari sirasi ile

[XO ) YO! ZO! WO]’ [Xl ) Ylf Zlf Wl]' [XZ 'YZ' ZZ' WZ] ve [X3 ) Y3' Z3' W3] ve
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Xo Yo Zo wo
X1 Y1 Z; wy
S = 3.9
0123 X YZ ZZ A\ ( )
X3 Y3 Z3 W3
olmak iizere, Uj;,3 uzayimin Pliicker koordinat temsilci;
Uo123 = [So123] (3.10)

seklinde tanimlanir.

3.1.2. Pliicker katsayilarinda diizlem, dogru, nokta ve uzay

Diizlemlerin Pliicker katsayilarinin geometrik anlamlari

Diizlemin homojen katsayilar1 Pliicker katsayilarinin 6zel bir durumunu temsil

ettiginden vy, ile temsil edilen diizlemin Pliicker katsay1 temsilcisi;

Yo = [a¢, bo, ¢, do]" (3.11)

seklinde tanimlanir.

Dogrulann Pliicker katsayilarinin geometrik anlamlari

Uc boyutlu uzayda vy, ve y; diizlemlerinin Pliicker katsayilar1 sirasi ile
do A1
by by
Co C
do dy

[ag,bo, Co, do]T, [a1, by, cq,d;]T ve 4 x 2 matrisinden elde edilen 2 X 2

tipinde 6 farkli matrisin determinantlar1 da;
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apg a; by b
Po1 = do d1| = apd; —a;d,, So1 = C(()) i = bycy — by o,

by b Co C
Jo1 = dz di = bpd; — by do, tor = |ao 31| = Coay — G414,

| S =cd, - cd — |2 A _ 4., —asb 3.12

g1 = d, d1|_C01 C1dp, u01—bO b1|—ao1 41Dy, (3.12)
olmak tizere;
Ao = [ To1,So1, tor, Uo1] T (3.13)
0 Po1,901, o1, So1, to1, Uo1

Yo Ve Y; diizlemlerinin arakesit dogrusunun Pliicker katsay1 temsilcisidir.

Noktalarin Pliicker katsayilarinin geometrik anlamlari

Yo, Y1 Ve Y, diizlemlerinin Pliicker Kkatsayilar1 siras1 ile [ag, by, Co,do]T,

dp a1 4dz
T T bO bl bZ .. .
[a;,by,cq,dq]", [az, by, cy,dy]t Ve o ¢ ¢ 4 x 3 matrisinden elde edilen
dy d; d,

bo b1 bz Co C1 &)
Xo12 = [C0 €1 C2|,¥Yo12 = |30 a1 az|,
do dl d2 dO dl dZ
do a1 4dp dp a1 4dy
Zo12 = by by b, Wo12 = by b; by (3.14)
do d; d, Co € Cy

olmak iizere;

TMo12 = [X012’Y012,Zo12;W012]T (3.15)

Yo, Y1 Ve Y, diizlemlerinin arakesit noktalarinin Pliicker katsay1 temsilcisidir.



19

Boslugun Plicker katsayilarinin geometrik anlamlari

Yo, Y1, Y2 Ve Yz diizlemlerinin Pliicker katsayilar1 sirast ile [ag, bg, Co,do]T,

[a1, by, cq, d1]T, [az, by, o, dz]T, [az, b3, 3, ds]T ve

aO al az a3

by b; b, bs

To123 = Co € Cp C3 (3.16)
do dy dy ds

olmak tizere;

To12s = [To123]" (3.17)

Yo, Y1, Y2z Ve Yz diizlemleri tarafindan belirlenen boslugun Pliicker katsayi

temsilcisidir.

3.2. Pliicker Koordinatlar1 ve Pliicker Katsayillarina Bagh Homojen ve Dual

Homojen Diizlem ve Simplekslerin Lineer Bagimsizlik Kosulu

Homojen geometrik elementler ve onlarin dual karsiliklari sirasiyla; noktalarin
homojen koordinatlar1 ve diizlemlerin homojen katsayilar1 sayesinde tanimlanir.
Ornegin homojen bir iiggen veya diizlem lineer bagimsiz iic noktanin homojen
koordinatlar1 tarafindan tanimlanir. Eger bu {i¢c nokta lineer bagimsiz degilse, iicgen
ya da diizlem tanimlanamaz. Bir geometrik test kosulu olusturmadan 6nce ilk olarak
geometrik elementi olusturan noktalarin lineer bagimsiz olup olmadigini kontrol
etmeliyiz. Eger Ornegimiz lineer bagimsiz degilse o geometrik element dejenere

olmus demektir.
3.2.1. Homojen dogrular ve homojen dogru parcalari
4 boyutlu homojen koordinatlarla ifade edilen V, ve V; noktalar tarafindan elde

edilen 3 boyutlu homojen dogrunun, 6 boyutlu Pliicker koordinatlar1 tarafindan

asagidaki sekilde ifade edildigini biliyoruz.
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LOl = [P01J Q01:R01;501; TOli UOl]' (318)

Eger verilen iki nokta 6zdes ya da antipodal ise dogru olugsmaz. Diger bir ifadeyle;

V0=kV1, kiO

olmak tizere Es.3.18 kosulunun biitiin bilesenleri sifirdir.

Aksine; eger Es.3.18 kosulunun biitiin bilesenleri sifir ise iki noktanin 6zdes ya da

antipodal oldugunu gosterebiliriz.

Boylece V;, ve V; noktalari lineer bagimsiz olmak {izere, 3 boyutlu bir dogrunun veya

dogru parcasinin tanimi agagidaki gibi ifade edilir.

[Po1 Qo1 Ro1 So1 To1 Ugs] #[000000]. (3.19)

Eger ki; Es.3.19 kosulu saglanmiyor ise 3 boyutlu homojen bir dogru veya dogru

parcasi tanimlanamaz.

3.2.2. Homojen diizlemler ve homojen iicgenler

4 boyutlu homojen koordinatlarla ifade edilen V, V; ve V, noktalar1 tarafindan elde
edilen homojen diizlemin, 4 boyutlu Pliicker koordinatlar1 tarafindan asagidaki

sekilde ifade edildigini biliyoruz.

Fo12 = [A012; Bo12'C012'D012] . (3.20)

Eger verilen V,,V; ve V, noktalar1 bir diizlem olusturmuyorsa yani; noktalar yalniz
bir dogru {lizerinde ise Es$.3.20 kosulunun biitiin bilesenleri sifir olur ki bu

birlesenlerin lineer bagimli oldugunu gosterir.
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Aksine; eger Es.3.20 kosulunun biitiin bilesenleri sifir ise verilen bu ii¢ nokta yalniz

bir dogru lizerinde demektir.

Boylece V,,V; ve V, ‘nin lineer bagimsiz olmasi durumunda bir homojen iiggen

veya bir homojen diizlemin tanim1 asagidaki sekilde ifade edilebilir.

F012 = [A012 B012 C012])012] s [0 00 0] . (321)

Eger Es.3.21 kosulu saglanmiyor ise homojen diizlem veya homojen {ii¢gen

tanimlanamaz.

3.2.3. Homojen uzay ve homojen dortyiizlii

4 boyutlu homojen koordinatlarla ifade edilen V,,V;,V, ve V; noktalar1 tarafindan
elde edilen homojen dortyiizliiniin 1 boyutlu Pliicker koordinatlar1 tarafindan

asagidaki sekilde ifade edildigini biliyoruz.

Uo123 = [So123]- (3.22)

Eger verilen bu dort nokta bir dortyilizlii olusturamiyorsa yani; noktalar yalnmiz bir

diizlem iizerinde ise Es.3.22 kosulunun bilesenleri sifirdir.
Aksine; Es.3.22 kosulunun bileseni sifirsa, verilen bu dort nokta bir diizlem tlizerinde

demektir. Boylece V,, V;, V, ve V3 noktalarinin lineer bagimsiz olmasi kosuluyla bir

homojen dortyiizlii veya uzay asagidaki sekilde ifade edilebilir.

[So123] # [0]. (3.23)

Eger Es.3.23 kosulu saglanmiyorsa, bir homojen dortyiizlii veya uzay tanimlanamaz.
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3.2.4. Dual homojen dogrular ve dual homojen dogru parcalari

4 boyutlu homojen katsayilarla ifade edilen y, ve y; diizlemleri tarafindan elde
edilen dual homojen dogrunun, 6 boyutlu Pliicker katsayilar1 tarafindan asagidaki

sekilde ifade edildigini biliyoruz.

Aor = [p01»%1:1“01,501:t01,u01]T- (3.24)

Eger verilen iki diizlem 6zdes ya da antipodal ise dogru olusmaz. Diger bir ifadeyle;

YO:kY1’ k:'tO

olmak iizere Es.3.24 kosulunun biitiin bilesenleri sifirdir.

Aksine; eger Es.3.24 kosulunun biitiin bilesenleri sifirsa, iki diizlem 6zdes ya da

antipodaldir.

Boylece y, ve y; diizlemleri lineer bagimsiz olmak iizere, 3 boyutlu bir dual
homojen dogrunun veya dual homojen dogru parcasinin tanimi asagidaki gibi ifade
edilir.

[Po1 do1 To1 So1 to1 Up1] #[000000]. (3.25)

Eger; Es.3.25 kosulu saglanmiyorsa 3 boyutlu dual homojen bir dogru veya dual

homojen dogru pargasi tanimlanamaz.
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3.2.5. Dual homojen nokta

4 boyutlu homojen katsayilarla ifade edilen y,,y; ve v, diizlemleri tarafindan elde
edilen dual homojen noktanin 4 boyutlu Pliicker katsayilari tarafindan asagidaki

sekilde ifade edildigini biliyoruz.

Mo12 = [XOIZ'YO121Z012;W012]T (3.26)

Eger verilen y,,y; ve y, diizlemleri bir noktada kesismiyorsa Es.3.26 kosulunun

biitiin bilesenleri sifir olur. Bu ise diizlemlerin lineer bagimli olmas1 demektir.

Boylece yg,Yy1 ve Y, diizlemlerinin lineer bagimsiz olmasi durumunda dual homojen

bir noktanin tanim1 asagidaki sekilde ifade edilir.

Mo12 = [X012 Yo12 Zo12 W012] #[0000] (3.27)

Eger Es.3.27 kosulu saglanmiyor ise dual homojen bir nokta tanimlanamaz.

3.2.6. Bosluk

4 boyutlu homojen katsayilarla ifade edilen y,,y,Y2 ve y3 diizlemleri tarafindan
elde edilen uzayin, 1 boyutlu Pliicker katsayilar1 tarafindan asagidaki sekilde ifade
edildigini biliyoruz.

To123 = [To123]"- (3.28)

Eger verilen bu dort diizlem bir bosluk olusturamiyorsa; Es.3.28 kosulunun bileseni

sifir olur ki bu diizlemlerin lineer bagimli oldugunu gosterir.

Boylece vg,v1,Y2 ve Yz diizlemlerinin lineer bagimsiz olmasi kosuluyla bosluk

asagidaki sekilde ifade edilir.
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[To123] # [0]. (3.29)

Eger Es.3.29 kosulu saglanmiyorsa, bosluk tanimlanamaz.

3.3. Pliicker Koordinatlarina ve Pliicker Katsayilarina Bagh Olarak Cakisma,
Ayni Diizlemden Ge¢me, Ayn1 Noktadan Ge¢me, Ayn1 Dogrudan Ge¢me
Kosullarn

3.3.1. Cakisma (Ayn1 veya Zat) kosullar:

V, ve V; gibi iki noktanin cakisma durumu

Vo = [Xo, Yo, Zg, Wo] ve V; =[X;,Y1,Z;, wy] noktalarindan gegen bir dogrunun

Pliicker koordinatlarinin agsagidaki sekilde ifade edildigini biliyoruz.

[P01: QOlfROIfSOll T01, UOl]' (330)

V, ve V;noktalar1 ayni ya da ¢akisik olduklarinda yani;Vy, = kV; (k # 0), ise

[P01 Qo1 Ro1 So1 Tox Uo1] =Lo1 = [O 0000 0] (3.31)

seklindedir.

Aksine; Es.3.31 kosulu saglaniyorsa, Es.3.30 kosulu bir dogru temsil edemez

yani; Vy ve V; noktalar1 ayn1 ya da zittirlar.

Boylece uzaydaki V, ve V; noktalarinin ya zit ya da ayni1 noktalar oldugu Es.3.31

kosulu ile ifade edilir.
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Yo Ve Y, gibi iki diizleminin cakisma durumu

Yo = [ag, bo, o, do]T ve y; = [a1, by, ¢q,d;]T diizlemleri igin gakisik olma sart1 ayn
noktalardaki gibidir, fakat ¢akisik noktalar i¢in olan kosullarin bir dual formuyla
ilgilidir. Yani y, ve y; diizlemlerinin ayn1 ya da zit olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Es.3.31 kosulunun bir dual formu tarafindan ya da

[Po1 o1 Fo1 So1 to1 Up1] =[00000 0] (3.32)

seklinde ifade edilir.

Loq ve L.y gibi iki dogrunun cakisma durumu

V, ve V; noktalar tarafindan elde edilen Ly; = [Py1, Qo1, Ro1, So1, To1, Up1] ve Vi

ve V}, noktalari tarafindan elde edilen L,y = [Pap, Qab, Rabs Sabs Tab, Uap] dogrulari;

Lo; = kL, k#0 (3.33)

sartin1 sagladiginda ya ayni ya da zit dogrulardir.

O halde Es.3.33 kosulundan;

Lo1 = [kpabr KQab, KR ap, KSap, KTyp, kUab] ) (3.34)

ifadesi elde edilir ve Es.3.34 kosulundan da

h_Qo1_Ro1_So1_To1_Uo1=k

Pab Qab Rab Sab Tab Uab

elde edilir.



26

Ag1 Ve Ay, gibi iki dogrunun cakisma kosullari

Yo ve yidiizlemlerinden elde edilen Ag; = [Po1, 901, Fo1r So1r to1, U1l " dogrusu ve v,
ve vy, diizlemlerinden elde edilen A,y = [Pab, dabs Fab) Sabs tabs Uab] T dogrusu Es.3.33
kosulunun bir dual formuyla ilgili olarak ya ayni ya da zit dogrulardir yani:

)\01 = k)\ab’ k * 0. (335)
O halde Es.3.35 kosulundan;

Aoy = [kpab: KQap, Krap, ksap, Ktap, kuab] ) (3.36)

ifadesi elde edilir ve Es.3.36 kosulundan da

po1_Qo1_ro_1_So_1_to_1:uo1:k (3.37)
Pab Qab Fap Sab tab Uab

elde edilir.
3.3.2. Aym diizlemden ve ayni noktadan gecme

Dort noktanin ayni diizlemde bulunmasi

Vo, Vi, V, ve V3 noktalari i¢in ayni diizlemde olma sartt bu noktalarin homojen

koordinatlarinin lineer bagimli olmasi ile ya da

= 80123 =0 (338)

seklinde ifade edilir.
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Dort diizlemin ayni noktadan gecmesi

Yo, Y1, Y2 Ve Y3 diizlemlerini ayn1 noktadan gegme kosulu Es.3.38 kosulunun duali

olarak;

¢ ¢ cy|= Torzz=0 (3.39)
do dy dp dj
seklinde ifade edilir.

Uc noktanin ayni dogru iizerinde bulunmasi

VO = [Xo,Yo,Zo,Wo], Vl = [Xl’Yl’ Zlfwl] ve V2 = [Xz,Yz, Zz, W2] noktalarindan

gecen diizlem denklemi;

XY Z w
Xo Yo Zo W Yo Zo Wo Zo Xo Wo Xo Yo Wy Xo Yo Zg
XS Yg Zg Wg =X|Y: Z; wi|+Y|Z Xi wi[4+Z|Xy Y7 wi[+w(Xy Y, Z4
X, Y, Z, W2 Y, Z, w, Z, X, w, X Y, w, X, Y, Z,
= XAOIZ + YB012 + ZCOlZ + WD012 (340)

seklinde verilir.

Burada Agi2,Bo12,Co12,Do12 diizlemin Pliicker koordinatlandir.V,, V; ve 'V,

noktalarinin ayn1 dogru lizerinde olma kosulu;

Fo12 = [A012 Bo12 Co12 D012] = [0 00 0] (3.41)

ile verilir.
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Yo = [ao, bo, Co, do]T, Y1 = [al,bl, C1) dl]T Ve Y, = [az,bz, Cy, dz]T diizlemlerin ayni

dogrudan ge¢gme kosulu, ii¢ noktanin aymi dogrudan ge¢me kosulunun bir dual

formuyla ilgilidir. Yani; yq,yq ve Y, diizlemlerinin ayn1 dogrudan ge¢mesi i¢in gerek

ve yeter sart Es.3.41 kosulunun dual formuyla ya da

(X012 Yo12 Zo12 Wo12]T =Ty, = [0000] (3.42)
esitligi ile ifade edilir.
Boylece asagidaki tablolar ile verilenleri 6zetleyebiliriz.
Cizelge 3.2. Geometrik elemanlar i¢in lineer bagimsizlik kosullar
Homojen Kosullar Dual homojen | Kosullar
elemanlar elemanlar
Dogru Lo1 = Dogru Ao =
Dogru pargasi [Po1Qo1R01S01To1Up1] | Dogru parcasi [Po1901T01501t01Uo01]
# [000000] # [000000]
Fo12 = To12 =

Diizlem [A912B012Co12D012] | Nokta [X012Y012Z012Wo12]
Ucgen # [0000] # [0000]
Uzay Up123 = So123 # [0] | Bosluk To123 = To123 # [0]
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Cizelge 3.3. Geometrik elemanlar i¢in cakisma, ayni diizlemden ge¢me, ayni
noktadan ge¢me, dogrudan gecme kosullari

Homojen elemanlar icin c¢akisma | Dual homojen elemanlar icin ¢akisma
kosullari kosullan

1. iki nokta 1’. ki diizlem

VoveV; noktalar1 i¢in ayni1 yada | yove y, diizlemleri i¢in ayni olma ya da

antipodal olma kosulu:

Po1 = Qo1 = Ro1 =Sp1 = Tos = Up1 =0
2. iki dogru
Lo ve Ly dogrulart icin ayni olma yada
zit yonlendirilme kosulu:

L01 = kLab, k # 0.

zit yonlendirilme kosulu:

Po1 = do1 = To1 = So1 = to1 = Up1 = 0.
2°. iki dogru

Ag1 Ve A,p dogrulart igin ayni1 olma yada
zit yonlendirilme kosulu:

)\01 = k)\ab, k # 0.

Aym diizlemden ge¢cme kosulu

Ayni dogrudan gecme kosulu

Dort nokta Dort dizlem
Vo, Vi, V, ve V3 noktalart  icin  ayni | yo,Yq,Y2 Ve Y3 diizlemleri i¢in aym
diizlemden ge¢me kosulu: noktadan ge¢me kosulu:
So123 = 0. To123 = 0.
Homojen elemanlar icin aym | Dual homojen elemanlar icin aym

dogrudan ge¢cme kosulu

dogrudan gecme kosulu

Uc nokta
Vy, V; ve V, noktalar1 i¢in aynt dogrudan
gecme kosulu:

Ap12 = Bp12 = Cp12 = D12 =0

(Fo12 =0)

Uc diizlem

Yo, Y1 VeY, diizlemleri icin

dogrudan ge¢me kosulu:

ayni

X012=Y012 = Zo12 = Wo12

(912 = 0)
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3.4. Projektif Uzayda ve Iki Tarafi Uzaydaki Simpleksler Arasindaki
Mliskilendirme Kosullari

3.4.1. Projektif uzaydaki iliskilendirme kosullari

Dortyiizliniin bir noktayi icermesi

Simdi V,V; V, V5 homojen dortyiizliisiinde bulunan bir homojen V, noktasi i¢in klasik

projektif uzayda iliskilendirme kosullarini tiiretelim.

Geometrik Tiiretim

Bu probleme gecmeden Once ilk olarak diizlem geometrisinde bir problemi ele
alalm. Ornegin V,V,V, iicgeni bir V, noktasini igersin. Bu durumdaki sartimiz
R3 "iin kiiresel modeli i¢inde;

(VoV, V, "tin, V,"y1 igermesi)V(—Vy =V, =V3nin, V;, ‘y1 igermesi)

seklinde ifade edilir.
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3.2. Projektif uzaydaki 2 boyutlu tiggenin i¢erdigi noktalar

Burada belirtelim ki (Vo V1V, 'nin, =V, 'y1 icermesi) ve
(=Vp—Vy AV, 'nin, =V, ‘y1icermesi) kosullart yukaridaki sartta yer almaz, ciinkii
(Vo1 V, 'nin, =V, 'y1icermesi) kosulu ile  (—Vy—V;—V, 'nin,V, ‘y1 icermesi)
kosulu aymi  ve  (=VyaViaV, 'nin AV, ‘yiigermesi)  kosulu  ile  de

(VoV,V,, 'nin, V, ‘y1icermesi) kosulu aynidir.

Ucgenin gegici olarak pozitif yonlii oldugunu varsayalim. Yukaridaki ilk kosulda V,
noktasinin V;V,, V,V,, VoV, dogrulariyla belirlenmis pozitif yari kiire i¢inde bulunur.

Ikinci kosulda ise V, bu dogrularin belirledigi negatif yari kiire icinde de bulunur.

Eger V,V, V, tiggeni iizerinde bir V noktasi, =Vy—=V; =V, zit tiggeni iizerinde de bir V*
noktasi alir ve VjVj ile bu Uggenin keyfi bazi kenarlarmi belirleyecek olursak

asagidaki iligkinin mevcut oldugunu goriiriiz.

Vv V!
sign| [Vi| | = —sign| [ Vi (3.43)
Yy Vi

Es.3.43 kosulu yardimiyla VyV;V, ‘nin V, "y1 igerme sarti;
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(Sa12: SaZOI S:;101 = O)V(Sau: SaZO: SaOl < 0) (3-44)

seklindedir.

Pozitif Ucgen Negatif Uggen
(So12 > 0) (So12 < 0)

Sekil 3.3. Projektif uzayda iicgenin yonii

Simdi liggenin yerlerini belirlemenin etkilerini diisiinelim. Negatif yonlii bir iggende
V, 'nin bulunma sart1 ile pozitif yonlii bir {iggenin zitt1 i¢inde V, 'nin bulunma sarti
aymidir ve negatif yondeki bir liggenin zittin da V, 'nin bulunma sart1 ile de pozitif
yondeki bir iiggende V, 'min bulunma sart1 aynidir (Sekil 3.3). Bunun anlamui ise bir

icgenin yeri belirlemek sonucu degistirmez
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Vo

V3

Sekil 3.4. Dortyiizliiniin bir noktay1 igerme kosullari

Yukaridaki diizlem geometrisine benzer olarak; VyV,V,V; 'niin, V,'y1 icermesi

kosulu R* "iin kiiresel modelinde;

(VoV,V, V5 'niin, V,, 'y1 icermesi)V (=Vy—V; =V, V5 niin, V, ' y1 icermesi)

seklinde ifade edilir.

Sekil 3.4 ’ln pozitif yon belirledigini diisiindiiglimiizde yukaridaki ilk sartta
V, noktas1 V;V, Vs, V, V5V, VoV, Vs ve VyV,V;  diizlemleriyle belirlenmis pozitif yari
kiire i¢inde ikinci sartta da V, noktasi bu diizlemlerin belirledigi negatif yar1 kiirede

bulunur.

Simdi yukaridaki diizlem geometrisinde yer alan durumlara benzer olarak; eger
VoV, V, V5 dortyiizliisii icinde bir V noktas1 ve =Vy—V; =V, —=V; zit dortyiizliisiinde bir
V' noktas1 alir ve V; V; Vi tarafindan dortyiizliiniin keyfi baz1 diizlemlerini belirlersek

asagidaki iligkinin mevcut oldugunu goriiriiz.
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\/ V!
. Vi . Vi (3.45)
S1en = —SI1fn . .
1 v s v
Vi Vi

Es.3.45 kosuludan V,V; V,V; 'niin, V" y1 icerme sarti;

(Sa123:Sa032, Sa013» Saoz21 = 0)V(Sa123, Sa0325 Sa013 Saoz1 < 0) (3.46)

seklindedir.

Bir icgenin bir noktayi icermesi

Simdi homojen V,V;V, {i¢geninin, V, homojen noktasin1 icermesi icin klasik

projektif uzayda kosullar tiiretelim.

Ilk olarak V, noktast ile V,V; V, iiggeninin aym diizlemde olma sarti;

SaOlZ =0 (347)

seklindedir.

Geometrik Tiiretim

V, noktasmin V,V;V, liggeni ile ayni1 diizlemde yer alma kosulu, kiiresel modelde
Vo V1V, iiggeninin V, 'y1 icermesi veya —V,—V; 1V, zit liggeninin V, y1 icermesi i¢in
gerekli olan kosullardaki gibi ifade edilir. Bu kosullar diizlemin Pliicker koordinatlari

tarafindan vektor tanimlar1 kullanilarak;

(Fo12-Fa1z = 0 AFg12.Foaz = 0 AFgy5.Fgya = 0)
V(Fo12-Fa1z < 0AFg12.Foaz < 0AFg12.Foia < 0) (3.48)
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seklinde ifade edilir.

Sekil 3.5. Projektif uzayda iiggenin nokta icerme kosullari

Es.3.48 kosuluyla ayn1 diizlemde olma kosulunu birlestirirsek;

(Sa012 = 0)
/\(F012-Fa12 = 0AFp12.Fpaz = 0AFp12.Fp1a = 0)
V(Fo12-Faiz < 0 AFg12.Fpaz < 0 AFgq2.Fg1a < 0) (3.49)

ifadesi elde edilir.

Bir dogru parcasinin bir noktayi icermesi

VoV, homojen dogru parcasi ilizerinde bulunan homojen V, noktasi icin klasik

projektif uzayda kosullar tiiretelim.

[lk olarak V, noktasinin V,V; dogrusu iizerinde bulunma sarts;

Fao1 =0 (3.50)
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seklindedir.
Geometrik Tiiretim
V, noktasimin V,V; dogru pargasi ile ayn1 dogru iizerinde bulunma kosulu, kiiresel

modelde V,V; dogru pargasinin V, 'y1 icermesi ya da —Vy—V; zit dogru pargasinin

V, 'y1igermesi igin gerekli olan kosullardaki gibi ifade edilir.

Sekil 3.6. Projektif uzayda dogru pargasinin noktayi icermesi

Bu kosullar dogrunun Pliicker koordinatlar1 tarafindan vektdr tanimlar1 kullanilarak

asagidaki sekilde ifade edilir.

(Lo1-Loas Lo1-Lag = 0)V(Lo1. Loa, Lo1. Lag < 0). (3.51)
Buda basitge;
(Lao-Lay < 0) (3.52)

seklinde ifade edilir.
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Es.3.50 ve Es.3.52 kosullarindan;

(Fa01 = O)A(Lao- Ly < 0) (3.53)

ifadesi elde edilir.

Bir dogru parcasi ile bir iiceenin kesismesi

Bir homojen V,V;V, iicgeni ve bir homojen V,V, dogru parcasinin bir tek noktada

kesismesi i¢in klasik projektif uzayda kosullar tiiretelim.

Dogru pargasti ile licgenin ayni diizlemde bulunmama kosulu;

(Sao12: Sbo12) # (0,0) (3.54)

seklindedir.

Va

Vi

Vo

Sekil 3.7. Projektif uzayda tiggen ve dogru parcasinin kesisimi
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Geometrik Tiiretim

Ik olarak R* de V,V,V, iicgen diizleminin zit yar1 uzayindaki dogru parcasimnin ug
noktalarin1 belirtmeliyiz. Burada iki durum s6z konusudur; birincisi V, noktasinin
diizlemin pozitif yar1 uzayinda bulunmasi, ikincisi de V, noktasinin diizlemin negatif

yart uzayinda bulunmasidir. Bu durumlari;

(Sao1z = 0ASpo12 < 0)V(Sa012 < 0ASpo12 = 0) (3.55)
seklinde ifade edebiliriz.

Ikinci olarak da iiggenin ici ile dogru pargasmin kesisimini incelemeliyiz. Simdi
Sekil3.7 ‘deki V,V,V;V, ilicgen pramidini diisiinelim. Bu bdliimiin birinci kisminda
anlatilanlara gére V,, 'nin R* ‘{in kiiresel modelindeki pramidin icinde yer alma
kosulu;

(V,VoV; V, pramidi V,, noktasini igerir)V(=V,=V,—=V; =V, pramidi V,, noktasini igerir)
seklindedir.

Boylece yukaridaki kosullardan;

(Sbaz1, Sbaoz Sbato = 0)V(Spaz1, Sbaoz Sbato < 0) (3.56)

ifadesi elde edilir.

Es. 3.54, Es. 3.55 ve Es. 3.56 ‘daki kosullardan;

(Sa012- Sbo12) # (0,0)
/\((Samz > 0ASpo12 < 0)V(Sa012 < 0ASpo12 = 0))

/\((Sba21' Sbao2r Sba10 = 0)V(Spaz1, Sbaozs Sbato < 0)) (3.57)



39

ifadesi elde edilir.
Eger Es. 3.57 “deki kosul saglanir ise bir tiggen ile bir dogru parcas1 V = [X,Y, Z, w]
seklindeki bir noktada kesisir. Bu nokta, V,V, homojen dogru pargasi iizerindeki bir

nokta ya da V,V;V, homojen iicgeni tizerinde bir nokta olarak ifade edilebilir.

V noktasinin V,ve V,, noktalar ile ifadesi;

V = [Sa012Vb — Sbo12Vals (Sa012 = 0ASpo12 < 0),
V = [Sbo12Va — Sa012Vbls (Sa012 < 0ASpo12 = 0)
seklindedir.

V noktasinin V;, V; ve V, noktalar ile ifadesi;

V = [Spaz1Vo + SbaozVi + Sba1oVal (Sbaz1> Sbaozs Sba1o = 0),
V= [_Sb321V0 - SbaOZVl - SbalOVZ]’ (SbaZDSbaOZ' SbalO < O)
seklindedir.

iki dogru parcasinin kesisimi

Klasik projektif uzayda VyV; ve V,V,, homojen dogru pargalarinin kesisimi i¢in

gerekli sartlar tiiretelim.

[k olarak iki dogrunun aym diizlemde olmasi igin gerekli olan kosul asagidaki

gibidir.

So1ab = 0. (3.58)
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Geometrik Tiiretim

(a) (b)

Sekil 3.8. Projektif uzayda iki dogru parcasinin kesisimi

Iki dogrunun kesisip kesismedigini belirlemek icin Sekil 3.8 ‘deki kiire iizerinde
bulunan tiggenlerin bolgelerinin isaretleri {izerinde c¢alisalim. Burada V,V;V,

ticgenini kullanalim.

Sekil 3.8 (a) da V,, + + — isaretli bolgede oldugunda V,V}, dogru pargast V,V; dogru
parcasiyla kesisir ve Sekil 3.8 (b) de V, — — —isaretli bolgede oldugunda V,V,,
dogru parcast ile —Vy,—V; dogru pargasi kesisirler.

Simdi kullandigimiz bu vektdorleri Pliicker koordinatlari ile belirtelim;

(501ab =0)
/\(F01a- l::bla =0 AFOla . l:Oba =0 /\F01a- 1:01b < 0)
V(Fo1a-Fpia < 0 AFo1a-Fopa < 0 AFg1a.Forp < 0). (3.59)

Es.3.59 “daki kosul saglanirsa iki dogru V = [X, Y, Z, w] gibi bir noktada kesisirler.



V noktasinin Vyve V; noktalari ile ifadesi;

V= [fabovl - fab1V0] s (fabo = 0) /\(fabl < 0);
V= [fablvo - fab0V1] s (fabo < 0) /\(fabl = 0)
seklindedir.

V noktasinin V,ve V,, noktalari ile ifadesi;

V= [f01aVb - f01bVa] ) (fo1a = 0) /\(fo1b < 0),
V= [f01bva - f01aVb] ) (fo1a < 0) /\(fo1b = 0)
seklindedir.

3.4.2. Projektif uzayda dual simpleksler

Bir dual dortyiizliiniin bir diizlemi icermesi

Klasik projektif uzayda vyyy;Y2Yzdual homojen dortyiizliisiiniin y, homojen
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diizlemini icerme kosulu, homojen bir dortyiizliiniin homojen bir noktayr icerme

kosulunun bir dual formuyla ilgilidir. Bu yiizden Es. 3.46 kosulundan yararlanarak;

(T3123' Ta0321 TaOl3' Ta021 = O)V(Ta123f Ta032' TaOlS' TaOZl < 0)

ifadesi elde edilir.

Dual iicgenin bir diizlemi icermesi

Klasik projektif uzayda ygy;y, dual homojen iiggeninin y, homojen diizlemini

icerme kosulu, homojen bir iicgenin homojen bir noktay1 icerme kosulunun bir dual

formuyla ilgilidir. Bu yiizden Es. 3.49 kosulundan yararlanarak;

(3.60)
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(Ta012 = 0)
A (Tg12.TMa12 = 0 AT12. oz = 0 ATp15.To1, = 0)
V(Tp12-Ta12 < 0 A T2 Toaz < 0 ATp12.Tp1a < 0) (3.61)

ifadesi elde edilir.

Bir dogru parcasinin bir diizlemi icermesi

Klasik projektif uzayda y,y; dual homojen dogru pargasinin y, diizlemini igerme
kosulu, homojen dogru parcasinin homojen bir noktay1 icerme kosulunun bir dual
formuyla ilgilidir. O halde Es. 3.53 kosulundan yararlanarak;

(Tta01 = 0)A(Aq0-Aa1 < 0) (3.62)

ifadesi elde edilir.

Bir dual dogru parcasi ve bir dual iicgen arasindaki ortak diizlem

Klasik projektif uzayda y,y, dual homojen dogru pargast ve yyy,Y2 dual homojen
ticgeninin bir tek ortak homojen diizlemi olmasi kosulu, homojen bir dogru parcasi
ve homojen bir iiggenin bir tek noktada kesismesi kosulunun bir dual formuyla

ilgilidir. O halde Es. 3.57 kosulundan yararlanarak;

(Ta012> Tho12) # (0,0)
/\((Tamz > 0ATho12 < 0)V(Ta012 < 0AThp12 = 0))

A((Tvaz1, Thaoz» Toazo = 0V (Toaz1, Toaoz Thazo < 0)) (3.63)

ifadesi elde edilir.
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Eger Es.3.63 ‘deki kosul saglanirsa bir dual dogru parcasi ve bir dual {icgen arasinda
vy = [a,b,c,d]T seklinde homojen diizlem olusur ve bu diizlem, y, ve y, ya da

Yo, Y1 Ve Yo terimleriyle ifade edilebilir.

y diizleminin y, ve y}, diizlemleri ile ifadesi;

Y = [Tao12Yp — Tbo12Ya]T ’ (Tao12 = 0ATh12 < 0),
Y = [Tho12Ya — ao12Yb]T ) (Tao12 < 0ATho12 = 0)
seklindedir.

y diizleminin y,, y;ve Y, diizlemleri ile ifadesi;

Y = [Tha21Yo + ToaozV1 + Toatovz2l"s (Thaz1> Thaozs Trato = 0),
Y = [~Tbaz1Yo — Thao2Y1 — TbalOYZ]T’ (Tvaz1, Toaozs Tha1o < 0)

seklindedir.

iki dual dogru parcasi arasindaki ortak diizlem

Klasik projektif uzayda y,y, ve yoy: dual homojen dogru parcalarinin ortak bir
diizleme sahip olmalann kosulu, V,V, ve V,V; homojen dogru parcalarinin
kesigsmeleri kosulunun bir dual formuyla ilgilidir. Bu ylizden Es. 3.59 ‘daki kosuldan

yararlanarak;

(T01ab = 0) A(“Ola-“Olb < 0 ATlapg-Tlapy < 0) (3.64)

ifadesi elde edilir.

Y, YaYb V€ YoYp dual homojen dogru pargalart arasindaki ortak diizlem olmak tizere;

y diizleminin yyve y; diizlemleri ile ifadesi;
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Y = [PaboY1 — Pab1Yol™ (Pabo = 0) A(Pap: < 0),
Y = [Pab1Yo — PaboY1l” (Pabo < 0) A(Papy = 0)
seklindedir.

y diizleminin y,ve yy, dlizlemleri ile ifadesi;

Y = [Po1aYb — Po1bYal s (Po1a = 0) A(po1p < 0),
Y = [Po1bYa — p01aYb]T ) (Po1a < 0) A(po1p = 0)
seklindedir.

3.4.3 iki tarafh uzayda iliskilendirme kosullari

Dortyiizliniin bir noktayi icermesi

Iki tarafli uzaydaki V,V;V,V; homojen dortyiizliisiiniin V, homojen noktasini

icermesi i¢in iligkilendirme kosullari tiiretelim.

Geometrik Tiiretim

Bu probleme ge¢meden Once ilk olarak diizlem geometrisinde bir problem ele alalim.
Ornegin VoV, V, iicgeni bir V, noktas1 icersin. Bu durumdaki sartimiz R3 “iin kiiresel
modeli i¢inde gergeklesir. Yani; V,V;V, iicgenin bir V, noktasi igerme kosulunu

ticgenin yerine gore ifade edecek olursak;

(So12 > 0 ASa12,S420,Sa01 = 0)
V(So12 <0 ASa12,S420,Sa01 < 0) (3.65)

ifadesini elde ederiz.
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Yukaridaki ilk dogrunun ikinci teriminde V;V,, V,V, ve V,V; dogrulariyla belirlenmis
pozitif yar1 uzay1 V, noktasimi icerir. ikinci dogrunun ikinci terimi de ayn1 dogrularim

belirlemis oldugu negatif yar1 uzayinda V, noktasini igerir.

Yukaridaki 2 boyutlu duruma benzer olarak V,V;V,V; dortyiizliisiiniin V, noktasini

igermesi kosulunu R* "{in kiiresel modeli {izerinde asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

VoV, V, V5 pozitif) A (pozitif dortytzla V,y1 icerir)
V (Vo V1V, V5 negatif) A (negatif dortytzli Vay1 icerir)

Yukaridaki ilk dogrunun ikinci teriminde;
V, noktas1 V;V, Vs, V, V5V, V, V, V5 ve V,V,V;  diizlemleriyle belirlenmis pozitif yari
uzayinda yer alir. Yukaridaki ikinci dogrunun ikinci teriminde ise V, yine bu

dogrularin belirlemis oldugu negatif yar1 uzayinda yer alir.

Izdiisiim uzayindaki iliskilendirme kosularindaki Es. 3.45 kosulundan;

(So123 > 0 A Sa123,S2032, Sa013: Saoz21 = 0)
V(So123 < 0 ASa123,Sa032, Sa013: Saoz1 < 0) (3.66)

ifadesi yazilabilir.
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Vo
Vo
V3
Va2
Vi Vi
V=2
V3
(a) (b)
Sekil 3.9. Iki tarafli uzayda dértyiizliiniin noktay1 icermesi
a) Pozitif dortyiizlii b) Negatif dortyiizli

Bir licgenin bir noktayi icermesi

Iki tarafli uzayda V,V;V, homojen iicgeninin bir V, homojen noktasini igermesi igin

kosullar tiiretelim.

[lk olarak V, noktasi ile V,V; V, liggeninin ayn1 diizlemde olma sarti;

SaOlZ =0 (367)

seklindedir.

Geometrik Tiiretim

V, noktasinin V,V;V, {ii¢geni ile ayni diizlemde olma kosulu, kiiresel modelde

V, 'nin V,V, V, tiggeninde yer alma kosulu gibi ifade edilebilir.
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Fao1 Fazo

.- Sl v

Faoa

Vi

Faiz Faiz

Pozitif ticgen Negatif ticgen
Sekil 3.10. iki tarafli uzayda iiggenin noktay1 icermesi

Bu kosul diizlemin Pliicker koordinatlari tarafindan asagidaki sekilde ifade edilir.

l::012' Fa12; l::012' FaZOI l::012' FaOl = 0. (368)

Ayni1 diizlemde olma sart1 ile Es. 3.68 kosulunu birlestirirsek, bir liggenin bir noktay1

icerme kosulu;

(Sao12 = 0) A(Fo12-Fa1z2, Fo12-Fazo, Fo12-Fao1 2 0) (3.69)
seklindedir.

Bu kosullar tiggenin pozitif ya da negatif olma kosuluna baglh degildir (Sekil 3.10).

Ayrica —Vy—V; =V, zit liggenindeki noktalar hari¢ tutuldugundan bu durum klasik

projektif uzaydaki duruma benzemez.
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Sekil 3.11. iki tarafli uzayda bir iiggenin bir noktay1 icermesi

Bir dogru parcasinin bir noktay: icermesi

Iki tarafli uzayda V,V; homojen dogru parcasi iizerinde V, homojen noktasinin

bulunma kosullarini tiiretelim.

Ik olarak V, noktasmin V,V; dogru parcas: iizerinde bulunma kosulu asagidaki

gibidir:

Fao1 =0 (3.70)
Geometrik Tiiretim

V, noktasiin V,V; dogru parcasi ile ayn1 dogru iizerinde bulunma kosulu, kiiresel
modelde V,V, ve V,V; dogru parcalarinin ayn1 V,V; dogru parcasi iizerinde bulunma

kosulu gibi asagidaki sekilde ifade edilir (Sekil 3.12).

Lo1.Loa = 0 ALgp. Ly = 0. (3.71)
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Sekil 3.12. iki tarafli uzayda dogru pargasimin noktay1 igermesi

Es. 3.71 ‘deki kosul ile aynit dogrudan ge¢me kosulunu birlestirirsek, bir dogru

pargasinin bir noktay1 icerme kosulu;

(FaOI =0) /\(L01-L0a >0) /\(Lo1-La1 > 0) (3.72)

seklindedir.

Son olarak belirtelim ki —Vy—V; zit dogru parcasi lizerindeki noktalar harig

tutuldugundan bu durum klasik projektif uzaya benzemez.

Bir dogru parcasi ile bir iiceenin kesismesi

Iki tarafli uzayda homojen V,V,V, iicgeni ve homojen V,V;, dogru pargasinin bir tek

noktada kesismesi i¢in kosullar tiiretelim.

Dogru pargasti ile ticgenin ayni diizlemde bulunmama kosulun asagidaki gibidir:

(Sa012- Spo12) # (0,0). (3.73)
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Geometrik Tiiretim

[k olarak R* de V,V,V, iicgen diizleminin zit yar1 uzayindaki dogru pargasinin kenar
noktalarini belirtmeliyiz. Burada iicgenin yoniine gore iki durum s6z konusudur. Bu
kosullart;

(Sao12 = 0 ASpp12 < 0) V (Sa012 < 0 ASpo12 = 0) (3.74)

seklinde ifade edilebilir.

Vo Vo

Va

(@) (b)

Sekil 3.13. Iki tarafli uzayda iiggen ile dogru parcasmin kesisimi

Ikinci olarak; {icgenin igi ile dogru pargasmnin kesisimini incelemeliyiz. Simdi
Es.3.74 kosulundaki her durum ile ilgili olarak V,VyV;V, bir liggen pramidini
diisiinelim. Ucgenin igi ile dogru pargasinin kesismesi icin V,, pramidin iginde
olmalidir. Pramidin pozitif ve negatif olmak {iizere iki ¢esidi vardir. Boylece bu

pramidin V}, "yi igerme kosulu;



(83012 =0A Sb012 <O0A Sbalz: SbaOZ; SbalO = 0)

V(83012 < 0 /\ Sb012 = 0 /\ Sbaer SbaOZP SbalO < 0)

seklindedir.

Es. 3.73 ve Es. 3.75 kosullarindan:

(Sa012s Sbo12) # (0,0)
A(Sa012 = 0 ASpo12 < 0 ASpai2, Sbaozs Sbato = 0)
V(Sa012 < 0 A'Spp12 = 0 ASpai2, Sbaozs Sbato < 0)

elde edilir.
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(3.75)

(3.76)

Eger Es. 3.76 kosulu saglanirsa bir tiggen ile bir dogru pargast V = [X,Y,Z, w]

seklindeki bir noktada kesisir. Bu nokta, V,veV, terimlerine ya da V,,V; veV,

terimlerine bagl olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

V noktasinin V,ve V, noktalar ile ifadesi;

V= [Sao12Vb - Sb012Va] ’ (Sa012 = 0ASpo12 < 0),
V = [Sa012Vb — Sbo12Val . (Sa012 < 0ASpo12 = 0)
seklindedir.

V noktasinin V;,, V; ve V, noktalari ile ifadesi;

V = [Sab12Vo + Sab20Vi + Sabo1Va] » (Sab12 Sab20 Sabo1 = 0),
V=

[—Sab12Vo — Sab20V1 — Sabo1Val . (Sab12s Sabozs Sabio < 0)

seklindedir.
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Iki dogru parcasinin kesisimi

iki tarafli uzayda V,V; ve V.,V homojen dogru parcalarmm kesisimi igin gerekli

sartlar tiiretelim.

[lk olarak iki dogrunun ayn1 diizlemde olma sarti;

SOlab = 0 (377)
seklindedir.

Geometrik Tiiretim

Iki dogrunun kesisip kesismedigini belirlemek igin Sekil 3.14 ‘deki kiire iizerinde
bulunan tiggenlerin bdlgelerinin isaretlerini inceleyelim. Vi, + + — bolgesinde oldugu
zaman V,V}, dogru pargasi ile VyV; dogru parcasinin kesistigi goriiliir. Kullanilan
vektorler diizlemin Pliicker koordinatlaryla;

(Fo1a-Fp1a 2 0) A(Fo1a-Foba = 0) A(Fo1a-Fo1p < 0) (3.78)

seklinde ifade edilir.
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Sekil 3.14. iki tarafli uzayda dogru parcalarinin kesisimi

[lk olarak Es. 3.78 kosulunun ikinci kisminda Fq,, yerine Fy;, yazarsak;

(F01a- Fbla 2 O) /\(Fbla-FOba = O) /\(F01a- FOlb =< O) (379)

elde edilir.

Es. 3.79 ‘daki ikinci ifadeden baslayarak, birinci durumdaki Fyq,'y1 Fopa yerine

yazar ve daha sonra simetrik bir yontemle yeniden diizenlersek;

(Fo1a-Fo1b < 0) A(Fabo-Fab1 < 0) A(Fo1a- Fapo < 0) (3.80)

elde edilir.

Boylece iki dogru parcasinin ayni diizlemden gecme kosulu asagidaki gibi olur:

(501ab = O) /\(F01a- Fo1b, Fabo- Fab1, Fo1a- Fabo < O)- (3.81)

Es. 3.81 kosulu saglanirsa iki dogru V = [X, Y, Z, w] gibi bir noktada kesisirler.

V noktasinin Vyve V; noktalar ile ifadesi;
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V= [fabovl - fablvo] ) (fabo >0 /\fabl < 0);
V= [fablvo - fab0V1] > (fabo <0 Afypr 2 0)
seklindedir.

V noktasinin V,ve V}, noktalari ile ifadesi;

V = [fo1aVb — forpVal (fora = 0 Afpyp < 0),
V= [fo1pVa — fo1aVb] (fora < 0 Afoqp = 0)
seklindedir.

3.4.4. iki tarafli uzayda dual simpleksler

Dual dortyiizliiniin bir diizlemi icermesi

Iki tarafli uzayda yoYy;Y,y3 dual homojen dortyiizliisiiniin y, homojen diizlemini
icerme kosulu, homojen bir dortyiizliiniin homojen bir noktayr icermesi kosulunun

dual formuyla ilgilidir. O halde Es.3.66 kosulunun dualinden;

(To123 > 0 ATar23, Taos2: Tao13s Tao21 = 0)
V(To123 < 0 A Ta123, Taosz: Tao13s Taoz1 < 0) (3.82)

ifadesi elde edilir.

Dual iicgenin bir diizlemi icermesi
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Iki tarafli uzayda y,y;Y, dual homojen iicgeninin y, homojen diizlemini icerme
kosulu, homojen bir {iggenin homojen bir noktay1 icerme kosulunun dual formuyla

ilgilidir. O halde Es.3.69 kosulunun dualinden;

(Ta012 = 0) A(To12. TMa12, To12- TMaz0, Mo12: Mae1 = 0) (3.83)

ifadesi elde edilir.

Dogru parcasinin bir diizlemi icermesi

Iki tarafli uzayda y,y; dual homojen dogru parcasinin y, diizlemini igerme kosulu,
homojen dogru parcasinin homojen bir noktayr icerme kosulunun dual formuyla
ilgilidir. Bu ylizden Es.3.72 kosulunun dualinden;

(Tao1 = 0) A(Ro1-20a £ 0AAg1.A51 = 0) (3.84)

ifadesi elde edilir.

Dual dogru parcasi ve dual iiceen arasindaki ortak diizlem

Iki tarafli uzayda y,yp, dual homojen dogru pargast ve ygy;Y, dual homojen
icgeninin bir tek ortak homojen diizlemi olma kosulu, homojen bir dogru pargasi ve
homojen bir liggenin bir tek noktada kesigsme kosulunun bir dual formuyla ilgilidir.

Bu yiizden Es.3.76 kosulunun dualinden;

(Tao12> Tho12) # (0,0)
A(Ta012 = 0 A Typ12 < 0 ATharz, Thaozs Thato = 0)
V(Ta012 < 0 A Tyo12 = 0 AToa12, Toaoz » Thato < 0) (3.85)

ifadesi elde edilir.
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Yukaridaki kosul saglanirsa y = [a,b,c,d]T gibi bir ortak homojen diizlem vardir.

Bu ortak diizlem ya y, ve yy, ya da y,, Y, ve Y, terimleriyle ifade edilebilir.

y diizleminin y, ve y,, diizlemleriyle ifadesi;

Y = [Tao12Yp — Tbo12Ya]T ’ (Tao12 = 0ATh12 < 0),
Y = [Tho12Ya — ao12Yb]T ) (Tao12 < 0ATho12 = 0)
seklindedir.

y diizleminin y,, y;ve Y, diizlemleri ile ifadesi;

Y = [Tab12Yo + Tabz0Y1 + Tabo1Y2l" (Tab12> Tab20s Tabo1r = 0),
Y = [~Tab12Yo — Tab20Y1 — ab01YZ]T’ (Tab12> Tabzos Tabor < 0)
seklindedir.

iki dual dogru parcasi arasindaki ortak diizlem

Iki tarafli uzayda y,yp Ve Yoy; dual homojen dogru parcalarinin ortak bir diizleme
sahip olmalar1 kosulu, V,V, ve VyV; homojen dogru parcalarinin kesisme kosulunun

bir dual formuyla ilgilidir. Bu yiizden Es.3.81 kosulunun dualinden;

(T01ab = 0) A(“Ola-“Olb' Tabo- Mab1, Mo1a- Mabo = O) (3.86)

ifadesi elde edilir.

Y, YaYb V€ YoYp dual homojen dogru pargalart arasindaki ortak diizlem olmak tizere;

y diizleminin y,yve y; diizlemleri ile ifadesi;



Y = [PaboY1 — Pab1Yol ™ (Pabo = 0 Apapr < 0),
Y = [Pab1Yo — Pabo¥1l™, (Pabo < 0 Apaps = 0)
seklindedir.

y diizleminin y,ve vy, diizlemleri ile ifadesi;

Y = [Po1aYp — p01bYa]Ta (Po1a = 0 Aporp < 0),
Y = [PoibYa = PotaYbl™ (Pota < 0 Apop = 0)
seklindedir.
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