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ONSOZ

Bu ¢alismamizda binom ve dortlii band matrislerinin kompozisyonu ile elde edilen
dizi uzaylarinin, binom ve ti¢lii band matrislerinin kompozisyonu ile elde edilen dizi
uzaylarindan daha genel yapida oldugunu gdstermeyi amagliyoruz.

“Binom ve Dortlii Band Matrislerinin Kompozisyonu ile Tiretilen Yeni Dizi
Uzaylar1” isimli tez ¢alismamin se¢iminde ve her agsamasinda bana onciiliik eden ve
desteklerini esirgemeyen kiymetli hocam Dog. Dr. Mustafa Cemil BISGIN’e sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatimin higbir doneminde beni yalniz birakmayan ve desteklerini esirgemeyen
sevgili aileme ve anlayisiyla her zaman yanimda olan esim Furkan Alper TOPAL’a

tesekkiir ederim.

Kiibra TOPAL
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Tiretilen Yeni Dizi Uzaylar1™ baglikli bu tezi, Yﬁksekﬁgretim Kurulu Bilimsel Arastirma
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OZET

BiNOM VE DORTLU BAND MATRISLERININ KOMPOZiSYONU iLE TURETILEN
YENI DiZi UZAYLARI

Kiibra TOPAL

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Doc. Dr. Mustafa Cemil BISGIN

Bu tez calismasi1 dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde dizi uzayi tanimi
verilerek sikga kullanilan dizi uzaylarindan bahsedildi. Birinci boliimiin birinci kisminda
tez boyunca kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verildi. Ayrica matris doniisiimleri,
matris siiflar1 ve dual uzay kavramlarina deginildi. Birinci boliimiin ikinci kisminda
literatiir 6zeti verildi. ikinci béliimiin birinci kisminda binom ve dértlii band matrislerinin
kompozisyonu ile tiiretilen dort yeni dizi uzay1 by* (Q), b.*(Q), by’ (Q) ve b;’S(Q) insa
edildi. Bu dizi uzaylarmin klasik dizi uzaylarina lineer izomorfik oldugundan ve bu
uzaylar i¢in bazi kapsama bagintilarindan bahsedildi. ikinci bdliimiin ikinci kisminda insa
edilen yeni dizi uzaylarinin Schauder bazlarma deginildi ve a —, § — ve y — dualleri
belirlendi. Ikinci béliimiin iiglincii kisminda bu uzaylarm bazi matris simiflar1 karakterize
edildi. Ugiincii béliimde elde edilen sonuglar kisaca verildi. Dérdiincii boliimde sonraki

caligmalar i¢in Oneriler verildi.

2021, 47 sayfa
Anahtar Kelimeler: Matris Siniflari, Etki Alani, Matris Doniistimleri, Schauder Bazi,

a-, B- ve y- Dualleri.



ABSTRACT

NEW SEQUENCE SPACES DERIVED BY THE COMPOSITION OF BINOMIAL AND
QUADRUPLE BAND MATRICES

Kiibra TOPAL

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Mustafa Cemil BISGIN

This thesis study consists of four chapters. In the first chapter, frequently used
sequence spaces are mentioned by giving definition of sequence space. In the first part of
the first chapter, basic definitions and theorems used throughout the thesis are given.
Also, the notions of matrix transformations, matrix classes and dual space are mentioned.
In the second part of the first chapter, literature summary is given. In the first part of the
second chapter, four new sequence spaces by*(Q), b.*(Q), be’(Q) and by*(Q)
derived by the composition of binomial and quadruple band matrices are constructed.
These sequence spaces are linear isomorphic to classical sequence spaces and some
inclusion relations are mentioned. In the second part of the second chapter, the Schauder
bases of the new constructed sequence spaces are mentioned and their « —, § —and y —
duals are determined. In the third part of the second chapter, some matrix classes of those
spaces are characterized. In the third chapter, the obtained results are given briefly. In the

fourth chapter, some suggestions are given for further studies.

2021, 47 pages
Keywords: Matrix Classes, Matrix Domain, Matrix Transformations, Schauder Basis,

a-, B- and y- Duals
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

w reel (veya kompleks) terimli dizilerin kiimesi olmak iizere, skaler carpim ve
noktasal toplama islemleri altinda bir vektor uzayidir. w nun her bir alt vektor uzayina bir

dizi uzayi denir. F, R (veya C) cismi olmak iizere

w={x=(x):x, EF ,Vk € N}

seklinde ve noktasal toplama ile skaler ¢arpim islemleri agsagida tanimlandig1 gibidir.

Vx,y,z,€wveVa,pf € F i¢in;

D:wXw-ow

(x,y) » x®y = (x) + yi)

RQ:FXw->w

(a,x) » a®x = (axy)

Buna gore asagida verilen sartlar saglanir;

i) x®Byew

(i) x®(ydz) = (x®y)Dz

(i) x@®e = e®x = x olacak sekilde bir tek e € X vardir.
(iv) x®x~!=x"1@®x = e olacak sekilde bir tek x~1 € X vardr.
(V) x®y=ydx

(Vi) a®@x ew

(vii) a®(x®y) = (a®x)D(a®y)

(viii) (@ + p)®x = (a@x)D(BRx)

(ix) (a-B)®x = a®(B®x)

(X) 1p®x =x



Burada e ve 1y sirasiyla (0,0, 0, ...) seklinde sifir dizisi ve [F cisminin 2. islemine gére
etkisiz elemanidir.

Sikca kullanilan dizi uzaylarindan yakinsak diziler uzayi
c= {x = (xy) Ew: Ill_rLloxk mevcut},
stfira yakinsak diziler uzayi
Co = {x = (x) € w: ’ll_I)Igoxk = 0},
siurlt diziler uzayi
Lo = {x = (x) € w:sup|x,| < 00},
keN

p. mertebeden mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1

t’p={x=(xk)6w:2|xk|p<oo, 1Sp<00},
k=0

sinirlt salinimli diziler uzay1

bv = {x = (x) € W:lek — X1 < 00},
k=1

smurli Seri olusturan diziler uzay1

bs = {x = (xp) E w: (Z xk> € fool,

k=1

ve yakinsak seri olusturan diziler uzayi



oefearem(Sn)ed

k=1

seklinde tanimlanir. Tanimladigimiz dizi uzaylar1 arasinda bazi kapsama bagintilar
vardir. Bu kapsama bagintilar su sekildedir;
l. tp CcpCcCly

. Y, cbvcc.

Dizi uzaylar teorisinde etki alanlar1 kullanilarak asagidaki gibi problemlere
deginilmektedir;
1. Yeni dizi uzaylar1 tanimlamak,
2. Elde edilen yeni dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerini incelemek,
3. Elde edilen yeni dizi uzaylar1 ile mevcut dizi uzaylart arasindaki kapsama
bagmtilarini incelemek,
4. Elde edilen yeni dizi uzaylarin varsa Schauder bazlarini belirmek,
5. Elde edilen yeni dizi uzaylarinin a-, B- ve y- duallerini belirlemek,
6. Elde edilen yeni dizi uzaylarinin mevcut dizi uzaylart ile aralarindaki matris smiflarini

karakterize etmek.
1.1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 1.1.1.1. (Stmirhlik) (s,,) reel terimli bir dizi olmak tizere eger Vn € N igin |s,| <

M olacak sekilde IM > 0 varsa (s,,) dizisi sinirhidir.
Tamm 1.1.1.2. (Yakinsakhk) (s,,) reel terimli bir dizi ve s € R olmak iizere eger Ve >
0 i¢in (s,) dizisinin belli bir indisten sonraki biitiin terimleri s nin € komsulugunda

bulunuyorsa (s,,) dizisi s ye yakinsiyor denir.

Teorem 1.1.1.3. Yakinsak her dizi simirhdir.



1.1.2. Metrik Uzaylar

Tanim 1.1.2.1. X bostan farkli bir kiime olmak iizere

d:X x X » R* U {0}
(6, y) »d(xy)

seklinde bir d doniisiimii tanimlansin. Eger Vx,y,z € X i¢in asagida tanimlanan metrik

aksiyomlar1 saglanirsa d ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine metrik uzay denir.

() dxy)=0ex=y
(i) d(x,y) =d(y,x)
(ii) d(x,y) <d(x,z)+d(zy)

Ornek 1.1.2.2.

d:R x R - R* U {0}
(x,y) »d(x,y) = |x -yl

seklinde tanimlanan doniisiime R nin alisilmis metrigi denir.

Ornek 1.1.2.3. Vx = (x4, X3, ., %), Y = (V1, V2, -, Yn) € R igin,

d:R" x R" > R* U {0}

(x,y) »dx,y) =

seklinde tanimlanan doniisiime R™ nin alisilmis metrigi denir.



1.1.3. Esitsizlikler

Tamm 1.1.3.1. 1 < p < o ve Vx,y € R"*1 i¢in,

1

<Zn:|xk + yklp>5 < (zn:lxklp)5 + (’Z::)kal’”>5

k=0 k=0
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.

Tanim 1.1.3.2.p > 1 ve % + i = 1 olmak iizere Vx,y € R"*1 i¢in,

U
q

n n % n
> lwd < (Zmup) <Z|yk|q>
k=0 k=0 k=0

esitsizligine Holder esitsizligi denir.
1.1.4. Metrik Uzaylarda Topolojik Kavramlar

Bir dizinin yakinsakligina karar verebilmek i¢in limitine bakilmaktadir. Ancak bazi
uzaylarda Cauchy dizisi kavrami ile dizinin limitine bakilmaksizin yakinsak olup
olmadigina karar verilebilir.

Tanim 1.1.4.1 (s,,) reel terimli bir dizi olsun. Eger, Ve > 0 i¢in Eln((f) € N vardir 6yle ki

vm,n > nff) icin |s,, — s,,| < € oluyorsa (s,) dizisine Cauchy dizisi denir. Yani bir
dizinin Cauchy dizisi olmasi i¢in dizinin belli bir indisten sonraki herhangi iki terimi

arasindaki fark istenildigi kadar kiigiik yapilabilir.
Teorem 1.1.4.2. Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
Tamm 1.1.4.3. (X, d) metrik uzaymdaki her bir Cauchy dizisi bu uzayin bir elemanina

yakinsak ise (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay denir.
5



1.1.5. Normlu Uzaylar

Tamim 1.1.5.1. X, R cismi lizerinde taniml1 bir vektor uzayi olmak tizere || . || doniistimii

asagidaki gibi tanimlansin;

I 1l: X - R* u {0}

x = |lx]l

Eger Va € R ve Vx,y € X i¢in asagida verilen norm aksiyomlar1 saglaniyorsa || .||

doniistimiine X tizerinde bir norm ve (X, || . ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.

@) lxl=0ex=06
(i) lax|l = [alllx]|

(i) Nlx +yll < llxll + llyll

Tanm 1.1.5.2. Tam normlu uzaya Banach uzay denir.

Tanmim 1.1.5.3. X bir lineer topolojik dizi uzay1 olsun. Eger Vn € N i¢in p,(x) = x,
seklinde tanmimlanan p,:X — R donistimleri siirekli ise X dizi uzaymna K-uzayi

(Koordinat Uzay1) denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 1.1.5.4. X bir tam lineer metrik uzay ve bir K-uzay1 ise X dizi uzayma FK-uzay1
(Freéchet Koordinat Uzay1) denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Tamim 1.1.5.5. X bir Banach dizi uzay1 olmak iizere Vn € N i¢in p,,(x) = x,, seklinde
tanimlanan p,,: X — C donistimleri siirekli ise X Banach dizi uzay1 BK-uzay: (Banach

Koordinat Uzay) olarak isimlendirilir (Choudhary ve Nanda, 1989).

£, Co Ve c dizi uzaylari

llxlleo = sup|oxy|
keN



normuna gore, ¥, dizi uzayi ise

Ill, = (ixkv’)ﬁ

k=0
normuna gore BK-uzayidirlar.

Teorem 1.1.5.6. n =1,2,3,... i¢gin pg = || . ||4 Ve p,, = |x,| olmak iizere A satir sonlu
matris ise (c4, p) bir FK-uzayidir. Eger A tiggen bir matris ise (cu4, po) bir BK-uzayidir
(Wilansky, 1984).

1.1.6. Schauder Bazi

Sonlu boyutlu vektor uzaylarinda calisildigi zaman Hamel bazi kavrami yeterli
olmasima ragmen sonsuz boyutlu vektdr uzaylarinda bu kavram yetersiz kalmaktadir.
Bundan dolay1r sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda Hamel bazi kullanigsiz hale
gelmektedir. Bu nedenle daha farkli yapiya sahip olan sonsuz boyutlu vektor uzaylari igin

Schauder bazin1 kullanmak daha elverislidir.

Tamm 1.1.6.1. X bir normlu uzay ve (y;) bu uzayda bir dizi olsun. Eger Vx € X igin

olacak sekilde bir (&) skaler sayr dizisi bulunabiliyorsa (y,) dizisine X uzaymin
Schauder baz1 denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Ornek 1.1.6.2. (e(k)) dizisi k. terimi 1 ve diger terimleri 0 olan birdizivee = (1,1,1, ...)
olmak tizere;
a)  c dizi uzaymnmn Schauder bazi {e,e@,e®, @ 1 dizisidir,

b)  ¢o ve ¢, dizi uzaylarmin Schauder baz (e(k)) dizisidir.



Tamm 1.1.6.3. Sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip olan uzaya ayrilabilir uzay denir.
Teorem 1.1.6.4. Schauder bazina sahip her Banach uzay ayrilabilirdir.

Teorem 1.1.6.5. (Banach-Steinhaus Teoremi) X bir Banach uzay1 ve X in siirekli duali
X*={f|f:X - R siirekli ve lineer}

olmak tizere {f,,} © X™ olsun. Eger Vx € X igin
lim fo,(x) = f(x)
ise f € X™ dir (Choudhary ve Nanda, 1989).
1.1.7. Matris Doniisiimleri
Toplanabilme teorisi analizde genellikle serilerle ilgili bir ¢alisma alamidir. 19.

yiizyilldan Once iraksak seriler hakkinda Euler bazi caligmalar yapmis olsa da bu

caligmalar anlamli olmamistir. 1696°da Bernoulli vx € R\{—1} i¢cin

1
l—x+x*—x3+-=
1+x
oldugunu sdylemistir. Daha sonra Euler x = 1 alarak 1 —14+1—-1+4 - = % olacagimi

belirtmistir. Ancak bu anlamli degildir. Gergekten;

a=1-x+x*—-tx"
alinirsa
ax =x —x%+x3— -+ x"1



olur ve buradan

1+ xn+1

a:
1+x

elde edilir. Eger |x| < 1 ise lim x™ = 0 olup
n-—-oo

, 3 _ . 3 14 xntt 1
l—-x+4+x*—x’+--=lim(Ql—-x+x*—x>+--+x") = lim =
N—0o noo 14+ x 1+4+x

esitligi saglanacagindan x = 1 almak anlamli olmayacaktir. Euler daha sonra z nin
yeterince kiigiik degerleri i¢in f(z) = Y., a, 2™ olmak tizere f (1) = s olmas1 durumunda
raksak olan ), a,, serisinin s degerine Euler anlaminda toplanabilir oldugunu sdyleyerek

bunu

Z a, = s(E)

n

seklinde belirtmistir. Fakat bu da anlamli degildir. Gergekten,

i(—l)”
n=0

serisini géz Oniine alirsak bu serinin kismi toplamlar dizisi Vn € N i¢in

- 14 ()"
s, = Z(_l)n — %
k=0

olur. Bu dizisinin degeri n ¢ift ise 1, n tek ise 0 olacagindan ele aldigimiz seri iraksak bir

seridir. Euler’in tanimina gore



f(2) = ;(—1)%“ -

ve
1 _1

f( )_E

olup

C 1
;(—1) =)

elde edilir. Ancak |z| < 1 i¢in

1-22 (1-2(1+2) 142z

_ _ — 12443 ;54 ,6_ ...
1-23 (A-2)1+z+2z%) 14+z+22 i

ve f(1)
2—1 1+1-1 _°° "
§_ —141-— +..._7;(_)

elde edilmis olur. Yani Euler’in bu tanimi da anlamli olmamustir. Daha sonra Cauchy
1821 yilinda yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasinin da ayni degere yakinsagini
ispatlamistir. Bunu kullanarak 1890 yilinda Cesaro; )., a,, iraksak bir seri olmak iizere

bu serinin kismi toplamlar dizisi (s,,) verildiginde eger Vn € N i¢in

_50+51+"'Sn
B n+1

n

10



seklinde tamiml (t,) dizisi i¢in lim t, = K ise )., a, serisinin K degerine Cesaro
n—->0oo

anlaminda toplanabilir oldugu tanimin1 vermis ve bunu

Z a, = K(C,1)

n

seklinde gostermistir. Bundan sonra, bazi matematik¢iler tarafindan da cesitli
toplanabilme metodlar1 tanimlanmistir. Ancak farkli metodlar ile toplanan iraksak seriler
farkli sonuclar verebilmektedir. Bu sebeple serinin hangi yontemle toplandigini 6zel

olarak belirtmek gerekmektedir.

Tanmm 1.1.7.2. |x| < 1 igin

)= apn

n=0
olmak iizere eger,
lim f(x) =K
x-1"

ise 1raksak olan
(o]
n=0

serisi K degerine Abel toplanabilirdir denir ve

Z a, = K(A)

n=0

seklinde gosterilir.

11



Toplanabilme teorisi zamanla yerini daha kapsamli caligma alani olan matris
dontigiimii teorisine birakmistir. Matris doniisiimii teorisinde sonsuz matris yontemi ile

bir seriyi toplanabilmektedir.

Tanim 1.1.7.3. A = (a,;) reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris ve x = (x;) € w

olsun. Burada A ve x in ¢arpim1 Vn, k € N i¢in asagidaki gibidir;

[aoo o1 Qo ] X0 ad
Ao A11 A1k [xl] z A Xk
Ax =] i s I-|;|= e
lano ani Ank J lka :
. : . o]
Zankxk
k=0

Ayrica,
(Ax), = Z AneXk

k=0

olmak tizere y = (v,) = ((Ax),) dizisine x in A doniisiimii denir. Burada Ax ¢arpiminin

anlamli olmasi, Vn € N i¢in (Ax),, serilerinin yakinsak olmasina baglidir.

Tamim 1.1.7.4. A reel (veya kompleks) terimli bir sonsuz matris olsun. Eger Vn, k € N

icin k > n iken a,, = 0 ve a,,, # 0 oluyorsa A = (a,;) matrisine liggen matris denir.
Tamim 1.1.7.5. X keyfi bir dizi uzay1 ve A reel (veya kompleks) terimli sonsuz bir matris
olmak tizere X, ile A matrisinin X iizerindeki etki alan1 gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir;

X, ={x =(x;) € w:Ax € X}.

12



Tamm 1.1.7.6. X ve Y iki dizi uzay1 olmak iizere eger Vx € X i¢in Ax € Y ise A, X den

Y ye bir matris doniisiimii tanimlar denir ve

A:X-Y

seklinde gosterilir.

1.1.8.Matris Simiflar1

Tamim 1.1.8.1. X ve Y herhangi iki dizi uzay1 olsun. X den Y ye matris doniistimlerinin

smifi (X:Y) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir;

(X:Y) ={A = (ay):Vx € X icin Ax € Y}.

Tamim 1.1.8.2. A = (a,;) sonsuz bir matris olmak iizere A nin toplanabilirlik alani c, ile

gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir;

cy ={x = (x) € w: Ax € c}.

A € (c:c)ise ¢ < ¢, demektir ve bu durumda A matrisine konservatif matris denir.

Burada (c: ¢) konservatif matrislerin sinifi olarak adlandirilir.

Tamim 1.1.8.3. 4 ve B keyfi iki sonsuz matris olmak tizere

Cq C Cp

ise B, A dan daha giiclii veya A, B den daha zayiftir denir (Wilansky, 1984).

Tanim 1.1.8.4. A ve B keyfi iki sonsuz matris olmak tizere
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ise A ile B es giigliidiir denir.

Teorem 1.1.8.5. A ve B iiggen matrisler olmak iizere

¢4 € cg © BA™! konservatiftir (Wilansky, 1984).

Tamim 1.1.8.6. A sonsuz bir matris ve x herhangi bir dizi olmak {izere
Jim x, = lim (Ax),,

oluyorsa A matrisine regiiler matris denir. Yani A sonsuz matrisi limit koruma 6zelligine

sahipse regiilerdir. Regiiler matrislerin simifi (c: c: p) ile gosterilir.

Ornek 1.1.8.7. C = (c,) Cesaro matrisi

1
_ , 0<k<n
Chk = n+1
0 , k>n

seklinde tanimlidir. Yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasi da ayn1 degere yakinsak

olacagindan ve Cesaro matrisinin tanimi geregi Vn € N igin

Xo+x1+ -+ x,

lim x, = lim
n—oco n—oco n+1

= lim (Cx),,
n—->0o

olup Cesaro matrisi limit koruma 6zelligini saglar. Yani Cesaro matrisi regliler matristir.

Konservatif ve regiiler matris tanimlari birlikte diigiiniiliirse;

. Konservatif her matrisin regiiler olmadigi,

o Konservatif olmayan bir matrisin regiiler olamayacagi,
. Regiiler her matrisin konservatif oldugu
aciktir.
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Simdi agagidaki Lemmada kullanmak iizere asagidaki ifadeleri tanimlayalim;

sup ) |ay|? < o D)
neN
K
sup |ap,| < o (2)
n,keN
SUp ) |ap|P < oo (3)
KkeN
n
q
sup Z Ape| < oo (4)
kex k Inexk
P
sup ) 1D an| <o (5)
Kkex n lkexK
Vk € Nigin lim a,; = & (6)
n—oo
lim Ang = f (7)
n—00
K

lim > lanel = )| lim an (®)
k k

Lemma 1.1.8.8. A = (a,;) sonsuz matris olmak iizere asagidakiler saglanir (Stieglitz ve

Tietz, 1977);

(i) A=(ap) €(cp:tew) =(City) = fn:?w) © q=1 olmak flizere (1) in
saglanmasidir.

(i) A= (an) € (fp: {’oo) o %+ % = 1ve 1l < p < o igin (1) in saglanmasidir.

(i) A= (an) € (#1:€%) © (2) nin saglanmasidir.

(iv) A= (ap) € ({xn:c) © (6) ve (8) in saglanmasidir.
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(V) A= (ay) € (c:c) © q = 1 olmak tizere (1), (6) ve (7) nin saglanmasidir.

(Vi) A = (ay) € (cp:c) © q = 1 olmak iizere (1) ve (6) nin saglanmasidir.

(vii) A= (an) € (fpic) &> +2=1ve 1<p <o olmak iizere (1) ve (6) mm
saglanmasidir.

(viii) A = (ayx) € (£1:¢) © (2) ve (6) nin saglanmasidir.

(ix) A= (an) € (co:cy) © q=1veVk € Nigin &, = 0 olmak iizere (1) ve (6) nin
saglanmasidir.

(X) A= (ay) € (¥1:€1) © p =1 olmak iizere (3) lin saglanmasidir.

(xi) A= (ap) € (fp:fl) = %+%= 1 ve 1<p<oo olmak iizere (4) iin
saglanmasidir.

(xii) A = (ank) € (co:?1) = (c:¥1) © p = 1 olmak tizere (5) in saglanmasidir.

(Xiii) A = (ank) € (Booi o) N (F1:41) 2 A = (am) € (£:4,), 1 <p < o0,

(xiv) A = (ay) € (c: fp) = (CO:{’p) © 1 < p < oo olmak iizere (5) in saglanmasidir.

(xv) A= (ay) € ({’1: {’p) © 1 < p < oo olmak iizere (3) lin saglanmasidir.

(xvi) A = (apk) € (cicy) © VkENiciné, =0, {=0veq=1 olmak izere

(1), (6) ve (7) nin saglanmasidir.
1.1.9. Dual Uzaylar
Tamm 1.1.9.1. X ve Y keyfi iki dizi uzayi olsun.
MX,Y) ={y = (i) Ew:Vx € X,xy = (xyx) € Y}
seklinde tanimlanan M (X,Y) kiimesi X ve Y dizi uzaylarinin ¢arpim kiimesidir.

Tamm 1.1.9.2. X keyfi bir dizi uzay1 olmak {izere bu uzayin a—, f — ve y — dualleri

asagidaki gibi tanimlanir;

X*=M(X,¢,) = {a = (ak):ZIakku <o, Vx X
k=1
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XB=MX,cs) ={a = (ak):Z ax, yakinsak, Vx € X}
k=1

n

XY = M((X,bs) ={a = (ay):sup
n
k=1

< oo, VxEX}

1.2. Literatiir Ozeti

Bu bolimde Euler ve Binom matrislerinin etki alanlar1 kullanilarak daha once
yapilmis olan ¢aligmalar hakkinda kisaca bilgi verecegiz.
Bu boliimde ve daha sonraki boliimlerde negatif indisli terimler sifir olarak kabul

edilecektir.
Euler matrisinin etki alanini kullanarak Euler dizi uzaylarini ilk olarak Altay, Bagar

ve Mursaleen asagidaki gibi insa etmislerdir (Altay ve Basar, 2005; Altay vd., 2006);
n
n
ey = {x = (x) € w: lim Z ( )(1 — )" rrky, = 0},
=] g

n
n
el = {x = (x) € W,P_Egoz (k) (1 —r)"Frky, mevcut},
k=0

s

n

z (:) (1 —r)"Frkx,

k=0

er =4x = (x) € w:sup
neN

ve

P
<00} (1<p<o).

ep ={x= (x) EW:Z

n

Zn: (Z) (1—7r)"*rkx, =0
k=0
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Daha sonra Altay ve Polat A fark matrisi olmak tizere ej(A), el (A) ve el (A) dizi
uzaylarin1 asagidaki gibi tanimlayarak Altay, Basar ve Mursaleen ’in caligsmasini

gelistirmiglerdir (Altay ve Polat, 2006);

3

e§ () = {x = (o) ewi lim > (1) (A= 1)"rkGoe = x0) = 0 }

k=0

S

el (A) = {x = (x;) Ew: Tlll_{glo Z (Z) (1 —r)"*rk(x, — xe_1) mevcut}

k=0
ve

n

> () @ =rr kG =)

eN
8 k=0

el (A) = {x = (x;) € w:sup

<eo.

Bundan sonra Bisgin by, by, b’ Ve by” binom dizi uzaylarim asagidaki gibi

tanimlayarak Altay, Basar ve Mursaleen’in daha O6nceden yapmis oldugu calismayi

genellestirmistir (Bisgin, 2016a, 2016b, 2018, 2019);

n
1 n
bg'S = {x = (xk) €Ew: Tlll_)l’{)lomZ (k) Sn—krkxk =0 },

k=0

n
1 n
b = {x = (x) € w: TII.I—EEOWZ (k) s"Krkx, mevcut },

k=0
<of

n

1 n
bT,S = = (= : _— n—k,.k
® {x (xic) € wisup 17w kZ_O (k) ST Xk

ve
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P
<oo} (1<p<o).

b;'s={x=(xk)6w:z (s+r)"zn: shkrky

B"™S = (b,;) binom matrisi s-r >0, r,s € R\{0} ve Vn,k € N olmak iizere

asagidaki gibi tanimlanir;

b = ﬁ(;)s”‘kﬂ‘ , 0<k<n

0 , k>n
Eger burada r + s = 1 alinirsa r. mertebeden Euler matrisi E" elde edilir. Dolayisiyla
Binom matrisinin Euler matrisinden daha genel oldugu goriilmiis olur.

Bundan sonra Meng ve Song Binom ve fark matrislerinin kompozisyonunu
kullanarak bg* (A), b (A) ve by’ (A) (m = 1 degeri igin) dizi uzaylarini tanimlamis ve
Biggin’in ¢aligmasim gelistirmistir. Meng ve Song tarafindan by°(A), b.”* (A) ve by’ (A)
dizi uzaylar1 asagidaki gibi tanmimlanmistir (Meng ve Song, 2017);

n—0oo

1 n
by*(A) = {x = (x;) € w: lim mkz:o(:) SRR (X — Xp—p) = 0}

b.*(A) = {x = (x) € w: lim ﬁz (n) SRR (o, — x5_1) mevcut}

n—oo

ve

r + )”z nkk(xk_xk 1)

eN
n k=0

4

Daha sonra Sénmez by (G), b.* (G) ve by’ (G) dizi uzaylarii (Sénmez, 2019) ve

bl (A) = {x = (xx) € w:sup

Bisgin b;’S(G) uzaymi (Bisgin, 2017) tanimlayarak Meng ve Song ’un yukarida
bahsedilen galismalarmi genellestirmislerdir. by (G), be”(G), b’ (G) ve b,”(G) dizi

uzaylari,

19



n

by*(G) = {x = (xy) € w: h_r)gl0 G +1r)” Z (Z) sVRYR(tx), + uxg_q) = 0},

1 n
n
b (G) = {x = (xy) € w: hm GIon Z (k) SRR (txg + uxg_q) mevcut},
< oo}

n
Z SRR (txg + uxg_1)

b (G) = {x = (xy) Ew: Gt T)nk ,

nEN

ve

n

G r)” Z (Z) svRrk (g + uxy_q)
=0

p
<ol

1 < p < o seklinde tanimlanmistir. Burada G = (g,) iKili band matrisi asagidaki

bl (G) = {x = (x) € w: Z

gibidir;

t k=n
Ink = {u , k=n-1
o , diger durumlar

D = (d,) tclii band matrisi Vn, k € N ve t,u, v € R\{0} i¢in

t , k=n
A = u , k=n-—-1
nk =y , k=n-2
0 , diger durumlar

seklinde tanimlanmaktadir. Eger burada v = 0 alinirsa ikili band matrisi G = (g,;) elde
edilir. Dolayisiyla binom ve iiclii band matrisinin kompozisyonundan elde edilen
by” (D), be* (D), by’ (D) ve b,*(D) dizi uzaylari binom ve ikili band matrisinin
kompozisyonundan elde edilen by*(G), be*(G), be’(G) ve by*(G) dizi uzaylarindan
daha geneldir. Yani Bisgin by (D), b.* (D), by’ (D) dizi uzaylarmi (Bisgin, 2017) ve
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Sénmez by, *(D) uzaymi (Sénmez, 2020) asagidaki gibi tamimlayarak daha 6nceki

calismalarini genellemislerdir;

n

. 1 ny L

by" (D) = {x = () € w: lim (s+r)n Z (k) STt + uxg_g + vxg_2) = 0}.
=0

n

b.*(D) ={x = (x}) € w: lim ! (n) sVRrR(tx), + ux,_1 + vx,_,) mevcut
c k oo (S + T')n k k k-1 k-2 ’
< oo}

k=0

neN

n
1 n
Z (k) sVRYR (txg + uxg_q + vxg_3)

b (D) = {x = (x;) € w:sup Grrn
k=0

ve

n

1 n
GErm Z (k) sVRYR (b + uxp_q + vX_3)
k=0

b7 (D) = {x = () ew: Y

P
- w}_
Son olarak Bisgin tarafindan dortlii band matrisi Q = (q,;) asagidaki gibi

tanimlanmistir (Bisgin);

o , k=n

t , k=n-1
Qnk =3 U k=n-2

v, k=n-—3

kO , diger durumlar

Burada Vn, k € N ve o,t,u, v € R\{0} dir. Eger burada v = 0 alinirsa ti¢lii band matrisi
D = (dnx), u = v = 0 alinirsa ikili band matrisi G = (gpx) Ve o =1, t =—-lL,u=v =
0 aliursa fark matrisi A elde edilir. Dolayistyla Biggin tarafindan tanimlanan dortli band

matrisi 6nceden tanimlanan matrislerden daha geneldir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde daha dnce yapilan c¢alismalardan elde edilen dizi uzaylarindan daha
genel yapida dizi uzaylar1 tanimlanarak bunlarin Schauder bazlar, ¢ —, f — ve y —

dualleri, matris dontisiimleri ve bazi matris siniflar1 belirlenecektir.
2.1. Yeni Dizi Uzaylar

Bu kisimda binom ve dortlii band matrislerinin kompozisyonu ile olusturdugumuz
by (Q),be*(Q), b’ (Q) ve by°(Q) dizi uzaylarmi tammlayacagiz. Ayrica
tanmimladigimiz yeni dizi uzaylarinin sirastyla klasik dizi uzaylari ¢y, ¢, £, Ve £, ile lineer
1izomorfik olduklarindan ve baz1 kapsama bagintilarindan bahsedecegiz.

vnk €N ve o,t,u,v € R\{0} i¢cin binom ve dortlii band matrislerinin

kompozisyonunun etki alanindan yararlanarak asagidaki yeni dizi uzaylarn elde edilir;

n

n n—k..k
(k)s r(0x, + txp_q + uxp_, + vx,_3) = 0y,
k=0

b1*(Q) = {x = (xy) € erlhrlgo GEon

n

7,8 : 1 n n—k..k
b7 (Q) = yx = (x) € w: lim mz (k)s r*(0x) + txp_1 + ux;_, + vx,_3) mevcuty,

n—-oo
k=0
< oo]

n

1 n n-k..k
m (k) sTr (oxy 4+ txg_q + uxp_y + VXp_3)

neN
k=0

by’ (Q) = {x = (%) € w:sup

ve

n

1 n n—k..k
GEon (k) SRR (0xg + txg_q F UXp_y + UX_3)
k=0

p
<o

by (Q) = {x = () ew: )

burada 1 < p < co dir.

Eger etki alan1 kavram1 g6z oniine alinirsa agagidaki esitlikler yazilabilir;
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by*(Q) = (bg")g, b*(Q) = (b")g, b’(Q) = (b)g, by°(Q) = (B,°),  (9)

Ayrica F™S = (f)°) = B™$Q matrisi Vn, k € N igin

nr’,{sz{%[053(Z)+t52r(k:1)+usr2(k:l_2)+vr3(k:l_3)] , 0<k<n

0 , k>n
seklinde tanimlanmak iizere (9) esitlikleri F™* = (f,;’) matrisi ile yeniden tanimlanirsa
bg* (@) = (co)rrs, be*(Q) = cprs, b (Q) = (be)prs, bp*(Q) = (£p) s (10)

elde edilir. Burada verilen keyfi bir x = (x;) € w igin x in F™*-doniisiimii Vk € N i¢in,

k

1 k o
Vi = (F™5x), = (s-l-—r)kz (i)sk"lrl(oxi +tx;_q +ux;_, +vx;_3)

i=0

veya

k
1 k k k k e
— r,S — 3 2 2 3 k—i—-3,.0,.
Ve = (F70k (s+r)kZO:[OS (i)+t$ T(i+1>+usr (i+2)+w (i+3)]s T

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 2.1.1. by (Q), b.°(Q) ve by’ (Q) dizi uzaylari

Ixllprs gy = Nxllprscey = Nxllprs gy = IF™xlle = iugl(F“X)kI
€

normu ile birer BK-uzayidirlar ve b;’S(Q) dizi uzay1 da
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0 Y
lxllyps gy = IET*xll, = (Zumx)kv’)
k=0

normu ile bir BK-uzayidir.

Ispat: ¢y, ¢ ve £, uzaylarinin supremum normu ile ve £, uzaymin p-normu ile Banach
uzay1 oldugunu biliyoruz. Ayrica tamimlanan F™ = (f,;°) bir iiggen matris ve (10)
saglandig1 igin Teorem 1.1.5.6. g6z oniine alinirsa by (Q), be* (Q), b’ (Q) ve by* (Q)

dizi uzaylariin BK-uzay1 oldugu elde edilir.

Teorem 2.1.2. by (Q), be*(Q), b’ (Q) ve b, (Q) dizi uzaylari sirasiyla cg, ¢, €5 Ve €,

dizi uzaylarma lineer izomorfiktir (1 < p < o).

Ispat: Digerleri benzer sekilde yapilabileceginden ispati sadece by *(Q) uzay igin
yapacagiz. L: by* (Q) — co, L(x) = F™x olacak sekilde bir L déniisiimii tanimlayalim.
Burada Vx,y € by°(Q) ve Va, B € F i¢in

L(ax + By) = F"(ax + By) = aF™*x + fF"™°y = aL(x) + BL(y)

olup L lineerdir. Ayrica Lx = 6 alindiginda x = 6 olacagindan L doniisiimiiniin birebir

oldugu agiktir. Simdiy = (y,) € ¢, olmak iizere L doniisiimiiniin 6rten ve norm koruyan

oldugunu gostermek i¢in x = (x,,) dizisini Vk € N igin;
[ i ; . .
()T B )k + ) iy (n

seklinde tanimlayalim. Burada, py,u, ve uz, ox® + tx? + ux + v = 0 denkleminin
rastgele li¢ kokii olmak {izere Bisgin’in ¢aligmasina gore temel hesaplamalar sonucu

U1, Uy VE Ug ile ilgili asagidaki esitlikler elde edilir,
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t
Mty +H3 ==

u
Uiy + Uiz + Uiz = 5’

_ v
Ui U3 = o

UL S

2 0#1 0#1 0

2 2 t u

pi + ps + g +5(u1+uz)+5= 0,

Hi + 3 + U3+ iy + pais + ppus + %(#1"‘#2 +p3) + % =0
ve

patia + s +§= 0.

Bu esitlikler goz oniine alindiginda,

(Qx), = oxp + tx)_1 + UX_y + VXp_3

i o . ,_
() w7 e + )l

t i Keie imp—1 , - N
+- (l> W T S (=) + )y,
=0 i=l j=0 v=0
k-2k-2k-i-2k=i—j-2
u l K—ieimv—2 . . »
s (z) T AT C Ll G L

i e . . '
() 7 + )iy,
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=

-3

=

-3 |k-i-3

k—i—j—3
._ _- k
() §)Hr +s)tr Z sl g
v=0

l

I
=}

i

o

L] j=

t u v t u
+—pl +— )]+”‘”2<2+2+— + ) + +—>]
Ry Bl | R T Mty () + s +

k=2 k—1-2 1.2—k( ,,2 2 2
+ l)(—S) (r+s)r°7°(C ui + ps + ps + papp + papiz
t u
+ otz +5(ul+uz +u3)+5)
k—1 t
(1) T+ D gy + s+ <)

k
+()) ete + 9y
+ V2 (T + )22 (U2 + pd + pd + papn + s + uops

+t + u, + +u)]
0(111 Ha + [3) .

t k
+Yp-1(r + )" [Tl_k (Hl + oy Uz + ;) - (k _ 1) (=s)r " ]

r+ s\
+ye (=)
-3

B A e P OO L

=

=0

k
+ Y1 (r + s)k 1 (k - 1) (=s)r ® + y, (r + s)krk

= Zk: (Il{) (=)t + 9)'rky,

=0

~

ve buradan

n
n

1
lim n (F7x)y, = lim mZ) (k) svRrk(oxy + txg_q + uxg_y + vxi_3)

- 111_)00 (s -|-1r)" Z s krkzk: ( ) T+ 8Ty

=0

= lim y,

n—oo
=0
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elde edilir. Yani x € by*(Q) ve L(x) = y dir. Dolayistyla L doniisiimii drten ve Teorem
2.1.1 den norm koruyandir. Sonug olarak L doéiinlistimii lineer, birebir, drten ve norm
koruyan ozelliklerini sagladigi icin by (Q) Ve ¢, uzaylar lineer olarak izomorfiktir.

Boylece ispat tamamlanmustir.
Teorem 2.1.3. 0 + t + u + v = 0 olmak iizere ¢ € by (Q) kapsamasi kesindir.

Ispat: Kabul edelim ki o+t+u+v=0 ve x = (x;) €c olsun. Bu durumda
Ill_g)lo X, = o ve buradan ;yl?o(Qx)k =(0+t+u+wv)o=0o0lur. Yani Qx = ((@x),) €
co dir. Ayrica, rs > 0 iken binom matrisi regiilerdir. Bu durumlar géz oniine alindiginda
x € c iken B™*Qx € ¢, elde ederiz. Yani x € c iken x € by (Q) olur. Dolayisiyla ¢
by* (Q) kapsamasi saglanir. Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gdstermek igin bir x =
(x) dizisi tanmimlayalim. Vk € N i¢in x;, = In(k + 4) olsun. Agikg¢a goriilmektedir ki

x = (x,) & c ancak

Frsy — 1 z(k) i i[tl (k+3)+ ] <k+2)+ ] <k+1>]e
Tt s)k i) TP e a) T ) TV )] £ o

i=0

dir. Yani x = (xx) € by°(Q) dir. Buradan ¢ € by®(Q) kapsamasinin kesin oldugu

gortliir. Boylece ispat tamamlanmustir.
Teorem 2.1.4. b,*(Q) < by*(Q) < b*(Q) € by’ (Q) kapsamalari kesindir.

Ispat: Biliyoruz ki ¢, c ¢y € ¢ € £, kapsamalari saglanir. O halde b,*(Q)
by (Q) © b.*(Q) < by’ (Q) kapsamalarinin da saglanacagi agiktir. Simdi Vk € N igin

asagidaki sekilde {i¢ dizi tanimlayalim;

k—j k—j—i

1 kicico b
xk=gzz Z w T s,

j=01i=0 v=

o
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ve
1 k k 1
%= ;Z Z w T Bl (s T+ ) (n+ 1) 7P

O halde F™x =(LL1,..) €c\cy , Fy = (D) €L\c Ve F™oz=

(k + 1)1/ P € co\¥) bulunur. Dolayisiyla kapsamalar kesindir. Ispat tamamlanmustir.

Teorem 2.1.5. b, (Q) Ve €5, (Q) dizi uzaylari ortiisiir ancak birbirini igermez. Burada

p € [1, ).

Ispat: Teoremin ispati i¢in ii¢ dizi tanimlayalim; Vk € N igin

ve

burada |§| > 1 dir. Buradan,
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0x = (-1} € €, ve Frx = (= :)k) e,

Qy=e€f,ancak F™*y =e & ),

s\ k
QZ = ((— ;) ) ¢ ¢ ancak F'Sy = (1,0,0, ) € fp

bulunur. Yani, x € £,(Q) Ny (Q), ¥ € £, (Q\D5*(Q) Ve z € I (Q)\£e(Q).

Bdylece ispat tamamlanmustir.
2.2. Yeni Dizi Uzaylarimin Schauder Bazi ve a—, 8 — ve y — Dualleri

Bu kisimda, bir énceki kisimda tanimlanan by (Q),b*(Q) ve by*(Q) dizi
uzaylarinin Schauder bazlan verilerek by (Q), be*(Q), bes’(Q) ve b,*(Q) uzaylarmin

a—, 3 — ve y — dualleri belirlenecektir.

Teorem 2.2.1. Ilim (F™x), = { ve Vk € N i¢in & = (F"x); olsun. Vn, k € N i¢in

asagida belirtildigi gibi iki dizi tanimlayalim,;
i L . , ,
( )ﬂ'f T (=) r + )Tt (VkEN)

0 , 0<n<k

iN o . , ,
( ),uf TS ()R + )kt k<n

Bu durumda asagidakiler saglanir;

a)  by*(Q) ve by*(Q) dizi uzaylarmm Schauder bazlart {p®(r, s)}keN dizisidir.
Ayrica bu Schauder bazinin her x € by (Q) veya b,”*(Q) iken yalnizca bir gdsterimi

vardir ve bu gosterim asagidaki gibidir;
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x= ) M)
Z ‘

b) {p, pOr,s), pM(r,s),..} dizisi b°(Q) dizi uzaymin Schauder bazidir ve her
x € b (Q) igin asagidaki gibi bir tek gosterime sahiptir;

x=0p+ ) 6 — 05
k

ispat: a) e(k), k. terimi 1 diger terimleri O olan bir dizi, 1 < p < o ve Yk € N olmak
iizere F™p®(r,s) =e® €, oldugu agiktir. Buradan {p®(r,s)} < by*(Q) ve
{p®(r,s)} c b*(Q) igermeleri saglanir.

1<p<ovex = (x) € by*(Q) veya b,”*(Q) olmak iizere Vm € N igin

m
xm = oM, s)
k=0

seklinde tanimlansin. Buradan x[™/ ile F™s = ( f,) matrisini isleme alirsak Vn,m € N

i¢in
m m
Froxtml = 3 g Frsp®(r,s) = ) (Frx)e®
k=0 k=0
ve
0 0<n<m
7,8 __ ~Im] — , =t =
e I {(F”X)n ,  n>m

elde ederiz. Simdi keyfi € > 0 i¢in my = m(()e) mevcuttur oyle ki Vm, < m igin

€
[GeoMES
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ve

o)

> 1@< (3)

n=mgy+1

olur. Bu durumda Ym = m, igin

€
= sup|(F™x)n| < sup [(Fx),| <5 <e

— yIml]
e O mosn =2

ve

1 1
00 5 o p E
e = g =< p |<F“x)n|p> <| D 1er,p | s5<e

n=m+1 n=mg+1

elde edilir. Buradan,
x=) M)
k

oldugunu goriiyoruz. Simdi bu gosterimin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki bu

gosterimin bagka bir temsili asagidaki gibi olsun;
X = Z Lep® (r,5) .
K
Teorem 2.1.2 de tanimlanan L doniisiimii dikkate alindiginda ¥n € N igin

Fsx)n = ) 2[Frop® (9] = ) el =2,
k k
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elde ederiz. Bu ise vn €N i¢in (F™x),, =&, olmasiyla cgelisir. Bu c¢eliskiye
kabuliimiizden diistiik. Dolayisiyla Vx = (x;) € by*(Q) veya b,”(Q) igin bu gosterim
tektir.

b) Biliyoruz ki {p® (r,5)} € by*(Q) ve F™Sp = e € c dir. Dolaystyla,

{p,p®(r,5)} € bl*(Q) kapsamasi saglanir. Keyfi bir x = (x;) € b;*(Q) dizisi ve
Ill_r)lolo & = ( icin y = x — {d olacak sekilde bir y = (yy) dizisi segelim. Buradan agikca
goriiliiyor ki ¥ = (y,) € by*(Q) dir. Ayrica (a) dan y = (y;) bir tek temsile sahiptir.
Yani, Vx = (x;) € b.°(Q) asagidaki sekilde bir tek temsile sahiptir;

x={p+ ) [6 — 1P s).
k

Boylece ispat tamamlanmigtir.
Sonug 2.2.2. by*(Q), be* (Q) ve b, (Q) dizi uzaylan aynlabilirdir (1 < p < o).

Teorem 2.2.3. N nin tiim sonlu alt kiimelerinin koleksiyonu F ile gosterilmek tizere 1 <

p < oove % + é = 1 i¢in agagidaki ii¢ kiimeyi tanimlayalim;

n n—in-i-j
1 i i i . )
n§'5(0>={a=(ak>ew:sup I () e + ey <oo},
KEeF
n

keK i=k j=0 v=0

1 n n-in-i—j q
U;S(Q) = {a = (ak) € w:sup 5 Z Z (k) .Uil_l_J_vlJIz;IJé(_s)L_k(r + s)kr‘Lan < oo}

KeF
k neK i=k j=0 v=0

ve

n—in—i—j

n
1 i i ; . .
S ()T e + ke,
i=k j

=0 v=0

kEN

<w}.

n3°(Q) = {a = (a;) € w:sup

n

Buradan asagidaki esitlikleri elde ederiz;
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I {bg” (@)} = {br* (@} =" (@)
I {77 (@3 =n3°(Q)

a
. {p°@}) =@ (A<p<e)
Ispat: Teoremin ispatim sadece (I) igin yapacagiz. (II) ve (III) benzer sekilde

yapilabileceginden ispatlar1 verilmeyecektir. Vvn € N ve a = (a,,) € w igin x = (xy,)

(J ) w7 T T s (=) TR r + ) |y

n n
1 [ i ; . :
AnXy = Z Ez (k) W T (=) 7 + 8) T a, | vk = (GTFY)n

elde edilir. Buradan, x = (x;) € by*(Q), b°(Q) oldugunda ax = (a,x,) € £, olmast
icin gerek ve yeter sart y = (yy) € ¢o, ¢ oldugunda G™°y € #; olmasidir. Budabize a =
(an) € {by* (@)}* = {b°(Q)}* olmasi igin gerek ve yeter sart G € (co: #1) = (c:41)
oldugunu gosterir. Elde ettigimiz bu sonu¢ ve Lemma 1.1.8.8. (xii) birlikte

diisiiniildiigiinde;

n n-in-i—j

a= @) GP@F @) 5 Y Y Y ()i s 9 <

keEK i=k j=0 v=0

elde edilir. Sonug olarak {by*(Q)}* = {b.°(@)}* = n1”°(Q) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmustir.

Teorem 2.2.4. 5 (Q), 15 (@), 15°(Q), 1y (Q) ve nl* (@) kiimeleri

n
n°(Q) = {a = (ay) € W:sugZ|Z;’,f ‘< 00} (1<q <),
ne k=0

33



ns*(Q) = {a = (ax) € w: lim z;; mevcut Vk € N},
n—->oo

n—-oo n

ne°(Q) =4a = (ap) € w: lim ) z% mevcut},
x

1@ = {a = (@) e w: sup |75] < oo

n,keN

ve

15 (Q) = {a = (ag) Ew: 11m Z|an = Z | lim an

}

seklinde tanimlansin. Burada Z™* = (z,) asagida tanimlandi81 gibidir;

n i i-li-l-j

1 l
— ( ) Sl (=) T+ s) e, , 0<k<n
= OE § k 23

i=k l=k j=0 v=

o

0 . k>n

Asagidakiler saglanir;

() " @Y =@ nng*(@), q=1.

(i) b @Y =@ nng* (@ nng* (@), q=1.

(i) {b7* (@)} =1 (@) nn7*(Q).

i) (@) =@ N0 (@, 1<p<o ve 1<q<w,
V) bZF@)F =1 (@ nng*(Q).

(vi) {by” (@)} = {b" (@)Y = bz’ (@Y =n°(Q), q=1.

(vii) {b;*(Q@)} =n7°(Q).

(viii) {b;'S(Q)}y =1°(Q), 1<p<omwve 1<qg<om,

Ispat: Digerleri benzer sekilde yapilabileceginden ispat1 sadece (i) igin verecegiz.
(i)  Keyfi bir a = (a,) dizisi verilsin. x = (x;) Teorem 2.1.2 deki gibi taniml1 olmak

tizere Vn, k € N igin;
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M:
o

T (-9 6+ 5ty

&
Il
=}
&
Il
=}

n [ &k
1
are= ) (5D
i=0
n

AN .
() 7 6 5yt v

elde edilir. Burada Z™ = (z,;) Teorem 2.2.4 te tamimladigimiz sekildedir. Bu
hesaplamalardan elde edilir ki, x = (x;) € by*(Q) oldugunda ax = (a,x,) € cs olmasi
icin gerek ve yeter sart y € ¢y oldugunda Z™°y € ¢ olmasidir. Bu da bize a = (a;) €
{by*(Q)}¥ ancak ve ancak Z™ € (co: ¢) oldugunu gosterir. Elde ettigimiz bu sonugla
Lemma 1.1.8.8. (vi) sartim birlestirirsek a = (ay) € {by°(Q)}# olmasi igin gerek ve

yeter sart Vk € N igin sup Xi—o|z;| < oo ve lim z}; meveut oldugunu goriiriiz. Yani,
neN oo

{by* (@ =n°(Q) N1 (Q) elde edilmis olur. Bu da ispati tamamlar.
2.3. Baz1 Matris Siiflari

Bu kisimda b;°(Q) ve b,*(Q) (1 <p <) dizi uzaylar ile ilgili matris
siiflandirmalarindan bazilar1 tanimlandi. Kullanim kolaylig1 olmasi agisindan bu boliim

boyunca ¥n, k € N igin p,;; asagida tanimlandig1 sekilde kullanilacaktir;

i i-li-l—-j

1w IN .
=) D ()T (=) RO+ )

i=k I=k j=0 v=0

Lemma 2.3.1. E bir liggen matris, A bir sonsuz matris ve X ile Y keyfi iki dizi uzay1 olsun.
Budurumda A € (X:Yy) © EA € (X:Y) dir (Basar ve Altay, 2003).

Teorem 2.3.2. A = (a,;) kompleks terimli sonsuz bir matris olmak iizere A €
(b°(Q):£4) ancak ve ancak
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SupZIPQEI <o, (12)
neN =0
pni mevcut Vn,k €N (13)
m 1 m i i-1i-l-j I
sup Z _Z ( )uil_l_j_”u’z’ué(—s)l_k(r +s)rla,l <o (YmeN) (14)
meN 04 " k
k=0 i=k l=k j=0 v=0
ve

] .
z (;{) ug_j_l_"u'z’ué(—s)j_k(r +s)r7a,, mevcut (Vm € N). (15)

Ispat: Kabul edelim ki 4 € (b.°(Q):£.,) olsun. Buradan Vx = (x;) € b.*°(Q) igin Ax
in mevcut ve £, da oldugu agiktir. Bu da bizi Vn € N icin {a, }ren € {bL°(Q)}F oldugu
sonucuna ulastirir. Bu sonug ile Teorem 2.2.4 (ii) birlikte diisiiniiliirse (13), (14) ve (15)

saglanir. Eger,

n+3 n+3

Lot Ui — uf B s — ps N 5 — pi
0 |(1—p)(uy —p) (g — p3) (=) (g —pa) Wy —p3) (1 — p3)(ug — p3) (i — U3)

n+3

olmak iizere x € b.°(Q) ve Vx € b.°(Q) i¢in Ax € £, oldugu gercegini gdz Oniine
alirsak (12) nin saglandigimni soyleyebiliriz.
Tersine kabul edelim ki (12)-(15) saglansin. x = (x;) € b.”*(Q) keyfi bir dizi

olmak tizere Vm,n € N i¢in

m m 1 k —ik=i=j
A X1 = _ L k—i—j—v, v j(_ )i—l( + )l —i a
nktk — 0 l .u'l .u'z.u'3 S r S)Tr yl nk
k=0 k=0 =0 i=l j=0 v=0

[ . . , .
() i G+ | amri
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esitligi gbz Oniine alinsin. Eger burada m — oo i¢in limit alirsak kabuliimiizle birlikte

vn € N igin

Z AnrXk = Z P;’;fJ’k (16)
k k

elde edilir. Ayrica (16) nin supremum normu alinarak
o < sup > o1yl < M1yl sup > |07 < oo
neN T neN T

elde edilir. Dolayisiyla Ax € €., dur. Yani A € (b.°(Q): %) elde edilmis olur. Boylece

ispat tamamlanmaistir.

Teorem 2.3.3. 4 € (b.”°(Q): ¢) ancak ve ancak (12)-(15) ve asagidakiler saglanir;

lim » ppe =4 (17)
n—->oo

k
ve
lim pry = A (18)
n—->oo

Ispat: Kabul edelim ki 4 € (b.”°(Q): c) olsun. Biliyoruz ki ¢ c £, kapsamasi saglanur.
Bu kapsama ve Teorem 2.3.2. birlikte diisiiniildiigiinde (12)-(15) sartlarinin saglandigi
goriiliir. Ayrica kabuliimiizden dolay1 agik¢a Ax mevcuttur ve Vx = (x;) € b.°(Q) icin

¢ dedir. Bunlarla beraber eger

1 ui = prt? o — pp*? ui — pste

= o (1 = u) (g — p2) (g — 13) - (1 = p) (g — uz)(uy — p3) * (1 = pg) (g — p3) (2 — p3)

ve x = p® (r, s) olacak sekilde iki dizi segersek (17) ve (18) esitliklerinin saglandigin
goriiriiz. Burada x = p® (7, 5) dizisi Teorem 2.2.1. de tanimlandig1 gibi secilmistir.
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Aksine, verilen bir x = (x;) € b.”*(Q) igin kabul edelim ki (12)-(15), (17) ve (18)
sartlar1 saglansin. Vn € N i¢in Teorem 2.2.4. (ii) géz oOniine alnarak {a,;}ren €
{b7°(Q)}¥ oldugunu sdyleyebiliriz. Bu bize gosterir ki Ax mevcuttur. (12) ve (18) den
vm € N i¢in

m
DIl s sup ) [of] < o
=0 neN T

sonucuna ulasiriz. Bu da bize (1) € ¢, oldugunu gosterir. Yani

z Ak Yk
k

serileri mutlak yakinsaktir. Simdi (16) da a, yerine a, — A, alirsak Vn € N i¢in

k—jk—j-i
g 8 o
()i a5y 4+ = A0y (19)

Z(ank A )Xy = Z %ii
i=k

j=i 1=0 v=0

elde ederiz. Eger (19) ve Lemma 1.1.8.8. (xvi) birlestirilirse,

lim (ank - Ak)xk =0 (20)

n—oo
k

elde ederiz. Son olarak eger (20) ve (4, yx) € ¢, olmasini birlestirirsek Ax € ¢ sonucunu
elde ederiz. Bu dabize A € (b.°(Q): ¢) oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanmistir.
Teorem 2.3.4. Verilen keyfi bir A = (a,;) sonsuz matrisi i¢in asagidakiler saglanir;

(i) A= (au) € (b;°(Q): %) ancak ve ancak

sup |pre| < oo . (21)
n,keN

(i) 1<p < oo olmak iizere A = (an) € (b,*(Q):4) ancak ve ancak
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r,s|q
SuPZIPnk <o
nenN T

ve

{aniren € n5°(Q) .

(22)

(23)

Ispat: (i) p € (1, ) olmak iizere keyfi x = (x;) € b,*(Q) i¢in (22) ve (23) sartlarmmn

saglandigini kabul edelim. Dolayisiyla, {a; }ien € {b;'S(Q)}ﬁ elde ederiz. Buradan da x

in A-doniisiimiiniin mevcut oldugu sonucuna ulagsmis oluruz. x = (x;,) Teorem 2.1.2.

deki gibi alinirsa,

m m k k k-ik-i-l
= 1 L k—i=l-v, v, 1 i—j J.—i
AnkXE = ° j Ky wouz (=) (r + s)'r Y| nk
k=0 k=0| j=0i=j I=0 v=0
m m [ J j-ij-i-l
r 1 j i—l-v, v 1 i—k k,.—i
- 5 .u'z.u'?)( S) (T+S) r an]yk
k=0 j=k |i=k l=0 v=0

elde edilir. Burada m — oo igin limit alinirsa Vn € N igin

z AneXk = Z pnkyk

(24)

elde edilir. Daha sonra (24) de £ ,-normu ve Holder esitsizligini birlikte uygularsak;

1 1
.\ P
|Ax||o, = sup prliyk < sup zlpf{i Zkalp < oo
neN T neN T A

elde ederiz. Bunun bir sonucu olarak, Ax € £,, elde edilir. Yani A= (a,) €

(by°(Q): 45 ) Olur.
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Tersine kabul edelim ki A = (an) € (by°(Q): %) olsun. Bu bize Vn € N igin
{anktien € {b;’s(Q)}B sonucunu verir. Buradan dogrudan (23) iin gerektigi ve

{Pni Jknen nin meveut oldugu goriliir. {an,}ren € {b;‘S(Q)}ﬁ olmasindan dolay1 (24)
saglanir ve a, = (ani) ken dizileri, b, * (Q) de f;, sirekli lineer fonksiyonellerini Vn € N

icin asagidaki gibi tanimlar;

fa(x) = z AnkXk -

k

Ayrica, Teorem 2.1.2. den biliyoruz ki b,”*(Q) ve £, izometrik olarak izomorfiktir. Bu

bilgi ile (24) esitligi birlestirilirse
= 16,

elde edilir. Bu da bize f,, fonksiyonellerinin noktasal sinirli oldugunu gosterir. Ayrica,
Banach-Steinhaus teoremi ile bu fonksiyonellerin diizgiin sinirli oldugunu yani sabit bir

M > 0 ve Vn € N i¢in
1
q q
zlpﬁi =full <M

k

verir. Bu da bize (22) sartinin saglandigin1 gosterir. (i) de benzer yolla kolayca

ispatlanabilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmuisgtir.

Teorem 2.3.5. 4 = (ayy) bir sonsuz matris olsun. A = (an) € (b1°(Q): ¢, ) olmast igin

gerek ve yeter sart 1 < p < oo olmak iizere
sugz]p;;f P<w (25)
n

olmasidir.
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Ispat: Kabul edelim ki verilen keyfi bir x = (x;) € b]*(Q) dizisi igin (25) sart:
saglansin. Buradan agikga goriilir ki Vn € N ig¢in y = (y,) € ¢; Ve {auitren €
{b7*(Q)}* dir. Yani, x in A-ddniisiimii mevcuttur. Bunun bir sonucu olarak Y, pl~ vy
serileri Vn € N igin mutlak yakinsak ve y = (y,) € ¢; dir. Daha sonra (24) de

Minkowski esitsizligini uygulayarak

<Z|<Ax)n|z’>§ < Il (lezi ”)5
n k n

esitsizligini yazabiliriz. Yani Ax € £, dir. Dolayisiyla A = (an) € (b1°(Q):€,) olur.
Tersine, kabul edelimki 1 < p < oo olmak iizere A = (an;) € (b1*(Q): £,) olsun.
Yani Vx = (x;) € b;*(Q) i¢in Ax € £, dir. Dolayisiyla Vn € N i¢in {an}ren €
{b]*(Q)}” dir. Bu da bize (24) esitliginin saglandigim gosterir. Bu sonuglar bize p™ =
(piie) € (£1: ;) oldugunu gdsterir. Bununla birlikte Lemma 1.1.8.8. (xv) gz oniine

aliirsa (25) elde edilmis olur. Boylece ispat tamamlanmustir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Daha oOnce bir¢cok yazar tarafindan matris donlisimleri kullanilarak yeni dizi
uzaylar1 tanimlanmustir. i1k olarak Altay, Basar ve Mursaleen Euler matrisinin etki alanini
kullanarak eg, e, el, ve ey dizi uzaylarini insa etmislerdir. Daha sonra Altay ve Polat
fark matrisi ile Euler matrisini birlestirerek ef(A), el (A) ve el,(A) dizi uzaylarini
tamimlamiglardir. Bundan sonra Bisgin bg’s, b.®, by’ ve b;‘s binom dizi uzaylarini
tanimlamigtir. Eger burada r + s = 1 alinirsa r. mertebeden Euler matrisi E™ elde edilir.
Dolayistyla Binom matrisi Euler matrisinden daha geneldir. Boylece Bisgin; Altay, Basar
ve Mursaleen ’in daha 6nceden yapmis oldugu ¢alismayr genellestirmistir. Daha sonra
Meng ve Song binom ve fark matrisinin kompozisyonunu kullanarak by (A), b.”* (A) ve
bZ’(A) (m =1 degeri i¢in) tanimlamis ve Bisgin’in ¢aligmasimi gelistirmistir. Daha
sonra Sénmez by*(G),b.* (G) ve by’ (G) dizi uzaylarmi ve Bisgin bg‘s(G) uzayini
tanimlayarak Meng ve Song ‘un galismasini genellemislerdir. Son olarak Binom ve tiglii
band matrislerini birlikte isleyerek Bisgin by° (D), b.°(D), by’ (D) dizi uzaylarmi ve
Sonmez b;’s (D) dizi uzaymi tamimlayarak daha Onceden yapilmis ¢alismalar
genellemislerdir. Biz de bu calismamizda Bisgin tarafindan tanimlanan dortlii band
matrisi Q ve Binom matrisinin kompozisyonundan by*(Q), b;*(Q), be;*(Q) ve b,*(Q)
dizi uzaylarini tiireterek yukarida bahsedilen dizi uzaylarini genelledik ve tanimladigimiz

yeni dizi uzaylarmin baglangigta bahsedilen problemlerine ¢6ziim aradik.
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4. ONERILER

Bu calismada fark matrisinin mertebesi artirilarak etki alanlar1 daha genel dizi

uzaylar elde edilebilecegini gosterdik. O halde besli band matrisi T = T'(h, 7, s,u,v) =
(tnk (h,1,s,u, v));

(h k=n

ro, k=n-1

s k=n-2
tnk(h,r,s,u,v)=$u k=n-3

0 , diger durumlar

olmak iizere binom ve besli band matrislerinin kompozisyonundan elde edilen dizi

uzaylari;

n

1 n
bo"(T) =x = (u) € Wi‘l‘;mz (k) SR (o + 1 + SXp_p + UXpe_3 + VX_g) = 0},
k=0
rs . 1 e —kk
bl (T) =4{x = (x) € w: lim mz (k) s Rrk(hx, + rax_q + Sxp_y + Uxy_3 + VXr_ys) Mevcuty,
n—-oo
k=0
T,s 1 o n-k,.k
by (T) =4{x = (x) € W:sug mz (k)s Choy + rxg_q + SXp_g + UX_3 + VXp_y)| <
ne
k=0

ve

n

1 n
mz (k) SRR (o, + Txe—q + SXp_p + UX_3 + VXk_g)
k=0

b,*(T) = {x =(x) € W:Z

P
<

seklinde tanimlanir ve bu dizi uzaylarinin tezimizde tanimladigimiz dizi uzaylarindan
daha genel yapida oldugu incelenebilir ve birinci boliimde bahsedilen dizi uzaylar

teorisindeki problemlere ¢oziim aranabilir.
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