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OZET

BINOMIK ORTALAMA

Elmali, Mahmut
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Naim Cagman
Ikinci Danisman: Dr. Dilek Sabanci

Agustos 2024, xi + 39 sayfa

Bu ¢alismada, “binomik ortalama” adini verdigimiz yeni bir ortalama dnerdik. Binomik
ortalama, en kiiclikten en biiyiige siralanmis bir veri setindeki her bir gézlemin binom
katsayisi ile ¢arpilmast ile elde edilen iiriinlerin toplaminin binom katsayilari toplamina
boliinmesiyle hesaplanir. Bu nedenle parametrik ortalamalarda oldugu gibi hesaplama,
veri setindeki tiim gozlemler kullanilarak yapilir. Binom katsayilar1 u¢ degerlerden
ortaya dogru biiylidiigiinden, binomik ortalama, parametrik olmayan ortalamalarda
oldugu gibi veri setindeki u¢ degerlerin etkisini azaltmistir. Binomik ortalamanin
istatistiksel ol¢tim kalitesi agisindan yansizlik, etkinlik, minimal yeterlilik, yeterlilik ve
tutarlilik gibi ozellikleri incelenmistir. Farkli 6zelliklere sahip siirekli dagilimlardan
5000 orneklem olusturulmustur. Olusturulan 5000 6rneklemden her birinin medyan,
binomik ortalama ve aritmetik ortalama sonuglarinin ortalamasi ve varyansinin
karsilastirilmast yapilmistir. Farkli veri kiimelerine ait degiskenlerin hem olasilik
dagilimlarinin hem de medyan, binomik ortalama, aritmetik ortalama ve varyans
tahminlerinin karsilastirilmast yapilmistir. Elde edilen sonuglar tablo ve grafiklerle
verilmistir. Diisiik gozlemlerde diger ortalamalardan daha diisiik sonuclar verirken,
varyans tahmini agisindan medyandan daha diisiik sonuglar vermistir. Asir1 carpik
dagilimlarda dagilimin merkezine diger ortalamalar gore daha iyl konumlanmustir.
Uglardaki aykirt degerlerin varliginda medyandan daha etkin sonuglar vermektedir. Bu
sonuglara gore binomik ortalama, istatistik alaninda yapilacak ¢aligmalarda veri
setlerinin yorumlanmasinda 6zellikle parametrik olmayan ortalamalara alternatif bir
ortalama olarak kullanilabilir.

Anahtar Kelimeler: Binomik Ortalama, Nokta Tahmini, Binom Dizisi, Binom
Katsayisi, Ortalamalar
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ABSTRACT

BINOMIAL MEAN

Elmali, Mahmut
Master’s Thesis, Department of Mathematics
Advisor: Prof.Dr. Naim Cagman
Second Advisor: Dr. Dilek Sabanct

August 2024, xi + 39 pages

In this study, we propose a new mean, which we call the “binomial mean.” The
binomial mean is calculated by multiplying each observation in a data set ordered from
smallest to largest by a binomial coefficient and dividing the sum of the products by the
sum of the binomial coefficients. Therefore, as with parametric means, the calculation is
made using all observations in the data set. Since the binomial coefficients grow from
the extremes towards the middle, the binomial mean reduces the effect of outliers in the
data set, as in nonparametric means. The properties of binomial averaging in terms of
statistical measurement quality such as unbiasedness, efficiency, minimal adequacy and
consistency were analyzed. A comparison of the mean and variance of the median,
binomial mean and arithmetic mean results of each of the 5000 samples generated from
continuous distributions with different characteristics was made. Comparison of both
probability distributions and median, binomial mean, arithmetic mean and variance
estimates of variables belonging to different datasets were made. The results are given
in tables and graphs. While it gives lower results than other averages for low
observations, it gives lower results than the median in terms of variance estimation. In
highly skewed distributions, it is better positioned at the center of the distribution than
other means. It is more efficient than the median in the presence of extreme outliers.
According to these results, the binomial mean can be used as an alternative mean to
nonparametric means in the interpretation of data sets in studies to be conducted in the
field of statistics.

Keywords: Binomial Mean, Point Estimation, Binomial Array, Binomial Coefficients,
Means
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1. GIRIS

Kokleri antik Mezopotamya'ya (Ancient Mesopotamia) (MO 2000 civari ) kadar uzanan
ortalama (mean) kavraminin bigimsel gelisimi eski Yunanlilara atfedilse de
matematiksel temeli iinlii matematik¢i Pisagor’un teoremine dayanmaktadir. Oyle ki
Pisagor ortalamalar1 (Pythagorean means) olarak bilinen aritmetik ortalama, geometrik
ortalama ve harmonik ortalama Pisagorcular tarafindan incelenmistir (Heath, 1921).
Ardindan Yunan matematik¢i Oklid, {inlii eseri "Elementler" de aritmetik ortalamayi
tammlamis ve dzelliklerini tartismuistir (Heath, 1956). Orta Cag boyunca Islam alimleri
Al-Khwarizmi ve Omar Hayyam, Ronesans'ta Leonardo Fibonacci gibi Avrupali
matematikgiler, 17. Yiizyilda Blaise Pascal ve John Wallis, 18. Yiizyilda ise Jacob
Bernoulli ve Pierre-Simon Laplace gibi bilim adamlari, bugiin anladigimiz sekliyle
ortalama kavramina 6zel olarak odaklanmamigslardir. Ancak cebir ve geometriye olan
katkilar1, daha sonraki matematikgilerin ortalama ile ilgili kavramlar1 kesfetmeleri ve
gelistirmeleri i¢in temel olusturmustur (Caillat, 1923; Scott, 1936; Struik, 1958; Dunlap
Van der Waerden, 2013).

18. yiizyll sonlarina dogru matematikten ayrilmaya baglayan istatistik biliminde
meydana gelen gelismeler ile matematikgiler ve istatistikciler “merkezi egilim”
kavramini ileri siirmiiglerdir. Ilgili ddSnemde merkezi egilimin {i¢c ana 6lgiisii aritmetik
ortalama, medyan ve mod olsa da geometrik ortalama, kareli ortalama ve harmonik
ortalama gibi farkli ortalamalarda zamanla gelistirilmistir. Bu kavramlarin pratik
kullanim1 uzun bir ge¢gmise sahip olsa da istatistiksel teori i¢indeki resmilestirilmesi ve
taninmast zamanla gelismistir. Belgikali istatistikci  Adolphe Quetelet, insan
ozelliklerine iliskin ¢aligmalarinda aritmetik ortalamayi kullanmis ve "ortalama insan"
kavramini ortaya atarak merkezi egilim Ol¢lisii olarak aritmetik ortalamanin kullaniminm
yaygilastirmistir (Beirne, 1987). Bu cagin dikkate deger diger isimleri Karl Pearson ve
Francis Galton, bliylik Ol¢lide aritmetik ortalamanin kullannmina dayanan en kiiclik
kareler yontemini gelistirmislerdir (Hald, 1998). Medyan 6l¢iisiine aktiieryal uygulama
i¢cin uygun olmayan bir istatistigin 6rnegi olarak Christiaan Huygens’ in yazigsmalarinda
rastlanmistir (Bakker ve Gravemeijer,2006). Mod terimi ise 1895 yilinda “maksimum
frekansin ordinatina karsilik gelen apsisi” tanimlamasi ile Karl Pearson tarafindan

ortaya atilmistir (Pearson, 1895). 19. yiizyilda olasilik teorisi ve ¢ikarimsal istatistigin
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gelismesiyle medyan ve mod daha fazla ilgi gormiistiir ve resmi istatistiksel analizlerin
bir parcasi haline gelmistir. Bu yiizyilin sonuna gelirken yine Karl Pearson, bir veri
kiimesindeki degiskenlik veya dagilim fikri ile ilgili olan kareli ortalama kavramini
ortaya atmistir. Dolayisiyla giiniimiizde oldukga sik kullandigimiz varyans kavraminin

temeli bu donemde olugsmustur (Pearson,1936).

20. ylizyil baslarina gelindiginde cesitli istatistik¢ilerin ve arastirmacilarin katkilariyla
parametrik ve parametrik olmayan istatistik kavramlari literatiirde ki yerini almaya
baslamistir. Ronald Aylmer Fisher genellikle verilerin belirli bir dagilimdan geldigini ve
bu dagilimin parametrelerinin verilerden tahmin edildigini varsayan, parametrik
istatistik kavraminin gelisimine 6nemli katkilarda bulunmustur (Fisher, 1936). Arthur
Lyon Bowley, Jacob Wolfowitz ve Samuel Stanley Wilks gibi isimler ise verilerin temel
dagilimi hakkinda spesifik varsayimlarda bulunmayan, parametrik olmayan istatistik
kavraminin gelisiminde 6nemli rol oynamislardir (Sanger,1901; Mosteller, 1964; Zacks,
2003). Bu kavramlarin gelisimi ortalamalarin, parametrik ve parametrik olmayan
ortalamalar seklinde ikiye ayrilmasina sebep olmustur. Veri setindeki biitiin degerlerin
kullanildig1 ortalamalar parametrik, veri setindeki degerlerin siralanip bir veya birkag
degerin kullanildig1 ortalamalar ise parametrik olmayan seklinde ikiye ayrilmistir
(Conover, 1999; Pfanzagl, 2011; Sprent ve Smeeton, 2016). Dolayisiyla aritmetik,
kareli, geometrik ve harmonik ortalama, parametrik ortalamalar grubuna girerken; mod,

medyan ve kartiller ise parametrik olmayan ortalamalar grubunda yer almistir.

Ortalama kavrami, 21. ylizyilin ikinci ¢eyregine yaklasirken modern istatistik, olasilik
teorisi, programlama dilleri, yapay zeka, makine 6grenimi vb. alanlardaki ilerlemelere
bagl olarak arastirmacilar tarafindan gelistirilmeye devam etmektedir. Bilgi ve veri
toplamanin 6nemi her gegen giin daha iyi anlasilirken, toplanan bilgi ve verilerin dogru
yorumlanmasina yonelik kullanilan teknikler daha da 6nem kazanmaktadir. Yorumlama
siirecinde en cok kullanilan yontemlerden birisi kuskusuz ortalama hesaplamaktir.
Aritmetik ortalama gibi parametrik bir Olglim, veriler varsayilan dagilima uygun
oldugunda giigliidiir ancak aykiri degerin varligindan etkilenmektedir. Medyan gibi
parametrik olmayan bir 6l¢iim ise dagilim varsayimlarinin belirsiz oldugu ya da ihlal
edildigi durumlarda saglamdir ve aykir1 degerlerden daha az etkilenir. Bu iki belirgin
farka sahip ortalamanin dezavantajlarini elemine eden ortalama ise c¢alismamizin

temelini olusturan “Binomik Ortalama” kavramidir.



Bu yeni ortalama temelinde, belli sartlar altinda agirlikli ortalama hesaplamasinda
binom katsayilarinin kullanilmasi esasina dayanmaktadir. Binom katsayilarinin gesitli
varyasyonlarda kullanildigi birgok caligma, matematiksel ve istatistiksel bilginin
isbirlik¢i dogas1 nedeniyle literatiirde bulunmaktadir. Son zamanlarda, Glasby ve
Paseman binom toplamlarinin maksimum dizisini ele almis ve bu dizinin tek modlu
oldugunu ve hangi kosul altinda maksimum degere ulastigin1 gostermistir (Glasby ve
Paseman, 2021). Daha sonra Byun ve Poznanovié, bu diziden dogal olarak ortaya ¢ikan
ayrik olasilik dagilimlar1 ailesini de dikkate alarak diziyi daha da genellestirerek
sonuglar1 incelemislerdir (Byun ve Poznanovi¢, 2024). Bu c¢alismalarda binom
katsayilarinin kullanimi daha genis bir kombinatorik ve matematiksel analiz baglaminda
incelenmistir. Kombinatorik, olasilik teorisi ve cebir ile ilgili alanlarda ¢alisan
matematik¢iler, binom katsayilarinin anlasilmasina ve uygulamalarma katkida
bulunmuslardir (Wilson, 2016). Fakat binom katsayilar1 ile agirliklandirilmis bir
ortalama olarak, hatta bir tahminleyici olarak istatistiksel acidan diger ortalamalar ile
kiyaslanmis herhangi bir uygulamaya literatiir de rastlanmamistir. Calismamiz agirlikli
binomik toplami bir diziden ¢ikarip istatistiksel bir ortalama ve dl¢lim formunda diger

ortalamalar ile iliskisini gostermek agisindan 6zgiin bir degere sahiptir.

“Binomik ortalama” olarak isimlendirdigimiz yeni ortalama, kiigiikten biiyiige dogru
siralanmig veri setinin her bir verisi, sirayla binom katsayilari ile ¢arpilir ve ¢arpimlarin

toplaminin binom katsayilarinin toplamina boéliimiinden elde edilir. Binom katsayilari,

(x + y)n - (gl)xnyo + (Tll)xn—ly1+(721)xn—2y2+.“_|_(:ll)x0yn

acilimindan da goriildigii gibi siralamay1 dikkate alirsak baslangigctan ortaya dogru

biiyliyerek ortadan sonra kiiciilerek Pascal iiggenini olusturmaktadir.

Binom katsayilar1 u¢ kisimlardan ortaya dogru biiyiidiigli i¢in binomik ortalama, veri
setindeki asir1 u¢ degerlerin etkisini azaltmaktadir. Binomik ortalama, sapmasizlik, en
kiiclik varyans ve etkinlik 6zelliklerini tasiyan, veri setindeki biitiin degerleri kullandig1
icin parametrik ve veri setindeki degerleri siraladigi i¢in parametrik olmayan ortalama
sayilabilir. Binomik ortalama, R Studio uygulama ornekleriyle aritmetik ortalama ve
medyanla karsilastirilarak, veri sayist arttik¢a aritmetik ortalama ile medyana gore daha
az degisim gosterdigi ve asirt u¢ degerlerden aritmetik ortalamaya goére daha az

etkilendigi goriilmistiir. Bu 0Ozellikleriyle binomik ortalama, istatistik alaninda
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yapilacak c¢alismalarda veri setlerinin yorumlanmasi yapilirken parametrik ve

parametrik olmayan ortalamalara alternatif bir ortalama olmaktadir.

Dogru yorumlama yapmay1 engelleyen etkenler olabilecegi gibi ortalama hesaplamay1
engelleyen durumlarda vardir. Veri setini olusturan degerler icerisinde sifir bulunmasi
halinde harmonik ve geometrik ortalama hesaplanmaz, negatif deger varsa harmonik
ortalama hesaplanir ama anlamli sonu¢ vermez ve geometrik ortalama hesaplamasi

yapilamaz olmasina ragmen binomik ortalamada, bu tiir bir engelleme yoktur.

Sonug olarak bu ¢alismanin temel konusunda, binomik ortalamanin genel tanimina, bir
tahminleyici olarak istatistiksel 6zelliklerine (yansizlik, minimum varyans, etkinlik vb.),
farkli gozlem degerlerine sahip dagilimlarda simiilasyonlar yapilarak aritmetik ortalama

ve medyana gore gosterdigi performansa yer verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde aritmetik, geometrik, harmonik, kareli ortalamalarin ve binom katsayisinin

tanimlari verilecektir.

2.1. Aritmetik Ortalama

Bu boliimde aritmetik ortalama tanimi, Ozellikleri ve kullanighh olmama sebepleri
verilecektir.

Aritmetik ortalama en yaygin bigimde kullanilan ortalamadir. Bir dagilimda ¢ok kiigiik
ve ¢ok bliylik degerler oldugunda, bundan olumsuz etkilenmektedir. Bir serideki gézlem

degerleri toplaminin, toplam gozlem sayisina boliinmesiyle elde edilir.

ic1 X
n

X =

2.2. Geometrik Ortalama

Bu bolimde geometrik ortalama tanimi, Gzellikleri ve kullanishi olmama sebepleri
verilecektir.

Geometrik ortalama, bir seriyi olusturan tiim degerlerin birbiriyle ¢arpilip, deger sayisi
kadar kokii kokiiniin alinmasiyla bulunan ortalamadir. Serideki asir1 degerlerden
aritmetik ortalama kadar etkilenmediginden, asir1 biiyiik veya asir kiicliik degerlere

sahip serilerin ortalamasinin bulunmasinda kullanilmaktadir.
G€0.0.= n\/Xl.XZ ...Xn = n1/ ?=1Xi
2.3. Harmonik Ortalama

Bu bolimde harmonik ortalama tanimi, Ozellikleri ve kullanighh olmama sebepleri

verilecektir.

Harmonik ortalama, bir serideki gdzlem degeri sayisinin, serideki tiim degerlerin

terslerinin toplamina bdliinmesiyle bulunan ortalamadir. Oransal olarak verilen



degerlerin hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Bir seride sifir varsa ve degerlerin

isaretleri farkliysa harmonik ortalama kullanilmaz.

n
Har.0.= ———

i=1X,

2.4. Kareli Ortalama

Bu boliimde kareli ortalama tanimi, Ozellikleri ve kullanishh olmama sebepleri
verilecektir.

Kareli ortalama, bir serideki tim degerlerin karelerinin aritmetik ortalamasi alinarak
hesaplanan ve son asamada karekdk alma islemiyle orijinal degerlere doniisiin
saglandig1 bir ortalamadir. Kareli ortalama, aritmetik ortalamadan sapmalarin bir dl¢iisii
olan standart sapmanin hesaplanmasinda kullanildigindan ve negatif degerleri de

dikkate aldigindan, ¢ok biiyiik bir 6neme sahiptir.

2.5. Medyan

Bu béliimde medyan tanimi1 ve 6zellikleri verilecektir.

Verileri kiigiikten biiylige dogru siraladiktan sonra ortadaki degerdir, n gozlem sayis1 ve
X veri kiimesindeki degerlerin sirali listesi olmak {izere, medyan degeri su sekilde
bulunur

n+1 _
X[ > ] n tek sayi ise

MO x[g] x5+
2

ncift saytise

Bir olasilik dagilimi ¢arpiklik gdsteriyorsa, medyan, aritmetik ortalamadan daha uygun
bir merkezsel konum 6l¢iisiidiir. Simetrik olmama durumu, siralanmig veriler i¢in ya en
kiiciik degerlerin ya da en biiyiik degerlerin digerlerinden ¢ok daha fazla uzaklasmasi

durumunda ortaya ¢ikar. Diger verilere gore kiigiik veya biiyiik degerlere aykiri


https://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%87arp%C4%B1kl%C4%B1k
https://tr.wikipedia.org/wiki/Aritmetik_ortalama
https://tr.wikipedia.org/wiki/Merkezsel_konum_%C3%B6l%C3%A7%C3%BCleri
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ayk%C4%B1r%C4%B1_de%C4%9Fer

deger denir. Eger veri dagilimi asitmetrik olan aykiri degerler kapsiyorsa, medyan

aritmetik ortalamaya nazaran daha gii¢lii bir merkezsel konum 6l¢iisii durumuna gelir.

2.6. Binom Katsayisi

Bu boliimde binom katsayisinin tanimi verilecektir.

Faktoriyel kavramimin klasik tanimi 0! =1 olmak f{izere n!l=n-(n—1)-..-1

seklindedir. Faktoriyel tanimi1 kullanilarak, binom katsayilar1 da

n-(n—1)-..-1 n!

n
(m):m-(m—l)-...-1-(n—m)-(n—m—1)-...-1_m!(n—m)!

bi¢iminde tanimlanir.

Bu (;:l) sayilarinin “katsayr” olarak isimlendirilmesi, binom teorisine gore (x + y)™

acgiliminda, yzo(;l)xn—ryr ifadesinde terimlerin katsayilarinin binom sayilari

olmasindandir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Ayk%C4%B1r%C4%B1_de%C4%9Fer

3. BINOMIK ORTALAMA

Bu boliimde yeni bir ortalama olan binomik ortalamanin tanimini ve temel 6zelliklerini

verecegiz.

Tamm 3.1. n pozitif bir tamsay1 olmak iizere reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olan

A = {xq, x3, X3, ..., X5} sirali kiimesi bir veri seti olsun. A kiimesinin elemanlarindan
elde edilen
n
_ 1 n—1
B(A)zzn-lz(i—1>x" 3.1)
i=1

degere A veri setinin binomik ortalamasi denir. Bundan sonra, binomik ortalamay1
gerekli yerlerde B seklinde kullanacagiz. Burada, her i=1,2,...,n icin sirasiyla x;
verisinin (?:11) binom katsayisi ile ¢arpilmasiyla, A veri kiimesinin eleman sayis1 271

olmaktadir.
Binom dizisinden binom ortalama formiiliiniin elde edilmesi asagida verilen Tablo 1°de

gosterilmigtir.

Tablo 1. Binom dizisinden binom ortalama formiiliiniin elde edilmesi

N Binom Uggeni Binomik Ortalama

1 1y 1y

2 lizy s Elr[l:n + lig)

3 1y 2xa 1y E';{lu’:.+2mg+]mg]l

4 lzy 3xa Saxz 1oy El_q{l:nl + dao + dzg + Ly

5 1oy 4axs Gz diry 1o ‘;‘;%‘[1-'!-'! + diro + by + dirg + 1xy)
n lxy n—1)axs --- (mn—=1)a,—y 1z, gTITE:L:I (:‘:”:cl




3.1. Binomik Ortalamanin Karsilastirilmasi

Bu bdliimde binomik ortalamanin aritmetik ve agirhikli aritmetik ortalama ile

karsilagtirilmasi yapilacaktir.
3.1.1. Binomik Ortalamamn Aritmetik Ortalama ile Karsilastirilmasi

Bu boliimde, binomik ortalama ile karsilastirmasini yapmak igin kullanilacak formiil ve

ispat1 verilecektir.

Farkli ortalama yontemlerinin sonuglarini karsilastirmak, uygunluk derecesi hakkinda
fikir olugmasi agisindan dnemlidir. Bu calisma boyunca aritmetik ortalamay1 gerektigi

yerlerde X seklinde kullanacagiz.

Ornek 3.1.1. A= { a, atk, a+2k, a+3k, at4k, ..., atyk} degerlerinden olusan veri setinin
binomik ortalama ve aritmetik ortalama degerlerini hesaplayalim.

Burada, binomik ortalama formiiliinii kullanirsak,

_2Y.a+2Y " lyk
= ~

B(4)

k

y
= + =
a3

Aritmetik ortalama formultuni kullanirsak,
XA=((y+D.a+27Ly.(y+D.k)/(v+ 1)

k

y
= + =
¢T3

Burada, sabit artish veri setlerinde aritmetik ve binom ortalamalarmin esit oldugu
gorilmektedir.

Ornek 3.1.2. B = { a, atk, a+2k, a+3k, a+14k} degerlerinden olusan veri setinin

binomik ortalama ve aritmetik ortalama degerlerini hesaplayalim.

Burada, binomik ortalama formiiliinii kullanirsak,

9



D) xa+ () x@+i)+ () x@+2k)+ () x (@+3k) + (}) x (a + 14k)
24-

B(B) =

= (16a+42k)/16 = a+2.625k
Aritmetik ortalama formultuni kullanirsak,
X (B) = (a+at+k+a+2k+a+3k+a+14k)/5 = a+4k

Burada, asir1 aykir1 degerlerin bulundugu veri setinde, aritmetik ortalamanin binomik

ortalamaya gore asir1 aykirt degerlerden daha fazla etkilendigi goriilmektedir.

Ornek 3.1.3. C = {1, 34, 67, 100, 133, 166} sayilarindan olusan veri setinin binomik

ortalama ve aritmetik ortalama degerlerini hesaplayalim. Burada,

Q) x1+ () x34+(3) x67+ () x100+(5) x 133+ () x 166

B(O) = 2
1X1+5%x344+10%x674+10x100+5%x133+1x%x166
= = 83.5
32
_ 14+34+67+100+133+166
X(©C)= - = 83.5

Gortilmektedir ki artis miktar1 esit olunca binomik ortalama ile aritmetik ortalama esit

cikmustir.

Ornek 3.1.4. D = {1, 2, 3, 4, 5, 100} sayilarindan olusan veri setinin binomik ortalama

ve aritmetik ortalama degerlerini hesaplayalim. Burada,

() x1+ () x2+()x3+ () x4+ () x5+ (3) x 100

B(D) = >
IX1+5%2+10x3+10x4+5x5+1x100 _
= 32 _ .
_ 1+24+34+4+4+5+100
X (D)= - =19.2

Gortilmektedir ki veri setinde aykir1 deger varsa ve degerler saga ¢arpik bir dagilim
olusturuyorsa binomik ortalama, aritmetik ortalamadan kiiciik ¢ikmistir ve binomik

ortalama verilerin y1g1ldig1 kisima yakin bir deger almistir.
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Ornek 3.1.5. E = {1, 96, 97, 98, 99, 100} sayilarindan olusan veri setinin binomik

ortalama ve aritmetik ortalama degerlerini hesaplayalim. Burada,

C)x1+()x96+(5)x97+ () x98+ (}) x99+ (3) x 100

B(E) = o
1X1+4+5%x96+10%x974+10%x98+5%x99+1 x 100
_ =94.6
32
_ 14+96+97+98+99+100
X(E)= - =818

Goriilmektedir ki veri setinde aykirt deger varsa ve degerler sola carpik bir dagilim
olusturuyorsa binomik ortalama, aritmetik ortalamadan biiyiik ¢ikmistir ve binomik

ortalama verilerin y1g1ldig1 kisima yakin bir deger almistir.

Ornek 3.1.1, 3.1.2,3.1.3,3.1.4 ve 3.15 incelendiginde binomik ortalamanin degerlerin
yogun oldugu sayilara aritmetik ortalamaya gore daha yakin sonuglar verdigi
goriilmustiir. Aritmetik ortalama ise binomik ortalamaya gore asir1 u¢ degerin oldugu

yere daha yakin sonuglar vermistir.
3.1.2. Binomik Ortalama ile Agirhikh Ortalamanin Karsilastirilmasi

Bu boliimde, binomik ortalama ile agirlikli ortalamanin karsilastiriimasi yapilacaktir.

Veri setini olusturan degerler esit oneme sahip degilse aritmetik ortalama yerine

agirlikl ortalama kullanilir.

X={xy, x5, x3, ..., X, } Veri seti olsun. x; verisinin katsayis1 w; ise X veri setinin agirlikli
ortalamasi,
n
g o= 4=t XiWi
w = yn .

i=1%i
seklinde tanimlidir.
Agirlikli ortalama hesaplanirken verilerin kiiciikten biiylige dogru siralanmasina gerek

yoktur. Her 6rnek durumun agirlikli ortalamasi hesaplanirken farkl katsayilar kullanilir

ama binomik ortalama hesaplanirken katsayilar sabit kalir.
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4. BINOMIK ORTALAMANIN TAHMINCI OZELLIKLERININ
INCELENMESI

Bu boéliimde binomik ortalamanin; aritmetik ortalama, medyan ve varyans vb. tahmin

edicilerde bulunmasi gereken 6zellikleri tasidigi arastirilacaktir.

Bir parametre icin degisik tahminler Onerilebilecegi gibi bir tahminden daha iyi
tahminler de Onerilebilir. Bu nedenle iyi bir tahminleyicinin bazi dl¢im kriterlerini
saglamasi gereklidir. Ancak saglanan bu kriterler kapsaminda iyi bir tahminden s6z
edilebilir. Bu bdliimde, binomik ortalamnin bir tahminleyici olarak hangi 6zelliklere
sahip oldugu incelenecektir. Kesikli ve siirekli bir¢ok dagilimin normal dagilima

yaklagiminin oldugu diisiincesi ile drnekler normal dagilim tizerinden verilmistir.

Bu boliimde verilen yansizlik, etkinlik, yeterlilik, minimal yeterlilik ve tutarlilik
tanimlar1 (Akdi, 2011 ; Hogg, McKean ve Craig, 2013) kaynaklar1 dikkate alinarak

yazilmustir.

4.1. Yansizhik

Biitiin verilerin olusturdugu kiimeye anakiitle, anakiitle icerisinden kullanilmak {izere
secilen her alt kiimeye 6rneklem denir. Anakiitle A ve 6rneklemler de X ve indisleri ile

gosterilir.

Her orneklemin aritmetik ortalama, varyans, oran vb. degerlerini veren fonksiyona

tahmin edici veya istatistik denir. Her tahmin edicinin aldigi degere bir tahmin denir.

Tammm 4.1.1. X rastgele degiskeni x;, x,, x3, .., X, ,... miimkiin degerlerini
p(x;)) =P(X =x;),i = 1,2,...,n,... olasiliklartyla alan kesikli bir rasgele degisken
olsun. Bu takdirde X rasgele degiskeninin E(X) ile gosterilen beklenen degeri (veya

matematiksel beklentisi)

oo

ECO = ) x p(x)

i=1

12



olarak  tamimlanir. Burada Y2;x; " p(x;) serisi mutlak yakinsak  yani
Yicilxil - p(x;) < o olmalidir. Bu sayiya X’in ortalama degeri olarak da miiracaat

edilir.

Tamim 4.1.2. X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir siirekli

rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin beklenen degeri

+ oo

E(X) = f xf (x)dx

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle

E(X)’in mevcut olmasi i¢in gerek yeter kosul

j Il f (O dx

integralinin sonlu olmasidir.

Tammm 4.1.3. T tahmin edicisinin oOrneklem dagilimi beklenen degerinin

(ortalamasinin), ana kiitle parametresi 8’ya esit olmasidir. Yani,

E(T) =6
ise, T, 8’nin sapmasiz bir tahmincisidir. Buna gore, bir tahmin edicinin sapmasi,

beklenen degeri ile tahmin edilmek istenen parametre 6 arasindaki fark olarak,

Sapma(T)=E(T) — 6

seklinde gosterilir.

Eger tahmin edici aritmetik ortalama ise “E(X) = p"diir.
Sapmasiz bir tahmin edici i¢in sapma miktar1 sifira esit olur. Parametrenin ortalama
olarak gercek degerini elde edebilmek i¢in kullanilacak en iyi tahmin edici, sapmasiz bir

tahmin edicidir.

Beklenen deger; eldeki verilere gore kriterlerin olmasi muhtemel en olas1 degerini ifade

etmektedir (Karacasu ve Yayla, 2004).
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Teorem 4.1.1 X;,X,,..., X, beklenen degeri u ve varyansi o2 olan normal dagilimdan

1
2n-1

bir 6rneklem olmak iizere T = ?=1(’Z__11)xi tahmin edicisi, u ’niin yansiz bir

tahminleyicisidir.

ispat:
R
n-1 1

- znl—lE Ll (?:11> o
R (PR ERT P RS iy B
=" ) Ee (") o (025 B
=il et (U7 e (20
= (G RGP R )|
LTS
—Hu

4.2. Etkinlik

Varyans, verilerin aritmetik ortalamadan farklarinin karelerinin toplaminin veri sayisina
oranidir. En kiiclik varyans Olgiitli, tahmin ediciler arasindan tahmin hatasinin
varyansini en kiiciik yapan tahmin edicinin tercih edilmesi gerektigini ifade eder.
Ornekleme dagilimin varyansi daha kiigiik olan tahmin edici daha iyi bir tahmin

edicidir. VVarsa en etkin tahmin edici kullanilmak istenir.

14



o2 anakiitle varyans1, N anakiitle veri sayis1 ve s? 6rneklem varyansi, n érneklem veri

say1s1 olmak tizere anakiitle ve 6rneklem varyanslari,

LGP, SR
N ’ n—1
seklindedir.

Tamm 4.2.1. T; ve T,, herhangi bir 6 parametresi i¢in iki tahmin edici olsun. Her 6
i¢in
Varg(T,) < Varg(T3)
oluyorsa T; tahmin edicisi T, tahmin edicisine gore daha etkindir denir.
Teorem 4.2.1 X,,X,,..,X, normal dagilima sahip X~N(u,c?) bir 6rneklem olsun.

Buna gore, drneklem ortalamasi (X) , 6rneklem binomik ortalamas1 B ve verilerin

toplam degeri igin,

Var(X) < Var(B) < Var (Z xi)

esitsizligi elde edilir.

Ispat:

E(Ty) = E(X) =E[&l :E[x1+x2+"'+xn
n n

_ %[E(xl) +ECGe) + -+ E(x)]

1
=—lutpttul
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Var(Ty) = Var(X)

n
= Var i=1%Xi
n

1
= ﬁVar(xl + x5 + o+ xy)

i($)

i=1

= % (Var(xl) + Var(xy) + -+ Var(xn))

1
=ﬁ(02+02+---+02)

2

2'7’1'0'

1
n?
0.2
— (4.2.1)

X1t+Xo++Xp

olarak elde edili. O halde T, = X = 2=1% —

n n

0'2 _—
~N(u,7) elde edilir.

T, = Y[~ x; tahmin edicisinin beklenen degeri ve varyansi;

E(in>=E[x1+x2+---+xn] =EM)+E@)++EMX) =p+pu+-+u

i=1
= nu
n
Var (Z xl> Var[x; + x; + -+ x,] = Var(xy) + Var(xy) + -+ Var(x,)

1=

=02+ 0%+ -+ 0% =no?

olarak elde edilir. O halde, T, = Y™, x; = x; + x5 + - + x,~N(nu,no?) elde edilir.

= Sy ( )xi tahmin edicisinin beklenen degeri ve varyansi; E(B) = u olarak

yansizlik 6rneginde elde edildi.
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Var(B) = Var <2nl_1zn: (7: 11> xi> = ﬁVar (Zn: (rll__ll) xi>

2 2

= ﬁ [(n ; 1) Var(x,) + (n I 1) Var(xy) + -
+ (Z : 1)2 Var(xn)l

2 2

1 [m=1\ o m=1\* n—1? ,
=m|( o ) () (i) o

T G T i

~ 22(n-1)

22(n D [Z (n : 1) ] 22?72_3(2: __12> (4.2.2)

i=0

olarak elde edilir. O halde T; = B = — = ( )xl ~N <H. P (Zn 2 >e|de edilir.

Birbirlerinden farkli bu tahmin edicilerin aralarindaki iliski su sekildedir;
Var(X) < Var(B) < Var (Z xi)

Var(T,) < Var(T;) < Var(T,)

elde edilir. Bu sonuca gore T; = B tahmin edicisi T, = Y, x; tahmin edicisinden daha

etkin iken, T; = X tahmin edicisinden etkin degildir.

Ornek 4.2.1. Ornek 3.1, 3.2 ve 3.3’teki veri setlerinin varyanslarini karsilastiralim.
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Ornek 3.1°deki veri setini kullanirsak;

A={1, 34, 67,100, 133, 166} B(A) =83.5 X(A) = 83.5ise
Var(X) = Var(B) olacaktir.

Yapilan varyans hesaplamalari1 sonucunda,

Var(X(A)) = 3176.3 ve Var(B(A)) = 3176.3 elde edilir ve
Var(X) = Var(B) olur.

Ornek 3.2°deki veri setini kullanirsak;

B={1,2,3,4,5 100} B(4) =64 X(4) = 19.2 ise
Var(X) < Var(B) olacaktr.

Yapilan varyans hesaplamalar1 sonucunda,

Var(X(B)) = 1308.5 ve Var(B(B)) = 1470.5 elde edilir ve
Var(X) < Var(B) olur.

Ornek 3.3’teki veri setini kullanirsak;

C=1{1, 96, 97, 98, 99, 100} B(C) =94.6 X(C) = 81.8ise
Var(X) < Var(B) olacaktir.

Yapilan varyans hesaplamalar1 sonucunda

Var(X(C)) = 1308.5 ve Var(B(C)) = 1470.5 elde edilir ve
Var(X) < Var(B) olur.

4.3. Yeterlilik

Orneklem igin secilen veriler, parametre hakkinda ne kadar bilgi varsa, bilgilerin

tamamini 6zetleyen bir tahmin edici, o parametre icin yeterlidir.

X1, X5, ..., Xy, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x; @) olan kitleden bir

orneklem olsun.
Tanmm 4.3.1 T(X) verildiginde, X in kosullu dagilimi 6 parametresine bagl degil ise,

T(X) e 0 icin yeterli bir tahmin edici denir (Akdi, 2011 ; Hogg, McKean ve Craig,
2013).
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Teorem 4.3.1 T tahmin edicisinin 6 i¢in yeterli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

p(x; 0)/q(T(x); 6) oraninin 6 dan bagimsiz olmasidir.

Teorem 4.3.2 X;,X,, ..., X, beklenen degeri u ve varyansi 1 olan normal dagilimdan
bir 6rmek olsun. O  halde X;~N(u,1) olsun. Teorem 4.2.1°den
T =X,X5, X3, ..., X\y~N(nu, 1) “dir. p i¢in T* yeterlidir.

Ispat: Teorem 4.3.1°deki orani kullanirsak,

Pay,
p(X;u) = nfu(qu) ﬂ—eXp<——(X u))
z 1\2 IC ., . n?
- (52) o Z(X 0 )= (57) exe| =g X" Hu ) X
ve payda,
1 1
a(T(®); 1) = () = = exp (~ 5 (¢~ nu)?)
-1 exp <—i (t? — 2nut + nz,uz)>
2mn 2n
1 t2  n?p?
= 2nnexp<—ﬁ— o +,ut>
boylece,
p(Xn) _pXn)
q(T(X);n) atw
"/
(%) 2exp( 1 (X +u¥™, ._nyz/Z))

1 ( )
ex ——+ t —nu2/2
Vam P\ T e

_ 2nm 1< , t?
—mexp<—zlzxi 7])

i=1
bu oran p’ye baglh olmadigindan, T* , p igin yeterli bir istatistiktir.
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4.4. Minimal Yeterlilik

Bir parametre i¢in sadece bir tane yeterli istatistik olmadigini, ayn1 zamanda yeterli
istatistiklerin her bire bir fonksiyonunun ayni parametre igin yeterli oldugunu biliyoruz.

Bu nedenle, bir parametre i¢in bir¢ok yeterli istatistik onerilebilir.

Tammm 4.4.1 Bir T istatistigi, herhangi bir diger T yeterli istatistigi T*'nin bir
fonksiyonu olarak ifade edilebiliyorsa, bir 6 parametresi i¢in minimum yeterli olarak
adlandirilir. Baska bir deyisle, T* diger herhangi bir yeterli istatistik T'nin bir
fonksiyonudur (Akdi, 2011 ; Hogg, McKean ve Craig, 2013).

Teorem 441 X, X,,.., X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(X; 6) olan bir

popiilasyondan alinan bir 6rnek olsun. Eger
fX:0) _
f(¥:6)

9(X;Y)

'den bagimsizdir ve T(X) = T(Y) ise T, 8 i¢in minimal bir yeterli istatistiktir.

Teorem 4.3.2’nin ispatinda T* = Y, X; 'nin u icin yeterli oldugunu gostermistik.

1
2n—-1

Ciinkii T = iy (7=1)X; , T*min bir fonksiyonudur, Tnin u igin minimum yeterli

bir istatistik oldugu sonucuna varilir.

ispat: X;,X,, ..., X,,, beklentisi u ve varyansi 1 olan N(g, 1) normal dagilimindan bir

ornek olsun. Sunu gozlemleyebiliriz:

f()_(, u, 1) _ (%) exp (_%Z?ﬂxiz +uXis X — nyz/Z)

Y:u 1 - 1 n/2 1
fe) (E) ex?’(—z ?=1Yi2+u2?=11/i—n;12/2)

1
exp (— ST X Xi)

- 1
exp (=5 B, Vi + u B, 1)

n n n n
_ 1 2 2
o3| -2
i=1 i=1 i=1

bu oranin u parametresinden bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul sudur:

+u

i=1
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n

Sx-

n
i=1 i=1

Y

1 L (Xm1)

R _ n . o . . 3
Yani, I(K) = (L1 X;,1) icin gerekli ve yeterli kosu )

oranimnin

parametresinden bagimsiz olmast igin gerekli kosul T(X) = T(Y)'dir. Teorem 4.4.1'
gore, Z(K ) = (XL, X;, 1) istatistigi (g, 1) i¢in minimum yeterlidir.
Ispattan elde edilen sonuca gére,

T(x) = (23—12(?:11))(“ )

=1

ayni zamanda (g, 1) i¢in minimum yeterlidir.

4.5. Tutarhhk

Bir tahmin edici 6rneklemin herhangi bir fonksiyonudur. Dolayis1 ile, tahmin edici
orneklem hacmine de baglidir (Akdi, 2011 ; Hogg, McKean ve Craig, 2013).

Tammm 451 X;,X,,...,X, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;8) olan
kitleden bir 6rneklem, T, = T, ()_( ) de 6 nin herhangi bir tahmin edicisi olsun. Eger,

P
n — oo iken T,, = 6 ise, T,, tahmin edicilerinin dizisi 6 igin tutarlidir denir.
Teorem 4.5.1 T;, bir tahmin ediciler dizisi olsun. Eger

lim Vary(T,) = 0 ve lim[Ey(T,,) —0]> =0,
n—oo n—oo

saglandiginda, T,, tahmin edicileri dizisi 8 igin tutarlidir.

Ispat: Ortalamas1 p ve varyansi g2 olan bir normal dagilimdan alman X, X5, ..., X,
ornekleri i¢in istatistigin

n-—1
1
Tn = Zn_l z Xi

i=1
U i¢in minimum diizeyde yeterlidir.

Teorem 4.1.1 ve teorem 4.2.1’de sirayla bu istatistifin beklenen degerini ve
varyanslarini tartismistik. Bu bilgilere dayanarak, T,, tahmin ediciler dizisi i¢in:

_ _ o? [2n-—2
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. 2 .
lim [E,(T,) —p” = lim (u - w)* = 0
Dolayisiyla, T,, tahminci dizisi u igin tutarlidir.

Binomik ortalama aritmetik ortalamay1 belli oranda i¢cermektedir. Buna bagli olarak
aritmetik ortalamanin sagladigi kalite olgiitlerini, binomik ortalama da saglamaktadir.
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5. UYGULAMALAR

5.1. Dagilim Simiilasyonlari

Bu boéliimde Normal, Gamma ve Beta gibi farkl: istatistiksel 6zelliklere sahip dagilimlar
kullanilarak R Studio (version 4.4.1) programinda simiilasyon c¢alismasi
gerceklestirilmistir. Bu dagilimlardan herhangi birinin belli parametre degerleri ve
gbzlem sayist i¢in 5000 tekrar yapilarak orneklemler olusturulmustur. Olusturulan her
bir 6rneklemin Medyan (M), Binomik Ortalama (B) ve Aritmetik Ortalama (X)
degerleri hesaplanmistir. Dolayisiyla elimizde 5000 adet M, 5000 adet B ve 5000 adet X
sonucundan elde edilmis tli¢ farkli veri seti olusmustur. Bu veri setlerinin de ortalama ve
varyans degerleri hesaplanarak sonuglar elde edilmistir. Siirekli dagilim ailesine sahip
bu dagilimlar1 segmemizin birinci sebebi, farkli kesikli dagilimlarin bu dagilimlara
yaklasimlarinin olmasidir. Ikinci sebebi ise bu dagilimlarin farkli parametre degerleri
icin saga ve sola carpiklik, basiklik, sivrilik vb. gibi 6zelliklerinin ortalamalar1 nasil
etkiledigini, hangi ortalamanin daha etkin oldugunu, birbirlerine olan istiinliik ve

zayifliklarin1 gérmektir.

Normal dagilim biri konum (location) (i) digeri dlcek (scale) (62) olmak iizere iki
parametreli, reel degerlerden olusan bir dagilimdir. Normal dagilimda dlgek parametresi
dagilimin sivrilik ve basikligini etkilemektedir. Bu nedenle Tablo 2 de normal dagilimin
konum parametresi sabit tutulup u = 0, dlgek parametresi 2 = 0.1; 1; 5 degerleri ile
degistirilerek farkli veri sayilarinda (n = 10,100,1000) c¢arpiklik ve basiklik
degisiminin  ortalamalar iizerine etkisi incelenmistir.  Yapilan simiilasyon
denemelerinden elde edilen ortalama ve varyans sonuclar1 Tablo 2 de verilmistir. Bu
sonuglara gore, veri sayisi artis1 ile o2 = 0.1 igin gittikce sivrilesen, o2 = 1 igin
standart normale yaklasan ve ¢ =5 igin de gittikge basiklasan bir dagilim
olusturacaktir. Olusan dagilimlarda 6rneklem sayisi artik¢a ortalamalarin daha dogru ve
giivenilir bir sekilde tahmin edilerek sonuclarin sifira yaklastiklar1 goriilmektedir.
Normal dagilimin simetrik ve belirli bir sekle sahip olmasi, ortalamalarin belirli bir
diizen iginde siralanmasina neden olur. Bu durumda, X genellikle daha diisiik bir degere
sahip olurken, B ve M daha yiiksek degerlerde elde edilmistir. n = 10,100 icin
0% = 0.1 iken M degeri, B degerinden diisiik elde edilirken diger durumlarda B degeri

M degerinden diisiik kalmistir. Diisiik varyansa sahip bir ortalama, daha az belirsizlik ve
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daha fazla giivenilirlik sunar. Bu anlamda varyanslar incelendiginde X ’nin, B’dan, B ise
M dan daha etkin ve gecerli oldugu asikardir. Ciinkii tliim varyans karsilastirmalari
Var(X) < Var(B) < Var(M) olarak elde edilmistir.

Iki parametreli gamma dagiliminda sekil parametresi (k), bir konum parametresinin
yaptigi gibi dagilim seklini basitge kaydirirken, bir 6lgek parametresi (6) gibi de
dagilimi esnetip daraltabilmektedir. Bu sayede saga carpik bir dagilimin ortalamalar
lizerindeki etkisini gérmek miimkiin olmaktadir. Dagilimin rassal degiskenleri xe (0, o)
araliginda deger almaktadir. Tablo 3 de gamma dagiliminin Slgek parametresi sabitken
0 = 2, sekil parametresinde k meydana gelen degisikligin, degisen veri sayilarina da
bagli olarak ortalamalara etkisi incelenmistir. Yapilan simiilasyon denemelerinden elde
edilen ortalama ve varyans sonuglari da Tablo 3 de verilmistir. Saga carpik bir
dagilmda M degerinin X degerinden kiiciik olacagi bilinmektedir. Ornekleme baglh
olarak carpiklik ne denli biiytikliik gosterirse gereken biiyiik drneklem hacminin gittikce
daha biiyiik olmasi gerekmektedir. Tablo 3 de 8 parametresindeki artig ortalamalarin
artmasina sebebiyet verirken, B den kiigiik olan M degeri, veri sayis1 arttikca B degeri
ile neredeyse aym degere ulasmistir. k = 1 igin en etkin ortalama B iken, k = 2; 3 i¢in
en etkin ortalama X dir. Bu durumun sebebi k degerinin artisginin dagilimin saga olan
carpikligimi sola dogru yanastirmasindan kaynaklanmaktadir. Asir1 saga ¢arpik iken B
en etkin iken, carpikligin azalmasi X’ nin daha etkin olmasina sebebiyet vermistir. Bir
diger sonug ise B nin tiim durumlarda M’dan daha etkin olmasidir. Bu durum B’y1 saga

carpik dagilimlarda tiim verileri kullanmadan 6l¢iim veren M’a gore iistiin kilmaktadir.

Beta dagilimi, [0,1] araliginda, iki parametre ile dagilimmn seklini kontrol eden, sonlu
uzunluktaki araliklarla sinirli rastgele degiskenlerin davranisini modelleyen bir
dagilimdir. Tablo 4 de sekil parametresi ¢ =5 iken diger sekil parametresi [
degistirilerek [0,1] araliginda sola ¢arpik dagilimlar elde edilmistir. Yapilan simiilasyon
denemelerinin ortalama ve varyans sonuglar1 incelenmistir. Sola carpik bir dagilimda
genel olarak X’nin M dan kiiciik olacag: bilinmektedir. Tablo 4’teki sonuglara gore B
degeri M’dan kiigiik, X degerinden biiyiik elde edilmistir. Etkinlik bakimimndan ise yine
M kadar etkin ya da M dan daha etkin oldugu durumlar go6zlemlenmektedir.
n=1000vepB =1 iken Var(B)=Var(M) olup, n=1000vepB =3 iken
Var(X) = Var(B) sonuglar elde edilmistir. Bu sonuca gére n = 1000 iken tiim

durumlarda varyanslar olduk¢a yakinlasarak sonuglarin esitlendigi durumlar
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gbzlemlenmistir. Bu durum yine B’y1 sola carpik dagilimlarda tiim verileri kullanmadan

Olclim veren M’a gore iistiin kilmaktadir.

5.2. Veri Uygulamalan

Onerdigimiz ortalamanin gercek veri setlerindeki sonuglarmi ve tahmin varyansimin
degisimini anlamak amaciyla bu bolimde R Studio (version 4.4.1) programi
kullanilarak uygulama yapilmistir. Uygulamada hem farkli veri setleri hem farkl
degiskenler hem de farkli gdzlem sayilar1 kullanilarak binomik ortalamasmnim (B)
medyan (M) ve aritmetik ortalamaya (X) gore ortalama ve tahmin varyans: bakimindan

nasil sekillendigi incelenmistir.

Ormeklem medyaninin varyans tahmini Var (IW ) icin Price ve Bonett (2001) tarafindan

onerilen McKean-Schrader tahmincisinin  iki  modifikasyonundan  biri  olan

Vg1 = {(X (n—c+1) — X (C)) /2Zy /2}2 kullanilmistir. Vpg, kullanmamamizin sebebi Vpgq

formiiliinden daha kompleks yapili olmasidir. Her iki modifikasyon da 6rneklem sayisi

n biiyiidiikce ayn1 degere yaklasmaktadir. Oreklem aritmetik ortalamasinin varyans

=

tahminlemesi Var(X) icin esitlik (4.2.1) de verilen formiil kullanilirken, 6rneklem

=

binom ortalamasinin varyans tahmini Var(B ) icin de esitlik (4.2.2) kullanilmustir.
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Tablo 2. Farkli parametre degerlerine sahip normal dagilimlarin farkli gézlem degerlerinde 5000 6rneklemin medyan, binom ortalama ve
aritmetik ortalama sonuglarinin ortalama ve varyanslariin karsilastirilmasi

Ortalama

Parametreler n M B X Var(M) Var(B) Var(X) Varyans Karsilastirma
Karsilastirma

10 000243 000246 000166 X<M<B 001414 001194 001024 Var(X) < Var(B) < Var(M)

E n=0 100 0,00053 000062 000047 X<M<B 000158 000145 0,00101 Var(X) < Var(B) < Var(M)
& =01 4500 000021 000019 000013 X<B<M 000016 000015 0,00010 Var(X) < Var(B) < Var(M)
= . 10 001081 0,00897 000581 X<B<M 014016 011739 0,09899 Var(X) < Var(B) < Var(M)
E :2_: 1 100 0,00257 0,00252 0,00196 X<B<M 0,01557 0,01431 0,01005 Var(X) < Var(ﬁ) < Var(M)
S 1000 0,00071 0,00068 000018 X<B<M 000161 000154 0,00100 Var(X) < Var(B) < Var(M)
10 0,00637 0,00615 0,00588 X<B<M 0,69427 0,59295 0,51286 Var(X) < Var(B) < Var(M)

%Z0 100 000327 000316 000075 X<B<M 008131 007365 005073 Var(X) < Var(B) < Var(M)

1000 0,00047 0,00044 0,00018 X<B<M 000783 0,00756 0,00500 Var(X) < Var(B) < Var(M)

Tablo 3. Farkli parametre degerlerine sahip gamma dagilimlarinin farkli gézlem degerlerinde 5000 6rneklemin medyan, binom ortalama ve
aritmetik ortalama sonuglarinin ortalama ve varyanslarinin karsilastirilmasi

Parametreler n M B X Kg;}ﬁ‘l :trlrll'?na Var(M) Var(B) Var(X) Varyans Karsilastirma

g k=1 10  1,48497 157915 1,99143 M< §_< X_ 0,37785 0,33485 0,39601 Var(E) <Var(M) < Var(X)
E N 100 139581 140572 199842 M<B<X 004087 003715 004133  Var(B) < Var(M) < Var(X)
2 1000 1,38762 1,38878 200157 M <B<X 000394 0,00383 0,00409 Var(B) < Var(M) < Var(X)
2 ] 10 345829 355062 400078 M<B<X 093199 080377 0,79424  Var(X) < Var(B) < Var(M)
£ g;g 100 3,36165 3,37276 399576 M<B<X 00080 0,09269 0,08087  Var(X) < Var(B) < Var(M)
5 1000 3,35696 3,35800 3,99898 M<B<X 0,01015 0,00987 0,00798 Var(X) < Var(]i) < Var(M)
- 10 545136 555397 599865 M<B <X 148718 125766 119261  Var(X) < Var(B) < Var(M)

g;g’ 100 535721 536818 600413 M<B<X 016679 015254 012161  Var(X) < Var(B) < Var(M)

1000 5,34915 5,35023 5,99825 M<B<X 001691 0,01647 0,01206 Var(X) < Var(B) < Var(M)
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Tablo 4. Farkli parametre degerlerine sahip beta dagilimlarimin farkli gézlem degerlerinde 5000 6rneklemin medyan, binom ortalama ve
aritmetik ortalama sonuglarinin ortalama ve varyanslariin karsilastirilmasi

Parametreler n M B X Kg;ﬁﬂ :trﬂila Var(M) Var(B) Var(X) Varyans Karsilastirma

10 086247 085651 083277 X<B<M _ 000282 000237 000204 Var(X) < Var(B) < Var(M)

£ g:f 100 086985 0,86913 0,83345 X <B<M 000031 000028 000020 Var(X) < Var(B) < Var(M)
o 1000 0,87051 0,87045 0,83332 X<B<M 0,00003 0,00003 0,00002 Var(X) < Var(B) = Var(M)
g 10 073231 0,72865 0,71462 X<B<M _ 000403 000333 000257 Var(X) < Var(B) < Var(M)
g ‘5: 100 073419 0,73393 0,71383 X <B<M 000046 000042 000025 Var(X) < Var(B) < Var(M)
@ 1000 0,73553 0,73550 0,71430 X <B<M 000005 0,00004 0,00003 Var(X) < Var(B) < Var(M)
10 063538 0,63337 062504 X<B<M _ 000408 000337 000260 Var(X) < Var(B) < Var(M)

o fg’ 100 063601 0,63582 0,62507 X<B<M 000048 000044 000027 Var(X) < Var(B) < Var(M)

b= 1000 0,63594 0,63591 0,62506 X<B<M 000005 0,00005 0,00003 Var(X) = Var(B) < Var(M)

Tablo 5. Farkli veri setlerine ait degiskenlerin medyan, binom ortalamasi, aritmetik ortalama ve varyans tahminlerinin karsilastirilmasi

Veri Degisken n M B X Kg;}ﬁ: ;rlr;ila Var(M) Var(ﬁ) Var()Q() Var};?::;:;::g‘;i';imn

BOD Demand 6 15800 15331 14,833 X<B<M 712680 527691 357378  var(X) < Var(B) < Var(M)
Snase Density ~ 17 0,684 0647 0769 B<M<X 008372 005386 002264  Var(X) < Var(B) < Var(M)
Conc 47 1563 1289 3172 B<M<X 044310 140150 035944  Var(X) < Var(M) < Var(B)

Docvisits ~ Docvisit 100 2,000 1,786 3330 B<M<X 006895 152511 0,26930  Var(M) < Var(X) < Var(B
Sepal.Lenght 5800 5789 5843 B<M<X 000957 003167 000457  Var(X) < Var(M) < Var(B)
iris  SepalWidth 150 3000 3,009 3057 M<B<X 000060 000877 000127  Var(M) < Var(X) < Var(B)
Petal.Lenght 4350 4317 3758 X<B<M 002152 014391 002078  Var(X) < Var(M) < Var(B)
Faithful ~ Eruptions 272 4,000 3984 3488 X<B<M 000503 004463 000479  Var(X) < Var(M) < Var(B)
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n = 6 gozleme sahip BOD veri setinin Demand degiskeni (BOD Demand) kullanilarak

elde edilen M,BveX  ortalama sonuglart  ve  bu  ortalamalarin

=

Var(M ), Var(ﬁ) ve Var(X ) tahmin varyanslar1 Tablo 5 de verilmistir. BOD_Demand

degiskeninin kullanilmasindaki amag oldukc¢a diisiik gbzlem sayisinda ortalamalarin ve
varyans tahminlerinin degisimini incelemektir. Grafik 1(a) da verilen olasilik yogunluk
fonksiyonuna gére BOD Demand degiskeni normal olmayan, hafif sola c¢arpik bir
dagilima sahiptir. Sola carpik dagihmlarda X , dagilimin sol tarafindaki diisiik
degerlerden etkilenir ve bu nedenle M ’dan daha diisik bir degere sahip olma
egilimindedir. Elde edilen sonuglara gore de X, M’dan hem ortalama bakimimdan hem
de tahmin varyans: bakimindan diisiik elde edilmistir. B ise hem ortalama hem de
tahmin varyansi agisindan M ’dan kiiciik, X dan ise biiyiik elde edilmistir. Bu oldukca
diisik gozlem degerlerinde B 'nin, M ’dan daha etkin bir ortalama oldugunu

gostermektedir.

DNase veri setinin gozlem sayisi n = 176 olup Density degiskeni (DNAse Density)
(0,2) arahiginda degisen degerler almaktadir. Veri setinin [160,176] araligindaki
n = 17 adet gozlemi alinarak DNAse Density degiskeni i¢in 6rneklem olusturulmustur.
Bu sekilde spesifik bir 6rneklem belirleme ihtiyacimiz Grafik 1(a) da verilen dagilimin

tam tersi oldugu durumda M,Bve X ortalamalarinin ve bu ortalamalarin

=

Var(]VI ), Var(l?) ve Var(X ) tahmin varyanslarinin nasil degistigini
kiyaslayabilmektir. Bu dogrultuda Grafik 1(b) de verilen olasilik yogunluk
fonksiyonuna gore DNase Density degiskeni normal olmayan, hafif saga carpik bir
dagilima sahiptir. Boyle bir durumda genel olarak M, dagilimin merkezini temsil
ederken, X sagdaki daha biiyiik degerlerden etkilenerek daha yiiksek bir degere ulasr.
Tablo 5 de elde edilen sonuglar bu durumu desteklerken, B’nin M’dan daha kiiciik bir
ortalama ve tahmin varyans1 degerine sahip oldugu goriilmektedir. Bu dogrultuda B’nin
X ve M’na gore daha iyi bir tahmin ortalamasi ve varyansina sahip olup bu tiir bir

orneklemi daha iyi temsil edecegi sonucuna ulasilir.

Conc degiskeni (DNase Conc), DNase veri setinin gozlem degerlerinde sifira yakin

degerlerin yogunlukta oldugu ve aykir1 degerler de iceren bir diger degiskenidir. Yine
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bu degiskenin [130,176] araligindaki n = 47 adet gozlem degeri i¢in Orneklem
olusturulmustur. Grafik 1(c) de elde edilen olasilik dagilimmin Grafik 1(b) de elde
edilen dagilima gore daha saga carpik olup, asir1 saga carpik bir dagilim sergiledigi

goriilmektedir. Boyle bir dagilim i¢in elde edilen M, B ve X ortalama sonuglar1 ve bu

= =

ortalamalarin Var(]W ),Var(B) ve Var(X) tahmin varyanslar1 Tablo 5 de verilmistir.

Asin sag carpik dagilimlarda, sag tarafta ¢cok sayida u¢ deger (outlier) bulunur. Bu ug
degerler, dagilimm genel yapisin1 bozarak, X ve M arasindaki farki artirir. Boyle bir
carpiklikta B daha diisiik bir ortalama ile uc¢ degerlerin etkisini olduk¢a elemine ettigi
aciktir. Ancak tahmin varyanslarina bakildiginda ayni durum s6z konusu degildir. Asir
saga carpik bir dagilimda, ortalamanin varyans tahmininin medyanin tahmin
varyansindan kiiclik olmas1 beklenmez. Genellikle, ortalama daha yiliksek bir degere
sahip oldugu i¢in, varyansi da daha biiyiik olacaktir. Ancak, belirli durumlarda ve 6zel
veri setlerinde bu tiir bir durum gézlemlenebilir. Bu veri seti bu anlamda iyi bir rnektir.

Ug degerlerin var oldugu durumlarda varyansin genellikle yiikselmesi beklenir ancak

=

etkin bir ortalamada da diisiik kalmas1 istenir. Bu degisken icin Var(B) = 1,40150

sonucu dagilimdaki yayilimdan varyansin etkilendigini géstermektedir.

R programinin “zic” paketinde bulunan Docvisits veri setinde n = 1812 adet gozlem
bulunmaktadir. Veri setindeki Docvisits degiskeninde (Docvisits Docvisits) 0 ve 1
degeri oldukea fazladir ve aykir1 degerlerde bulunmaktadir. Bu degiskenin ilk n = 100

gbzlemi alinarak M, B ve X ortalama sonuclar1 hesaplanmis ve bu ortalamalarin

=

Var(]W), Var(l?) ve Var(X ) tahmin varyanslar1 Tablo 5 de verilmistir. Degiskenin

olasihik dagilimi Grafik 1(d) de verilmistir. Grafik 1(c) gibi asir1 saga carpik bir
dagilima sahip olup, yine Sekil 1(c) den daha sola dayali ve sivri bir goriintii
vermektedir. B, DNase Conc degiskeninde oldugu gibi bu degiskende de yine en kiigiik

iken ortalamalarin varyans tahminlerinde durum degismistir. En kii¢iik tahmin varyansi

=

M’da, ardindan X dadir. Bu degiskende de Var(B ) en yiiksek ¢ikmustir. B, sagdaki ug

degerlerden ortalama bakimindan etkilenmez iken tahmin varyansi1 bakimindan fazla

etkilenmektedir. Bu durumun bir baska sebebi ise B 'nin varyans tahminindeki
hesaplamanin  veri sayisinin artisindan  etkilenmesidir. Var(ﬁ) formiiliindeki
kombinasyon hesab1 yiiksek gozlemlerde oldukca artarken, X ve M ’nin varyans
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tahmininde tam tersi s6z konusudur. Veri sayisi arttik¢a tahmin varyansi kiiciilmektedir.
Elbette veri sayis1 arttikca sapmalarin azalmasini bekleriz ama bu durum her veri seti
icin miimkiin degildir. Bu durumun bir baska sonucu ise B ’nin asir1 saga carpik
dagilimlara diisiik gozlem sayilarinda hem ortalama hem de tahmin varyansi agisindan

iyi sonuglar vermesidir.

n = 150 gdzlem degerine sahip Iris veri setinin Sepal.Lenght (iris Sepal.Lenght),
Sepal. Width (Iris_Sepal.Width) ve Petal.Lenght (Iris Petal.Lenght) degiskenleri

kullanilarak elde edilen M,Bve X ortalama sonuglar1 ve bu ortalamalarin

o

Var(M), Var(ﬁ) ve Var(X) tahmin varyanslari Tablo 5 de verilmistir. Bu veri

setindeki ii¢ degiskeni secmemizin sebebi Iris Sepal.Lenght degiskeninin basik bir
normal dagilima, Iris Sepal. Width degiskeninin sivri bir normal dagilima ve
Iris Petal.Lenght degiskeninin ise ¢ift modlu bir dagilima (verilerin iki farkli grup veya
sirecten  geldigini  gosterir) sahip olmasidir. Oyle ki, Iris_Sepal.Lenght,
Iris_Sepal. Width ve Iris Petal.Lenght degiskenlerinin olasilik fonksiyonlarmin
dagilimlar sirastyla Grafik 1(e), Grafik 1(f) ve Grafik 1(g) de verilmistir. Basik ya da
sivri bir normal dagilimda ortalamalarin birbirlerine yakin ¢ikmalar1 beklenir. Ciinkii
simetrik bir normal dagilimda aritmetik ortalama medyana esittir. Iris Sepal.Lenght ve
Iris_Sepal.Width degiskenlerinin ortalamalar bakimindan olduk¢a yakin degerler
aldiklari, Iris Petal.Lenght degiskeninde ise X’nin M ve B’ya gore daha diisiik ¢iktig
gorilmiistiir. Grafik 1(g) de dagilimin dalgalanmasi incelendiginde ortalama olarak
binom ve medyanin daha merkezci bir sonug verdigi goriilmektedir. Varyans tahminleri
bakiminda ii¢ degisken i¢in de yapilabilecek ortak ¢ikarim binom tahmin varyansinin
her bir degiskende diger tahmin varyanslarina gore yiiksek ¢ikmasidir. Bu tiir diizglin
yapili dagilimlara sahip degiskenlerde binom tahmin varyansinin bu denli yiiksek
cikmasinin sebebi yine gozlem sayisi ile alakali bir durumdur. Carpikligin etkisinde
olmayan bir dagilimda bile binom tahmin varyansinin bu denli digerlerinden ayrilmasi

yine gozlem sayisi ile iligkilendirilebilir.

Faithful veri setinin gozlem sayist n =272 olup Eruptions degiskeni

(Faithful Eruptions) kullamlarak elde edilen M,B ve X ortalama sonuglart ve bu

=

ortalamalarin Var(IVI),Var(B) ve Var()?) tahmin varyanslar1 Tablo 5 de, olasilik
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dagilimi ise Grafik 1(h) de verilmistir. Bu degisken Iris Petal.Lenght degiskeni ile bir
kiyaslama yapabilmek adina verilmistir. Degiskenin dagilimi1 tipki iris Petal.Lenght
degiskeninde oldugu gibi ¢ift modlu bir dagilim sergilemektedir ve gozlem sayis1 daha
fazladir. Bu durum farkli veri setlerindeki benzer dagilima sahip degiskenleri
incelememize ve sonuglarimizin ne denli tutarli oldugunu anlamaya olanak
tanimaktadir. Elde edilen sonuglar kiyaslandiginda burada da X’nin M ve B’ya gore
daha diisiik ¢ikt1g1 goriilmiistiir. Varyans tahminleri agisindan da yine Iris_Petal. Lenght
degiskenindeki duruma benzer bir sonug ¢ikmistir. Bu sonug¢ goézlem sayisindaki artisin
¢ift modlu dagilima sahip degiskenlerde ortalama ve tahmin varyansi siralamalarini

degistirmedigini gostermektedir.
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Grafik 1. Farkli veri setlerine ait degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlari ve

medyan,

binom ortalamasi ve aritmetik ortalama sonuglarinin karsilastirilmasi
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Grafik 1. Farkli veri setlerine ait degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ve
medyan, binom ortalamasi ve aritmetik ortalama sonuglarinin karsilagtirilmasi
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SONUC

Istatistiksel anlamda ortalama, bir verinin merkez noktasini temsil etmektedir. Bu
temsili, parametrik ortalamalardan aritmetik, kareli, geometrik, harmonik vb. parametrik
olmayan ortalamalardan ise mod, medyan vb. ortalamalar yapabilmektedir.
Literatiirdeki ortalamalarin birbirlerine iistiin ya da zayif oldugu durumlari elemine
etmek, dezavantaj yaratan eksiklikleri gidermek i¢in, bir gelistirme ¢aligmasinin sonucu

olarak binomik ortalama onerilmistir.

Binomik ortalama tipki aritmetik ortalamada oldugu gibi tiim goézlem degerlerini hesaba
katarak bir hesaplama yapar. Bu yonii ile binomik ortalama parametrik bir ortalama
davranigi sergiler. Bilindigi lizere aritmetik ortalama aykir1 degerlere karsi son derece
duyarhdir. Aykirt degerin var oldugu durumlarda mod, medyan ve Kartiller vb.
parametrik olmayan ortalamalardan ya da winsorize ortalama, budanmis (trimmed)
ortalama, M-tahmincileri vb. dayanikli (robust) ortalama 6lgiilerinden kullanilmalidir.
Bu o6l¢iimlerin binomik ortalama ile benzerlik gosteren yani ise gozlem degerlerinin
kiigiikten biiylige siralanarak hesaplama yapilmasidir. Bu yonii ile de binomik ortalama
parametrik olmayan bir ortalama davranisi sergiler. Bu 6zelligi ile binomik ortalama,
istatistik alaninda yapilacak c¢aligmalarda veri setlerinin yorumlanmasi yapilirken
parametrik ve parametrik olmayan ortalamalara alternatif olarak yar1 parametrik bir

ortalama gibi kullanilabilir.

Binomik ortalama, agirlikli ortalama mantigina benzerdir, ancak uygulamasi agisindan
oldukca farklilik arz etmektedir. Cilinkii agirlikli ortalamada agirliklar gozlem sayisina
bagli olarak belirlenmez. Hangi gozlem sayisinda agirligin ne olacag: belli degildir.
Fakat binomik ortalama da her bir gozleme gelecek agirlik binom katsayilart ile
onceden bellidir. Sifir ve negatif degerlere sahip veri kiimeleri i¢in, geometrik ve
harmonik ortalama kullanilamamasina ragmen binomik ortalamada tipki aritmetik
ortalamada oldugu gibi tiim reel yani sayisal degerler kullanilabilmektedir. Binom
katsayilar1 u¢ degerlerden ortaya dogru biiylidiiglinden, en biiyiik agirlig1 ortaya denk
gelen gozlem degeri almaktadir. Bu durum verinin merkezindeki gozlemin etkisini

oldukca arttirirken, u¢ kisimlarda kalan verilerin etkisini de olduk¢a azaltmaktadir. Bu

34



anlamda da budanmis ortalamada veri kaybi olurken, binomik ortalama da veri kayb1

olmadan asir1 uglardaki verinin etki degeri azaltilmaktadir.

Calismanin normal dagilim ile ilgili simiilasyonlarinda genel anlamda hem ortalama
olarak hem de varyanslar agisindan M’dan daha etkin ¢ikmigtir. Gamma dagiliminda ise
genel anlamda ortalama olarak X ‘dan daha diisiik sonuglar verirken, varyans olarak
M’dan daha diisiik sonuglar vermistir. Beta dagiliminda ise yine hem ortalama olarak
hem de varyanslar agisindan M’dan diisiik degerler vermistir. Bu simiilasyon ¢alismasi
tiim ortalamalar1 tek bir kriter altinda incelemek acisindan oldukg¢a Onemlidir. Ciinkii
5000 adet 6rneklemden her bir ortalama i¢in elde edilen sonuglarin hepsi ortalama ve

varyans ¢atisi altinda birlestirilmislerdir.

Gergek veri uygulamasi ile yapilan ¢aligmadan elde edilen sonuglara gdére binom

ortalamasinin avantaj ve dezavantajlari su sekilde siralanabilir:

e Ilstatistiksel olarak yiiksek hacimli Orneklemlerde ortalamalar genellikle
birbirlerine yakinsama egilimi gosterirler. Hatta asir1 ¢arpiklik iceren
orneklemlerde gozlem ekleme yoluna gideriz. Bu nedenle asil mesele diisiik
hacimli &rneklemlerde iyi sonuglar elde etmektir. Bu nedenle B, diisiik gézlem
sayilarinda diger ortalamalara gore ortalama olarak diisiik sonuglar verirken,

tahmin varyansi bakimindan M’dan daha diisiik sonuglar vermistir.

e Veri kiigiikten biiylige siralandiginda uglardaki aykiri degerleri elemine
etmekte oldukca basarilidir. Ciinkii binom katsayilarinin degeri uglardan
merkeze dogru artmaktadir. Bunun sonucu olarak da higbir veri kaybina olanak

vermeden aykir1 degerler ile M’dan daha etkin sonuglar elde edilebilmektedir.

e Agin carpik dagilimlarda ortalama olarak diisilk sonuglar verirken varyans
tahmini acisindan diisik sonuglar vermemektedir. Bu durum varyans tahmin
formiiliiniin pay kisminda kalan kombinasyon hesabindan kaynaklanmaktadir.
Gozlem sayisindaki artiga payim verdigi cevabi payda karsilayamamaktadir. Bu

nedenle bu ortalamanin tahmin varyansina yonelik ¢aligmalar gelistirilebilir.
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e Cok yiiksek gozlem sayisina sahip veri setlerinde (n > 1000) ortalama ve
tahmin varyansindaki kombinasyon hesaplarini yapmaya programlarin mevcut

islemci giicli yetmemektedir.

Hem aritmetik ortalamanin hem de binomik ortalamanin tiim gézlem degerlerini
kullanarak hesaplama yaptig1 diisiintildiigiinde, binomik ortalamanin matematigin
saliim teorisi, regresyon analizi, robust teknikler vb. alanlarda kullanimina ydnelik
caligmalar yapilabilir. Yine medyan degeri ile kiyaslandiginda ise neredeyse tiim
sonuglarda medyana yakin degerler verip, hem de tiim goézlemleri kullanmasindan

dolay1 da medyan yerine bir alternatif olusturabilir.
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