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Bu tezin konusu, kii¢iik genlikli uzun dalgalarin nonlineer bir dagilma ortaminda yayilimini
aciklayan 1-boyutlu lineer olmayan Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBM-Burgers) denkle-
minin verilen baglangi¢ ve sinir sartlarina bagh yaklagik niimerik ¢oziimlerinin hesaplanmasi
hakkinda oldugundan Bolim 1’de kisaca denklemin Oneminden ve literatirde mevcut olan
calismalardan bahsedildi.

Bu c¢alismanin esasini olusturan Boliim 2’de model problem olarak goz oniine alinan
1-boyutlu lineer olmayan genel bi¢cimde verilen BBM-Burgers denkleminin uygun baslangic
ve sinir sartlarina bagl yaklasik sayisal ¢oziimleri ile birlikte hesaplanan bazi sonuglar1 vermek
icin bir sayisal sema sunuldu. Bunun i¢cin BBM-Burgers denklemi, once zamana gore tiirevler
icin birinci mertebeden ileri sonlu fark yaklagimi ve tiim konumsal tiirevler i¢in standart
ikinci mertebeden merkezi fark yaklagimi kullanilarak Crank-Nicolson tipi yontemle tamamen
ayriklagtirildi ve bdylece lineer olmayan bir kapali sema elde edildi. Sonra, kapali semanin
bir direkt yontemle ¢6ziimii amaclandigindan, semada yer alan dogrusal olmayan terim yerine
Rubin-Graves tipi bir lineerlestirme yaklasimi kullanilarak baslangi¢c ve sinir deger problemi
tri-diagonal matrislerden olugan ve bir direkt ¢oziim yontemi ile dogrudan c¢oziilebilen bir lineer
cebirsel denklem sistemine indirgendi.

Boliim 3’te bir 6nceki boliimde sunulan semanin dogrulugunu ve etkinligini kontrol etmek
icin, ikisi analitik ¢coziime sahip olan ve biri analitik ¢oziime sahip olmayan ii¢ deneysel test
problem verildi.

Bolim 4’te Bolim 2’de sunulan semadan hesaplanan sonuglar (¢cOziimiin noktasal
degerleri, L, ve L. hata normlari, semanin dogruluk mertebeleri ve CPU zamanlar)
problemde goriilen ayni parametre degerleri icin literatiirde mevcut ¢alismalarin sonuglariyla
kargilastirildi. Elde edilen yaklasik sayisal sonuclardan konum ve zaman adim uzunluklari
kiigiildiik¢ce sunulan semanin analitik ¢6ziimlere yaklasan yeterince iyi sonuglar verdigi ve diger
arastirmacilarinkilerle kabul edilebilir bir uyum i¢inde oldugu goriildii. Ayrica kullanimi kolay
olan semanin von-Neumann teknigi ile kararlilig1 incelendi ve semanin sartsiz kararli oldugu
gosterildi.

Son boliim olan Boliim 5’te ise kisa bir sonug ile birlikte ileriki ¢alismalardan bahsedildi.

Anahtar Kelimeler: BBM-Burgers Denklemi, Crank-Nicolson Yontemi, Rubin-Graves
Yaklasimi, von-Neumann Kararlilik Testi
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Since the subject of this thesis is the calculation of the approximate numerical solutions
of the 1-dimensional non-linear Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBM-Burgers) equation,
which explains the propagation of small amplitude long waves in a nonlinear dispersion
medium, depending on the given initial and boundary conditions, in Chapter 1, the importance
of the equation is briefly discussed and studies available in the literature are mentioned.

In Chapter 2 forming the basis of this study, a numerical scheme is presented to obtain
some calculated results together with the approximate numerical solutions depending on the
appropriate initial and boundary conditions of the BBM-Burgers equation, which is given in
1-dimensional non-linear general form, which is considered as a model problem. For this, the
BBM-Burgers equation is first completely discretized using the Crank-Nicolson type method
using the first order forward finite difference approach for time derivatives and the usual second
order central difference approach for all spatial derivatives, and thus a nonlinear implicit scheme
is obtained. Then, since the solution of the implicit scheme with a direct method is aimed, a
Rubin-Graves type linearization approach is used instead of the nonlinear term in the scheme,
and the initial and boundary value problem is reduced to a system of linear algebraic equations
consisting of tri-diagonal matrices and which can be solved directly by a direct solution method.

In Chapter 3, three experimental test problems are given, two with exact solutions and one
without an exact solution, to check the accuracy and effectiveness of the scheme presented in
the previous section.

In Chapter 4 the results (point values of the solution, the error norms L, and L, the
accuracy orders of the scheme, and CPU times) calculated from the scheme presented in
Chapter 2 are compared with the results of the studies available in the literature for the same
parameter values seen in the problem. From the approximate numerical results obtained, it is
seen that as the spatial and temporal step lengths are decreased, the presented scheme gave
good enough results approaching analytical solutions and is in acceptable agreement with those
of other researchers. In addition, the stability of the easy-to-use scheme is examined with the
von-Neumann technique and it is shown that the scheme is unconditionally stable.

In the last chapter, Chapter 5, a brief conclusion and further work are mentioned.

Keywords: BBM-Burgers Equation, Crank-Nicolson Method, Rubin-Graves Approximation,
von-Neumann Stability Test
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1. GIRIS

Dogada meydana gelen bircok fiziksel olay genellikle cebirsel, diferansiyel veya integral
denklemlerle ifade edilir. Miihendislik bilimleri, fizik ve hesaplamali matematikte ¢ok 6nemli rol
oynayan bir¢ok fenomen genellikle lineer olmayan Kismi Diferansiyel Denklemler (KDD’ler)
ile modellenir. Bu tiir lineer olmayan KDD’lerden olusan baglangic ve sinir deger problemlerinin
incelenmesi ve analitik ¢Oziimlerinin bulunmasi ¢ogu zaman zor ve zahmetlidir. Bilindigi
kadariyla lineer olmayan KDD’lerin hepsi icin iyi ¢alisan belirli bir tek yontem veya teknik
mevcut degildir. Bundan otiirii bu tip denklemler genellikle ayr1 ayri ele alinir ve incelenir.
Boyle denklemlerin ¢cogunlukla analitik ¢oziimlerinden ziyade yaklasik ¢oziimleri tercih edilir.
Bu nedenle, pek cok arastirmaci dogrusal olmayan KDD’lerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek

icin yaklasik yontem ve teknikler tizerinde yogunlagsmistir.

Bu tiir denklemler arasinda one ¢ikanlardan biri
ut_uxx[+ﬁux+yuuxzo (1.0.1)

olarak tanimlanan lineer olmayan Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemidir. Bu denklem
bilindigi iizere ilk olarak Peregrine [1] ve ardindan Benjamin vd. [2] tarafindan bir kanaldaki su
yiizeyindeki kiiciik genlikli uzun dalgalari simiile etmek i¢in goz Oniine alinmig ve incelenmistir.
Dalga bozulmasina yol acan mekanizmalari géz Oniinde bulundurmak igin u,, (dissipative)
terimini iceren

Up — Uy — Oty + Bty + Yuu, =0 (1.0.2)
olarak modellenen literatiirde RLW-Burgers (Regularized Long Wave-Burgers) olarak da bilinen
BBM-Burgers denklemi gz 6niine alinmigtir [2]. Bu denklem agik¢a ayn1 zamanda

U — Oy + Yuu, =0 (1.0.3)
olarak verilen Burges tipi bir denklemin u,, terimi eklenmis halidir. Bundan dolay1 bu denklem
yani (1.0.2) denklemi BBM-Burgers denklemi olarak da adlandirilir.

Bu tez calismasinda, kiigiik genlikli uzun dalgalarin dogrusal olmayan bir dagilma (dis-
persive) ortaminda yayilimini tanimlayan 1-boyutlu homojen ve lineer olmayan BBM-Burgers

denklemi icin asagidaki baglangi¢ ve sinir sartlariyla verilen

Up — Uyyy — Olyy + Puy + yuuy = G(x,1), a<x<b,0<t<T (1.0.4)
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u(x,0) = f(x), a<x<b, (1.0.5)
w(a,) =0, u(b,) =0,0<t<T (1.0.6)

problemi ele alind1 [2]. Burada, u,uy,ux ve uu, sirastyla dalgayi, dagilimi (dispersion),
yayilimi (dissipation) ve konveksiyonu temsil eden terimler; &, B ve y pozitif sabitler; [a,b] C R
bir sonlu aralik; G(x,7) ve f(x) ler ise niimerik hesaplamalar ve sonuglar boliimiinde verilecek

olan tanimli fonksiyonlardir.

(1.0.2) denkleminde goriilen u,, ve uyy terimleri arasinda, (1.0.3) denklemi ile verilen
Burgers denklemi yani

U — Oy + Yuu, =0

denklemi uy, terimini icerirken (1.0.1) ile verilen BBM denklemi yani

Ur — Uyyr + Bty + Yuu, = 0
denklemi u,,; terimini icermektedir.

(1.0.2) denklemi ile verilen BBM-Burgers denklemi dogrusal olmamanin yani sira dagitici
ve yayici etkileri de icerdiginden bir¢ok arastirmacinin son yillarda oldukga ilgisini ¢cekmistir.
BBM-Burgers denkleminin ¢oziimii, kii¢iik genlikli uzun dalgalarin dogrusal olmayan dagilma
ortamlarinda yayilmasinin ¢esitli 6zelliklerini anlamak i¢in onemli bir rol oynar. Bu nedenle,
denklemi ¢6zmek i¢in ¢esitli sayisal yontemler ve teknikler sunulmakta ve uygulanmaktadir.
Genel olarak, bunlarin ¢ogu, sonlu farklar, sonlu elemanlar ve spektral eleman yontemlerine
dayanan problemin ¢6ziim bolgesinin ayriklastirilmasi ile sonucglanan semalardir. Bu ¢alismada

tez boyunca uzamsal (x) ve zamansal (¢) ag uzunluklari sirasiyla 4 ve k ile gosterilecektir.

BBM-Burgers tipi denklemleri iceren baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢éziimleriyle
ilgili literatiirde mevcut calismalar sunlardir: Zhao ve Xuan [3], tek boyutlu genellestirilmis
BBM-Burgers denklemlerinin global diizgiin ¢6ziimlerin varli§ini ve yakinsakligini arastirdilar.
Al-Khaled vd. [4], genellestirilmis BBM-Burgers denkleminin yaklasik dalga coziimlerini
tiretmek icin Adomian ayristirma yari analitik teknigini kullandilar. Zhao vd. [5] ¢aligmalarinda,
BBM-Burgers denklemi igin O(h?) + O(k?) hata mertebesine sahip korunumlu bir sonlu
fark semasi sundular ve denklemin bazi niimerik sonuclarimi verdiler. Omrani ve Ayadi [6],
homojen olan ve homojen olmayan tek boyutlu BBM-Burgers denkleminin ayrik ¢oziimlerini
bulmak icin Crank-Nicolson tipi sonlu farklara dayali yakinsama oram1 O(h?) 4+ O(k?) hata

mertebesine sahip korunumlu bir fark semasi 6ne siirdiiler. Che vd. [7], tek boyutta verilen
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genellestirilmis BBM-Burgers denklemi igin ayrik ¢oziimler elde etmek icin O(h?) + O(k?)
mertebesine sahip ii¢-seviyeli bir dogrusal kapali sonlu farklar semasi olusturdular. Arora
vd. [8], 1-boyutlu homojen olan ve homojen olmayan BBM-Burgers denkleminin yaklasik
coziimlerini elde etmek i¢in zamansal integrasyon i¢in Crank-Nicolson tipi sonlu farklar
ve uzamsal integrasyon i¢in dordiincii dereceden B-spline kollokasyon yontemini kullanan
ayriklagtirilmig bir sayisal sema sundular. Dehghan vd. [9], lineer olmayan yiiksek boyutlu
genellestirilmis BBM-Burgers denklemini ¢6zmek icin birinci mertebeden zaman tiirevi i¢in
ileri sonlu fark yaklagimi ve uzamsal tiirevler i¢in multiquadric radyal tabanli fonksiyon
yontemi kullanarak O(k) zaman mertebeli kosulsuz olarak kararli olan yakinsak bir ayrik
sayisal sema tanittilar. Piao ve Lee [10], 1-boyutlu homojen olmayan BBM-Burgers denkleminin
kararlilig1 (stabilization) i¢in bir durum tahmini geri beslemesi kullanan bir geri besleme
kontrolii ile indirgenmis mertebeli bir modeli arastirdilar ve daha sonra ikinci dereceden B-spline
temel fonksiyonlar yardimiyla Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile denklemin ¢oziimiinii
buldular. Mohebbi ve Faraz [11], tek boyutlu homojen BBM-Burgers denkleminin soliteri
(solitary) ¢oziimleri icin kararli ve O(h*) + O(k?) mertebeden yakinsak olan ii¢-seviyeli bir
zaman adimina sahip sonlu farklar semasi olusturdular. Dehghan vd. [12], 2-boyutlu homojen
olmayan genellestirilmis BBM-Burgers denklemini ¢ézmek i¢in zaman ayriklastirmasi icin
sonlu fark yaklagimi ve uzaysal ayriklastirma i¢in interpolasyonlu elemansiz Galerkin teknigi
yardimiyla O(k) mertebesinde kararli ve yakinsak bir sayisal sema Onerdiler. Zarebnia ve
Parvaz [13], 1-boyutlu homojen BBM-Burgers denkleminin yaklagik ¢coziimiinii O(h?) + O(k?)
mertebesinde kiibik B-spline kollokasyon yontemiyle elde ettiler. Shivanian ve Jafarabadi [14],
2-boyutlu dogrusal olmayan genellestirilmis BBM-Burgers denkleminin baslangi¢ ve Dirichlet
tipi sinir deger problemini sayisal olarak ¢dzmek i¢in spektral agsiz radyal nokta interpolasyon
teknigini kullandilar. Zarebnia ve Parvaz [15], 1-boyutlu homojen BBM-Burgers denkleminin
ayrik coziimlerini vermek i¢in ikinci dereceden B-spline baz fonksiyonlu kollokasyon sonlu
elemanlar yontemini kullandilar ve O(h?) + O(k?) dogruluk mertebeden bir niimerik gema
sundular. Lu vd. [16], yiiksek mertebeli dissipative terimli 1-boyutlu ve 2-boyutlu homojen
olan ve homojen olmayan BBM-Burgers tipi denklemlerin fiziksel davraniglarimi formiile
etmek icin uyarlanabilir (adaptive) hareketli ag sonlu elemanlar yonteminde uzay yoOniinde
ikinci mertebeden yakinsak olan bir sayisal sema Onerdiler. Zarebnia ve Aghili [17],
I-boyutlu homojen BBM-Burgers denkleminin noktasal ¢éziimleri i¢in zaman integrasyon icin

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimimi ve uzay integrasyon icin radyal baz fonksiyonlari



kullanan agsiz bir kollokasyon yontemi sundular. Orug [18], 1-boyutlu ve 2-boyutlu homojen
olmayan BBM-Burgers denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek i¢cin zaman ayriklagtirmasi
icin standart sonlu farklar, konum ayriklastirmasi i¢in Lucas polinomlar1 ve tiirev matrisleri i¢in
Fibonacci polinomlar: kullanarak hibrit bir algoritma olugturdu. Berikelashvili ve Mirianashvili
[19], 1-boyutlu homojen BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in {i¢-seviyeli sonlu
farklar semasinin yakinsamasi tizerinde ¢alistilar. Singh ve Kumar [20], 1-boyutlu homojen olan
ve homojen olmayan BBM-Burgers denklemini ¢ozmek icin Haar dalgaciklarina dayali etkili
bir sayisal yontem gelistirdiler. Mittal vd. [21], homojen ve dogrusal olmayan BBM-Burgers
denklemini ¢6zmek icin literatiirde CGL olarak bilinen ve ¢oziim araliginin kenarlarina dogru
daha yogun olan noktalarda Chebyshev polinomlari ile zaman-uzay sozde-spektral yontemine
dayali bir sayisal sema gelistirdiler. Hajiketabi ve Abbasbandy [22], 1-boyutlu, 2-boyutlu ve
3-boyutlu homojen ve dogrusal olmayan genellestirilmis BBM-Burgers denklemini ¢c6zmek icin
radyal bazli fonksiyonlarin ve grup koruma semasinin kombinasyonu fikrinden dogan birinci
mertebeden Lie grup yontemi olarak adlandirilan yeni bir sayisal yontem Onerdiler. Aslefallah
vd. [23], zaman tiirevlerini 8-agirlikli sonlu farklarla ayriklastirdiktan ve orijinal problemi kismi
diferansiyel denklemler sistemine parcaladiktan sonra, 2-boyutlu homojen ve dogrusal olmayan
BBM-Burgers denklemlerinin birka¢ varyasyonunu simiile etmek icin tekil (singular) sinir
yontemini kullandilar. Zarebnia ve Parvaz [24], homojen olan ve homojen olmayan 1-boyutlu
BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢oziimlerini vermek i¢in zaman ayriklastirmasi icin sonlu
fark yaklasimi ve uzamsal ayriklastirma icin besinci dereceden B-spline baz fonksiyonlu
kollokasyon yontemi kullanarak O(h?) + O(k*) dogruluk mertebesine sahip bir niimerik
sema sundular. Hajishafieiha ve Abbasbandy [25], sonlu fark yaklasimlariyla ayriklastiran
I-boyutlu ve 2-boyutlu homojen olmayan genellestirilmis BBM-Burgers denkleminin ¢oziimiine
yaklagmak icin bir parametreli yeni bir polinom fonksiyonlari sinifi kullandilar. Dana vd. [26],
homojen olan BBM-Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii icin O(h®) + O(k*) mertebesine sahip
bir sonlu farklar semasi onerdiler. Arora vd. [27], hem homojen olan hem de homojen olmayan
I-boyutlu BBM-Burgers denkleminin yaklasik c¢oziimlerini iiretmek i¢in konum yoniinde
besinci dereceden B-spline baz fonksiyonlu Hermite kollokasyon yontemini ve zaman yoniinde
agirlikli sonlu farklar yaklagimim kullanarak O(h*) + O(k?) dogruluk mertebesinde hibrit bir
sayisal teknik geligtirdiler. Son zamanlarda, Bayarassou [28], BBM-Burgers tipi denklemleri
¢6zmek icin iki sonlu farklar semasi gelistirdiler. Bunlardan biri iki zaman seviyeli ve digeri
iic zaman seviyeli dogrusal olmayan kapali semalardir 6yle ki her biri O(h* 4 k?) yakinsama

mertebesine sahiptir. Zhang ve Liu [29], BBM-Burgers denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde

4



etmek icin O(k*> + h*) yakinsama mertebesine sahip iic zamanh bir lineerlestirilmis kompakt
sonlu farklar teknigi sundular. Kutluay vd. [30], BBM-Burgers denklemi i¢in verilen baslangic
ve sinir deger probleminin yaklagik sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin denklemdeki lineer
olmayan terim yerine Richtmyer lineerlestirme yaklagimi kullanarak Crank-Nicolson tipi bir
niimerik sema verdiler. Bu calisma, bu tezin hazirlanmasinda kullanilan temel kaynaklardan
biridir.

Bu tez caligmasinin temel amaci, (1.0.4)-(1.0.6) denklemleri ile tanimlanan baslangic ve
sinir deger problemini homojen olmasi ve homojen olmamas: durumlarinda sayisal olarak
c¢ozmek icin sonlu farklara dayali uygun ayrik yaklagimlar kullanarak dogru, verimli ve diisiik
hesaplama maliyetli O(k?) 4 O(h?) yakinsaklik mertebesinde bir sayisal sema vermektir. Sonlu
fark yaklasimlari, lineer olmayan KDD’leri ¢6zmek i¢in en basit ve en eski sayisal tekniklerden
biri olmasina ragmen bu tiir denklemlerin ayrik yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinda halen

giinlimiizde yaygin olarak kullanilmaktadir.

Dogrusal olmayan KDD den olusan bir¢ok baslangi¢ ve sinir deger probleminin, analitik
tekniklerle tam ¢oziimiinii bulmak baz1 6zel durumlar disinda oldukc¢a zordur. Bu nedenle,
bu tip problemlerin tam ¢oziimleri yerine uygun bir niimerik analiz yontemiyle yeterince
yakin dogrulukta olacak sekilde yaklasik coziimleri bulunur. Bazi durumlarda ister lineer
olan isterse lineer olmayan problemler niimerik yontemlerle daha hizli ¢oziilebilmekte ve
problem parametrelerinde rahatlikla degisiklik yapilabilmektedir. Sonlu bir ¢6ziim bdlgesinde
baslangic ve sinir sartlariyla verilen herhangi bir diferansiyel denklemi ¢6zmek icin en yaygin
kullanilan sayisal tekniklerden biri sonlu farklar yontemidir. Bilindigi iizere analitik yontemler
problem sinirlar1 icinde zaman ve konum degiskenlerinin her noktasinda ¢oziimii saglar.
Ancak, sonlu farklar yontemi, yalmzca sinirlar i¢indeki ayrik noktalarda ¢oziimii saglar ve
bu nedenle, tam ¢6ziimiin yalmizca bir yaklasimidir. Bununla birlikte, sorunu yalnizca sonlu
sayida noktada temsil etmek, ¢oziim prosediiriinii tek bir karmasik hesaplama yerine birkag
aritmetik hesaplama yapmaktan birine basitlestirir. Sonlu farklar yontemi, problemi bilgisayarlar
tarafindan ¢oziilebilecek bir algoritmaya doniistiiriir. Genel olarak konusulacak olunursa, sonlu
farklar hesabinda daha cok ayrik noktalar kullanilirsa, yaklasik ¢6ziim tam ¢oziime daha yakin
olacaktir ancak bu durumda daha fazla aritmetik hesaplama gerekecektir. Sonlu fark ¢6ziimiinii

tamamlamak icin sinir kosullar1 ve baglangi¢ kosullar1 ayrik noktalarda temsil edilmelidir.



2. MODEL PROBLEM ICIN BIR SONLU FARK YONTEMI

Bu tez calismasinin ana kismini olusturan bu boliimde, model problem olarak (1.0.4)-(1.0.6)
denklemleri ile verilen baglangi¢ ve sinir deger probleminin yaklagik niimerik ¢oziimlerini elde
etmek icin Rubin-Graves tipi bir lineerlestirme yaklagimi ile sonlu farklar yontemi {izerine
temellenen Crank-Nicolson tipi bir sonlu fark semas1 verildi. Semanin ¢ikarilisina gegcmeden

once sonlu farklar yonteminin temel prensiplerinden asagidaki kisimda kisaca bahsedildi.

2.1 Sonlu Farklar Yontemine Kisa Bir Bakis

x € [a,b] ve t € [0,T] olmak iizere x ve t bagimsiz degiskenlerine bagli bir u = u(x,t)

bilinmeyen fonksiyonu i¢in en genel bi¢cimi
F(x7t7u7MX7ut7u)CX7uxt7 ) =0

olan bir KDD uygun baslangi¢ ve sinir sartlariyla verilsin. Boyle bir problemin sonlu farklar

yontemiyle bir niimerik semasinin olusturulmasinda izlenecek adimlar soyle siralanabilir:

—Once problemin (x,t) € [a,b] x [0,T] ¢bziim bolgesi diizgiin kafeslere ayrilir. Soyle ki
bunun igin x’in taniml oldugu [a, b] aralig: her birinin genisligi & = x;11 —x; (x; = jh, j =
O0(1)M) olan a = xp < x] < xp < ... <xp—1 < xp = b olacak bicimde genellikle esit alt araliklara
boliiniir. Benzer sekilde #’nin tanimli oldugu [0, T'] aralig1 da her birinin genigligi k = 1,41 — 1,
(tp=nk,n=0(1)N)olan0 =19 <t} <ty < ... <ty_1 < ty =T olacak bi¢cimde genellikle esit alt
araliklara boliiniir. Sonlu fark ¢6ziimii igin kafeslerin kesim noktalar olan (x;,,) (j = 0(1)M,
n=0(1)N) diigiim (grid) noktalar1 kullanilir. Bu noktalarda »’nun degeri u’} ile gosterilir. u?,

KDD’in u(x},t,) tam degerine bir yaklagimi temsil eder.

—KDD ve sinir sartlarinda goriilen tiirevler yerine Taylor seri a¢ilimindan elde edilen uygun
sonlu fark yaklagimlar1 yani formiilleri yazilir [31]. Boylece baslangi¢ ve sinir deger problemi

cebirsel denklem sistemiyle sonug¢lanan bir niimerik semaya indirgenir.

—Cebirsel denklem sisteminden elde edilecek olan yaklasik ¢oOziimlerin tam ¢oziime

yakinsamasi i¢in semanin kararlilig1 incelenir.

Bu boliimde (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen problemin yaklasik niimerik ¢éziimlerini
elde etmek icin Rubin-Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak sonlu farklar yontemi iizerine
temellenmis Crank-Nicolson sonlu fark semasi elde edildi. Bunun i¢in 6nce problemin [x,7] €
la,b] x [0, T] ¢bziim bolgesini olusturan [a,b] aralig1 h = xj1 —x; (x; = jh, j = 0(1)M) olmak
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tizere a =xp <x] <xp < ... <xy—1 <xy =bvel[0,T] araligi da k =t,,.1 —t, (t, = nk, n =
O(1)N) olmak iizere 0 =1y < t] <t < ... < ty_p < ty = T olacak sekilde esit genislikli alt
araliklara boluiniir. (x;,2,) (j = 0(1)M, n = 0(1)N) digim noktalarinda KDD’nin u(x;,#,) tam

degerine bir yaklagim u; ile gosterilsin.

Yukardaki hazirliklardan sonra (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen model problemin
Crank-Nicolson tipi sonlu fark semasinin cikarilisina ge¢meden oOnce (1.0.4) ile verilen
BBM-Burgers denkleminde goriilen zamana ve konuma gore tiirevler yerine Taylor serisinden

kolayca tiiretilebilen asagidaki yaklagimlar1 verelim [31].

o
()} = ~——"+0(k) 2.1.1)
u  —u
(ux)} = %h“ +O(h?) (2.1.2)
u = 2ut+ut
()t = L hzf =L o@n?) (2.1.3)

Burada h ve k sirastyla konum ve zaman adim uzunluklari, O(k) ve O(h?) hata terimleri olup

k — 0 ve h — 0 iken O(k) — 0 ve O(h?) — 0 dur.

2.2 Model Problemin Crank-Nicolson Tipi Sonlu Fark Semasi

Bu kisimda (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen baglangic ve sinir deger probleminin
sonlu farklar yontemine dayanan Crank-Nicolson tipi fark semasi verildi. Bunun i¢in (1.0.4)
denklemindeki zamana gore tiirev yerine (2.1.1) ile verilen ileri fark formiilii ve konuma gore
tiirevler yerine hatalar ihmal edilerek, Crank-Nicolson tipi fark yaklagimlari yazilirsa zamana

gore ayriklastirilmig

Miﬁrl —u" n

] o (uXX)?+1—(“m)J o« n+1 n B n+1 n
% 3 3 1) T+ () J] 4+ 5[ (02) T+ ()] (2.2.1)

. J J J
3 () ()] = 3(GIT G

.

denklemi bulunur. Bu yar1 ayriklastirilmis denklemde goriilen u, ve uy, tiirevleri yerine hatalar
ihmal edilerek (2.1.2) ve (2.1.3) ile verilen merkezi fark formiilleri, (uux)?+1 lineer olmayan

terimi yerine de

()1 = 0 ()" () — 0 () (2.2.2)
veya
gl u o —u u o —u
+1 —1 +1 -1 +1 -1

olarak verilen Rubin-Graves tipi lineerlestirme yaklasimi [32] yazilirsa, gerekli islemler ve

diizenlemelerden sonra, j = 1(1)M — 1 ve n = O(1)N olmak iizere, konuma ve zamana gore
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tamamen ayriklastirilmis

(R A 3 S S W S AN G e s = RS
khr  2n2 4h T AR N1 Tl T g2 T2 T2 2h J

Hogr = s+ G+ ] = g+ e + [+ — Bl

g+ o — Gl + 5 (G GY)

.3

Crank-Nicolson sonlu fark semasi elde edilir.
(1.0.6) ile verilen u(a,t) = 0 ve u(b,t) = 0 sinir sartlarindan elde edilen

n+1

uy=uy =0,
uM—uX}'I 0

(2.24)

sinir degerleri (2.2.4)’de kullanilirsa (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen model problemin

Crank-Nicolson tipi sonlu fark semasi

1 2 o y Wi Wi\ pl A B n+1
Gt te 2w -G tmt 4h] j+1
o B o
Gl [ s~ B+ [ — - - T

Hgz + bl + 3@+ =1

[
o
+

g
=N
9
|
oyl
9
<
~. S

yu'} u”
[_L_i_%_ 4h]] n+1+[ +kh2+h2+ ( +1hj 1)] n+1

o7
+[—klﬁ—%+4ﬁh+m] Wil =g+ h2+fh]jl+[k + g — el
NE A N (R R

v u
g s — = T+ e B e

[_klﬁjLza?J“fh] uj_ 1+[_+ki2 el + [ kh2+2z2_4%]”7+1

Yu; .
o= g B el +H o 6, j=M 1

olarak veya matris formunda

[ a1 an 1 [uft]
ay an axp it
am-om-3 am-2m—2 am—am—1 | |ulf
I ay-1m—2 am-1m—1 | {uhh
[ b1 by [ u ][ an
by1 by by u; dy
— +| :
bv-2m-3 by—om—2 bu—2m-1 Uy o Vi—2
i bu-1m—2 bu-im-1 | |y ]| |dy_1

veya kisaca

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)



olarak yazilabilir. Burada

[ ] [ a ] [ GG
i) ds | Gy + Gy
W= i fved=| : | =5 :
Upg o dy 2 Gﬁ—iz +Gy
n n
1] [ -1 [Ghy—1+ Gy

olup yukaridaki matrislerin girisleri

j=11i¢in
1 2 (04 '}/I/l;!_H
Wk ke TR an
1 a+B+W?
R S TR LA
PV T 202 4 4
1+2 (04
k' khr n2
1 o P
b: ==
s R TR AT

bjj=

J=2(1)M -2 igin
1 a B v
iy _4& 4’ &
LT TR T 202 4k A

1 2 « yu’}+1—u’}_1)

Gi= et Tt
1 a+[3+?’u?
A ARV 4NN
PIUT Tkn2 T 202 4 4k’
1 o B
TS TEA T
b-~—1+2 o
Mk khr R
1 o B
A T TR T
j=M—1i¢in
1 a B Y
a _ —_—— —— e — —
PEUT TR T 202 4k A
1 2 oy Ui U
G T e )
1 o B
A TERTA
b-~—1+2 o
Pk k2 h?
dir.

Yukaridaki (2.2.9) lineer cebirsel denklem sistemi direkt ¢oziim yOntemlerinden biri
yardimiyla ¢oziilerek bu tez calismasinda goz 6niine alinan (1.0.4)-(1.0.6) denklemleri ile verilen
bagslangic¢ ve sinir deger probleminin yaklasik niimerik ¢oziimleri elde edilir.
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(2.2.5)-(2.2.7) fark denklemleriyle verilen Crank-Nicolson sonlu fark semasinin lokal kesme
hatasi, 1 — 0 ve k — 0 iken O(h? + k?) olup semanin ¢oziimii L, ve L., normlarinda O(h? + k?)
mertebesiyle (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen baglangic-sinir deger probleminin ¢oziimiine

yakinsar [31].

Bir sonlu fark semasmin yakinsak olmasi i¢in yani yaklasik niimerik ¢oziimlerin analitik

¢cOziime yeterince yakin olmasi icin gerek ve yeter sart semanin tutarl ve kararli olmasidir [31].

Tuatarhhk: # — 0 ve k — 0 iken kesme hatas1 terimleri sifira yaklasiyorsa sonlu fark

yaklagimi tutarlidir denir.

Kararhhk: Hesaplamanin bir zaman adiminda yapilan hatalar ardisik olarak artan her bir
zaman adiminda hatalarin biiylimesine neden olmuyorsa sonlu fark semasi kararlidir denir.
Diger bir ifade ile kararli bir sema hesaplamalar ilerledik¢e hatalarin neredeyse degismeden

sabit kaldig1 bir semadir.

Sonlu farklar yontemi cikarilisinda gdz 6niinde bulundurulan sezgisel yaklasimi nedeniyle

tutarlidir. Bundan otiirii semanin yakinsaklig1 i¢in sadece kararliligini incelemek yeterlidir.

Semanin Kararhilik Analizi: Bunun icin once (1.0.4) denkleminde goriilen uu, non-lineer

teriminde u = C lokal sabit alinirsa denklemin Crank-Nicolson sonlu fark semasi

1 1 1 n+1 2 1 n+1 1 1 1 C, n+l
~(etae tam e+ +kh2+_2)u' (et —m i

/ (2.2.10)
1 1 1_C 2 1 1 1 1, C
(e _W_E_ﬂ) 7 1+( +W_ﬁ> ’}_(W_W+E+E)”7+l
olarak elde edilir. Bu semanin kararlilik analizi
uj = §”eiﬁjh (2.2.11)

olmak iizere von-Neumann teknigi ile aragtirildi [31]. Burada i = /—1, B mod sayis1 ve &
giiclendirme faktoriidiir. (2.2.10) da uj yerine (2.2.11) esitligi yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

EMH A +ids]| =A — A —ids (2.2.12)
bulunur. Burada
2 1 2 1 1 1 C
A = ——5cos(Bh) + Z +— ek A= —2 cos(Bh) + - ve A3 = (5 + ~-) sin(Bh)

k2 h 2h  2h
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dir. Kararlilik igin |§] < 1 olmalidir. |§] < 1 olmasi igin (2.2.12)’den \/ (M —2)2+A47 <

\/ (M +242)24+ 247 veya LAy > O esitsizligi saglanmalidir. Gergekten, gerekli bir takim

matematiksel islemler yapilirsa A; A, ifadesi

2 o Bhy 8 .4 Bh
l]lzzﬁ51n (7) WSIH (7)20

esitsizligini saglar. Dolayisiyla |§| < 1 olup sunulan sema sartsiz kararlidir.
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3. TEST PROBLEMLER

Bu boliimde (1.0.4)-(1.0.6) denklemleriyle verilen model problem icin Boliim 2’de elde edilen
niimerik semanin dogrulugunu ve giivenilirligini kontrol etmek icin model problemin test

problemler olarak adlandirilan ii¢ 6zel durumu goz 6niine alindi.

3.1 Test Problem 1

Bu test problemde (1.0.4) ile verilen BBM-Burgers deklemi o = 8 =y =1, [a,b] = [0, 7]

ve G(x,t) = e~!(cosx —sinx+ ye ' sin2x) i¢in gz oniine alind1. Bu durumda (1.0.4) denklemi

1
Us — Usyy — Uy + Uy +utty = e (cosx — sinx + ie" sin2x), x € [0, 7], t >0 (3.1.1)
olup
u(x,0) = sinx, x € [0, 7] (3.1.2)
u(0,¢) =0, u(m,t)=0,1>0 (3.1.3)

baslangi¢ ve sinir sartlariyla ele alindi. (3.1.1) denkleminin analitik(tam) ¢oziimii
u(x,t) = e 'sinx (3.1.4)

dir [33]. Diferansiyel denklemin yukarida (3.1.2) ve (3.1.3) ile verilen baslangi¢ ve sinir sartlari

tam ¢oziim (3.1.4) den direkt olarak alinmstir.

3.2 Test Problem 2

Bu test problemde (1.0.4) ile verilen BBM-Burgers denklemi ¢ = 8 =y =1, [a,b] =
[—10,10] ve G(x,t) = 0 i¢in ele alindu.

Bu durumda (1.0.4) denklemi
Up — Upy — Uy + Uy +uuy =0, x € [—10,10], 1 >0 (3.2.1)

homojen denklem olup
u(x,0) = exp(—x?), x € [~10,10] (3.2.2)
baslangic ve
u(—10,¢) =0, u(10,¢) =0, >0 (3.2.3)
12



sinir sartlartyla goz oniine alindi. Bilindigi kadariyla bu test problemin analitik ¢dziimii mevcut

degildir.

3.3 Test Problem 3

Bu test problemde ise (1.0.4) ile verilen BBM-Burgers denklemi « = 8 =1, y =12, [a,b] =

[—50,50] ve G(x,t) = 0 i¢in goz oniine alindi. Bu durumda (1.0.4) non-homojen denklemi

Up — Upyy — Uy + Uy + 1201, = 0, x € [-50,50], £ >0 (3.3.1)
olup
u(x,0) = —% - %tanh(x) + 11—0 tanh? (x) (3.3.2)
baslangi¢ ve
u(—50,t) = —% r %tanh(—SO—i— lt_O) + ll—otanhz(—50+ lt_O) (3.3.3)
u(50,t) = —% 4 %tanh(SO—l— lio) + 11—0tanh2(50—|— lt—o)

sinir sartlartyla ele alindi. (3.3.1) denkleminin analitik(tam) ¢oziimii [27]

23 1 t 1 t
t)=——— — —tanh(x + —) + — tanh?(x + — ), x € [—50,50 334
u(x,t) 150 3 anh(x+ 10)+ 10 anh”(x + 10), x€ | ,50] ( )

olup denklemin yukarida (3.3.2) ve (3.3.3) ile verilen baslangic ve sinir sartlar1 dogrudan

dogruya tam ¢oziimden alinmustir.
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4. NUMERIK HESAPLAMALAR VE SONUCLAR

Bu boliimde, onerilen semanin dogrulugunu kontrol etmek icin Bolim 3 de verilen ikisi
analitik ¢oziimii olan ve digeri analitik ¢oziimii olmayan ii¢ farkli test problem ele alindi
ve yaklasik niimerik c¢oziimleri hesaplandi. Tiim hesaplamalarda Matlab yazilimi kullanildi.
Sunulan semanin dogrulugunu ve giivenirligini kanitlamak igin, u(x;,,) analitik ve u;’ yaklasik

cOziimleri gostermek lizere,

M—1 2

L, = hZ u(xjtn) — u’;
=1

y Loo = 1§I]I%211l3[(_1 |u(xj,tn) — u;"

hata normlari ile birlikte mutlak hata
AE = |u(xj,tn) —u}|, j=1(1)M —1

ve

Mertebe(L) = log,|L(2h, 2k) /L(h, k)]

olarak verilen semanin dogruluk Mertebesi (Order) hesaplandi. Burada, 4 ve & sirasiyla yeterince

kiiciik konum ve adim uzunluklari olup L ise L, veya L. normlarindan birini temsil eder.

Test Problem 1: (3.1.1)-(3.1.3) denklemleriyle verilen problemin x € [0, 7] aralifinda sabit
k = 0.01 ve farkli M degerleri ile sabit M = 160 ve farkli k degerleri icin (2.2.1)-(2.2.4)
denklemleri ile verilen niimerik semadan 7 = 5 bitis zamaninda elde edilen u’nun secili
noktasal degerleri, L, ve L. hata normlariyla birlikte CPU zamanlar sirasiyla Cizelge 4.1
ve Cizelge 4.2°de verildi. Cizelgelere bakildiginda sunulan yontemle elde edilen yaklagik
niimerik sonuglarin [30] da verilen sonuglardan daha iyi oldugu ve analitik ¢oziimle oldukca
iyl uyum icinde oldugu kolayca goriilmektedir. Bu durum agikca yontemin dogrulugunun ve
giivenirliginin bir kanitidir. Ayrica kullanilan yontemin dogas1 geregi & ve k adim uzunluklar
yeterince kiiciilirken niimerik sonuglarin gittikce analitik sonuglara yaklastig1 ve bundan otiirii
de hata normlarinin gittikge kiiciildiigii goriilmektedir. Bu ise yontemin teorisini destekleyen
bir diger onemli delildir. Her ne kadar £ ve k nin kiiciilen degerlerinde iyi sonuglar elde edilse
de CPU zamanlarina bakildiginda bu durum yontemin hesaplama maliyetini arttirmaktadir. Bu
nedenle 2 ve k nmin ¢ok kiiclik de8erleri yerine onlarin analitik ¢6ziime yakin makul ¢oziimler

tiretecek degerlerini almak yeterli olacaktir.

Hesaplanan niimerik ¢oziimlerin siirekliligini ve analitik ¢6ziimle ne kadar 1yi uyum i¢inde

oldugunu gostermek i¢in M = 40 ve k = 0.01 i¢in farkli 7 zamanlarinda analitik ve niimerik

14



coziimlerin grafikleri Sekil 4.1 ile birlikte hatanin yeterince kii¢iik oldugunu gostermek icin de

hata grafikleri Sekil 4.2°de verildi.

Cizelge 4.1 : Problem 1’in k = 0.01 ve farkli M degerleri i¢in 7 = 5 de baz1 diigiim
noktalarinda hesaplanan u degerleri ile birlikte L, ve L., hata normlarinin
ve CPU zamanlarinin [30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

Mevcut Sonuglar Tam
X M =40 M =80 M =160 M =320
/8  0.002587 0.002580 0.002579 0.002579 0.002579
/4 0.004781 0.004768 0.004765 0.004765 0.004764
3n/8  0.006248 0.006230 0.006226 0.006225 0.006225
/2 0.006762 0.006744 0.006739 0.006738 0.006738
57/8  0.006246 0.006230 0.006226 0.006225 0.006225
3z/4  0.004777 0.004767 0.004765 0.004764 0.004764
7n/8  0.002582 0.002579 0.002578 0.002578 0.002579
L 2.8421E—5 6.5986E —6 1.2200E —6 5.4645E —7
Lo 2.4549E —5 S5.7784E—6 1.1235E—6 5.8919E —7
CPU(s) 0.2279 0.3733 0.5574 1.3213
[30]
/8  0.002589 0.002581 0.002579 0.002579
/4 0.004787 0.004770 0.004766 0.004765
3n/8  0.006258 0.006233 0.006227 0.006225
/2  0.006776 0.006747 0.006740 0.006738
57/8  0.006259 0.006233 0.006227 0.006225
3n/4  0.004787 0.004769 0.004765 0.004764
Tn/8  0.002587 0.002580 0.002578 0.002578
L 4.3868E —5 1.0423E—5 2.0985E—6 4.3912E—17
Lo 3.7921E -5 9.0846E—6 1.9021E—6 4.7806E —7
CPU(s) 0.2269 0.3573 0.7603 1.8884
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Cizelge 4.2 : Problem 1’in M = 160 ve farkli k degerleri icin 7 = 5 de baz1 diiglim
noktalarinda hesaplanan u degerleri ile birlikte L, ve L., hata normlarinin
ve CPU zamanlarinin [30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

Mevcut Sonuglar Tam
X k=0.1 k=0.05 k=0.025 k=0.0125
/8  0.002572 0.002577 0.002579 0.002579 0.002579
/4 0.004748 0.004761 0.004764 0.004765 0.004764
3z/8  0.006193 0.006218 0.006224 0.006226 0.006225
/2 0.006687 0.006726 0.006736 0.006739 0.006738
57/8  0.006156 0.006209 0.006222 0.006225 0.006225
3n/4  0.004688 0.004746 0.004760 0.004764 0.004764
7n/8  0.002520 0.002564 0.002575 0.002578 0.002579

Ly 8.4021E -5 1.9909E —5 3.9857E—6 1.0502E—6
L 7.6517E —5 1.847T4E -5 4.0423E—-6 9.2101E—7
CPU(s) 0.1229 0.1427 0.2377 0.4961

[30]

/8 0.002573 0.002578 0.002579 0.002579
/4 0.004748 0.004761 0.004765 0.004766
3n/8  0.006194 0.006219 0.006225 0.006227
w/2  0.006688 0.006727 0.006737 0.006740
57/8  0.006157 0.006210 0.006223 0.006226
3x/4  0.004689 0.004747 0.004761 0.004765
Tn/8  0.002520 0.002564 0.002575 0.002578

Ly 83129E -5 1.9037E—-5 3.2766E —6 1.7760E —6
Lo 7.5884E —5 1.7868E —5 3.5344E—6 1.6519E—6
CPU(s) 0.1084 0.1776 0.3626 0.6975
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Cizelge 4.3 : Problem 1’in farkli M = N ve T degerleri icin hesaplanan L; ve L. hata
normlari, dogruluk mertebeleri ve CPU zamanlarinin [30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.
Mevcut Sonuglar
T M=N L, Lo Mertebe (Ly) Mertebe (L) CPU (s)
2 40 2.514763E —3 2.310373E -3 — — 0.0194
80 6.266159E —4 5.759105E —4 2.0048 2.0042 0.0344
160  1.565247E —4 1.438680E —4 2.0012 2.0011 0.0884
320  3.912309E -5 3.596083E —5 2.0003 2.0002 1.2597
5 40 5.117546E —4 4.704716E —4 — — 0.0194
80 1.277424E —4 1.174237E —4 2.0022 2.0024 0.0344
160  3.192331E -5 2.935160E —5 2.0006 2.0002 0.0884
320  7.980061E —6 7.337065E —6 2.0001 2.0002 1.2497
10 40 1.344750E —5 1.388463E —5 — — 0.0194
80 3.374686E —6 3.482978E —6 1.9945 1.9951 0.0344
160  8.444689E —7 8.716640E —7 1.9986 1.9985 0.0884
320  2.111668E —7 2.179534E —7 1.9997 1.9998 1.2504
[30]
2 40 1.728802E —4 1.463953E —4 3 — 0.0386
80 4.317641E —5 3.654372E —5 2.0015 2.0022 0.0779
160  1.079137E -5 9.139531E -6 2.0004 1.9994 0.2864
320 2.697673E —6 2.284673E —6 2.0001 2.0001 1.2597
5 40 9.826394E —5 9.900900E — 5 . — 0.0393
80 2.451182E -5 2.469528E —5 2.0032 2.0033 0.0827
160  6.12457T4E —6 6.171747E —6 2.0008 2.0005 0.2948
320  1.530932E —6 1.542742E —6 2.0002 2.0002 1.2497
10 40 1.287583E —5 1.333497E —5 — — 0.0393
80 3.230839E —6 3.377299E —6 1.9947 1.9941 0.0796
160  8.084497E —7 8.373849E —77 1.9987 1.9990 0.2893
320  2.021586E —7 2.094135E —7 1.9997 1.9995 1.2504

Cizelge 4.4 : Problem 1’in k = 0.01 ve farkli M ’ler i¢in farkli 7’lerde hesaplanan L,

ve Lo, hata normlarinin [8,27,30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

Mevcut Sonuglar

[8]

[30]

L,

L

L

L

L,

L

120

T

1 1.533E-5
2 1.115E-5
4 4.164E -6
0 1.509E —7

[S—

1.290E -5
9.305E -6
3.835E -6
1.349E -7

5.13E -3
1.731E -3 2.84E -3
2.12E -4
4.08E—-6 4.06E—6

7.67E —3

3.84E —4

2.64E -5
1.82E -5
6.89E — 6
2.15E -7

2.15E -5
1.64E -5
6.32E -6
1.96E —7

Mevcut Sonuglar

[27]

[30]

400

1 S5.114E—-6 5.044E -6
2 3936E—-6 3.883E—-6
4 1.266E —6
0 1.019E -8

[

1.265E —6
1.216E —8

1.51E-3
1.21E -3
3.95E -4
275E -6

1.46E —3
1.18E -3
3.96E —4
3.22E -6

5.56E—-6 5.63E—6
393E—-6 4.04E—-6

1.11E -6

1.17E -6

6.25E—-9 7T41E-9
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Cizelge 4.4’te x € [0, 7] ve k = 0.01 i¢in farkli M ve T degerlerinde semadan hesaplanan
yaklagik niimerik c¢oziimler ayn1 parametrelerde [8, 27, 30] da verilenlerle karsilastirildi. Bu
cizelgeden kolayca goriildiigii lizere mevcut yontemden elde edilen L, ve L. normlarinin
yeterince kiiciik, [8,27] de verilenlerden daha iyi ve [30] da verilenlerle ise iyi uyum icinde

oldugu agiktir.

Sunulan semanin daha fazla giivenilirligini ve dogrulugunu gostermek icin elde edilen
yaklagik sayisal ¢oziimler literatiirde mevcut olan diger aragtirmacilarinkilerle de karsilastirildi.
Cizelge 4.3’ten 4.9’a kadar olan cizelgelerde konumsal boliintii sayis1t M ve zaman adim
uzunlugu k = T /N’nin cesitli degerleri i¢in bazi T bitis zamanlarinda mevcut semadan
hesaplanan bazi diigiim noktalarindaki #’nun ayrik yaklasim ¢6ziimleri, L, ve L., hata normlari
ve sayisal simiilasyonlar sirasinda saniye cinsinden alinan CPU zamanlar1 miimkiin oldugunca

ayni parametre degerleri kullanilarak [18,19,24,27,28,30] da verilenlerle karsilagtirildi.

Mevcut semamn dogruluk mertebesi O(h?) 4+ O(k?) olup [24, 28] de verilenlerle aym
iken [27] de O(h*) + O(k?)’dir. Buna ragmen (2.2.1)-(2.2.4) denklemleriyle verilen mevcut
semadan hesaplanan hatalarin bu referanslarda verilenlere kiyasla ¢ok daha kiiciik oldugu
acikca goriilmektedir. Yine cizelgelerden de goriildiigii gibi sunulan semanin konum ve
zaman adim Olciileri kiigiiliirken sonlu farklar yonteminin dogasi geregince sayisal sonuclar
daha da iyileserek gittikce tam sonuclara yaklagsmaktadir. Ancak bunun sonucunda bilgisayar
acisindan hesaplama siiresinin ve bellek kullanim maliyetlerinin onemli Olciide artmasi
kacinilmazdir. Cizelgelerden artan bitis zamanlarinda hesaplama siiresini gosteren CPU
zamanlarinin artmast yontemin teorisini agikca desteklemektedir. Cizelge 4.3 ayrica konum
ve zaman degiskenlerinde L, ve L. hata normlar1 cinsinden dogruluk mertebelerini sunar. Bu
cizelge semanin dogrulugunun veya hesaplama mertebesinin teorik degerlerine yakin olan L, ve
L. hata normlari i¢in yaklagik 2 oldugunu gostermektedir. A¢ikca elde edilen deneysel sonuclar
M = N durumunda teorik dogruluk mertebesi olan O(h?) + O(k?) ile ¢ok iyi uyum igindedirler.
Genel olarak konusulacak olursa hesaplanan L, ve L. normlarinin yeterince kiiciik oldugu
ve bu normlarin her biri icin hesaplanan dogruluk mertebelerinin yontemin gercek dogruluk
mertebesi olan 2 nin ¢ok yakin civarinda oldugu, M ve N bdéliintii sayilart biiyiidiikce Ly ve L
hata normlarinin 7 nin her bir bitis zamaninda gittik¢e kii¢iildiigii ve uzun zamanlarda semanin

gittikce daha 1yi sonuclar iirettigi goriilmektedir.
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Cizelge 4.5 : Problem 1’in k = 0.001 ve M =400 icin farkli 7"’lerde hesaplanan mutlak
hatalarinin [27,30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

X =

Pola

_3n
XY=

_
Y=

_ Iz
XY=

Mevcut

7.67E -7
5.69E -7
1.69E -7
3.72E -8
6.65E —9
10 8.99E —10

0N BN

9.23E -7
8.92E -7
3.96E -7
1.22E -7
3.05E -8
6.26E —9

2.87E -7
1.03E -7
271E =17
1.39E -7
4.78E —8
1.31E -8

7.59E -7
4.69E -7
2.12E -8
4.69E — 8
2.68E —8
9.7TE -9

1.32E -5
8.20E -6
2.34E -6
6.90E —7
1.88E -7
4.45E — 8

0N B~

—
=)

3.70E -5
2.772E -5
6.38E —6
4.73E -7
231E-7
1.27E -7

1.32E -4
1.03E -4
3.13E -5
6.52E -6
9.27E -7
2.85E -8

1.02E —4
8.TIE -5
3.24E -5
8.62E — 6
1.86E —6
3.19E -7

[30]

1 132E-6
2  87AE -7
4 2.26E-7
6 4.56FE -8
8 7.40E-9
10 8.15E—-10

1.77E — 6
1.55E -6
6.07E -7
1.73E -7
4.03E -8
7.62E —9

5.04E -7
2.53E -7
4.68E —7
2.16E -7
6.95E —8
1.79E -8

1.29E -6
6.97E —7
1.52E -8
8.48E —8
421E -8
1.43E -8

Cizelge 4.6 : Problem 1’in cesitli M = N degerleri i¢in T = 10 da hesaplanan L., hata
normlarinin [6,24,30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

M=N Mevcut [6] [24] [30]
10 2.08499EF — 4 0.0218 2.97032E — 4 2.00721E —4
20 5.48905E — 5 0.0053 1.14462E — 4 5.27363E —5
40 1.38846E — 5 0.0013 4.96031E —5 1.33350E — 5
80 3.48298E — 6 3.3291F — 4 2.32273E —5 3.34730E — 6
160 8.71664E — 7 8.3133E —5 1.12752E —5 8.37385E — 7
320 2.17953E —7 2.0766FE — 5 5.56190F — 6 2.09413E —7
640 5.44933F — 8 5.1898E — 6 2.76323E —6 5.23555E — 8
Cizelge 4.7 : Problem 1’in £k = 0.01 ve cesitli M’ler i¢in hesaplanan L; ve L. hata
normlarinin [6, 8,21, 30] da verilenlerle kiyaslanmasi.
Mevcut [30] [21]
M Ly Lo L, Lo Ly L
8 4.2455E -5 3.7079E —5 6.0009E —5 5.3949E —5 5.3251E—5 3.2597E -5
16 9.9594E —6 8.9195E —6 1.3753E—5 1.2515E—5 4.0646E —5 9.0876E —6
64 5.8834E —7 5.2849FE —7 8.1392E —7 7.4698E —7 4.1282E—-6 1.1177E—6
128 1.2992E —7 1.1600E —7 1.8584E —7 1.6980E —7 5.2201E —7 2.7547E —17
Mevcut [30] [8] [6]
10 2.6387E —5 2.3646E —5 3.6879E —5 3.3580E —5 1.7147E —4  2.1800E —2
20 6.3161E—6 5.6761E—6 8.6995E —6 7.9448E —6 5.6341E —5 5.3000E —3
80 3.6813E —7 3.3027E—17 5.1220E —7 4.6962E —7 7.2635E—6 3.3291E —4
320 7.2674E—9 6.4015E —9 1.1796E —8 1.1271E—8 8.1631E —7 2.0766E —5
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Cizelge 4.8 : Problem 1’in k= 0.01 ve M = 120 i¢in cesitli 7 zamanlarinda hesaplanan
L, ve L., hata normlarinin [8,27,30] da verilenlerle kiyaslanmas.

Cizelge 4.9 : Problem 1’in £k = 0.001 ve M = 400 icin farkli 7 zamanlarinda bazi
diigiim noktalarinda «’nun hesaplanan degerleriyle birlikte L, ve L., hata

Mevcut [30]
T Ly Lo Ly L,
1 1.5332E —5 1.2895E —5 2.6384E —5 2.1529E —5
2 1.1151E—-5 9.3052E—6 1.8229E—5 1.6441E—5
4 4.1635E—6 3.8353E—6 6.8921E—6 6.3235E—6
10 1.5093E —7 1.3488E—7 2.1464E—7 1.9624E —17
(8] [27]
Ly Lo Ly L
1 5.1270E—-3 7.6730E -3 1.51E -3 1.46E —3
2 1.7297E—-3 2.8380E—3 1.21E-3 1.18E -3
4 2.1240E —4 3.8414E —4 3.95E —4 3.96F — 4
10 4.0784E —6 4.0595E—6 2.75E —6 3.22E—6

normlariin [27,30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

T=2
X Mevcut [27] [30] Tam
/8 0.051791  0.051799  0.051791  0.051791
3m/8 0.125034  0.125006  0.125035  0.125033
57/8 0.125034  0.124931 0.125034  0.125033
/8 0.051790  0.051703  0.051790  0.051791
L 1.0130E — 6 1.6911E —6
Lo, 9.3018E —7 1.5840E — 6
CPU(s) 8.0317 10.3517
T=6
/8 0.000949  0.000949  0.000949  0.000949
3m/8 0.002290  0.002290  0.002290  0.002290
5m/8 0.002290  0.002284  0.002290  0.002290
/8 0.000949  0.000940  0.000949  0.000949
L 1.7253E -7 2.6026E —7
Lo, 1.4616E —7 2.2194F —7
CPU(s) 20.3377 30.1281
T =10
/8 0.000017  0.000017  0.000017  0.000017
3m/8 0.000042  0.000042  0.000042  0.000042
5m/8 0.000042  0.000042  0.000042  0.000042
/8 0.000017  0.000017  0.000017  0.000017
L 1.5391F — 8 2.1161E —8
Le, 1.3849F — 8 1.9444F — 8
CPU(s) 34.4686 51.1027
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(b)

Sekil 4.1 : Problem 1’in M = 40 ve k = 0.01 i¢in farkli 7 zamanlarindaki (a) analitik
(*) ve niimerik (-) ¢oziimlerinin 2-boyutlu ve (b) niimerik c¢oziimlerinin

3-boyutlu grafikleri.

x 10
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(b)

Sekil 4.2 : Problem 1’in M = 40 ve k = 0.01 i¢in farkli 7 zamanlarindaki (a) genel
hata ve (b) mutlak hata grafikleri.
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Cizelge 4.10 : Problem 2’nin k& = 0.01 ve M = 100 icin c¢esitli 7’lerde bazi
diigtim noktalarinda hesaplanan u degerlerinin [27,30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.

Mevcut T x=-8 x=—6 x=—4 x=-2 x=0 x=2 x=4 x=6 x=8
1 —5.25E-5 —0.00040 —0.00299 —0.01377 0.57448 0.27346 0.07753 0.01979 0.00457
2 —4.86E -5 —0.00039 —0.00288 —0.01754 0.28935 0.35779 0.17485 0.06558 0.02058
3 —345E -5 —0.00029 —0.00216 —0.01424 0.13389 0.32160 0.24259 0.12477 0.04991
4 —2.19E-5 —0.00019 —0.00147 —0.01012 0.05670 0.24057 0.26097 0.17760 0.08813
5 —1.32E-5 —0.00012 —0.00096 —0.00677 0.02073 0.16136 0.23854 0.20860 0.12635
6 —7.59E—6 —7.74E -5 —0.00061 —0.00438 0.00511 0.10056 0.19506 0.21311 0.15536
7 —4.25E -6 —4.71E -5 —0.00038 —0.00278 —0.00093 0.05915 0.14743 0.19610 0.16943
8 —232E—-6 —2.82E -5 —0.00023 —0.00174 —0.00272 0.03296 0.10512 0.16672 0.16793
9 —1.24E—-6 —1.66E —5 —0.00014 —0.00108 —0.00280 0.01729 0.07161 0.13340 0.15415

10 —6.50E —7 —9.67E — 6 —8.55E -5 —0.00066 —0.00230 0.00837 0.04691 0.10177 0.13304
[30] 1 —5.37E -5 —0.00041 —0.00305 —0.01426 0.57464 0.27400 0.07773 0.01984 0.00459
2 —4.96E -5 —0.00040 —0.00294 —0.01797 0.28927 0.35815 0.17518 0.06573 0.02063
3 —3.51E-5 —0.00029 —0.00220 —0.01455 0.13355 0.32170 0.24290 0.12500 0.05001
4 —223E-5 —0.00020 —0.00150 —0.01032 0.05628 0.24050 0.26116 0.17784 0.08828
5 —1.34E -5 —0.00013 —0.00097 —0.00690 0.02035 0.16119 0.23860 0.20879 0.12653
6 ~1.72E -6 —7.87E -5 —0.00062 —0.00446 0.00482 0.10033 0.19502 0.21322 0.15551
7 —432E—-6 —4.719E -5 —0.00038 —0.00283 —0.00114 0.05891 0.14731 0.19613 0.16953
8 —2.36E -6 —2.86E -5 —0.00024 —0.00177 —0.00287 0.03274 0.10497 0.16668 0.16796
9 —1.26E -6 —1.69E -5 —0.00014 —0.00109 —0.00290 0.01711 0.07143 0.13330 0.15412
10 —6.59E —7 —9.82E -6 —8.69E —5 —0.00067 —0.00236 0.00823 0.04674 0.10165 0.13297
[27] 1 —521E-5 —0.00040 —0.00297 —0.01379 0.57275 0.27451 0.07772 0.01980 0.00456
2 —4.83E -5 —0.00038 —0.00285 —0.01734 0.28699 0.35876 0.17540 0.06572 0.02059
3 —343E -5 —0.00028 —0.00212 —0.01397 0.13200 0.32177 0.24327 0.12512 0.05001
4 —2.19E -5 —0.00019 —0.00144 —0.00986 0.05554 0.24007 0.26141 0.17809 0.08835
5 —1.32E-5 —0.00012 —0.00094 —0.00655 0.02017 0.16059 0.23856 0.20904 0.12668
6 —7.72E—6 —7.70E -5 —0.00059 —0.00422 0.00493 0.09983 0.19474 0.21333 0.15568
7 —4.39E -6 —4.71E -5 —0.00037 —0.00267 —0.00091 0.05860 0.14693 0.19606 0.16963
8 —2.44E -6 —2.84E -5 —0.00023 —0.00166 —0.00262 0.03262 0.10461 0.16646 0.16793
9 —1.34E—-6 —1.69E -5 —0.00014 —0.00103 —0.00267 0.01712 0.07117 0.13301 0.15395
10 —7.22E -1 —9.97E —6 —8.47E -5 —0.00063 —0.00219 0.00832 0.04658 0.10135 0.13269

Test Problem 2: Cizelge 4.10-4.13’de bilindigi kadariyla tam ¢6ziime sahip olmayan
(3.2.1)-(3.2.3) ile verilen problemin farkli £ ve M degerleri icin cesitli 7' bitis zamanlarinda
sunulan (2.2.9) ile verilen semadan bazi diigiim noktalarinda elde edilen #’nun yaklasik
cOziimleri ayn1 parametre degerleri i¢in [13, 15,24,27,30] da verilenlerle karsilastirildi. Her bir
cizelgeye bakildiginda sunulan yontemle elde edilen sonuglarin diger arastirmacilarin verdikleri
ile yeterince iyi uyum i¢indedir. Bu durum aym1 zamanda mevcut yontemin dogrulugu ve
giivenilirliginin bir delilidir. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin siirekliligini gostermek icin Sekil

4.3°de k =0.01 ve M = 100 degerleri i¢in farkli 7" bitis zamanlarinda »’nun grafikleri verildi.
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Cizelge 4.11 : Problem 2’nin k = 0.01 ve M = 300 icin farkli 7 zamanlarinda bazi
diigtim noktalarinda hesaplanan u degerlerinin [24, 30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.

by T=1 T=2 T=4 T =10
Mevcut —6 —0.0137505008 —0.0172781384 —0.0097049407 —0.0005375241
—4 0.5729522151 0.2872812764 0.0557664765 —0.0020600354
-2 0.2743955907 0.3586639854 0.2401808968 0.0084854921
0 0.0776994781 0.1753553171 0.2614630677 0.0469203573
2 0.0198162024 0.0658211715 0.1787429081 0.1031994926
4 0.0047096453 0.0214510172 0.0938549477 0.1501093908
6 0.0010652925 0.0063863592 0.0417120485 0.1642529939
[24] -5 —0.0010923500 —0.0010473800 0.0005281950 —0.0000298137
0 0.5727480000 0.2869880000 0.0555430000 —0.0021879900
5 0.0396689000 0.1099050000 0.2252390000 0.0736685000
[30] —6  —0.0004027093 —0.0003854799 —0.0001926536 —0.0000099566
—4  —0.0029786942 —0.0028580523 —0.0014459544 —0.0000849685
—2 —0.0138378812 —0.0174131814 —0.0099069255 —0.0006380026
0 0.5729609472 0.2872418829 0.0556234699 —0.0022075893
2 0.2744530896 0.3586911172 0.2401157676 0.0083069361
4 0.0777182218 0.1753733973 0.2613784776 0.0466006797
6 0.0198025240 0.0657209890 0.1780612490 0.1013858444

Cizelge 4.12 : Problem 2’nin k = 0.1 ve M = 200 i¢in farkli 7 zamanlarinda bazi
diigtim noktalarinda hesaplanan u degerlerinin [15,30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.
X T=1 T=5 T=17 T=10
Mevcut —5 —0.0010935758 —0.0003432611 —0.0001340342 —0.0000297571
0 0.5732253918 0.0202646416 —0.0009308974 —0.0022184044
5 0.0396144589 0.2345316326 0.1797324849 0.0737940730
[15] -5 —0.00109485 —0.000342832  —0.000133937 —0.0000298046
0 0.572752 0.0202368 —0.00091068 —0.00220189
5 0.0396263 0.234568 0.179672 0.073734
[30] -5 —0.0010997141 —0.0003448419 —0.0001346249 —0.0000298826
0 0.5732642614 0.0201701925 —0.0009840328 —0.0022341872
5 0.0396404222 0.2345679719 0.1797213522 0.0737554585

Cizelge 4.13 :

Problem 2’nin £k = 0.1 ve M = 200 i¢in farkli 7 zamanlarinda bazi
diigiim noktalarinda hesaplanan u degerlerinin [13, 30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.

X T=05 T=1 T=15 T=2
Mevcut —5 —8.02454E —4 —1.09358E—3 —1.13099E -3 —1.04993E —3
0 7.74363F — 1 5.73225E —1 4.10979E — 1 2.87547E — 1
5 1.45497F -2 3.96145E -2 7.25961E -2 1.09752E — 1
[30] -5 —=8.07177E—-4 —1.09971E—-3 —1.13709E -3 —1.05540F —3
0 7.74389E — 1 5.73264FE — 1 4.10995E — 1 2.87526E — 1
5 1.45603E -2 3.96404E -2 7.26392E -2 1.09810F — 1
[13] -5 —-9.64717E -4 —1.12975E—-3 —1.10663E —3 —9.99733E —3
0 6.88545E — 1 5.02510FE —1 3.56505E — 1 24731E—1
5 2.34371E -2 5.21002E -2 8.72901E -2 1.25003EF — 1
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Sekil 4.3 : Problem 2’nin M = 100 ve k = 0.01 i¢in #’nun (a) farkli 7 zamanlarinda
2-boyutlu ve (b) 7' = 10 zamaninda 3-boyutlu grafikleri.

Test Problem 3: Cizelge 4.14 ve 4.15 de (3.3.1)-(3.3.3) ile verilen problemin farkli k ve
M degerleri igin ¢esitli 7' bitis zamanlarinda sunulan (2.2.9) semadan elde edilen yaklagik
niimerik ¢coziimlerden hesaplanan L; ve L., hata normlar ile birlikte semanin dogruluk mertebesi
ayn1 parametre degerleri kullanilarak [5,30] da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgelerden mevcut
yontemle elde edilen L, ve L., hata normlarinin yeterince kiiciik oldugu ve [5,30] da verilenlerle
de uyumlu oldugu goriilmektedir. Cizelge 4.15’ten h = k degerleri kiigiiliirken hata normlarinin
da kiiciildiigii ve hesaplanan dogruluk mertebelerinin kullanilan yontemin gercek degeri olan
2’ye oldukga yakin oldugu goriilmektedir. Bu sonuglar sunulan yontemin beklenen analizini
desteklemekle birlikte dogrulugunun ve giivenilirliginin delilleridir. Hesaplanan niimerik
sonuglarin siirekliligi ve mutlak hatanin yeterince kiiciikk oldugu sirasiyla Sekil 4.4 ve Sekil

4.5’te grafiklerle gosterildi.
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Cizelge 4.14 : Problem 3’iin k = 0.1 ve M = 500 icin farkl1 7 zamanlarinda hesaplanan
Lo hata normunun [5, 30] da verilenlerle kiyaslanmasi.

T Mevcut [5]1(6 =0) [30]

0.2 2.314619E — 4 7.650E —5 1.27889EF — 4
0.3 3.401796E — 4 6.954EF —5 1.85144E — 4
0.4 4.437645E — 4 1.490F — 4 2.38076F — 4
0.5 5.419406EF — 4 1.334F — 4 2.86796F — 4
0.6 6.374081F — 4 2.160F — 4 3.31423E — 4
0.7 7.314288E — 4 1.918E —4 3.72081E — 4
0.8 8.210687E — 4 2.77T4E — 4 4.08902E — 4
0.9 9.060932F — 4 2474F — 4 4.42021E —4
1.0 9.863111E —4 3.385E —4 4.71577E — 4

Cizelge 4.15 : Problem 3’iin farkli &2 = k degerleri i¢in 7 = 10 da hesaplanan L, ve Lo,
hata normlar ile birlikte dogruluk mertebelerinin [30] da verilenlerle

kiyaslanmasi.
h=k L, Lo Mertebe (L) Mertebe (Lo)
Meveut 0.2 2.374967E —3 1.972691E —3 — —

0.1 5.847488E —4 4.835031E —4 2.0220 2.0286
0.05 1.456409E —4 1.208443E —4 2.0054 2.0004
0.025 3.637632E —5 3.017403E —5 2.0013 2.0018

[30] 0.2 6.29016E—4 6.76122E —4

0.1 1.56757TE —4  1.74751E —4 2.0046 1.9520
0.05 3.91580E—-5 4.37249E -5 2.0012 1.9520
0.025 9.78753E—6  1.09684E —5 2.0003 1.9951
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Sekil 4.4 : Problem 3’iin M = 500 ve k = 0.1 icin T = 10 zamaninda (a) analitik (*) ve
niimerik (-) ¢oziimlerinin 2-boyutlu ve (b) niimerik ¢éziimlerinin 3-boyutlu

grafikleri.
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Sekil 4.5 : Problem 3’tin M = 500 ve k = 0.1 i¢in 7 = 10 zamaninda (a) genel hata ve

(b) mutlak hata grafikleri.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada kapali bir lineer cebirsel denklem sistemi ile sonuglanan Crank-Nicolson sonlu
fark semas ii¢ farkli baglangic ve sinir sartlariyla verilen ikisi homojen olan ve biri non-homojen
olan 1-boyutlu non-lineer BBM-Burgers denkleminin yaklagik niimerik ¢coziimlerini elde etmek

icin basariyla uygulandi.

Sunulan semadan elde edilen sonuglarin analitik ¢oziimlere ne kadar yakinlikta olduklarini
gostermek i¢in Ly ve L. hata normlar ile birlikte semanin dogruluk mertebeleri hesaplandi.
Hesaplanan yaklasik coziimlerin analitik ¢oziimlerle iyi uyum iginde oldugu, ayrica konum
ve zaman adim uzunluklari iyilestirildiginde niimerik sonuglarin gittikge analitik sonuclara
yaklastig1 ve ayn1 parametre degerleri icin diger arastirmacilarin verdikleri sonuglarla uyumlu
oldugu goriildii. Elde edilen sonuglar, semanin sayisal dogruluk mertebesinin teorik degeri ile
tutarli ve sartsiz kararli oldugunu desteklemektedir. Ayrica, konum ve zaman adim uzunluklari
tyilestirildiginde hesaplanan sonuglarin analitik sonuclara giderek yaklagsmasi sunulan yontemin

etkinliginin ve dogrulugunun bir gostergesidir.

Dahasi, elde edilen sayisal sonuclar mevcut yontemin uzun siireli simiilasyonlar i¢in bile
literatiirde var olan karsilastirilabilir diger sayisal yontemlere gore ¢cok daha iyi ¢oziimler

irettigini gosterdi. Bu da yontemin One ¢ikan bir diger dnemli 6zelligidir.

Sonug olarak sunulan sema uygulamasi kolay olmakla beraber dogru ve giivenilir sonuclar
drettiginden fizik ve uygulamali matematikte karsilasilan dogrusal olmayan dalga yayilimini
modellemede O6nemli rol oynayan BBM-Burgers denklemi gibi birlestirilmis dier lineer

olmayan bircok KDD’in yaklagik sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in kolayca uygulanabilir.
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