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ONSOZ

Fizikte ve miihendislikte titresim ve dalga hareketi ihtiva eden pek ¢ok problem
diferansiyel denklem halinde 6zellikle de kismi tiirev iceren denklemler olarak karsimiza
cikmaktadir. Bu tiir problemlerin belli sartlar altinda varsa ¢ézlimiiniin veya en azindan
coziilebilir olup olmadig: fiziksel muhakemeyle ispat1 yeterli degildir. Bunun yaninda

elbette matematiksel olarak da kanitlanmasi gerekir.
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Prof. Dr. Kadir KUTLU’ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica her zaman yanimda

olan ve desteklerini hissettiren aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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Arastirma ve Yaymn Etigi YoOnergesindeki hususlara uygun olarak hazirladigimi ve
aksinin ortaya c¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal islemi kabul ettigimi beyan ederim.
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OZET

BiR BOYUTLU DALGA DENKLEMININ FOURIER YONTEMIYLE COZUMUNUN
VARLIGI VE TEKLIiGi

Nevra TURGUT

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Prof. Dr. Kadir KUTLU

Bu calismanin ana konusu bir boyutlu dalga (hiperbolik) denkleminin baslangi¢ ve periyodik
simir deger (karisik) probleminin V(x,t) € D = {(x,t)|0 < x <m, 0 <t < T} bolgesinde

¢Oziimiiniin varlig1 ve tekligini gostermektir. Problem asagidaki sekilde verilmektedir:

0°u 0%
o sz(x,t,ut); O<t<T;0<x<m —0< U <)
u(x,0) = p(x),u:(x,0) =9P(x); (0<x<mn)

u(0,t) = u(m, t), u,(0,t) = u,(m,t); (O<t<T)

Burada ¢(x) ve Y(x), [0, 7] araliginda, f(x,t,u;), D X (—o, o) bolgesinde tanimli ve
gerekli Ozelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x,t) ise aranan (¢6ziim) fonksiyondur.
Coziimde ileride agiklayacagimiz Fourier yonteminden yararlanilmaktadir. Coziimiin varligimin
ve tekliginin ispatinda ise klasik ydntem olan art arda yaklagimlar metodundan

faydalanilmaktadir.

2019, 65 sayfa
Anahtar Kelimeler: Fourier Yontemi, Periyodik Kosullar, Dalga Denklemi, Test Fonksiyonu,
Dirichlet Sartlari.
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ABSTRACT

EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTION WITH FOURIER METHOD OF
ONE DIMENSIONAL WAVE EQUATION

Nevra TURGUT

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kadir KUTLU

The main topic of this work is to show the existence and uniqueness of the solution of one
dimensional wave (hyperbolic) equation with the initial and periodic boundary value (mixed)

problem in the domain V(x,t) € D :={(x,t)|]0 <x <m, 0<t<T}. The problem is as

follows:
°u  ,0%u
F—a ﬁ=f(x,t,ut); 0<t<T; 0<x<m; —oo< U <)

u(x, O) = §0(x): ut(xJ 0) = lp(x); (0 =x= T[)
u(0,t) = u(m, t),u, (0,t) = u,(mt); (0<t<T)

Here ¢(x) and (x) are the known function which are defined on the interval [0, ] and
f(x,t,us), is the known function which is defined on domain D X (—o0,0). All functions are
suppose to satisfy the necessary conditions and u(x, t) is the desired solution function, We use
the Fourier method for the solution which we will explain later. For the proof of the existence and

uniqueness of the solution, we use the classical method of successive approximations.

2019, 65 pages
Keyword: Fourier Method, Periodic Conditions, Wave equation, Test Function, Dirichlet

Condition.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Incelenen problemde aranan fonksiyonun ve tiirevlerinin tanimlandig1 araligin ug
degerlerinin birbirine esit olmas1 periyodik sinir sart1 olarak adlandirilir. Bu ¢alismada
karisik sinir sarttyla verilen homojen olmayan bir boyutlu dalga denkleminin ¢éziimiiniin

varlig1 ve tekligini degisken katsayili Fourier serisi yardimiyla gostermektir.
1.2. Diizgiin Yakinsak Fonksiyon Serileri

Tanmm: 1.1.1. {u,(x)},n = 1,2,3, ... [a, b] de tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

Eger her € > 0 ve [a,b] deki her x igin n > N oldugunda |u,(x) — F(x)| < €

olacak sekilde bir N > 0 bulabilirse diziye F(x)’e yakinsaktir veya [a, b] de F(x)

limitine sahiptir denir. Bu halde lim u,(x) = F(x) yazilir. N sayisi £ na bagli oldugu
n—-oo

gibi x’e de bagli olabilir. Eger N, sadece €'na bagli ve x’e baglh degilse diziye [a, b] de

F(x) e diizgiin olarak yakinsar veya [a, b] de diizgiin yakinsaktir denir.

Sp(x) = uy(x) + uy(x) + -+ + u, (x) olmak tizere, eger {S,,(x)},n = 1,2,3,...

kismi toplam dizisi [a, b] de yakinsak ise

[ee]

D () = 100 + 1w () + () + -

n=1

fonksiyon serisine [a, b] de yakinsaktir denir. O halde lim S, (x) = S(x) yazilir ve S(x)
n—->oo

serinin toplami olarak adlandirilir.

Buradan, her € > 0 ve [a, b] deki her x i¢in n > N oldugundal|S,,(x) — S(x)| <
€ olacak sekilde bir N > 0 sayis1 bulabilirse ), u,(x) dizisinin S(x)’e yakinsadigi
sonucu cikar. Eger N x’e degil sadece € na bagh ise seri [a, b] de diizgiin yakinsak

olarak adlandirilir.



S(x) — S,(x) = R, (x) n. terimden sonraki kalan oldugundan, buna esdeger
olarak denilebilir ki, eger her € > 0 ve [a, b] deki her x i¢gin n > N oldugu zaman
|R,,(x)| < € saglanacak bi¢imde € a bagh fakat x’ e bagli olmayan bir N bulunabilirse

Y un(x), [a, b] araliginda diizgiin yakmsaktir denir.

Bu tanimlar a < x < b araligindan baska a < x < b gibi araliklar iginde
diizenlenebilir. Bir serinin yakinsaklik bolgesi (mutlak veya diizgiin) x* in degerinden

olusan bir kiime olup burada fonksiyon serisi (mutlak veya diizgiin) yakinsaktir.
Teorem 1.1.1. Eger bir aralikta

. |Jlu,(x)| <M,,n=1.23,..
2. Y M, yakinsak
olacak sekilde M;, M,, M5, ... pozitif sabitlerinin bir dizisi bulunabilirse, o zaman

Y. U, (x) aralikta diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

cosnx

cosnx d.. .
—— diizgiin ve

Ornek 1.1.1. [0,27] de

1 1 - 0o
— | S5 ve 2 — yakinsak oldugundan Yot

mutlak yakinsaktir.

Bu test diizgilin yakinsaklik i¢in yeterli olan ancak gerekli olmayan bir kosul

ortaya koyar. Yani testin uygulanamadigi bir seri diizglin yakinsak olabilir.

Bu test bizi diizgiin yakinsak bir serinin mutlak yakinsak olmasi gerektigine ve
tersinin dogru oldugu inancina goétiirebilir. Ancak bu iki 6zellik birbirinden bagimsizdir.
Yani bir seri mutlak yakinsak olmaksizin diizglin yakinsak olabilir ve tersi de

miimkiindiir.
Uyar 1.1.1. Teorem 1.1.1.°e diizgiin yakinsak seriler i¢in Weierstrass M Testi denir.

Teorem 1.1.2. Eger {u,(x)}, n = 1,2,3, ... [a, b] de stirekli ve eger Y, u,(x), [a,b] de

S(x) toplamina diizglin yakinsak ise, o zaman S(x), [a, b]’de stireklidir.



Kisaca bu, siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsak bir serisinin, bir siirekli
fonksiyon oldugunu ifade eder. Bu sonug, herhangi bir serinin S(x) toplam
fonksiyonunun herhangi bir noktada siireksiz oldugunu gostererek, verilen serinin diizgiin

yakinsak olmadigini ispatlamada sik sik kullanilir.

Ozel olarak eger x,, [a, b] araliginda ise, o zaman teorem,

o

lim u,(x) = Z lim u,(x) = Z Uy, (xg)
X—>Xq ~ X=Xo

n=1 n=1

o)

oldugunu ifade eder. Burada x,’in [a, b] nin bir ug noktasi olmasi halinde sag veya sol

limitler kullanilir.

Teorem 1.1.3. Eger {u,(x)},n = 1,2,3, ... [a, b] de siirekli ve Y u,(x), S(x)’e diizgiin

yakinsak ise, 0 zaman

[ee)

jabS(x) dx = ZLbun (x) dx

n=1
veya
b (& X b
f Zun(x) dx = Zf u, (x)dx
a n=1 n=1 a
saglanir.
Kisaca, siirekli fonksiyonlarin diizglin yakinsak bir serisi terim terime
integrallenebilirdir.

Teorem 1.1.4. Eger {u,,(x)}, n = 1,2,3, ... [a, b] de siirekli ve kismi tiirevlere sahip ve
Y un(x), S(x)’e yakinsak ise, o zaman [a, b] de ), u',, (x) diizgiin yakinsak iken, [a, b]
de



o)

S = ) W)

n=1
veya
d i ~ i d
n=1 n=1
saglanir.

Bu, bir serinin hangi kosullar altinda terim terime tiirevlenebilecegini gosterir.
Yukardakilere benzer teoremler diziler i¢in ifade edilebilir. Ornegin, eger {u,,(x)}, n =

1,2,3, ... [a, b] de diizgiin yakinsak ise, 0 zaman

b b
lim | w,(x)dx = f lim u,(x) dx

saglanir. Bu ise Teorem 1.1.3. {in benzeridir.

Teorem 1.1.5.p > 1, %+% =1veu=(uy) €€, v = (v,) € £, ise

1 1
>t = (Y e | Y
n=1 n=1 n=1

dir.

Ispat 1.1.1. a = % olmak tizere f:[0,0) » R, f(x) =1—a+ ax — x* fonksiyonu

siirekli ve [0, 00) da tiirevlenebilirdir. Ustelik 0 < x < 1 igin f'(x) < 0 dir. f'(1) =0
olduguna gore x = 1 ‘de fonksiyon minimum degerini alir. O halde f(x) > f(1) =0

dir. Boylece, Vx = 0 i¢in x* < 1 —a + ax yani Vx > 0,



1 1 x
xp<1——+ x=—+2; (1.1)

esitsizligi gecerlidir.
Esitlik halinde,

1

1
Qn=1lual?)P = A ve (Xyq|un|?)7 = B diyelim.
A =0 (veyaB = 0)ise Vn € N,u,, = 0 (veya v, = 0) olacagina goére durum agiktur.
AB > 0 olsun. (1.1) esitsizliginden

P/ p\41 p
x = (M) (_) alirsak, allnl ol |vn| (Vn e N)
A [vnl AB pAl7

elde edilir. Bu esitsizlik

(o]
D luaval
n=1

serisinin yakinsakligini garantiler. Boylece,

1
— AP + —— A9 =
ABZ|un||vn| < At At =1

den istenilen elde edilir (Kizmaz, 1993).
1.3. Ortogonal ve Ortonormal Fonksiyon Aileleri

f(x) ve @(x),[a,b] (a <b) kapal araliginda pargali siirekli fonksiyonlar
oldugunda, f; f(x)@(x) dx integraline, s6zii edilen fonksiyonlarin skaler ¢arpimi denir

ve (f, @) veya (f, ¢)|q,p| sembolleri ile gosterilir:



(f,p) = f: f(x)e(x) dx [a, b] aralhiginda pargali siirekli f(x), @ (x) ve ¥(x)
fonksiyonlar1 i¢in asagidaki 6zelliklerin dogrulugu yukaridaki tanimdan goriilmektedir.

L (f.9)=(o.f)

2. (f,f)=0" dir ve (f,f) =0 esitligi, ancak ve ancak [a,b]’ de f(x) =0
oldugunda dogrudur ([a, b]’ de sonlu veya sayilabilir sonsuz sayida noktas1 harig
olabilir.)

3. Keyfid,v € Rigin

Af +v¥,0) = A(f, ) + v(¥, 9)
esitligi dogrudur.

f; f(x)p(x)dx = 0 oldugunda f(x) ve @(x)’ e, [a, b] araliginda ortogonal
fonksiyonlar denir. Sifir fonksiyon her fonksiyona ortogonal oldugundan, fonksiyonlarin

ortogonalliginden konusurken, sifir fonksiyonunu g6z ardi edilecektir. (f,f) =

1
f; f?(x)dx sayisma f(x) fonksiyonunun skaler karesi, (f,f)z sayisina ise f(x)

fonksiyonunun normu denir. Norm || f (x)|| veya || f (x) |45 sembolleri ile gosterilir.

1

b 7 L
1ol = (| 2@ = ¢.p:

[a, b] araliginda sifira denk olmayan f(x) fonksiyonunun normunun pozitif
olacagi ve her bir C € R sabiti i¢in |[Cf(x)|| = |C|||f (x)]| esitligini saglayacag: skaler

carpimin Ozelliklerinden goriilmektedir.

Teorem 1.2.1. f(x) ve ¢(x) fonksiyonlar1 [a, b] kapal1 araliginda siirekli oldugunda,

N

b b % b
[reewa < [ F@] | [ow

a

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige Cauchy esitsizligi denir.



Ozel olarak ¢ (x) = 1 durumunda Cauchy esitsizligi

’ b
<. (b-a) ffz(x)dx

fbf(x) dx

seklini alir.

[a, b] araliginda normu 1’e esit olan fonksiyonu (||¢|| = 1), normal fonksiyon

olarak adlandirilsin.

Simdi, [a, b] araliginda pargali siirekli fonksiyonlardan olusan

1(x), (%), ..., Pr (X)), ... (1.2)

fonksiyon sistemini ele alalim.
(1.2) fonksiyonlar sistemi i¢in [a, b] araliginda

o , eger k #n

@000 =gy, eger k=

esitlikleri saglandiginda, ona, ele alinan aralikta ortogonal fonksiyonlar sistemi denir.

loxll =1 (k =1,00) durumunda,

(0, eger k#n
(@1 o) = { 1, eger k = n}
veya
((pk; q)n) = Ogn

yazildiginda, (1.2) sistemine ortonormal fonksiyonlar sistemi denir. Burada,



olup, Kronecker deltas1 olarak adlandirilir.

Ortogonal olan fakat ortonormal olmayan fonksiyonlar sistemi, her fonksiyonu

kendi normuna bdlme yolu ile ortonormal duruma getirebilir.

Gergekten (1.2) sistemi [a, b] araliginda ortogonal ise, o zaman,

1

1
TP (,01(96), ITPNETE (pZ(x)' -

x), ...
ol P2 #n(x)

lenll

sistemi sOzu edilen aralikta ortonormaldir.

Teorem 1.2.2. (Gronwall esitsizligi) Negatif olmayan f, g, h € C[a, b] fonksiyonlar1

h(x) < f(x) + fxg(t)h(t)dt, X € [a, b]

integral esitsizligini saglasin. Bu durumda

h(x) < f(2) + f Tf(Dg®e OB, x e [ab]

dir.

Ornek 1.2.1. Vn € N i¢cin i,,(x) = cosnx,
n=0icinyy(x) =1,
vn € Niciny_,(x) = sinnx

tanimlanan {1, (x)},¢z fonksiyon ailesi [—m, 7] araliginda ele alinsin.

m # 0 igin ffn cosmx dx = O,f_nn sinmx dx = 0



fn cos(m—-n)x+cos(m+n)x
- 2

. . s
m # nigin f_n cosmx cos nx dx =

fn cos(m—-n)x—cos(m+n)x d

m # nigin [~ sinmx sinnxdx = [ -

dx =0,

x =0,

. . VA .
vm,n € N i¢in f sinmx cos nxdx =
-1 - 2

oldugundan z; # z, olmak lizere V z;, z, € Z igin

(W Z3 (), Uz, (x)) =0

fn sin(m+n)x+cos(m-n)x

dx =0

dir. O halde {,(x)},ez ailesi £([—m,]) ve dolayisiyla M([—m, ], R) uzayinda bir

ortogonal aile teskil eder (Saban, 1972).

1.4. Fourier Katsayilar1 ve Fourier Serisi

Bu kesimde matematigin bircok dallarinda ve uygulamali alanlarinda sik sik

kullanilan trigonometrik Fourier serileri tanitilacak ve bu serilerin yakinsakligi iizerine

belli olan baz1 yakinsaklik testleri lizerinde durulacaktir.

Tamm 13.1. a,, b, € Rn=1(0,12..) ve uy(x)= %ao,un(x) = a, cosnx +

b, sinnx (n = 1,2,...) olmak lizere
ao [ee] . (o]
> + Z(an cosnx + b, sinnx) = Z Uy (x)
n=1 n=0

bi¢imindeki fonksiyon serisine trigonometrik seri adi verilir.

1
> cos x,sinx, ..., cos nx, sinnx, ...

fonksiyonlar sistemine trigonometrik sistem, a,(n = 0,1,2,

sayilarina da (1.4) serilerinin katsayilar1 denir.

Lemma 1.3.1. (1.4) trigonometrik fonksiyonlari

(1.3)

(1.4)

..) ve byn =(0,1,2,...)



T
(a) fcos nxcosmx dx =0, m+*nmmn=0,12,..;

-1
T

(b) Jsinnx sinmx dx =0, m#nm,n=0,12..;
—TT

[

(c) fcos nx sinmx dx = 0, mn=012,..;
-
T T
(d) fcos2 nx dx = fsin2 nx dx0 =, n=12..;
—TT -1

ozelliklere sahiptir.

Teorem 1.3.1. Eger, (1.3) serisi R iizerinde diizgiin yakinsak ve toplam1 f(x) ise, yani
Qo < .
f(x) =?+Z(ancosnx+bnsmnx) , x€ER (1.5)
n=1
ise

Vs
1
a, = a,(f) = - ff(x) cosnx dx, n=20,1.2,..
- (1.6)
1
b, = b,(f) = - Jf(x) sinnx dx, n=20,12,..
-

dir.
Ispat 1.3.1. (1.5) esitliginin sag yanindaki seri R iizerinde diizgiin yakinsak olduguna

gore, Teorem 1.1.4 geregince bu seri [—, 7] lizerinde terim terime integrallenebilirdir.

Buna gore,

10



T Vs a ©
f f(x)dx = f (—0+ Zancosnx+bnsinnx) dx
-1 -1 2 n=0
a() T ® s V3
= —J dx + z anf cosnx dx + bnf sinnx dx (lemma 1.3.1)
2 -1 n=0 -1 -7

1 s
= ma, = a, :Ef f(x)dx
-1

bulunur.

(1.5) esitliginin her iki yani R iizerinde sinirli cos mx (veya sin mx) fonksiyonu
ile carpildiginda elde edilen esitligin sag yanindaki seri de R iizerinde diizgiin yakinsak

kalacaktir. Elde edilen bu esitligin her iki yaninin [—m, ] araliginda integrali alinirsa

T T ®
Qo .
f f(x) cosmxdx = f (7 cosmx + E a, cos nx cos mx + b, sinnx cosmx) dx
—TT —T1T —

n=0

T = VA x T
Qo .
= —f cosmx dx + E anf cosnx cosmx dx + E bnf sin nx cos mx dx
2 n n=0 - n=0 n

(Lemma 1.3.1) = a,, = a,, = %f_"nf(x) cos mx dx
bulunur.

Benzer sekilde b, = % f_nn f(x)sinmxdx esitliginin  dogru  oldugu

ispatlanabilir.
Not 1.3.1. Eger (1.5) esitliginin sag yanindaki seri R iizerinde (noktasal) yakinsak ise bu

serinin toplami olan f fonksiyonunun R {iizerinde tanimli 27 periyotlu bir fonksiyon

oldugu agiktir.
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Tanmmm 1.3.2. Eger bir f fonksiyonu igin f_nnf(x) cosnxdx (n=0,1,2,..) ve
f_nnf(x) sinnx dx (n = 1,2,...) integralleri mevcut ise, a, (n = 0,1,2,...) ve b, (n =

1,2, ...) f nin (1.6) ile tanimlanan Fourier katsayilar1 olmak iizere,

co
Qo .
> + a, cosnx + b, sinnx
n=0

bicimindeki trigonometrik seriye f fonksiyonunun Fourier serisi (veya a¢ilimi) denir.

a
f(x) ~?O+Z a, cosnx + b, sinnx

n=0
biciminde gosterilir.

Tanim 1.3.3. Kapali ve sl [a,b] € R araliginin a = xy <x; <+ <x,= Db

olacak sekilde bir P = {x,, xq, ... , X, } parcalanmas verilsin. Eger,

1. Her [G,n] © (xp_1,xx)(k =1,2,...,n) arahigi i¢in f € R[G, n];
2. f;{k_l f(x)dx,k =1,2,...,n integrali mutlak yakinsaktir

kosullar1 saglaniyorsa, f, [a, b] izerinde mutlak integrallenebilirdir denir.

Bu durumda, f nin [a, b] lizerindeki integrali

fabf(x)dx = Zj:qi f(x)dx

k-1
tanimu ile verilir.

Not 1.3.2. Eger f fonksiyonu [—, 7] iizerinde mutlak integrallenebilir ise, Vx € [—m, 7]

i¢in
|f (x) cosnx| < [f ()], [f(x) sinnx| < [f(x)]
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esitsizliklerinden [*_f(x) cosnxdx (n = 0,1,2,..) ve [_f(x) sinnxdx (n = 1,2,...)
integrallerinin de mutlak yakinsak olduklar1 goriilmektedir. Demek ki, [—m, ] izerinde
mutlak integrallenebilir her f:[—m, ] - R fonksiyonu i¢in (1.6) ile verilen ifadeler
anlam tasimaktadir.

Tamm 1.3.4. a; (k =0,1,2,...,n), b (k = 1,2,, ..., n) reel sabit katsayilar olmak tizere

a a
T(t) =?0+a1cost+blsint+...+ancosnt+bnsinnt=70+

n
Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1

bi¢imindeki ifadelere t cinsinden trigonometrik polinom veya trigonometrik toplam

denir.

a? + b2 > 0 (yani, a,ve b, sayilarindan hi¢ degilse bir tanesi sifirdan farklr) ise

T (t) polinomu n. derecedendir denir ve Ty, (t) ile gosterilir.

Tanim 1.3.5. f, R tizerinde tanimli 27 periyotlu herhangi bir fonksiyon olsun. a; (k =
0,1,2,...,n),b, (k =1,2,,...,n) sayilar1 f nin (1.6) ile tamimlanan Fourier katsayilati

olmak tizere
n
a
Sa(x) =S,(f;x) = ?0 + z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

seklinde n. dereceden trigonometrik polinoma f nin n.dereceden Fourier polinomu veya

f nin Fourier serisinin n. dereceden kismi toplami denir (Musayev, Vd., 2003).

Teorem 1.3.2. H bir Hilbert uzay1, I bir karakter kiimesi ve S = {x; : i € [} H bir

birim dikey alt kiime olsun. Bu takdirde her bir x € H ig¢in,

Dl < Il (1.7

i€l
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dir. Bu esitsizlige Bessel esitsizligi denir. Ayrica (1.7) nin sol tarafinda en fazla sayilabilir

coklukta terim sifirdan farklidir (Kizmaz,1993).
Fourier serilerinin hesaplanmasinda asagidaki teorem kolaylik saglar.

Teorem 1.3.3. Bir f(x) fonksiyonu (—a, a) araliginda ¢ift fonksiyon, f(—x) = f(x) ise

a a
J f(x)dx =2 J f(x)dx
-a 0
Tek fonksiyon, f(—x) = —f(x) ise
f_aa f(x)dx =0
dir. Boylece cift fonksiyonun Fourier serisi
2 (™ 2 ("
b, =0,a, = —f f(x)dx,a, = —f f(x) cosnx dx
TJo TJo

ile

f(x) = a? + Z a, cosnx (1.8)

n=1

ve tek fonksiyonun Fourier serisi ise,

a,=0,a,=0,b, = %fonf(x) sinnx dx ile

flx) = Z b,, sin nx (1.9)
n=1

olur.
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Cift fonksiyonun acinimindan yalniz kosiniislii terimler, tek fonksiyonun
aciniminda ise yalniz siniislii terimler bulundugundan (1.8) serisine Fourier kosiniis serisi

(1.9) serisine de Fourier siniis serisi denir

Ornek 1.2.1. f(x) = x fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

vn = 0,1,2, ... i¢in x cos nx fonksiyonu tek oldugundan
Y
a, =—j xcosnx dx =0
TJ) o

dir.

vn = 1,2, ... i¢in x.sinnx fonksiyonu ¢ift oldugundan dolay1
b, = % ffnx sinnx dx = a, = % ) Onx sinnx dx (kismi integrasyondan)

2x 2 (7 &
= ——cosnx |g +—j cosnx dx = (1) ' —
n rn J, n

bulunur. O halde, [—m, ] araliginda
c 2
x~Z(—1)"‘1;sinnx (1.10)
n=1

yazilabilir. f(x) = x fonksiyonunu (—m, ) agik araliginda R tizerine periyodik olarak

genisletirsek (1.10) serisi bu yeni fonksiyonun Fourier serisi olacaktir.

O halde,

[oe]
2 x, |x| < mise
-1 ”_1—sinnx={ ’ 7
Z( ) n 0,|x| = mise.
n=1

oldugu elde edilir. Ozel olarak, buradan
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i(—l)"_n
2n+1 4

n=1
bulunur.

1.5. Ard Arda Yaklasimlar Metodu

Tammm 1.4.1. f(x,y) fonksiyonu (x,y) diizleminin agik veya kapali D bdlgesinde

tanimlanmisg olan bir fonksiyon olsun. Eger keyfi (x, y,), (x,y,) € D noktalar1 igin

|fCoy), —f (2| < Llyi—yal

kosulunu sagliyorsa, bu halde f (x, y) fonksiyonu y degiskenine gore Lipschitz kosulunu
saglyor denir. Burada L, (x,y) degiskenlerine bagli olmayan bir sabittir.

Omnegin, eger D bolgesi disbiikey (konveks) bir bolgeyse ve f(x,y) fonksiyonu
bu bolgede y degiskenine gore siirekli ve bir L sayisi ile sinirlt kismi tiireve sahipse, bu
halde f(x,y) fonksiyonu bu bolgede Lipschitz kosulunu saglamaktadir. Gergekten, keyfi
(x,y1), (x,y2) € D noktalar1 igin x’i sabit tutarak y degiskenine gore ara deger teoremini

uygularsak

oo
F v —f(ys) = %m—yz)

veya

ly1—=y2| < LIy, —y.l

1

e
Gy, ~f Gl = L2

oldugu bulunur. Burada (x,¥) noktasi (x,y,)ve (x,y,) noktalarini birlestiren dogru
pargasi lizerinde bir noktadir.

Simdi

y’:f(x,y), }’(xo)=3’0 (111)
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baslangi¢ deger problemini goz oniine alalim. f(x,y) fonksiyonu xy diizleminde bir D
bolgesinde tanimli olsun. Bu problemin D bolgesinde ¢ézlimiiniin varligi gostermek igin
cesitli yontemler vardir. Bu yontemlerden art arda yaklasimlar yontemi ayni zamanda

¢cozlimiin kendisini de vermektedir. y, dan baslayarak

Yi(x) =y, +f f(t,yr—1(0)de, k=12,.. (1.12)

X0

ile {y) (x)} fonksiyon dizisini tanimlayalim. k = 1 igin,

X
() — 3ol = sf (6, yo)ldt < Mlx — xo| < Mp < b

Xo

| reyo@)ae

olur. Simdi k =n i¢in f(x,y,(x)) tammh ve siirekli ve |y,(x) —yo|l < b sartim

sagladigini farz edelim. k + 1 i¢in

|yn+1(x) — YOl =

| #em@)ae

X
< f F (6 y)ldt < Mlx — xg] < Mp < b
Xo

dir. Kisaca E:|x —xo| < p, |y —yol < o dersek (x,yk+1(x)) EECD, k=1,2,..
olur. Sonu¢ olarak {y,(x)} dizisi |x — x| <p i¢in tanimli |y, (x) —yo| < b
esitsizligini gercekler.

Simdi {y, (x)} dizisinin yakinsakligin1 gosterelim. Bunun i¢in

Y() = yo+ ) () = Vs ()] (1.13)

serisini géz Oniine alip bu serinin |x — x| < p i¢in diizgiin yakinsadigin1 ve limitinin

stirekli oldugunu gosterelim. (1.12) ifadesinden

X
() = 3ol = sj (6 yo)ldt < Mlx — x,

X0

f f (& y0(0))dt
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x M(Clx — 2 M(Cp)?
jx U GAORNCGHONLE L2

ly2(x) —y1 ()| =

elde edilir. k = n i¢in

M(Clx — xo|)" - M(Cp)"
n!'C - nlC

Iyn(x) - yn—l(x)l <

dogru olsun. n + 1 igin

i M(C|x — |n+1
[ 1 ®) o)) o < (el 5D

|Yn+1(x) — yu(X)| =

- M(Cp)n+1
T (n+1D!C
elde edilir.
.. ol . .. M(Cp)*t? ‘g ..
Boylece (1.13) serisinin majoranti, genel terimi T iDL olan seridir. (1.13) serisi

|x — x| < p i¢in mutlak ve diizglin yakinsaktir, yani; y(x) = lim y,,(x) diizgiin olarak
n—oco

mevceuttur. f(x,y) , D iizerinde diizgiin sitirekli oldugundan |x —x,| < p i¢in

lim f(x, y,(x)) = f(x,y(x)) dir. Béylece (1.12) ifadesinden
n—-oo

lim 3, (x) = yo(x) +,lli££‘oj f(t, yn-1(®)dt = yo(x) +j lim £(t, yn-1(8))dt

=yo + [ f(ty(®©)de dir.

Bu durumda,

y(x) = yo +f f(t,y(@®)dt (1.14)
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elde edilir. Sagdaki integralde f fonksiyonu t’nin siirekli fonksiyonudur. O halde x’e

gore tiiretilebilirdir ve tiirevi ise,

dy _
a - f(x,y(x))

dir, Yani (1.14) ile verilen y(x) fonksiyonu (1.11) probleminin ¢ézimiidiir.

Cozimiin tekligini gosterelim. |x — x| < p i¢in (1.11) probleminin y(x,) = y,

olan bir baska y(x) ¢oziimii olsun. O halde
X

70 = y0 + | F(65(0)de
Xo

olur. Yukardaki islemlere benzer sekilde |x — x,| < p i¢in

M(Clx = xo))" _ M(Cp)"
n!'C - nlC

lyn(x) =¥y ()| <

elde edilir. Buradan n — oo alirsak |y(x) — ¥(x)| < 0 ve bu durumda y(x) = y(x)

bulunur. Boylece asagidaki teoremi elde edilmis olur.

Teorem 1.4.1. Reel degerli f(x,y) fonksiyonu D = {(x,y)|Ix —xol < a, |y — yol <
b} bolgesinde siirekli olup y’ye gore Lipschitz sartin1 gergeklesin. Ayrica D’de f(x,y)
siirlt olsun. Bu durumda |f(x,y)| < M. p = % olmak tizere (1.11) baslangigc deger

probleminin |x — x| < p i¢in ¢dziimii var ve tektir (Tuncer, 1969).

Coziimler genel ya da 6zel olur. Ornegin y = y'olan diferansiyel denkleminin
¢oziimli y = ce” bi¢cimindedir. Buna diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii denir. Eger
yan kosulu veya baslangi¢c kosulu y(0) = 3 seklinde verilmisse bu halde 3 = ce® =
¢ olur. Buna gore denklem y = 3e”* bi¢imini alir. Buna da verilen diferansiyel denklemin
0zel ¢oziimii denir. Siiphesiz, diferansiyel denklemin ¢6zlimiiniin olmasi da ilk kosuldur.

Bundan sonra ancak ¢6ziimiin tekligi aranir. Tek ¢oziimiin varlig1 i¢in gerekli ve yeterli
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kosulu Fransiz matematik¢i Picard (1856-1941) tarafindan yukaridaki teoremle ifade

edilmistir. Ornegin,

dy 2 2
a—x +y

diferansiyel denklemi i¢in f(x,y) = x% + y? denirse, f(x,y) ve Z—£ = 2y fonksiyonlar

tim R? diizleminde siirekli olduklarindan, (x,,y,) noktasmndan gecen bir tek y(x)
fonksiyonu vardir. Kismi tiirev ve Lipschitz arasindaki iliskiyi ornekte dogrudan
kullanabiliriz.

Picard teoremindeki kosul yeterlidir. Fakat gerekli degildir. Yani bu kosullar

olmadan ¢dziim olmayacag: gibi, tek ¢6zliim de olabilir ¢ok ¢dziimde olabilir

Tanim 1.4.2. (Degiskenlerine ayirma) Eger diferansiyel denklem

dy _g(x)

7 = ol (1.15)

bi¢ciminde yazilabiliyorsa, diferansiyel denkleme degiskenlere ayrilabilirdir denilir. Bu

halde bu esitlik,

h) 2 =
)= 9%
seklinde yazilabilir. Eger h(y) = 1 ise (1.15) denklemi

dy
I = g(x)

olur. Bu halde verilen ifade

= [ s
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olarak yazilabilir. Eger y = f(x), (1.15) denkleminin bir ¢dziimii ise, h(f (x))f’(x) =
g (x) ve

fh(f(x))f’(x) dx = fg (x)dx +C (1.16)

olur. dy = f'(x) dx oldugundan (1.16) denklemi

[ hordy = [ gdx+c

olarak yazilir.

Ornek 1.4.1. Z—Z= 1+e?* ve Z—Z= sinx bi¢imlerindeki diferansiyel denklemleri

¢Oziiniiz.
Coziim1.4.1. Bir kere,

dy
— =1 2x
dx +e

denklemi dy = (1 + e%* )dx bigiminde yazilabilir. Her iki yanin integrali almnirsa

y=f(1+e2x)dx

=x+lezx+C
2

olarak bulunur.

Ikinci denklem de,

y = fsinxdx = —cosx+C
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biciminde bir ¢dzliimdiir.

Ornek 1.4.2. (1 + x) dy — ydx = 0 seklindeki diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.
Coziim 1.4.2. Verilen denklemin her iki yani (1 + x)y terimi ile boliiniirse, y # 0 ve

x + 1 # 0 olmak iizere,

dy dx
y 1+x

olarak yazilabilir. Her iki yanin integralinden,

Inly| =In|1+ x| + C;
y = eln|1+x| + Cl
— eln|1+x|eC1 (C' — eC1)

=C(1+x)

olarak ¢oziiliir. Ozel olarak y = 0 ve x = —1 de ¢oziimdiir.

Ornek 1.4.3. y(4) = 3 baslangic kosulu saglayan

dy  x

dx__;

seklindeki diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz.

Coziim 1.4.3.Verilen diferansiyel denklem, y dy = —x dx olarak yazilabilir. Her iki

yanin integralinden,

1 1

Eyz = —Exz + Cl
veya

x% +y%= C?
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yazilir. Egri (4,3) noktasindan gegtigi icin, bu denklemden 16 + 9 = 25 = C? yazilir ve

diferansiyel denklemin ¢oziimi
x?+y%= 25

olarak bulunur.
1.6. Ikinci Mertebeden Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli en genel lineer denklem

AZyy +2Bzyy + C2yy + Dz, + Ez, + FZ =G (1.17)

seklindedir. Burada A,B,C,D,E,F ve G; xy- diizleminin bir Q boélgesinde x ve y

bagimsiz degiskenlerinin verilmis fonksiyonlaridir. (1.17) denklemi

0 0 A 0° 0° ) 0°
Dy == Dy=_; DX:@' Dny= Dy=_

ve D° = I 6zdeslik operatorii olmak {izere
(AD? + 2BD, Dy, + CD% + DD, + ED,, + FI)z = G seklinde de yazilabilir. Buna gére
(1.17) denklemiyle bir

L = L(D,Dy) = ADZ + 2BD, D, + CD3 + DD, + ED,, + FI

kismi diferansiyel operatdrii tanimlanir. Bu operatdr lineerdir; yani her €, C, sabiti ve Q

da ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir her z;, z, fonksiyon ¢ifti i¢in
L(Cyz; + Cyz,) = C,1Lzy + C,Lz,

ozelligine sahiptir. L operatorii yardimiyla (1.17) denklemi kisaca
Lz=L(D,,Dy)z=G

seklinde de yazilabilir.
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Q bolgesinde ikinci mertebeden siirekli tlirevlere sahip bir ¢p(x, y) fonksiyonu,
(1.17) denklemini bagimsiz degiskenlere gore 6zdes olarak sagliyorsa, bu fonksiyona
denklemin bir ¢oziimiidiir denir. Bu ¢oziime karsilik gelen z = ¢(x,y) yiizeyine
denklemin integral yiizeyi denir.

Eger (1.17) denkleminin ikinci tarafindaki G fonksiyonu sifir ise, denklem

AZyy +2Bzyy + C2yy + Dz, + Ez, + FZ =0 (1.18)

olur. Bu L operatorii yardimiyla kisaca
Lz = L(Dx, Dy)z =0
seklinde de yazilabilir. Bu denkleme, (1.17) denklemine kars1 gelen homojen denklem
denir. (1.18) homojen denklemin genel ¢oziimii iki keyfi fonksiyon ihtiva eden bir
bagintidir, dyle ki keyfi fonksiyonlarin her bir se¢imi (1.18) nin bir ¢6ziimiinii verir. Bu

genel ¢oziime, (1.17) denkleminin tamamlay:ict fonksiyonu denir.

Teorem 1.5.1. Eger u, (1.17) denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu ve z, (1.17)

denkleminin bir 6zel ¢6ziimii ise,

Z=Uu+ 2z,

fonksiyonu (1.17) denkleminin genel ¢oztimiidiir.

Teorem 1.5.2. Eger z;, zy, ..., Z, (1.18) denkleminin ¢odziimleri ise, C;, Cs, ..., C,, keyfi
sabitleri i¢in

C1z1 + C3z5 + -+ + C,, z,, fonksiyonu da (1.18) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Daha yiiksek mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in benzer tanim

ve teoremler ifade edilebilir.
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Ozel olarak L operatoriindeki 4, B, C, D, E, ve F katsayilari reel sabitlerse, (1.17)
denklemine ikinci mertebeden sabit katsayili lineer denklem denir. Denklemin ikinci
tarafindaki G fonksiyonunun xy- diizleminin bir Q bolgesinde analitik olmasi halinde
sabit katsayili lineer denklemin daima bir ¢éziimii vardir ve gercekte sonsuz ¢oklukta

¢Oziimii vardir.

Ikinci mertebeden hemen hemen lineer

L(z) = A(x,y)zxx + 2B(x,¥) 2y, + C(x,¥)zyy, = F(x,,2,0,9) (1.19)
denklemini gz Oniine alalim. Burada A, B ve C; x, y’nin iki defa siirekli tlirevlenebilir

fonksiyonlar1 olup ayni anda ti¢iliniin birden sifir olmadigini kabul ediyoruz.
AD? + 2BD,.D,, + CD}

ifadesine L operatoriiniin esas kismi denir. Denklemin ¢éztimlerinin 6zelliklerini tayin

eden bolum esas kisimdir.

(1.19) seklindeki ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler, normal

(kanonik) formlaria gore siniflandirilirlar. Boyle bir denkleme eger

A= B? — AC olmak iizere
e A> 0 ise hiperbolik
e A= 0 ise parabolik
e A< 0 ise eliptik

tiptendir denir (Caglayan ve Celebi,2002).
1.7. Periyodik Sinir Deger Problemleri

Ikinci mertebeden adi tiirevli

P(x)y" + Q(x)y" + R(x)y = G(x) (1.20)
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lineer diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada x € [a, b] i¢in P,Q,R ve G

fonksiyonlar1 siirekli fonksiyonlardir. Eger (1.20) denklemine periyodik sinir sartlari

denilen
y(a) = y(b) (1.21)
y'(a) = y'(b)

sartlar1 ilave edilirse (1.20), (1.21) problemine periyodik sinir deger problemi denir
(Allan, 2002).

Bir telde olusan enine dalgalar bir davul yiizeyinin titresimleri veya bir gazda

basing dalgasinin iletimi, vs. gibi hareketlerin dinamigi Dalga denklemi ile belirlenir:

A2 _162u
Y=o

Burada v dalganin ilerleme hiz1 olup ortamin 6zelligine bagl bir sabittir. Yine degisken

ayrimi yontemiyle

u(x,y,z,,t) =V(x,y,z)T(t)

seklinde bir ¢oziim denenirse, zamana bagli problem hemen ¢6ziilebilir:

1 ) 1 d?T

—_ = —_— = _kZ
Vv V2T dt?

A’V +k*V =0

T" + k*v?T =0

Zamana gore 1raksak olmayan ¢dziimler bulmak igin —k? segilmesi zorunludur.
k sabiti dalga sayisi, w = kv agisal frekans olarak bilinir. Buna gore problemin zamana

bagli olan kismi ¢ozlilmiis olur:

T(t) = Acos wt + Bsin wt (w = kv)
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konuma baglt kismi ¢ézmek i¢in sinir kosullarina uygun bir koordinat sistemi segmek

gerekir.

Ornek 1.5.1. En basit dalga problemi olarak, L uzunlukta bir teldeki enine dalgalar
inceleyelim. Bu telin iki ucu sabit tutulmus ve t = 0 aninda F (x) ile verilen bir profile
getirilip ilk hizsiz olarak serbest birakilmistir. Telin daha sonraki hareketini u(x, t)

seklindeki bir fonksiyon olarak bulmak istiyoruz.

Bu durumda, tek boyutlu dalga denklemini almak yeterli olur:

0%u 1 0%u

0x2  v2 9t?

Bu denklemin u(x, y) = X(x)T(t) seklindeki ¢6ziimii arandiginda zamana bagh
kismi1 yukarda bulunmustu:

T" +k*v2T=0 >  T(t) =Acoswt+ Bsinwt (w = kv)

Telin basglangigtaki F (x) konumunda birakildiginda, her noktasi bir an i¢in hareketsizdir.

Bunun anlami

du ¥ daT 0 daT 0
—_— = —_— i = —_ — =
atl._o Lgele=o dt

Bulunan T (t) ¢6ziimiiniin zamana gore tiirevi t = 0 aninda sifira esitlenirse,
T'(t) = —Awsinwt + Bw cos wt

T'(0)=0-B=0

olur ve T (t) ¢6ziimii yazilabilir:

T(t) = A coswt

Konuma bagli kisim da benzer sekilde ¢oziiliir:

X" +k*X =0 - X(x) = Ccoskx + D sinkx

Telin ucundaki sinir kosullari, k sabitinin alabilecegi degerleri verir.

x =0 ucundau(0,t) =0->C=0
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x = Lucundau(L,t) =0 - sinkL =0

Bu sonuncu bagintiya gore, k nin alacagi degerler
nm

k,=— =123, ..

O halde, u(x, t) i¢in bulunan en genel ¢dziim

oo
u(x,t) = Z A, sin k,x coswyt

n=1

A, katsayilarini bulmak i¢in, telin ¢ = 0 anindaki profili yazilir:

u(x,0) =F(x) = Z A, sink,x
n=1

nmx d
I X

2 L
An=—f F(x) sin
L),

Fiziksel ag¢idan bakildiginda, telin titresim sirasinda aldigi sekil, k,, = T;J—” dalga sayisi

21

veya A, = P =% dalga boylarindaki siniisel dalgalarin bir siiperpozisyonudur. Bu

nedenle, sin k,,x dalgalarinin her birine normal titresim kipleri, bunlarin frekanslar1 olan

w,, degerine de karakteristik frekanslar denir (Karaoglu,2007).
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu calismada,

V(x,t) €D :={(x,t)|]0 <x <m, 0 <t <T}olmak iizere asagidaki
0’u  ,0%u

F—a ﬁzf(x,t,ut); (0<t<T;0<x<m —oo<u <o)
u(x,0) = ¢(x),u(x,0) =9p(x); (0<x<m)

u(0,t) = u(m, t),u,(0,t) =u,(mt); (0<t<T)

baslangic ve (karigik) smir sartlariyla verilen homojen olmayan bir boyutlu dalga
denkleminin ¢6zlimiiniin varlig1 ve tekligini degisken katsayili Fourier serisi yardimiyla

B Banach uzayinda inceliyoruz.
Burada ¢(x) ve ¥(x), [0, ] arahiginda, f(x,t,u;), D X (—o0,0) bolgesinde
taniml1 ve gerekli 6zelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x, t) ise aranan (¢6ziim)

fonksiyondur.

Problemin ¢6zlimii katsayilar1 t’ye bagli olan

u(x,t) = aoz(t) + Z [a,(t) cosnx + b, (t) sin nx]

n=1

Fourier serisi seklinde aranir. Bilinmeyen a,(t), a, (t) ve b, (t) katsayilarini belirlemek
icin bulunan sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemler sistemi i¢in baslangic deger
problemi bilinen yontemlerle ¢oziilmektedir. Burada Lagrange veya sabitlerin degisimi
yontemi olarak bilinen yontem kullanilmaktadir. Elde edilen ¢6ziimiin de art arda

yaklagimlar metodu kullanilarak varlig1 ve tekligi gosterilmektedir.
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3. BULGULAR

Bu kisimda
0%u 0%u
W—czﬁ=f(x,t,ut); 0<t<T;0<x<m —00 < u <o) (3.1)
u(x,0) = @), u:(x,0) =y(x); (0<x<mn) (3.2)
u(0,t) = u(m, t),u,(0,t) =u,(mt); (0<t<T) (3.3)

yar1 lineer hiperbolik denklem icin periyodik sinir sarthi karisik probleminin dnce zayif

¢cOzlimiinii tanimlayalim. (3.1) denklemini v(x, t) ile carpip integral alalim.

T T
f J [Uer — €Uy — f(x, t,u)]v(x, t)dxdt = 0 (3.4)
o Jo

v(x,T) = v.(x,T) = 0; v(0,t) = v(m,t); v,(0,t) = v, (1, t)
(3.4) ifadesinde kismi integrasyon alip sinir sartlarini uygularsak;

T 52y T 52y
WU dt = —v(x,0) Y (x) + v:(x,0)p(x) + j Usg dt
0

olur. Boylece,

f f —v dxdt —f f u—dxdt+f0n<p(x) av(a); 0 dx—fonl/J(x)v(x,O)dx

elde edilir.

Benzer sekilde,
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—vdx = u—s- dx

T9%u T 9%p
o 0x2 fo 0x?

olur. (3.4) esitliginden,

T rm
f J [uee — c2uyy — f(x, t,u)]v(x, )dxdt =
o Jo
T rm
[ [ e - 20 - fxtuwiaxa + 6.5)
o Jo

f [e(x)v:(x,0) —P(x)v(x,0)]dx = 0
0

elde edilir.

Tanmm 3.1.D = {(x,t)|]0 < x <m, 0 <t <T < oo} bdlgesinde siirekli, x’e t’ye gore
(denklemin igerdigi mertebeden) siirekli kismi tiirevlere sahip ve v(x,T) = v;(x,T) =
0, v(0,t) = v(m,t),v,(0,t) = v, (m, t) sartlari1 saglayan v(x,t) fonksiyonuna test

fonksiyonu denir.

Tamm 3.2. Keyfi v(x, t) test fonksiyonu igin (3.5) esitligini saglayan u(x,t) € C(D)
fonksiyonuna (3.1) -(3.3) probleminin zayif genellestirilmis ¢éziimii denir (Chandirov,
1970).

Simdi (3.1) -(3.3) probleminin zayif genellestirilmis ¢6ziimiine bakalim. Coziimii

ao(t)
2

u(x, t) = + Z [a, (t) cos nx + b, (t) sin nx] (3.6)

n=1

seklinde arayalim. Burada a,(t),a,(t) ve b, (t) bilinmeyen katsayilardir (Fourier
katsayilari). Bicimsel olarak (3.6) ile verilen u(x,t) fonksiyonunu (3.1) denkleminde

yazalim.
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ag (1)
2

+ Z[(a;{(t) + c?n2a, (1)) cosnx + (by, (£) + c*n?b,(t)) sinnx] =
n=1

ag

£ 6,252 4+ 52 [an () cosnx + by (£) sin nx]).

Her iki tarafi 1, cos 2kx, sin 2kx, k = 1,2, ... ile ¢arpip [0, ] araliginda integral

alirsak;

2 Vs
0@ =7 | Flee )
Q1) + PnPa, (6) = 2 j “F(&, £, A (€, ) cos né dé 57
T 0 .

b () + c2nb,(t) = ;jnf(f, t, Au (&, ) sinné dé, n=1.2, ..
0

sonsuz integro-diferansiyel denklemler sistemi elde edilir. (3.2) baslangi¢ sartlarint géz

ontine alirsak (3.7) sisteminin baslangi¢ sartlar;

aog(0) = @y, ao(0) =1y
an(o) = Pn» a‘;l(o) =Y, (3.8)
b, (0) = ¢@,, b, (0) = Y, n=1.2,..

olur. Burada Au(€,t) =22+ ¥ [a,(t) cos ké + by (6) sink€] ve Au(€,t) =

ag(t)
2

+ Y ilan(t) cosnx + by, (t) sinnx] olarak  alindi.  (3.7)  sistemindeki

f(&,t,Au, (&, t)) fonksiyonu (3.8) sisteminin Fourier katsayilari oldugu asikardur.

2 A
fo© = = [ (A6 0)de
0

2 /s
forl®) = = | £t A, ) cosng g
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2 V3
fon () = ;J f(&t, Auy(&,0))sinnédE,n = 1,2, ...
0
2 (" 2 (™
=% ] 0@ =7 [ o@cosnsas,
Psn = %fongo(f) sinnédé,n=12,..
2 (" 2 (™
o= | WO Ya® =2 | v cosnsd,

_2 " i d =12
Vo = | W@ sinngdE m=12,..

Bu durumda (3.7), (3,8) problemini asagidaki sekilde ele alabiliriz.

ag (t) = fo(t); ag(0) = @o, ag(0) = 1,
an(t) + (Cn)zan(t) = fen(£); an(0) = @cny an(0) = Py
by (t) + (cn)?b, (t) = fin(t); br(0) = @gpn, b (0) = Yo, n = 1,2, ....

Ikinci basamaktan sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemlerden olusan

baslangi¢ deger problemi elde edilir. Bu sistemi sabitlerin degisimi yontemiyle ¢cozersek;

t
a0(® = 9o + ot + | (¢~ Dfy(Dde
0
_ Yen 1t .
a,(t) = . cosent + —sinent + — | fo,(7) sinen(t — ) dt (3.9)
cn cn J,

1 t
b, (t) = @, coscnt + hsin cnt + —f fin(@) sinen(t — 1) dt
cn cn J,

n=12,..
elde edilir. Burada f; (1), f;,,(7) ve fi, (T) yerine yazilirsa;
2 t rm
a0® = g0+ ot + = | [ (=0 F(5,1Au (6, 0) dee
0 Jo

a,(t) = @, coscnt + %sin cnt +
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cmrf f f(& 1, Au(E, 1)) sinen(t — 1) cos né dédr
b, (t) = g, cos cnt + hsin cnt +
cn

f f f(&1,Au(E, ) sinen(t — 1) sinné dédr

cni

n=12,..
¢Oziimii elde edilir.

Cozlimiin varligin ve tekligini incelemek igin,

{u(®)} = {ao—(t) ,a1(t), b1(t), ..., a,(t), by (t), ...} fonksiyon dizilesini goz 6niine alalim

ve asagidaki normu tanimlayalim;

) 1
lu()lls = EmaXtE[O,T]laO(t)l + Z maxXe[o,r]|an (t)| + maxeero 7| by (t)| < +o0.

n=1

Bu tiir fonksiyonlarin kiimesini B ile gdsterelim. Kolayca gosterilebilir ki B bir Banach

uzayidir (Edwards, 1994). Diger yandan

- 1
la@®llz =5

> maxeqorlao(t)| + Z[maxte[o,r]|a1'1(t)| + maxee[o r|bn (t)]] < +o0

n=1
normunu tanimlayalim. Ayrica ||u(t)|lz < ||u(t)||z farz edelim.

(3.9) sisteminin B de ¢oziim oldugunu incelemek icin art arda yaklagimlar

metodunu kullanacagiz. Yaklagim bagintilarini

k

)(t) = (0)(t)+ f f (t —1) f(&,7,2—= 1)( +Zn 1[ (k= 1)(T)cosnf+

b V(1) sin nf])dgdr,
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ag(ty=@o + Yot

lk 1)(

aP(0) = a¥ () + = f, [t — ) f(&, 1,2+ Xaoala) ™ (@) cos mE +

b,’flk_l)(r) sinmé]) cos né sincn(t — 1) dédr,

ag)) (t) = . coscnt + %sin cnt

Ik 1)(

b = bV(©) + = f, [t = 1) f(&, 1,02 + N an P (0) cosmé +

b;,(lk_l)(r) sinmé]) sinné sin cn(t — 1) dédr,

b,(lo)(t) = (¢, COS cNt + %sin cnt,n=1,2,...

seklinde alalim. Basitlik i¢in,

I(k) had
(T) G (@ Z (k) (1) cos mé + b,;(k)(t) sin mf) = Jlugk)(g, 7)

1

olarak alalim.

maxozeer|Au®)|

Qg )(T)| Z MaXop<z<T

0<é<m, 0<t<T

1
< E maXg<r<T

veE

W@

a (T)| + maxy<;<7|b

1
a2 0,0 ©.60 @, ..aP©.6L @, .} = F9©)
ile gosterelim.

Sistemin nce maxo<;<r | (t)| < o sagladigim yani 2% (t) € B oldugunu

ispat edelim.
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||u(°)(t)|| = —max0<t<T a, )(t)|

+ z MmaXp<¢<r

< 2 (ol + ol ) + Z (1geml + [

by ()| (3.10)

)

agr(z)) ®) | + MaXg<t<t

lpS n

cm

l/)cm

+ [@sm| +

@(x) ve Y(x) fonksiyonlari sagdaki seri yakinsak olacak sekilde secilir. Buradan

maxo<;<r |7 P ()| < +00 yani (¥ (t) € B olur.

Simdi k = 1,2, ... i¢in esitsizliklere bakalim.

@ =@+~ [ [~ 00 ra® € - 1670 dear
00

) t
+= f f (t — D)f (£,7,0) dédr,
00

licgen esitsizliginden

t
02| < || +2|[ [ @ - D1 En a0 - fEr 0] de
00

t
2
+— ff(t—r)f(f,r,O)dfdr.
00

bulunur.
Sag tarafa t’ya gore Cauchy esitsizligi uygulayalim.

1
2

’ t t )
<|e@|+ 2| [€-v2ar| | [1] ¢ naun®€n |- 1m0y dean

0 0
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1

fn(t—r)z drr<f [ff(f,r,O)dfr dr)z.

Bu sefer £’ye gore Cauchy esitsizligi uygularsak (fonksiyonlardan biri 1 olarak

2
+—
T

alimmaktadir.)

<o) + 2 [2 (U7 a0 € AuD G 1) — £ T 0Rae)i P

1

2 |2 T 2d2) (] F2(E 7, 0)de)2? do)e =

t 1/2
|a((,1)(t)| < |a((,0)(t)|+%\/§ﬁ<fj[f(E,T,CAuEO)(E’T)_f(E’T’O)]szdT>
00
1/2
+§\/§ﬁ (13 I £? (¢, 7, 0)dzdr)

Lipschitz sartin1 uygularsak

1
2
3

t
|a(()1)(t)| < |ag°><t>|+ ﬂ( f f bz(g,r)(cﬂug")(g,r))zdfdr) +
00

3
4T3
3 IIf Cx, &, 0)lL, 0y

bulunur. Buradan,

|agl)(t)| < |ag°)(t)|

A (3.11)
+2T\/;(|Ib(x, t)||L2(D)||ﬁ(°)(t)||B +If(xt, O)HLZ(D))
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elde edilir. Benzer yolla a'” (£)’yi degerlendirelim.

t
aP ) = a () + % f f f(&, 1, Au®)) sin en(t — T) cos né dédt

00

1P ()] <162 +

% f sin an(t — 1) dr f &1 Au® (€ 1) - £(£,7,0)| cosng dé
0

0

o | sinenCe = 2)dr [} £(£,7,0) cosné d |

T’ya gore Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

‘ 2
|a((,1)(t)| < |u,(10)(t)| + %([ sin?(t — 1) dr) X

0

2

f [ flér, Jlu(o)(f, r)) - f(&,1, 0)) cosné df]z dr | +

. t mw e
%(J sin? cn(t — T)dT) (j j[f(f, 7,0) cos n¢ d¢]? dT)
00

0
t w 1/2
T
<|a (0)(t)|+_n< j j (F &7 AU (D) - f(E,7,0)) cosnfdf]zdr>
0

N

2 f f £(€,7,0) cos n€ d€]?do)z.

cnn

Burada
t

t t
fsinz cn(t — 7)dt < max fsin2 cn(t —1)dt < f 1-dt<T
T€[0,T]
0 0

0
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kullanildi.

Boylece n = 1,2, ... lizerinden toplam alirsak,

3 o] = e

gz % ( j [% ] (F &1, AY" €,D) — f(§,7,0)) cosné dﬂzdf>
n=1 0 0

\/Too
_|_

c

n=

t = 1/2
1 2
;<J[Ej(f(f, 7,0) cosné df]zd’[> .
0o o0

Toplam ve integral yer degisebilir oldugunu varsayip, Holder esitsizligini

1

uygulayalim.

k

1

[oe] 1 2
> %)
n=1

D) < Z| “”(t>|+—(

T 2 E o ;
%f(f(f T, AU 0)({ 7)) — f(&,7,0)) cosné df] dr> +—<z %)
0

1

[r—

. 1/2
%f f(&,7,0) cosné d§]2d1> =
0

1

PERCIE: ﬂ (f Z[% | nan®eEm - o cosnédf] dr)
0 0

n=1
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2

il_n
nz 6

n=1
esitligi kullanildi.

Simdi Bessel esitsizligini uygulayalim.

[ee) [00]

N ECIEPN RO

n=1 n=1
1/2
T

t
+2 [ 16 nan® 6 o) - £ n 0 dsdn
00

1/2
T

t
T
+E % b{!fz(f,‘[,())dfd‘[

Lipschitz sartin1 uygulayalim.
1/2

ilafﬁ(tﬂ si|a£f”(t>|+§ j; [ [ &0 02 s
00

n=1 n=1

n | T trm 1/2
+E\/;<fofof2(€,r,0)d§dr> .

t € [0, T]araliginda maksimum alalim,

>l o] =
n=1
3 [a@@] + % - (16 Ol [FCO, + 17 G 0l )
1 " c3m */ L2 (D) B D)
n=

40
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Benzer sekilde,

§|bff)(t)| <
n=1

m | T -
> o] += j;(||b(x, Ol [EO O], + 117G, &, Ol 0

n=1

(3.13)

oldugu goriiliir.

(3.11), (3.12), (3.13) esitsizliklerinden

1) (t) | |a§°) (t) | =

Y (0] o) 50 Y (o] + o)

n=1

il
T 2m |T £
+ (Tg + —@ (166 Ol [Z9 @I, + 1 G 0llm))

elde edilir. Buradan t’ye gore maksimum alirsak

[z, < 2 ®],

2 T _
+ (T + 7”) \/;(Ilb(x, Ol [EXO [, + 11 Gt 0l

veya

T
||a(1)(t)||BS<1+ g (T+ =) llbx, t)nLZ(D)) [z,

T 2T
+ (T + ) I Gt Ol < oo
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bulunur. Benzer yolla;

[Z® @Il < [ @], +

T 2n =
32T+ 7) (1 Ol [EP Ol + 170t D lyw) < 4o

bulunur.

Siireci devam ettirirsek
[a®®l|, < [l2°®l,

T 21 _4
+ j; (7 +5) (I6Ge Ol [Z4 Dl + 1,8 Dl 9) < o0

elde edilir. Simdi art arda yaklagimlar i¢in sirastyla
o - af?®)] | ©® - aP©®| [pEV O b O k=012,

farklarin1 degerlendirelim.
9 t
0@ - o @] = 2| [ [ ¢ - 016 n A € )dsar
00
) t
<[ [¢-0Enan €0 - 1 nodsdr
00
) t
+; jj(t—r)f(f,r,O)dde
00
T’ya gore Cauchy esitsizligini uygulayalim.
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1
2

|a(()1)(t) — a(()o)(t)| < <f(t - T)zd’[> X

t s 2 2
2 0
(f [;f(f(f, T, Au? (£,1) - f(&,7, 0))df] dT)
0 0

1

+<f(t—r)2dr>z<f [%ff(f 7,0) df] )2.
0 o Lo

Sag taraftaki integralleri hesaplayip bu sefer ¢ ’ye gore Cauchy esitsizligini

uygulayalim.

£ 1/2
2§ @) - af” (0)| < E( j ] &1 au® ) - £(5,7,0)] dfdr)
00
st ([ ”
+ 5 fff (&,7,0)dédr | .
00

Birinci integralde Lipschitz sartin1 kullanirsak

|a§P(6) - a0

1

< /g(jjbz(m) (dqug")(f,r))zdfdr) + /i—f(jjfz(f,w)dfdf)
0 0 00

1

t 2 t W %
T
< 2T j; (( f f b2(¢,7) dEdr) MaXo<p<r c/zu§°>(t)| +< f F2(¢,7, 0)d€dr> >
00 00

Netice olarak

1
2
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|asP @ - af” )|

" (3.14)
< ZTJ;(IIb(x. Ol 2@ ]|, + I (8, O)IILZw))

elde edilir. Simdi diger degerlendirmelere bakalim.

t
|2 @) - o’ (0| < %' J f f (&7, A (§,1)) cos né déd]

00
t
1
S |
cn
0

t T

+%|f%ff(§”,r,0) cosné dédr|

0 0

IR

[ U6 a0 - £, 7,00 cosn gl
0

T’ya gore Cauchy esitsizligini uygulayalim.

ERGEERIG]

1/2
- 2

T J : J (&AL (D) = f(§,7,0) cosng df | dr |+
0 0

cn

ﬁ P

cn

f & j (f(€,7,0) cos né d§)2de
0 T[O o

n = 1,2, ... lizerinden toplam alip Holder esitsizligini uygulayalim.

[oe)

Y e ® - @

VTs1[rt2 2
= T;ZUO [;f(f(f'fjc"lugo)(fﬂ)) — £(£,7,0)) cos né d¢]dr
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2 2

f(& 1,0)cosnédé | dr

+
ﬁl*ﬂ
[Ms
S|e
O'\m
Qe
O%:‘

n=1
) 2 o t T 2 1/2
T 1\? 2
S7<;p> lz f ~ f (&1, Au (1)) = f(£,7,0)) cosnf dE | dr
1/2

lif ;f(f(f.f.())cosnfdg dr
0 0

Esitsizligin sag tarafinda toplamla integralin degisebilir oldugunu varsayip

(gerekli sartlardan sonra belirtilecek)

2
Bessel esitsizligini uygulayalim Q-4 n_12 = % oldugunu g6z 6niine aliyoruz).

0
PN EHGEERIO]
n=1

[ ¢ ™ ,  11/2
T 2
S%\/; JZ Ej(f(’f'f"ﬂugo)(f»f))—f(f.T,O))cosnfdf dr
0o n=1\ 0
[ ¢ 7 2 %
T 2
+§ 6 fz Eff(f'f'o)cosnfds‘ dr
0 n=1\ 0
_ [t T 1/2
T |2
< ﬁ j; [ | e nau® o) - monzdsar
[0 0
[t 1/2
n [T |2
"‘Z\/;\E Ojojfz(f,f,O)dEdr

Lipschitz sartin1 uygulayalim.
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i EGETIIG]

n=1

1
2

t @
T
g\/;[ Jsz(f,r) dédr | [|a@ @, + If Gt 0L,y |
00

|

Sonug olarak,

i |as?@® - o (0)] <

n=1

(3.15)
T (16 Ol [FO 1, + 1£G & Olly)
c 131 ’ Ly (D) B gl L,(D)
elde edilir. Benzer sekilde
N ORIO]
=1
" (3.16)
m | T _
<= /g(”b(% Oll, @ [[EO O, + 1 Gt Oll,0))
(3.14), (3.15) ve (3.16) esitsizliklerinden
1 (o]
e - e @]+ [ © - @] + [pP @ - bV @]
=1
" (3.17)
< T 21 _0) _
< 5= (1+ =) (G Ol w [T O], + 17 6o t, 0lly0) = Ar

Burada 0 < Ar < +o00 oldugu agiktir. O halde (3.17) esitsizliginden
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RO RO 2 e ® —aP®] + |pP® - b )| < 4r,

Buradan
[z (@) - 2@, < Ar, (3.18)
bulunur.

Simdi Ia(()z)(t) — agl) (t)| farkin1 degerlendirelim.

) t
W@ -’ ®)] = = [ [ € - 006 A€ D) - 6 m A € D)dsdr]
00

T’ya ve ¢’ye gore Cauchy esitsizligi ardindan Lipschitz sartin1 uygularsak

|08 (t) = a0

t 12 , 4 1/2

2 ( .
< f (t - )dr Of - Of (F&r AU € D) - £ (¢ 1A (€ D))ded

: t
ﬁ ﬁ [ [r&nan®co - £ (5 oau®e o) rdsr
00

t
< 2T r Jjbz
- 37r(

00

(3.18) esitsizligi dikkate alinirsa

1
2

@@ -4 o,
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T
(0 —u’ @] <21 /§An|b<x, Oll,o)

elde edilir.

Simdi |a1(12)(t) — afll)(t)| ve |b,(lz)(t) — b,(f) (t)| farklarini degerlendirelim.

ECETNIG]

t
2
= [ [ (7.0 auP o) - 16 1, A (6, 1) cosng asar|
00

cni

T’ya gore Cauchy esitsizligi alalim.

|a?© - aP ()]

2 1/2

f = 1€ n € m) - 6 au® o) cosms ds |
0

n = 1,2, ...i¢in toplam alip Holder esitsizligini uygulayalim.

0o 1 by
S1)
n=1

ilaf?(t) P < —(

n=1

1/2
- 2

f i % f (F& 1 AauP € 0) - &7 A (1)) cosn dé | dr
0 0

n=1

Toplam ve integralin yerini degistirip Bessel esitsizligini uygulayalim;
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i |0 @® ~ a0

n=1

<= ( | j (F & AU (€ 1) — f (&7, 4uP (€ 1)) 2dEde

Lipschitz sartin1 da uygulayalim.

t m 1/2
s%\/g fjbz(f,r)dfdr %
00

(3.18) esitsizligini de géz Oniine alirsak

-0,

C m | T
31620 -] <% | = arlb 0l

n=1

Benzer yolla,

Z|b(2)(t) b(l)(t)|<—fAT”b(x L, o)

olur. Bulunan (3.19), (3.20) ve (3.21) esitsizlikleri yardimiyla

©) 1) d
|a0 (t) (t)| 4 Z (2) () — a7(11) (t)| + |b7(12)(t) — b,(ll)(t)D

1

T 2T
< |5 (T+ )ATnb(x Ol

yani
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(3.21)



T 2
120 -a90] = [5(7+2) arlb Ol (322)

Benzer sekilde

|08 ®) - a§” )|

1/2

T r 2 1
<21 j; [ | renau® - penau®c onzdsar
00

Lipschitz uygulayalim.

2

t
T
|00 - aP ()| < 21 / 31 f f b2(6,0) | au® (1) — (1) dedr
00

t :
T
< 2T \/; j ] b2(E, ) [P (1) — 1V ()| déde
00

T ,_ -
= 2T |- [2@ @) = @D @|| 116 Ce, Ol (p)-

2

Son esitsizlikte (3.22) esitsizligini dikkate alip gereken islemi yapalim;

T , _ _
|08 - aP @] <27 | [P @ - 2P @16, Olls, )

T T 21
< ZT\/; \/; (7 +%) ArlibGe, O 112, ).

Sonug olarak
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2 T T
(3) (2) 2
a;”’(t) —ag (t)| < 2T |Ar (T + . ) e ’371 16 (x, OIL, 0y (3.23)

veE

ERIGETRIG]

1/2
¢ T 2

< ﬂ J ;J(f(E;T;cAugz)(f'T)) —f(f,r,a‘lugl)(f,r))) COSTIE df dt

cn
0 0

n’ye gore toplam alip Holder, Bessel ve Lipschitz esitsizliklerini uygularsak,

2

co t

T
Y aP® -aPo| <= j; j f b2(£,7) [ (e) - 2D (1| déde
n 00

=1

n | T _ y
- zj; [ OREIO] HEI NS

elde edilir.

(3.22) esitsizligi géz Oniine alinirsa,

N n |T |T (. 2=
Y laP® -aP o] <= /g /Q(T +2) arlIb (G Olly oy 15 Ol o

n=1

veya

C T |T 2m\ | T

S 1@ - @@ <X [ ar (r+2) [ ) ibe ol (324)
n=1
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elde edilir.

Benzer sekilde

OYRNG T | T ( 2_”) T 2
Z|bn () — bS (t)|sc /371 Ar(T+2) |5 | IbG Ol (3.25)

(3.23), (3.24) ve (3.25) esitsizliklerinden

a0 - a@)| + ZH O -]+ pP© -2 0]

27‘[ 27T T T )
<|T s AT T+ AT T+ 37 1bCx, DIZ, py

bulunur.

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

2
T 2
52 - 72] < 4¢ | [1-(7+ )| 160l (326)

elde edilir. Benzer yolla

NP

t
aP () - P ()] < /43%3 j j b*(§,0) [2® (1) - 7P (1)|ddr
00

(3.26) esitsizligi dikkate alinirsa,
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2
/T 21 fT
|l (©) a0 < 27 - Ar <T+T) | 16D, ) (3.27)

elde edilir.

Benzer sekilde

ERGEERIO]

t T 1/2

T 2
T2 [ (£t o) - 16 mtu @) ) cosn e |
0 0

toplam alip gerekli esitsizlikleri uyguladiktan sonra,

1

% 2

Dl -aPo| <= j; [ [ renEoe -0l
00

n=1

bulunur.

(3.26) esitsizliginden,
o 2
(4) 3) T T 2T T 2
> i@ -] <% | a | (r+2) L1 b 0 o
n=1
elde edilir.

Sonug olarak;

2

= T | T 2m\ | T
Z|a1(14)(t)—a1(13)(t)|sz S Ar (T+?) /g b, DI,y (3.28)

n=1
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ve benzer sekilde

2

4) (3) Vs T 21 T 3
D 6@ 8P| <% | ar|(r+2) (] b0l (329)
n=1
elde edilir.

(3.27), (3.28) ve (3.29) esitsizliklerinden,

(o]

o —uPol+ |

ul(®) = ul) )] +

ul(®) —ul) @]

n=1
2 2
<14 <T+27T> L . (T+2”) ! b ;
- 3T c/|3m c (|3n°T c/)|3m b, Oz, o)
elde edilir.
Diizenlersek,

3
B _ 21 / T
|u(4)(t) _ u(3)(t)| <A; (T + T) gy ||b(x, t)”zz(p)

elde edilir. Timevarimla

k
2m ’ T
— — k —

elde edilir.

Sonug olarak,
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b(x,t) € L,(D),f(x,t,0) € L,(D),|f(x, t,us) — f(x,t,v)| < b(x, t)|us(x,t) —

v, (x, 0], I(T +2—”)\/§

Ib(x, Ol <1

ve @(x), Y (x) fonksiyonlari (3.10) sartin1 sagladiginda

{% a ), a® ), b (@), ..., al (), b (0, ... } = (a® (1))

dizisi B Banach uzayinda diizgilin yakinsaktir.

k
700 (8) = 7O (1) + Z(ﬁ(j)(t) —aU-D()

J

olmak {izere

1
lim 79(¢) = u(t) = {5 ao(t), ar (), by (1), ..., an (£), by (1), }
u(t)’nin (3.9) sistemini sagladigini gosterelim.

2|0 ~ a0

fot f:(t - T)(f(s(, T, c/lu,gk)(g‘; ) — f(&, 1, Au(E, T)))dgdf

1
n

T’ya gore Cauchy esitsizligini kullanip, integral alalim;

2|0~ aq o)

1 |T3 tr2 m ? %
<3 E( fo [; fo (f(f,r,cﬂui"’(f,r»—f(f,r,cﬂut@,r)))df] dr>-
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Diger degerlendirmelere bakalim.

|t () - an(®)] =

2
cnm

1/t :
< —<f sin?(t — T)d‘[) X
cn\J,

2 1/2
t 2 T
(f I;f (f(f,r,aquﬁ")(f,r))—f(f.r,cﬂut(f,r)))cosnfdfl dT)
0 0

t T
f f (f(f, T, Jlugk)(f, ) — f(&, 1, Au. (€, T))) sinan(t — ) cosn ¢ dédt
0 Y0

1

< :{_Z(I()t E f: (f (f. T, c/lugk)(fy r)) — f(& 7, Au(E, r))) cOsnngl dr>2_

Benzer olarak,

[0 @) = ba(0)] <

1

g(fot E fo" (f (f. T, Jlugk)(f' r)) — (&7, Au(E, T))) sinngdfl d1>2

elde edilir.

n = 1,2, ... i¢in toplam alip, taraf tarafa toplarsak,

M(t) = %|a5"“)(t> - a@]+ ) (|0 - an®| + [pE @ - b))

n=1

S%E(Lt Ef: (f (& 1A D) —f(E,T,c/lut(f,T))) dgl df>

> t T 2 1/2
+ﬁ;%<jo EL (f (f,T,cﬁlugk)(f:T)) —f(f,r,c/lut(f,r))> cosnfdfl dr>

1
2

Cc
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VT = 1 1/2
+T;n(,f [ f frc/lu () (g, T)) f(&1,Au(€,7)) smn{d{l dr)

elde edilir.

Holder esitsizligini uygulayalim.

1
2

M(t) s%\/?(f [;jﬂ(f(f T, o‘lu(k)) f(f,r,c/lut)> dfrdr>
0

- T 2 1/2
[ (£ ) = £(6 7,40 ) cosng df] dT>
- 0

|
TR
iP1s
e ~
QN

y 2 1/2
f (f(&nAul) - £(& 1, Au) ) sinng df] dr) .
Lo

+
“|ﬂ
(\
is
3N|,_\
\_/m»-a
:/_\
is
o
ENEN

ﬁl:l
YR
~
o\m
SN
o*n
\h
N\
>
ﬂ
LN
EN
i‘:
N’
\'5
~
\M
(-]
AN
S
N
v
a
Sy
&
v

Birinci integrale tekrar Cauchy esitsizligini uygulayalim.
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M(t) < %\/?jg(f f(f(f, T, dqugk)) _f(g,r,c/lut))zd Edr)

1

t 2
+%J%<ff0@uﬂ@%—f@uﬂwﬁhwa
00

= (T +2—n) l(j (f(f, 1, Aul) - f(&,1, c/lut))zd ng> _
0

c 3n
0

Lipschitz sartindan,

1

t 2
M(t) < (T + 2%) jg([ f b2(¢,7) (c/lugk) (&, 1) — Au.(é, T))z dgdt)
0

0

1

=<T+27n)\/§<ffb2(€,r) |ﬁ<k>(r)—ﬁ(r)|d5dr>2.
00

Tiimevarim hipotezi geregi Ilim ||17(k) () — 17(7)” = 0 oldugundan u(t) (3.9)

sistemini saglar.
Cozlimiin tekligini gdsterelim.

C_loz(t) L@, (t), by (D), ..., @y (£), by (D), }

v(t) = {

(3.9) sisteminin bir diger ¢6ziimii olsun.

1 ~ 1
Slao(®) — @ (®)] = —

[ | @-n0nau) - 16 avndsd
00
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1
2

<3 fo- v ([ focomo-rcsanad )
Lao® —ap@l <= = fEf(f(frﬂu)—f(fru‘lv))dfzdr
7 1% 0 =513 J 770 )T, . T, .

t m 2 :
1 /T3 2
0 0

|lan () — @, ()] =

1
2

iﬂ jf(f(f; T, Au,) — f(&,7, Av,) )sinn(t — 7) cos né dédr
00

<i<f sin? an(t — 1) dr) (J[ f(f(f T, Aug) — f(€,7, Avy)) cosnfdf] )

0

|an (t) — @n(t)] <—<f[ f(f(s‘ T, Aup) = f(§,7,Av,)) cosng df] )

Benzer olarak,

1
2

t T 2
_ T 2
b, () = by (t)| < \C/—; ( f [; f (f &, 7,Au) — f(€,7,Av,)) sinné df] dr)
0 0

bulunur.

n = 1,2, ... icin toplam alip Holder esitsizligi uygulayalim.

A 1/2
lu(t) —v(t)| < (T + —\/:> (f f b2(&,7)|u(t) — TJ(t)IZdEdT>
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2 t
() — 502 < T+%”jgzn ”bZ(f,r)m(t) — v(6)|dédx.
00

Burada Gronwall esitsizligini uygularsak;

t
maxg<r<7|U(t) — V(t)]|? < 0 X expj J b%(&,t)dédr = 0,
0 0

elde edilir. Boylece maxg<;<;|(t) — 2(t)|?> = 0 = u(t) = v(t) bulunur. Yani ¢6ziim

tektir. Boylece asagidaki teoremleri elde etmis olduk;
Teorem 3.1. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim;

1. f(x,t,u,) biitiin bagimsiz degiskenlerine gore D X (—oo, o0) bdlgesinde siirekli,

2. If(x, t,uy) — fx, t,v)| < b(x,t)|lus —vel, b(x,t) € L,(D), b(x,t) =0 ve

|42 2| e on <.

3. f(x,t,0) € L,(D),
4. ¢(0) = o(m), ¢'(0) = ¢'(m), p(x) € C*[0,m],
Y(0) =y((m); Y(x) € C[0,m].

Bu durumda (3.9) sistemi B Banach uzayinda tek ¢6ziime sahiptir.
Teorem 3.2. Teorem 3.1."in sartlar1 gerceklessin. Bu durumda (3.1) -(3.3) probleminin
tek bir zayif genellestirilmis ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim katsay1 fonksiyonlar1 D =

{(x,)|]0<x<m 0<t<T < }’de siirekli olan diizgiin yakinsak (3.6) serisi ile

verilir.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu ¢aligmada bir boyutlu dalga denkleminin baslangi¢c deger ve periyodik sinir
deger sarth V(x,t) € D == {(x,t)| —m < x < m, 0 <t < T} olmak iizere asagidaki

0%u 262u
o sz(x,t,ut); 0<t<T; m<x<m —0 < U <o)
u(x,0) = (x),u;(x,0) =yY(x); (—r<x<m)

u(—m,t) = u(m,t), uy(—m,t) = u,(mt); (0<t<T)(f €D x(—w0,00)

(ve Lipschitz sartin1 saglar) probleminin (zayif) genellestirilmis ¢oziimiiniin varligi ve

tekligi gosterilmistir.

Burada incelenen denklem bir lineer denklem tipidir. Lineer olmayan kismi tiirevli
denklemler icin bir genel ¢6ziim vermek imkansiz oldugundan lineer, yar1 lineer veya
hemen hemen lineer denklemler uygulamada 6ne ¢ikmaktadir. Bu tiir denklemler ¢esitli
baslangi¢c ve smir sartlarinda farkli yontemler uygulayarak pek c¢ok arastirmacinin
inceleme konusu olmustur (6rnegin Lavrenyuk and Ptashnyk, 1999; Bouziani and
Mesloub, 2002; Halilov and Ciftgi, 2009 vs.). Ancak Fourier yontemiyle periyodik sinir

sartli problemler nispeten daha az arastirilmistir.
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5. ONERILER

Burada elde ettigimiz sonuglar ve yaklasimlar i¢in aranan u(x, t) fonksiyonu ve
bilinen f (x, t, u;) fonksiyonu iizerine konulan kosullar biraz “agir” olabilir. Daha “hafif”
sartlar altinda problemin ¢oziimiiniin varliginin ve tekligini aragtirmak da olasidir, ancak

tahmin edilemeyen bir takim zorluklar ¢ikabilir.

Fourier metodu bazi lineer ikinci veya daha yiiksek mertebeden kismi tiirevli
diferansiyel denklemler i¢in periyodik smnir sartli karigik problemlerin ¢oziimiine de
uygulanabilir. Farkli baslangic ve sinir sartlar1 altinda genellestirilmis ¢oziim tanimlanip

problemin varlig1 ve tekligi incelenebilir.
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