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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Bir Boyutlu Konform Kesirli Mertebeden Dirac Denklemi
Giilafer ISTANBUL

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA

Agustos, 2025

Dirac denklemi, modern fizik tarihinde devrim niteliginde bir gelisme olarak kabul
edilmektedir. Roélatif kuantum mekaniginin temellerini atan bu denklem, yalnizca
elektronun yarim-spin (spin-'2) 6zelligini basarili bir sekilde agiklamakla kalmaz, ayni
zamanda karsit pargaciklarin (antiparcaciklar) varligini da dngorerek teorik fizikte yeni
bir donemin kapilarmmi aralamistir. Ayrica, hidrojen atomunun ince yapisina iliskin
spektrumun agiklanmasinda da biiyiik bir basar1 gdstermistir.

Bu tez c¢aligmasinda, klasik Dirac denkleminin bir genellemesi olarak
degerlendirilebilecek bir boyutlu konform kesirli mertebeden Dirac denklemi ele
aliacaktir. Bu calismada oncelikle konunun tarihsel gelisimi incelenmis ve konunun
anlasilmasina katki saglayacak gerekli on bilgiler sunulmustur. Ayrica, calismada
kullanilan baz1 temel kavramlara ve ilerleyen bdliimlerde ihtiyag duyulacak onemli
matematiksel sonuglara yer verilmistir.

Tezin ikinci ve tiglincii bolimlerinde, bir boyutlu konform kesirli mertebeden Dirac
denklemi ayrintili olarak ele alinmis; bu denklemin yapisi, matematiksel 6zellikleri ve
fiziksel anlam1 incelenmistir.

Son boliimde ise, s6z konusu Dirac denklemi i¢in tanimlanan bir boyutlu konform
kesirli mertebeden Dirac operatdriiniin disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri
arastirilmig ve bu genislemeler sinir kosullari cinsinden ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bir boyutlu konform kesirli mertebeden Dirac sistemi, simetrik
operatdr, kendine es operator, dissipatif operatdr, sinir deger uzayi, regiiler durum
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The Dirac equation is regarded as a revolutionary development in the history of
modern physics. As a foundational equation of relativistic quantum mechanics, it not only
successfully explains the half-spin (spin-'%) nature of the electron but also predicts the
existence of antiparticles, thereby opening a new era in theoretical physics. Furthermore,
it provides an accurate description of the fine structure of the hydrogen atom spectrum.

In this thesis, a one-dimensional conformable fractional-order Dirac equation,
which can be considered as generalization of the classical Dirac equation, is studied. The
work begins with an overview of the historical development of the subject, accompanied
by the necessary preliminary background to facilitate a better understanding of the topic.
Additionally, essential concepts and fundamental mathematical results used throughout
the thesis are introduced.

In the second and third chapters, the one-dimensional conformable fractional-order
Dirac equation is examined in detail. The structure of the equation, its mathematical
properties, and its physical interpretation are discussed comprehensively.

Finally, the one-dimensional conformable fractional-order Dirac operator
associated with the equation is analyzed in terms of its dissipative, accretive, and self-
adjoint extensions, which are expressed through appropriate boundary conditions.

Keywords: One-dimensional conformable fractional order Dirac system, symmetric
operator, dissipative operator, boundary value space, regular



1. GIRIS

Fonksiyonel analiz ve kuantum mekanigi gibi bircok matematiksel ve fiziksel
kuramda merkezi bir rol oynayan operatorler teorisinde, simetrik operatdrlerin
genislemeleri 6nemli bir aragtirma konusunu teskil etmektedir. Bu alandaki ilk sistematik
caligmalar, J. von Neumann tarafindan gergeklestirilmis olup, 1929 yilinda yayimladigi
calismasinda simetrik bir operatoriin hangi kosullar altinda kendine es (self-adjoint) bir
genislemeye sahip olabilecegini ve bu genislemelerin nasil insa edilecegini ortaya
koymustur (Neumann, 1929).

Von Neumann’in onciiliigiinii yaptig1 bu alana sonraki yillarda Krein, (1947; 1952),
Rellich, (1951), Birman, (1956), Vishik, (1952) ve Phillips, (1959) gibi aragtirmacilar
katkida bulunmus, simetrik operatorlerin ¢esitli tiirdeki genislemeleri iizerine 6nemli
sonuclar elde etmislerdir.

1969 yilinda Rofe-Beketov, simetrik operatorlerin genislemelerini lineer bagintilar
(linear relations) araciligiyla tanimlayarak alana farkli bir bakis agis1 kazandirmistir
(Rofe-Beketov, 1969). Rofe-Beketov, (1969)’un yontemi temel alinarak, simetrik
diferansiyel operatorlerin kendine es genislemelerinin sinir kosullar1 cinsinden ifadesine
yonelik bir¢ok ¢alisma gergeklestirilmistir. Bu dogrultudaki 6nemli katkilar Gorbachuk
ve Gorbachuk, (1984), Allahverdiev, (1995; 2013; 2014; 2016; 2019), Tuna, (2013), Tuna
ve Bayrak, (2018), Tuna ve Allahverdiev, (2018) ile Kholkin, (1981) tarafindan
sunulmustur. Simetrik operatdrlerin bunun gibi tiim genislemeleri ile ilgili daha ayrintili
bilgi i¢in Gorbachuk, vd., (1989) gibi ¢aligmalara bakilabilir.

Bu ¢aligsmalar, simetrik (6zellikle de tekil) diferansiyel operatorlerin spektral teorisi
ve kuantum mekanigindeki uygulamalar1 agisindan derin sonuglar dogurmus, teorik ve
uygulamali matematikte genis bir etki alan1 olusturmustur.

Tek boyutlu Dirac sistemi, kuantum mekaniginin temel ilkelerini yansitan ve
gercekci kuantum teorisinin matematiksel temellerini ortaya koyan 6nemli diferansiyel
sistemlerden biridir. Bu sistem yalnizca temel pargaciklarin davraniglarini tanimlamakla
kalmaz, ayn1 zamanda elektron spini kavramina dogal bir agiklama getirir ve anti-
maddenin varligini teorik olarak dngoriir. Dolayisiyla, Dirac sistemleri, hem kuramsal
hem de uygulamali fizik agisindan biiyiik bir 6neme sahiptir.

Bu baglamda, klasik Dirac sistemi ve onun genellestirilmis tizerine ¢esitli 6zellikler
literatiirde ele almmustir. Ozellikle Weidmann, (1987), Levitan ve Sargsjan, (1991),

Thaller, (1992) gibi arastirmacilarin kitaplarinda bu sistemlerin spektral teorisi, ¢cozim
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yapist ve fiziksel yorumlari {izerine kapsamli analizler yapilmigtir. Daha yakin donemde
ise Allahverdiev ve Tuna, (2017; 2020 ), bu sistemlere iliskin yeni yontemler ve sonuglar
ortaya koyarak kuramsal ¢er¢evenin gelisimine katkida bulunmuslardir.

Kesirli kalkiiliisiin gelismekte olan alt dallarindan biri olan konform kesirli kalkiiliis,
son yillarda birgok arasgtirmaciin dikkatini ¢eken dinamik bir arastirma alani haline
gelmistir. Bu alanin temelleri, Khalil vd. (2014) tarafindan atilmis olup, s6z konusu
calismada Konform kesirli tiirev olarak adlandirilan yeni ve nispeten basit bir kesirli tiirev
tanimi1 sunulmustur. Bu tanimin ardindan, Abdeljawad, (2015), konform kesirli kalkiiliisii
daha da gelistirerek sag ve sol konform kesirli tiirevleri, kesirli zincir kuralin1 ve yliksek
mertebeden kesirli integralleri tanimlamistir.

S6z konusu geligsmelerin ardindan, alana yonelik ilgi giderek artmis ve literatiirde
birgok onemli ¢alisma yer almistir (Abu ve Khalil, 2014a, b; Abdeljawad, 2015;
Abdeljawad vd., 2015; Anderson ve Ulness, 20153, b; Atangana vd., 2015; Chung, 2015;
Anderson, 2016; Benkhettou vd., 2016; Cenesiz vd., 2016; Eslami ve Rezazadeh, 2016;
Karayer vd., 2016; Khalil vd., 2014; 2016; Pospisil ve Skripkova, 2016; Tasbozan ve
Cenesiz, 2016; Wang vd., 2016; Abdeljawad vd., 2017; Al-Refai ve Abdeljawad, 2017;
Giilsen vd., 2017; Abdeljawad vd., 2018; Jarad vd., 2018; Allahverdiev ve Tuna, 2019).
Bununla birlikte, konform kesirli kalkiiliis baglaminda Dirac sistemlerine yonelik
calismalar oldukg¢a sinirlidir. Bu alandaki nadir ¢alismalardan biri Gulsen ve arkadaslari,
(2017) tarafindan gerceklestirilmistir. S6z konusu c¢alismada, keyfi bir zaman skalas1
tizerinde ayrik sinir kosullari ile Konform kesirli Dirac sistemi incelenmis ve klasik Dirac
sisteminin baz1 temel spektral 6zellikleri konform kesirli duruma basarili bir sekilde
genellestirilmistir. Allahverdiev ve Tuna, 2020 yilinda asagidaki formda bir konform

kesirli Dirac sistemini incelemistir:

0 —Ta) 1 (p(x) 0 ) Y1y _ 1
(Ta 0 (3’2) + 0 7r() (3’2) _)\(3’2) D
Burada A kompleks spektral parametredir ve p (.) ve r(.); [a, b] tizerinde, 0 <x <b <
olacak sekilde siirekli reel-degerli ve konform kesirli integrallenebilir fonksiyonlardir.
Bu sistemin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi arastirilmistir. Sonra formal kendine es olmayan
0z vektorlerinin ortogonalligi, Green matriksi, 6z vektorlerinin bir ortonormal bazi gibi

problemin bazi spektral 6zellikleri incelenmistir.



Bu tez galismasinda regiiler durumda (1.1) denklemi ele alinmistir. Bu denkleme
karsilik gelen operatorler i¢in sinir deger uzayi insa edildi. Siir kosullar1 yardimiyla tim

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. 0 < a < 1olmak iizere, f :[0,00) = R fonsiyonui¢in x > 0 daki f’

nin a mertebesinden konform kesirli tiirevi su sekilde tanimlanir:

flx+ ex'™9) —f(X)>

&

To f(x) = }g%( (2.1)

ve 0 noktasinda konform kesirli tiirev su sekilde tanimlanir:

(Taf)(0) = lim (T, f (x)) (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014),

Tammm 2.1.2. a mertebesinden bir f : [a,0) = R fonksiyonun a’dan baslayan sol

konform kesirli tiirevi su sekilde tanimlanir:

(T ) (x) = ggg)f(x * el _:)H) — f(x),o <a<1 (2.2)

a = 0 oldugunda T, yazilir. (a,b)’de (T,f)(x) varsa (T2f)(a) = xl_i)rglJr(Tc‘}f)(x)

(Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014).

Tamm 2.1.3. f fonksiyonu i¢in 0 < @ < 1 mertebesinde sagdan konform kesirli tiirev

su sekilde tanimlanir:

flx+eb-—x0)"" - f@)

&

aTf)(x) = —lim (2.3)

li
E—

Burada f, b’de sonlaniyor ve (ETf)(x) = lirgl_(ng)(x) (Abdeljawad, 2015;
X—

Khalil vd., 2014).

Lemma 2.14. f, g bir x noktasinda a (0 < a < 1) mertebesinden konform

tirevlenebilir olsun. O halde,



I Ta(zf + ﬁg) = ATa(f) + BTa(g): A, BeR,

. T,(fg) = fT.(g) + gT.(f),

f 9Ta(f)—fTa(g)
. T, (E) = — gz

iv. f diferansiyellenebilir oldugunda T2(f)(x) = (x — a)1~%f"(x),
v.Vn € R, T,(x" % ) (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014).

Tamm 2.1.5. 0 < a < 1 mertebesinde bir f fonksiyonunun a’ dan baslayan konform

kesirli integrali su sekilde tanimlanir:

Uz f)(x) = jf(t)da(t, a) = ](t — @) f(t)dt

Buna benzer olarak ,

b b
PIF)(x) = j (O dalb, ) = j (b— 0% f()dt

elde edilir (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014).
Lemma 2.1.6. Farz edelim ki f, (a, ) araliginda siirekli bir fonsiyon ve 0 < a < 1

olsun. O zaman, tim x > a igin;

Telgf (x) = f(x)

elde edilir (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014).
Teorem 2.1.7. f,g : [a,b] » R iki fonksiyondur. Oyle ki f ve g konform kesirli

tirevlenebilir olsun. O halde,

b b
J f)Te(g)()dalx,a) + J g T f(x)da(x,a) = f(b)g(b) — f(a)g(a)

elde edilir (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014).



[a, b] araliginda tanimli biitiin kompleks degerli fonksiyonlarin agsagidaki 6zelligi

saglayan uzay1 L2 (a, b) ile gdsterilecektir.

I71= (1 ras) ™ = (roretar) ” <o

L% (a, b) uzay1 asagidaki i¢ carpim ile bir Hilbert uzayidir (Wang vd., 2016).

b —
(f, )1 = f FG)gG)dx, f,ge 12(a,b)

Tanmim 2.1.8. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operatdr olmak {izere, 7 nin

tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,
(Th,t) = (b, T"t) (2.4)

esitligini saplayan T operatoriine T operatOriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektorler kiimesine T nin tanim kiimesi denir ve K (T™) ile gosterilir. T*

operatorii asagidaki ozellikleri saglar.

i. (T)y'=T
i. (AT)* = AT*
ii. (T+L)=T +L
iv. (T)" =LT*
v. |IT*|| = |IT|| (T sinirh iken) (Naimark, 1968).

Tamim 2.1.9. T* = T ise T’ ye kendine es operator adi verilir (Naimark,1968).

Tamim 2.1.10. Tanim kiimesin D (4) olan bir A lineer operatorii igin, f, g € D(A) olmak

lizere,

(Af.9) = (f,49)

esitligi saglanirsa A operatoriine Hermitian ismi verilir (Naimark,1968).



Tanim 2.1.11. A:D(A) - H lineer bir operatdr ve D(A) tanim bolgesi H Hilbert
uzayinda yogun olsun (D 4 = 17-[) Her f,g € D(4) igin,

(Af,9) = (f,49)

ise yani A € A” ise, A ‘ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tamm 2.1.12. D(U), U operatoriiniin tanim bdlgesi olmak iizere, her x,y € D(U) igin

(Ux,Uy) = (x,y)

ise U’ ya izometrik operator ismi verilir (Naimark,1968).
Tanmim 2.1.13. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tim H Hilbert
uzayina esit ise, U operatdriine liniter operatdr denir.

Sinirli bir izometrik U operatoriiniin tiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
U'u=U0U0"=1

olmasidir (Naimark,1968).
Tamim 2.1.14. T lineer operatdriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun

olmak tizere, her h € D(T) i¢in,
Im(Th,h) >0 (2.5)

ise T lineer operatdriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tamm 2.1.15. K Hilbert uzay, I'y, I';: Do+ — K lineer dontisiimler olsun.

i. f,g € Dy igin
. Af,9)—(f,4) = f T29)k—T2f , T19)k;

Keyfi F1,F, € K igin I'1f = F4,I',f = F; olacak sekilde bir f € Dy vektori vardir,
sartlarin1 saglayan (K,I'1,I';) Ugliisiine A operatoriinlin siir deger uzayr ismi verilir

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).



Teorem 2.1.16. n < o olmak lizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator i¢in
dimK = n olmak tlizere (K, I'1,I';) sinir deger uzayi vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Teorem 2.1.17. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin

(K=DIf +i(K+DIrLf =0 (2.6)
(K=DIf —i(K+DILf =0 (2.7)

kosulunu saglayan f € Dy+vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatoriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genigslemesi A* operatoriiniin (2.6) ve (2.7)
kosulunu saglayan f € Dy~ vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatOrii genisleme ile tek tiirli belirlenir. 7 Hilbert uzay1 tizerinde A operatdriiniin
maksimal simetrik genislemesi (2.6), (2.7) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son
durumda (2.6), (2.7) kosullari, C,  iizerinde kendine es operatér olmak {izere
(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(T1f +ilof) =T1f —ilLf, T1f +ilof € Dk (2.8)
Sirastyla
K(I'yf —il2f) = I'yf +il2f, T'if —il2f € Dk (2.9)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

IKFI < Il

saglayan lineer operatordiir. A operatdriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik

operator olmak {izere (2.8), (2.9) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Konform Kaesirli Dirac Sistemler

Bu boliimde bir boyutlu konform kesirli Dirac sistem igin bir varlik teoremi

verilecektir. Bu sistem

—Tay2 + p(X)y1 4
Ty = ve y = ,
Y { Tpy, +r(x)y, Y ( )

olmak tizere

Ty=1y,0<x<bhb<o (3.1
ile verilir. Burada A bir kompleks parametredir, p(.) ve r(.), [0, b] araliginda reel degerli
stirekli ve konform kesirli integrallenebilir fonksiyonlardir.

Simdi, asagidaki i¢ ¢arpim yardimiyla verilen vektor degerli fonksiyonlarin Hilbert uzayn,
H = L%((0,b); C?) uzay: tamtilacaktir:

b
(f.q) = ]0 (F(), g0 exdex,

burada (.,.)¢z, C*’de standart i¢ garpimi ifade etmektedir :

2
ENe =) 57
j=1

Teorem 3.1.1. ¢, ¢, € Cigin (3.1) denkleminin Hde,
(l)l(O,ﬂ) = Cl' ¢2(0,/1) = Cz, /1 € (C
kosullarini saglayan bir tek ¢oziimii

®,(x, 1)

d(x, ) = <q§2(x, P

) vardur. (3.2)



Her x € [0,b], @(x,A) A’nin bir tam fonksiyonudur.

Ispat. p(x) = r(x) = 0 olsun. O halde (3.1) denkleminin ¢oziimii;

U (e, ) = (J870) = 610106, 2) + 202(x,2) (x € [0,5],2 € C), le verilir. Burada

cos (f;cld“t)
—sin (f, Ad%t)

sin (f, 2d%t)

" ), A e Cdir.
cos (J; Ad%t)

p1(x,4) = ( )ve P,(x,A) = (

Sabitlerin degisimi yontemini kullanarak asagidaki integral denklem sistemi bulunur.

U(x,A) = ci1(x,A) + c20,(x, 4)

+f [p2 (6, DI (&, 1) — @1 (x, D3 (£, DIUDU (L, DAt
0

Burada x € [0, b], A € C, T matris transpoze islemini ifade eder ve

Qx) = (p%x) r(Ox)) dir.

x € [0, b] ve 1 € C i¢in asagidaki denklem elde edilir:

Uy(x, 1)

U, (x, /1)) = U,(x, 1)

U(x, 1) =<

— cos(fox Ad%t) sin (fot Ad“s)-
-+ sin([; 4dt) cos ([, Ad%s)|
- cos( [ Ad“t) cos (fotxld“s) -
+ sin(fox Ad®t)sin (fot Ad“s)_

p(OU,(t, 1)d*t

p()U,(t, D)d*t

_ cos(fox Ad%t) cos (fot )ld“s) -
+ sin(fox Ad%t) sin (fot Ad“s)
— - . . 3.3
cos(foxld“t) sin (fotld“s) 59

- sin(f(jc Ad%t) cos (fot ld“s)_

r(t)U,(t,A)d“t

r(t)U,(t, 1)dat

10



Ardisik yaklagimlar yontemini kullanarak (3.3) denkleminin bir ¢oziimii
olusturulacaktir. Bir {U,,(x, 1)};=, dizisini x € [0,b] ve 4 € C olmak tizere asagidaki

gibi tanimlansin:

Un+1(x, 1) = Uz(x, 1)

— cos( [ Ad“t) sin (fot Ad“s)-
+ sin(fox Ad%t) cos (fot /’ld“s)
I -_ cos(f(fld“t) cos (fotld“s) :
\ 0 + sin(fox Ad%t) sin (fot Ad“s)_
cos(fox Ad%t) cos (fot Ad“s)
+sin(f; 2d*t) sin (fot Ad“s)
| cos(fy 2d*t) sin (fot Ad“s)

- Uy (£, 1)d
J —sin(fox/ld“t) cos (fot/ld“s) " Y &

p(®)Usn(t, D)d"t

p(®)Usn(t, D)d*t

X

r(£)Uyy (t, 1) d%t

Simdi her A € C sabiti i¢in {U,(x,A)}y=, dizisinin diizgiin yakisak limitinin
(n = o0) var oldugunu ve (3.1) - (3.2) sisteminin ¢6ziimiinii tanimladig1 gosterilecektir.

A € C sabit olsun. N(A) ve A pozitif sayilar1 vardir dyle ki;

oy (e )| <2 1) =12,

,Eréf}),bs]lp(xﬂ 1,952%’bs]lr(x)l 2, maks[Ay, A;],

JN@ N .
Uy Ge D] < (el + o) 2 =22, j =12, x € [0,b].

O halde;

1U2(x, 1) = U (x, Dl

11



IA

< <N(A)A1

+ (N (DA,

< 2NODANTD %

fo l+ sin( x/’ld“ )cos j:/’ld“s>J

+

fo + sin ( fo x/ld“t) sin ( fo tm%)
o)

oo )
([ )

t
0 l+ sin (f Ad“ sm( Ad“s J
0 0

X
. cos(f ld“t) cos (f Ad“s)
0 0

r(t)U,,(t, A)d*t

e ([ ) |

N N
o=+ N4, — )

X
[Cane
0
X
[Case
0

N N
o+ N4, — )

a

p(t)U;1 (¢, 1)d%t

p(6)U;(t, D)d*t

‘r(t) Uy, (t, D)d%t

buradaki ||. || normu C?’deki uygun normdur. Benzer sekilde;

— A
1U3(x, 1) = U (x, DIl < 22N (D)

elde edilir ve matematiksel tiimevarim kullanarak asagidaki denklem elde edilir:

ZNZ(/’{)xza

2a?

n (AN()x*)"

1Un11(x,2) = Un(x, Dl < 27 (ND)) (@
2 (V)" (AN(A)x“)”

eEN:={1,2,..

serisi diizgiin yakinsak oldugundan Weierstrass testine gore;

12
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Us(6,2) + ) {Unia (2) = Un G, )} (36)
n=1

serisi [0, b]’de diizgiin yakinsaktir. O zaman bu serinin n. kismi toplami

n—-1
Un(62) = Uyt )+ ) (U (i ) = Uyt ),
n=1

bir @(x, 1) fonksiyonuna [0, b]’ de n — oo diizgiin bir sekilde yakinsar yani;

lim U,(x,A) = &(x, ).
n—-oo

n ilzerinde tiimevarim kullanarak U,(x,4) ve T,U,(x,A)’ nm siirekli oldugu

ispatlanabilir. Burada,

ToUn(x, 1) = c1Ta1(x, A) + 3 To9,(x, 4)

4 j (T2 (e, DT (6, 1) = Topr (6, D)l (6 DU Ui (8, A)d
0

ven = 1,2, .. tir. U,(x, 1) ve T,U,(x, A)’nin stirekli oldugunu kolayca elde edilir,
yani, ®(x,1) € H.
®(x, 1), (3.2) denklemini saglar, yani,

= (200)- ()

Simdi, @ (x, A) fonksiyonunun (3.1) denklemini sagladigi ispatlanacaktir:

x # 0 ise,

T,®,(x,2)

T,®(x,A) = (T , (x, 1)

) = ClTa(pl(xf A) + CZTa(pZ(x’ /1)

0

13



(3.1) denklemi ile

X X
T, cos (f Ad“t) = —Asin(f Ad“t),
0 0
X X
T, sin (f Ad“t) = Acos (f ld“t)
0 0

elde edilir. Oyleyse asagidakiler elde edilir;

X X
T,®,(x,A) = c T, cos <f Ad“t) + c,T, sin <J Ad“t)
0 0

— Tacos(fox Ad%t) sin (fot /’ld“s)-
+ T,sin(f; Ad®t) cos (fot Ad“s)_
T, cos( [ Ad“t) cos (fot Ad“s) _
|+7Te sin(fox Ad%t) sin (fot Ad“s)_
—r(x)®P,(x, 1) = —c; A sin(foxld“t) + c,A cos(fox/ld“t)
_ Asin( [ Ad“t) sin (fot Ad“s)

+ Acos(fox Ad%t) cos (fot Ad“s)
-—)\sin(fox Ad%t) cos (fot Ad“s)
|— Acos(f; Adet) sin ( f, Ad<s)
—1r(x)D,(x, 1) = (—r(x) + )D,(x, 7).

p()P,(t, 1)d*t

r(t)®,(t, A)d*t

p(t)®y(t, D)d*t

r(£)®, (t, A)dot

(3.1)’deki diger denklem benzer sekilde ispatlanir.

Simdi, (3.1) ve (3.2)’da tanmimlanan problemin bir tek ¢Oziimiiniin oldugu
gosterilecektir. Farz edelim ki, y,(x,1) ve ¥, (x, 1) bu problemin iki ¢dziimii olsun.
x(x, ) =,(x, ) —Y,(x, 1), x € [0,b] olacak sekilde tanimlansin. O zaman, y(x, A)
bu problemin bir ¢oziimidir. x;(0,4) = x,(0,4) = 0 esitligi asikardir. Basit bir

hesaplama gosteriyor ki;

— [y (r(® + Dot A)d“t)_ (3.7)

Jo (=) + Dxa (t, Hdot

x(x,2),r(x), p(x) siirekli olmak iizere N, ; ve M, ; pozitif sayilar1 vardir dyle ki;

x(x,A) = (

14



sup 1x: (e D = NV, sup |z (D) = N2,
x€[0,b] X€[0,b]

N, = maks{Nl(l),N)EZ) },
sup [ —rx)| = Mf), sup [A—px)| = MA(Z),
x€[0,b] x€[0,b]

M, = maks{Mf),Ml(z) }

O zaman asagidaki elde edilir:

llx Ce, DIl = |—f (—=7r(t) + Dy (t, A)d*t
0

+

f (=p(©) + D (6, Dt
0

[
0

k € N ve x € [0, b] olmak iizere k’de matematiksel timevarim uygulandiginda

a

X
< ZN)lMl = ZN/’LMA;

xk(x

knasknk
G Dl < 2HMENE =

(3.8)

elde edilir.
(3.7)’in k igin saglandigim varsayarak (k + 1) igin ispatlanacaktir. (3.7) diizenlenirse
asagidaki elde edilir:

| x G, DIl = |—f (=7(t) + Dy, (t, D)dt
0

+

j (—p(©) + Dy (6, D=t
0

X tka
—d%t
j;) akk!

x(k+1)a

< 2k+1M/‘]f+1N){c+1

_ ok+1pk+1p7k+1
= 2K+ k1N

15



Buradan, (3.8)’nin biitin k€N i¢in saglandigni  gosterilmektedir.

ka
lim szfo“% = 0 oldugunda biitiin x € [0,b] i¢in x(x, A1) = 0 elde edilir. Bu
tekligi ispatlar.

Simdi, x € [0,b] olacak sekilde, @(x,A)’'nin A’da tam fonksiyon oldugu
gosterilecektir. @(x,A1)’nin her T, diskinde analitik oldugunu kanitlamak yeterlidir,

burada Ty, := {4 € C: |1] < M}. Simdi timevarim ile asagidakiler ispatlanacaktir;

tim x € [0, b] icin U, (x, 1) analitiktir, (3.9)

0
tim A € Ty, icin a U,(x,1),(0,1) da stureklidir. (3.10)

@1(x,4) ve @,(x,1)’nin x € [0, b] i¢in A’ nin tam fonksiyonlar1 oldugu asikardir.
Buna ek olarak tiim A € C igin :7 Un(x, 1), (0,4)’da siireklidir. Boylece n = 1 i¢in (3.9)

ve (3.10) saglanir. Farz edelim ki, (3.9) ve (3.10) n > 1 i¢in saglansin. O zaman su elde

edilir:

0 0 *o
AUl = oG] el DA@ULE D
04 A=2, 04 1=20 Jo

d
2 o)
+6)l 1(xo )/1=/10

9 %o
L M R AR IO AN
oA A=10 Jo

a [ [*o
+‘P2(x0’/1)a< JO go{(t,&)ﬂ(t)un(t,@dat)
A=2g

9 (%
—<p1<xo,z>a( |RALICIAC A)d%) (311)
0

/’lzlo
(3.10)’ten dolay1 su sonug ¢ikarilir; her bir i = 1, 2 i¢in ;—A(piT(t, DA U, —1(t, 1)d*t,

(0, t)’ de siireklidir. Sonug olarak; |1 — A,| < 6 diskinde tiim A i¢in sabit C, § > 0 vardir,
oyle ki;

d
|55 (7 o DG U o 1)) s cn e,

16



Buradan,

fxo%T(t, NABU,(t,D)d*t (i=1,2,..)
0

a-integrallerine karsilik gelen serilerin A = A,” 1 bir komsulugunda diizgiin yakinsak
oldugu goriiliir. Boylece, (3.11)’deki tiirev ve integralin siras1 degistirilebilir. x, ve A,

keyfi oldugunda, tim x € [0, b] ve A € 'y, i¢in suna sahip olunur:

0 A

aUn+1(xJ )

-2 DT (&, DU, (E, ) Q(E)d”

2 UG- fo (9o DL DU D)

~ [ 22 (0ae D 6 DU DO (3.12)
0

(3.10)’ten dolayr (3.12)’daki integraller (0,A)’da siireklidir. Boylelikle;
2
oA
'y olacak sekilde Y'(xg), Y (x¢) > 0 vardir, dyle ki;

Ups+1(x, 1), (0,4)’da siireklidir. x, € [0, b] keyfi olsun. O zaman, i, j = 1,2 ve 1 €

Y (x0)
2

|04 (0, D) < ve |Uy;(x0, M| < Y (xo). (3.13)

Son olarak, matematiksel tiimevarim sunu verir:

(Y Ceo) ¥ (x0)x&)"
n!am '

”Un+1(xorﬂ') - Un(xO: 2-)” <2"
Sonug olarak; (3.6) serisi x = x, ile 'y, de @(x, A)’ya diizgiin bir sekilde yakinsar.
Bu yiizden @ (x, 1), I'y,’de analitiktir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

3.2. Kendine Es Konform Kesirli Dirac Sistem

Bu boliimde #’de bir kendine es (self-adjoint) konform kesirli Dirac sistemi ele

alinarak bu sistemin bazi spektral 6zelliklerini verilecektir.

17



Simdi,

Ty i= {—Ta)’Z + p(X)y1
—Toy1 + 1(X) Y2,
Ty = Ay, y = (;]1), 0<x<b<om, (3.14)
2

konform kesirli Dirac sistemi,

Li(y) :=kq11y1(0) + k15y,(0) = 0, (3.15)
Ly(y) :=ky1y1(b) + kppy2(b) = 0 (3.16)

siir kosullari ile ele alinmaktadir. Burada; A bir kompleks parametre, p(.) ve r(.) reel

degerli stirekli ve konform kesirli integrallenebilir fonksiyonlardir, k;; € R(i,j = 1,2)
ve k;; matrisinin ranki 2’dir.

Teorem 3.2.1. (3.14) — (3.16)’de tanimlanan sinir deger problemi H’de kendine estir.

Ispat. 11k olarak Green formiilii ispatlanacaktir. y, z €  olsun. O zaman su elde edilir:

b
(TY; Z) - (Y; TZ) = f (_Tayz + p(X)yl)Z_ldax
0

b
t f (Tayr + 1()y2)Z3d"
0

b
_f V1(—=Tyz, + p(x)z1) d%x
0

b
_] V2 (Tozy +1(x)z,) d*x
0
b —
= _j [(TaY2)Z_1 + ¥ (Tazl)]d“x
0

b ——.
+f [(TaJ’1)Z_2 + yl(TaZZ)]d“x.
0

Dolayisiyla su elde edilir:

(ty,2) — (¥,72)
b - b -
— [ 1o (m0nw) d + [ Trn@5w)dx
0 0

18



b
= J. Ta[yl(x)zz(x) - Zl(x)yz(x)]d“x.

[V, 2]y i= v1(0)3,(x) — 3,(x)y,(x)’ i tamimlayalim. Boylelikle su elde edilir:

(ty,2) — v, 13) = [y, 2], — [y, 2]o- (3.17)

Simdi L operatoriiniin kendine es oldugu kanitlanacaktir. y(.),z(.) € H olsun. O

zaman su elde edilir:

(ty,3) — v, 73) = [y, 3], — [y, z]o-

(3.15) ve (3.16) kosullart ile [y,z], =0 ve [y,3], = 0 oldugu anlasilir. Boylece

teoremi kanitlayan su esitlik elde edilir:

(ty,z) = (v,72) (3.18)

(Allahverdiev ve Tuna, 2020).
Lemma 3.2.2. (3.14) — (3.16) sinir deger probleminin tim 6z degerleri reeldir.

Ispat. Bir z(x) 6zvektorii ile bir u 6z degeri verilsin. (3.18)’den su elde edilir:

(tz,3) = (3,12) = (3,13) = [i(3, ). (3.19)
Bununla birlikte;

(t3,2) = (43, 2) = u(3, 2). (3.20)
(3.19) ve (3.20)’den su elde edilir:

wz,z) =i(z,2), (W—n(z3) =0,

z(x) # 0 oldugunda, u = jz elde ederiz (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Lemma 3.2.3. u; ve u, (3.14) — (3.16) ile tanimlanmis olan problemin iki farkli 6z

degeri ise 0 zaman v, Ve v, 6zvektdrleri ortogonaldir.
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Ispat. Sirasiyla, v, ve v, 6z vektorleri ile pu; ve u, iki farkli reel 6z deger olsun.

(3.18)’den su elde edilir:

b
(1 — 1) f (W1 (0), v () gzdx = 0.

Uy # Uy oldugunda v, (x) ve v,(x)’in ortogonal oldugu bulunur (Allahverdiev ve Tuna,

2020).
Simdi, y(x) = (ﬁg;) z(x) = (2%) olsun. O halde, y(x) ve z(x)’in

Wronskian’in1 sdyle tanimlariz:

Wy, 2)(x) = y1(x)z2(x) — 31 (x)y2 (x).

Teorem 3.2.4. Denklem (3.14)’in keyfi iki ¢6ziimiiniin Wronskian’1 x’ten bagimsizdir.
Ispat. y(x) ve z(x) (3.14)’in iki ¢oziimii olsun. Green’ in formiilii (3.17) ile su elde

edilir:
X X
f (ty, 8)c2d "t — j v, 2)c2d"t = [y, 2] — [, Zlo-
0 0
Ty = Ay Ve 15 = 17 oldugunda sunu elde ederiz:

X X
[ @i~ | (n72)pdve = 2l - .2l
0 0

A-2) f O, £)e2d®t = [y, 51x — [y, 5]y = 0.
0

O halde, W(y,z2)(x) = [y,3]x = [v,%]lo = W(y,%)(0) elde ederiz yani Wronskian
x’den bagimsizdir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Teorem 3.2.5. Denklem (3.14)’in herhangi iki ¢6ziimiiniin lineer bagimli olmasi igin
gerek ve yeter sart onlarin Wronskian’inin sifir olmasidir.

Ispat. y(x) ve z(x), denklem (3.14)’in lineer bagiml iki ¢6ziimii olsun. O halde, bir

sabit ¢ # 0 vardir oyle ki; y(x) = cz(x). Dolayisiyla,
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cz1(x)  cz,(x) _
z1(x)  z2(x) B

yi(x)  y2(x) _

WOD =0 mel~

Diger taraftan, Wronskian W (y, z) = 0 ve bu sebeple, y(x) = cz(x) yani y(x) ve z(x)
lineer bagimhidir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Lemma 3.2.6 (3.14) — (3.16) ’de tanimlanan problemin tim 6z degerleri geometrik
acidan basittir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Simdi, bir sonraki amacimiz 6z degerleri ve karsiik gelen 6z vektorleri

belirlemektir. ®,(x, 1) = (2”8 :3) ve &,(x,1) = (gmg g) 8;;(i,j = 1,2) nin
12 ) 22 )

Kronecker delta oldugu

CDU(O,A)Zé‘ i,j=1,2, AE(C,

ijr
baslangi¢c kosullarini saglayan (3.14)’in lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun. O zaman

(3.14)’in her ¢ozlimii,

y(x, 1) = K1 @1 (x, 1) + K, @,(x, 1)

seklinde ifade edilir ve burada K; ile K,, x’e bagimli degildir. Eger;

K1L1(<D1) + K2L1(d’1) =0,
KiLy (@) + KoLy (91) = 0,
lineer sisteminin asikar olmayan bir ¢oziimii bulunabilirse 0 zaman y(x, 1) ¢ozliimiine

(3.14)’in bir 6z vektorii denir. Dolayisiyla, A € R bir 6z degerdir ancak ve ancak

Li(®1) Li(P2)| _

AD =1, @0) L) =

0.

A(A) fonksiyonu (3.14) — (3.16) ile tanimlanan konform kesirli Dirac sistemi ile iliskili
karakteristik determinant olarak adlandirtlir. (3.14) — (3.16) ile tanimlanan problemin
0z degerleri A(A) fonksiyonunun sifir noktalaridir. @, (x, A1) ve @,(x, A1) her sabit x €
[0, b] igin A” da tam oldugundan A(X), A’ da bir tam fonksiyondur. Buradan; (3.14) —
(3.16) ile tanimlanan sistemin 06z degerleri limit sonsuza giderken sayilabilir

cogunluktadir.
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Teorem 3.2.7 (3.14) — (3.16) probleminin tiim 6z degerleri, A(1) fonksiyonunun sifir
noktalaridir.

ispat.

01(x, 1) = L1 (@)1 (x, 1) — L1 (@) P, (x, 1),
02(x,A) = Ly(@3)P;1(x, 1) — L (1) Py (x, 1) (3.21)

. 0:1,(x, A 0 A
ile 6;(x, 1) = (HE g 5) ve 6,(x, 1) = <922g /8) tanimlayalim. O zaman; 6, (x, 1)

ve 6,(x, 1), (3.14)’in ¢oziimleridir dyle ki:

6,(0,2) = (_a;jl) ve 6,(b,2) = (122 ). (3.22)

—az
Diger taraftan su elde edilir:

W(61(x,1),0,(x, 1))

011(x, 1)  012(x,2)
021(x, 1) O52(x, 1)

=0;,(x,1)0,,(x,1) — 0,,(x,1)0,,(x, 1)

= (L1(@)@11(x, 1) — L1 (P1) P21 (x, 1))

X (Ly(@2)@12(x, 1) — Ly (@1)P45(x, 1))

—(Ly (@) P15(x, 1) — Ly (@1)P,5(x, 1))

X (Ly(@2)@11(x, 1) — Ly (@) P44 (x, 1))

= Ly (@5) Ly (D7) (= P11 (x, P25 (x, 1) + @15 (x, )P,y (x, 1))

+L1 (D) Lo (D) (P11 (x, D) P2y (x, 1) — @15 (x, ) Dy1(x, 1))

= (@11 (6, D P,5(x, 1) — D15 (x, )Py (%, 1))

X (L1 (@) Ly (@) — L1 (P;)L,(P1))

= W (P, (x, 1), D,(x,1))A) = AQD). (3.23)

Ao, (3.14) — (3.16) ile tanimli problemin bir 6z degeri olsun. A, € R oldugundan,
0;(x,49) (i =1,2) reel degerli olarak alinabilir. O halde, (3.23) ile 6,(x,4,) ve
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0,(x, Ag) lineer bagimli eigen fonksiyonlaridir. Dolayisiyla sifirdan farkli bir 1y vardir,
oyle ki;

0, (x, A9) = 1901 (x, Ap).

(3.21) ve(3.22)’dan su elde edilir:

6021(0,4) = noa12 = 19611(0,2),
6022(0,9) = =11 = —1012(0,1). (3.24)

(3.17)’de y(x) = 0,(x, 1) ve z(x) = 6,(x, Ay) alirsak su elde edilir:
b
0= 20) [ (8,0,20,6,x,20)) %
0

= _(921(17' 1)03,(b, Ag) — 021(b, A9) 02, (b, /1))

- (921(19» A)(—ern (b, /10)) —19611(b, 1)02,(b, /1))
= 770(911(17' A)HZZ(bJ A) - 912(bi /1)921(19,1))
= UOW(91(X» 1), 0,(x, /1)) = noA(A).

A(A), A’da bir tam fonksiyon oldugunda su elde edilir:

iA(A) = lim A,

— a
AT f@z(x Ag)d%x # 0.

Sonug olarak; Ay, A(A)’nin bir basit sifiridir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

3.3.  Green Fonksiyonu

Bu boliimde asagidaki sistemin ¢oziimii incelenecektir:

Toy, + {=2+p()}y: = fi(x), (3.25)
Toyr + {2+ 1)}y, = (%), (3.26)

burada; 0 <x<b <o, p(.) ile r(.) [0,b]’de reel degerli siirekli ve kesirli

fC)
f2()

asagida verilmis olan sinir kosullarini saglamaktadir:

integrallenebilir fonksiyonlardir ve f(.) := ( ) EXH. Bu sistem((3.25) — (3.26))

Li(y) :=kq11y1(0) + kq2y,(0) = 0, (3.27)
Ly(y) := kp1y1(b) + kppy2(b) =0, (3.28)
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burada; k;; € R (i,j = 1,2) ve k;; matrisinin ranki 2’dir. Boylece (3.25) — (3.28)

sisteminin Green fonksiyonu olusturulacaktir.

Teorem 3.3.1. A, (3.14) — (3.16) ile tanimlanan problemin bir 6z degeri degil ise

homojen olmayan (3.25) — (3.28) sistemi, herhangi bir f(x) vektor-deger fonksiyonu

i¢in ¢oziimlenebilirdir. Aksine 4, (3.14) — (3.16) ile tanimlanan problemin bir 6z degeri

ise homojen olmayan (3.25) — (3.28) sistemi genellikle ¢6ziimsiizdiir.

Ispat. Green matrisi su sekilde tanimlayalim:

HZ(x) A)H{(tl /1)
I— AC) , 0<t<x
G(x, t,A) =

L— HZ(x'/AU(% (t'/D, x <t<b.
Simdi,
b
y(x, A) =f G(x, t,)f(t)d“t
0

fonksiyonunun (3.25) — (3.28) sisteminin ¢oziimii oldugu ispatlanacaktir.

Green matrisinin tanimi ile su ifade elde edilir:

1051, 1) 6118, 1) 021 (x, 1) 012(8, 4)
o] A® (ezz(x.Awn(t.szz(x,mlz(w)' O=st=x
B _L(911(95:/1)921(t'/1)911(95'/1)922(@1)) x<t<bh
A) \B12(x, 1)0,1 (8, 1)012(x, 1) 022 (8, 1)) -
Buradan;
G(x, t,)f(t)

1 (0,10, )01 (&, D1 (1) + 021 (x, D)O12(t, D) f(t)
‘m<922(x, DO + Bos(r (e D) 0SS
_L(Qll(x'/l)021(til)f1(t) + 911(x'l)922(t'ﬂ)f2(t)> x<t<bh

A) \O12(x, )01 (£, D f1(t) + 012(x, 1)022(t, D) f2 (D))’ -

(3.30)’dan sunlar elde edilir:
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921
700 = =28 [ (0010 + 0026 D)%

b
A((;C\) )f (921(t MDfi(t) + 05,(t, l)fz(t))da (3.31)
6022
y2(x, 1) = — A(())C\) )f (911(t D) + 0:1,(¢, A)fz(t))da
9
12((;) )f (921(t Dfi(t) + 6, (¢, /sz(t))da (3.32)

(3.31)’den dolayi su sonug ¢ikar ki;

Tayl(x'l)
Ta921(x,/1) * a
_W—[o (911(t: Dfi(t) + 65,(t, A)fz(t))d t

To6011(x,2) (P
_$L (621t Vi () + 052 (8, D f>())dt

1
AO\) —=W(04,0;)f>(x)

622 (x, 4 i
= ZZ((;) ){—A+r(x)} fo (611 (& Dfi(6) + 12 (t, D (D) d“t

91 ,/1 b
+ Z((’;) ){—/1+r(x)}fx (851 (6 D f(6) + 050 (t, D () d%¢ + £, (x)

0,,(x, 1) (* )
AQD) JO(Bll(t'/l)ﬁ(t)+912(t,l)f2(t))d t

012(x, 1) (P
+H{—1+ ()} A(&) ) J (621 (&, Dfi () + 022 (8, D f(£))dt + fr(x)

= {=1+7r()}

= —{-1+71@)}y.(x) + f2(x).
(3.25)’in dogrulugu benzer sekilde ispatlanir. Dolayisiyla (3.30)’teki y(x, 1) fonksiyonu
(3.25) ve (3.26) sisteminin ¢oziimidir. (3.30)’tin (3.27) ve (3.28) kosullarini
sagladigin1 hemen kontrol edilebilir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).
Teorem 3.3.2. (3.29)teki formiil ile tanimlanan Green matrisi su 6zelliklere sahiptir:
i.  G(x,t,A) Green matrisi tektir.
ii.  G(x,t 4), (0,0) noktasinda siireklidir.
iii. G(x,t,A)=GT(t,x Q)
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Iv. Ay, A(1)’nin bir sifir noktasidir. O halde 4,4, G (x,t, ) matrisinin bir basit kutbu
olabilir. Oyleyse su elde edilir:

—o(x)o(t)

I G(x,t,2),

G(x, t,A) =

Burada G (x,t, 1), 1o 1n komsulugundaki A’nin bir analitik fonksiyonudur ve o(x), 1,’a
karsilik gelen normallenmis bir eigen fonksiyonudur.
Ispat. i. Tam tersine farz edelim ki; (3.25) — (3.28) sistemi i¢in ikinci bir G(x,t, 1)

Green matrisi vardir. (3.30) formiilii ile su elde edilir:

b
f {G(x,t,2) — G(x, t, D}f()d%t = 0.
0

~ T
F(O) = ((x, t,1) —G(x,t, /1)) alahm. O zaman;

b
f |G(x,t, 1) — G(x, t,/l)llzzd“t = |6Gx, t,) = G(x 1, D) = 0.
0

Oyleyse; G(x,t,A) = G(x,t, 1) sonucu ¢ikar.

3.4. Eigen Fonksiyonu Acilim Formiilii

Bu boliimde, (3.25) — (3.29) sinir deger probleminin sonsuza giderken sayilabilir
bir 6z deger dizisinin varligini ve karsilik gelen 6z vektorlerin H ’nin bir ortonormal
bazini olusturdugunu kanitlanacaktir.

Simdi, asagidaki tanim ve teoremler verilmektedir.

Tamm 3.4.1. 0 < x ve t < b olmak iizere iki degiskenli C?’deki M(x,t) matris-deger

fonksiyonu eger;

b b
j j M, 0|2 dxdt < +o0
0 0
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ise a-Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi olarak adlandirilir.(Allahverdiev ve Tuna, 2020).
Teorem 3.4.2.

A operatorii agagidaki formiil ile tanimlansin:

Alxi} = i}

Burada;

yi= ) au¥ei=12,. (3.33)
k=1

Eger

Z la]? < +o (3.34)

i,k=1

ise A operatérii I? dizi uzayinda kompakttir (Naimark, 1968).
Teorem 3.4.3. (Hilbert-Schmidt) A, bir H Hilbert uzayimda kompakt, kendine es operator
olsun. O halde, A’nin 6z vektorlerinin bir ortonormal sistemi @4, @, ... ile buna karsilik

gelen sifirdan farkli 6z degerleri A4, A, ... vardir dyle ki; her x € H elemani

xzzcnfpn+x’

n

formunun tek tiirlii bir temsiline sahiptir. Burada x', Ax" = 0 sartin1 saglar. Dahast;

Ax = Z AnCn ©n
n

ve sonsuz say1ida sifirdan farkli 6z degerin var oldugu durumda

lim 4,, = 0 (Kolmogorov ve Fomin, 1970).
n—->oo
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Tim y € H vektorlerinin lineer kiimesini D; seklinde ifade edelim oyle ki; L;(y) =
0,L;(y) = 0. Ly = 7Y esitligi ile D; tizerinde L operatorii tanimlayalim. L operatoriiniin
(3.14) — (3.16) ile tanimlanan konform kesirli Dirac problemi ile ayn1 6z degerlere sahip
oldugu hemen anlagilir. A = 0’ 1n bir 6z deger olmadig1 varsayiminda genellik kaybi
yoktur. O zaman, L = {0}. Boylelikle, (Ly)(x) = f(x), f(.) € H probleminin ¢éziimii

su sekilde verilir:

b
y(x) = f G(x, t)f(t)d“t,

burada;

EACLHO)

J—W, 0<t<x

- . 1, U2

G(x,t) =G(x,t,0) = _BI(X)HZT(t) <t<b. (3.35)
" Weonap * <=

Teorem 3.4.4. (3.35) ile tanimlanan G (x, t), bir a-Hilbert-Schmidt ¢ekirdegidir.

Ispat. (3.35) formiiliin iist yarisina gore,

b X
j d“xj G (x, t)]|? d*t < +o0;
0 0

(3.35) formiiliin alt yarisina gore,

b b
f d“xf G (x, )| d*t < +o0
0 X

elde ederiz ¢iinkii; i¢ integral vardir ve L%(0,b)’ye ait 0;;(x)60),(t) (i,j, k, 1 =1,2)
carpimlarinin lineer bir kombinasyonudur ¢iinkii ¢arpanlarin her biri L% (0, b) X L% (0, b)’

ye aittir. O halde su elde edilir:

b b
f f G (x, O|I? d*xd%t < +oo. (3.36)
0 Yx

(Allahverdiev ve Tuna, 2020).
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Teorem3.4.5.

b
S0 = f G (x, Of (D)det

formiilii ile tanimlanan S operatorii kompakt ve kendine estir (Allahverdiev ve Tuna,
2020).
Ispat. ®; = @;(t),i € N; H’nin bir tam, ortonormal bazi olsun. G(x,t), a-Hilbert-

Schmidt ¢ekirdegi oldugundan su tanimlanabilir:

b
X = (1,9 = [ (FO,2(0)
0
b
yi= @) = [ (90,90) %,
0

b rb
ay = f f (G (x, )P (x) ,cpk(t))(cz d%xd®t, i,k € N.
0 YO0

o halde, H izometrik olarak I? ile eslenir. Sonug olarak; integral operatoriimiiz bu esleme
ile 12 uzayinda (3.35) formiilii ile tanimlanan operatdre doniisiir ve (3.36), (3.34)
durumuna déniistiiriiliir. Teorem 3.4.2. ile bu operatér kompakttir. Oyleyse orijinal
operator kompakttir.

f,g € H olsun. G(x,t) = GT(t, x) olacak sekilde ve G(x,t) C*>’de [0,b] X [0, b]

tizerinde tanimlanan bir matris-deger fonksiyonu oldugundan, su elde edilir:

b

G(x, t)f(t)d*t, g(x)) d%x

(CZ

(Sf.9) = jo b(<5f)(x>,g<x>)czd“’“ = job Oo

b b
= f <f(t).f G(x, t)g(x)d“x) a“t = (f,5g).
0 0

(CZ

Boylelikle, $’nin kendine es oldugunu ispatlanmis olur.
Teorem3.4.6. L operatoriiniin 6z degerleri, siralanabilen reel sayilarin sonsuz bir {1, }7-

dizisini olusturur oyle ki;

4] <|Ao] <o <Ap| < v =00, n— o0,
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L’nin normallestirilmis 6z fonksiyonlarinin kiimesi H i¢in bir ortonormal baz olusturur.

Ispat. 3.4.3 ve 3.4.4 teoremlerine gore S, lim &, = 0 olmak iizere sifirdan farkli reel 6z
n—->0oo

degerlerin bir {¢,},—; sonsuz dizisine sahiptir. O halde,

1

/1 = — — 00,
Il =12

n — oo,

Ayrica {¥n}me1, {Enlneq ne karsilik gelen bir ortonormal 6z fonksiyonlar kiimesini

gostersin. Boylece;

y=S8f= Z (s xn)xn = Z $n(TY, Xn) Xn
n=1 n=1

= i T ) Xn = i $n (¥, Xn) X
n=1 n=1

(Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Ornek 3.4.7.
—Tay2 = A1,
3.37
{ Tayl = Any ( )
konform kesirli Dirac sistemini,
L,(y) = y,(0) =0, Ly)=y.(1)=0 (3.38)

Dirichlet kosullari ile ele alinacak olursa (3.37)’in ¢6ziimleri sunlardir:

&.(x.2) cos fox Adet
x, 1) = ,
' —sin [ Ad*t
X
sin [~ Ad%t
D, (x, 1) = 0 .
(1) <cos fox )ld“t)

O zaman, (3.37)’in 6z degerleri su determinantin sifirlaridir:
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Li(®1) Li(P2)

AD =1, L@y

X
= —sin (f Ad“t) .
0

Dolayisiyla, {4, }n-, 6z degerleri sin( ) Ox Ad* t)’nin stfirlaridir ve

{(sin fgld%)}oo
x a
cos [, Ad*t -
eigen fonksiyonlarina karsilik gelen Lé((O,l); (Cz)’nin bir ortogonal bazidir. Acikga

goriiliir ki;

6, (x.2) sin foxld“t
x,A) = ve
! cos fox/'ld“t

sin (fol Ad“t) cos( [ Ad*t) — cos (fol Ad“t) sin(f; 2d*t)

@ A) = 1 x 1 X '
1) —sin (fo Ad“t) sin(f; 2d%t) — cos (fo Ad“t) cos(f; Ad*t)

Dolayistyla A bir 6z deger degil ise Green matrisi su sekilde ifade edilir:

6, (x, )] (t,2)

, <t<x
sin ([ Ad<t)
G(x,t, 1) =
(.8, 4) 8, (x, )61 (t, )
—— I , x<t<1.
sm(fo/ld“t)

(Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Ornek 3.4.8. Simdi (3.37) denklemini Neumann sinir kosullar1 olan

Li(y) =y,(0) =0, L,(y) =y,(1) =0

ile ele alinacak olursa sunu elde ederiz:

X
= —sin (f /'ld“t) )
0

Li(®1) Ly(P2)

AD =10 L@y
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Boylece {4, }y=1 0z degerleri sin( ) (;x /’Ld“t)’nin sifirlaridir. Buna ek olarak;

cos fox/ld“t
0:(x, 1) = T ve
—sin [ Ad*t
1 X 1 x
cos ([ Ad%t) cos([, Ad%t) + sin( [  Ad“t)sin([ Ad%t)
0,(x,2) = Uy 20t sl Up 2a<¢) i

— cos (fol Ad“t) sin(f(f Ad%t) + sin (fol Ad“t) cos(f(f Adet) .
A bir 6z deger degil ise Green matrisi su sekilde ifade edilir:

t<x

) —_ —_

(92 (x, )07 (¢, 2)
sin (fol Ad“t)

01 (x, 161 (t, 1)
sin (fol Ad“t)

(Allahverdiev ve Tuna, 2020).

G(x, t, 1) =

, x<t<l1.

Ornek 3.4.9. Burada (3.37) su smir kosullari ile ele alinacaktir:

Li(y) =y,(0) =0, L,(y) = y.(1) + y,(1) = 0.

O zaman su elde edilir:

Li(®1) Li(P2)

AD =1, L@,

1 1
= —CoS <f Ad“t) —sin <J ld“t).
0 0

Bu problemin 6z degerleri agagidaki denklemin ¢oziimleridir:

1 1
cos (j Ad“t) = —sin (f Ad“t).
0 0

0 (x, 1) ve 6,(x, A) fonksiyonlar su sekilde ifade edilir:
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—sin fild“t) e

0,(x, 1) =
(6. 4) <—cosf0x/’ld“t

sin (fol Ad“t) cos(f(fld“t) + cos (fol Ad“t) cos(f(f Ad%t)
0,(x,4) =
Go ) + sin (fol Ad“t) sin(f; Ad*t) — cos (fol Ad“t) sin(f; Ad*t)

<— cos (fol Ad“t) sin(; 2d*t) — sin (fol Ad“t) sin( 2d*t)
+ .
)

— cos (fol /’ld“t) cos(fox Ad%t) + sin (f01 Adet cos(fox Adet)
A bir 6z deger degil ise Green matrisi su sekilde ifade edilir:

( 1 T
0,(x,1)0;(t,1), 0<t<x
sin (fol Ad“t) + cos (fol Ad“t) : '

1
sin ([ Ad<t) + cos ( f, 2d=t)
(Allahverdiev ve Tuna, 2020).

G(x, t,A) =

0, (x, )05 (t, 1), x<t<1.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu kisimda, regiiler konform kesirli Dirac operatorleri igin bir sinir deger uzayi1 insa
edilecektir. Siur kosullar1 a¢isindan, tiim maksimal dissipatif, akretif, kendine es ve diger

genislemeleri karakterize edilecektir.

Asagida konform kesirli dinamik Dirac sistemi ele alinacak olursa:

Y1y(§) = y(§),§ €(0,b), 0<b<co. (4.1)

Burada
w@=(n 0GR )G

A€C, p(.)ver(.) gergek deger fonksiyonlar1 (0,b) de tanimhidir ve p(.),r(.) €
LL (0, b).

Dirac sisteminden operatorlere gegis yapmak igin asagidaki Hilbert uzayi tanimlanir:
3 :=12((0, b); C2).

Bu uzay (0, b) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonsiyonlardan olusur ve i¢ ¢arpimi

su sekilde tanimlanir:

b
(. e = j (F(©), 9(6)) 2.

x(&, 1) ve z(€, A) ¢oziimleri icin Green formiilii agsagidaki gibidir:

b b
f ()@, 2(8)) ,d“€ - f (D@, XD©®)d% =[xz, [x.2]y,  (42)
0 0

burada
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[x, z]g 2= Wo (x, 2)(§) = x1(§)22(8) — 21($)x2(8)

seklinde tanimlanir (Allahverdiev ve Tuna, 2020).

Dpmaks, V= G}I;) € H seklindeki tiim fonksiyonlardan olusan kiime olarak

tamimlanacaktir. Burada y; ve T,y; (j = 1,2), (0,b) araliginda siirekli fonksiyonlardir

ve Y(y) € H. Dyaxs Uzerinde T4, maksimal operatorii T4y = Yy esitligiyle

tanimlanir.

Dpin, tim y = (zz) € Dyaks vektorlerinin olusturdugu ve asagidaki kosullar saglayan

lineer kiimesi olsun:

y1(0) = y,(0) = y,(b) = y,(b) = 0. (4.3)

Eger ', 4ks Operatoriini D,,;,, kiimesine kisitlarsak I',,,;, minimal operatorii elde edilir.

*
min

Buradan T’
1968).

Tamim 4.1. Bir 7 Hilbert uzaymda tanimli tanim kiimesi D (M)’ de yogun olan bir M
lineer operatorii, her f € D(M) i¢in Im(Mf, f) < 0 (Im(Mf, f) = 0) saglaniyorsa

dissipatif(accumulative) olarak adlandirilir (Allahverdiev, 2003).

= ['naks V€ Tin’in kapali simetrik oldugu acik¢a goriiliir (Naimark,

Tammm 4.2. H Hilbert uzayinda tanimh (H, P, ®,) tglisii kapali, simetrik bir M
operatoriiniin sinir degerler uzayi olarak adlandirilir. Eger I'; ve I', D(M)'den H'ye lineer

dontistimler olup

i. Her (f,g) € DIM*)M™f, g)ye — [, M"g)ac = P1f, P29)3c — (Pof, D19) 31
“ Her Fl'FZ EH lg:ln Flf = F1 ve sz = Fz

olacak sekilde bir f € D(M™) vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984).

Simdi regular konform kesirli Dirac operatorleri ele alinacak olup tiim maksimal,
dissipatif, accretive, self-adjoint ve diger genislemeleri sinir kosullar1 araciligiyla
tanimlanacaktir.

Teorem 4.3. 2, ve 2,, Dpars'tan C?'ye lineer doniisiimleri asagidaki gibi tanimlansim:
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0% = (;’Il(gg)) Q% = (Z%) (4.4)

O halde (C?, 24, 2,) iicliisii I',,;;, operatdriiniin bir siir uzayidir.

Ispat. Her x, z € D, 4. icin

(4%, 032) — (%, 042) = —x1(0)Z3(0) — x2(0)21(0) + x5 (b)Z2(b) — x2(b)Z1(b).
Buradan su bulunur:

(21x,2;7) — (%, 0,2) = [x,2], — [x, 2],

(4.2)’teki Green formiilii bize sunu verir:

(21x, 052) — (2%, 0,2) = (TrparsX, 2)g — (X, Trmaks2)n»

Bu ifade sinir degerler uzaymin tanimindaki birinci kosulun (sinir deger uzayimin var

olmasi i¢in gerekli olan simetri kosulunun) saglandigini gosterir.
Simdi ikinci sart ispatlanacaktir. u = (ul) v = (vl) € C2 verilsin. O halde vektor deger
S p : uz 4 UZ * g

fonksiyonu

y(© = (J}) = (O () + @Ov @ + B 1) + £V (©),
Burada

aq1(&)
aq2(8)

a1($) B11($)

0 © = (g = (22 10 = () 410 = (g ) e

asagidaki kosullar saglasin:

a11(0) = =1,a15(0) = ay,(b) = ay,(b) =0,
a22(0) = 1,21 (0) = az1(b) = az,(b) =0,
B11(b) = 1,B11(0) = B12(0) = B12(b) =0,
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B22(b) =1, 521(0) = B21(b) = B22(0) =0

Bu eleman D,,,, kiimesine aittir ve 2,y =u, 0,y = v.

O zaman Teorem 2.1.16 dan asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.4. C? de keyfi bir K daralan déniisiimii (contraction) i¢in, I',,;,, operatdriiniin

X € Dpars 0lmak tlizere

(K—Dox+i(K+DR,x=0 (4.5)
ya da
(K—Dox—i(K+1)2,x=0 (4.6)

sartlarin1 saglayan fonksiyonlar kiimesine kisitlanmasi sirasiyla I',,;, operatoriiniin
maksimal dissipative ve maksimal accretive genislemesidir.

Tersine T, operatoriiniin her maksimal dissipative(accretive) genislemesi [y qks
operatoriiniin (4.5) ((4.6)) kosulunu saglayan x € D,,,xs fonksiyonlar1 kiimesine
kisitlanmasidir ve bu genisleme, contraction (daralan doniisiim) K'yi tek tiirlii olarak
belirler. Eger K bir izometri ise (4.5) ve (4.6) kosullari, I',,;,, operatoriiniin H uzayindaki
maksimal simetrik genislemelerini verir. Eger K tniter ise; bu kosullar self-adjoint
genislemeleri tanimlar.

Ozel olarak,

x1(0) — hyx,(0) =0
x1(b) — hyx,(b) =0

Sinir kosullar1 Im h; = 0veya h; = o ve Imh, > 0veya h, = o (Imh; = 0veya

h, = cove Im h, = 0 veya h, = ) I',;, operatoriin maksimal dissipative(self-adjoint)

genislemelerini ayrilmig sinir kosullar ile tanimlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Dirac sistemi, modern teorik fizigin temel taslarindan biri olarak kabul
edilmektedir. Bu sistem, elektron spinini dogal bir bicimde tanimlamasi, antimaddenin
varligin1 6ngérmesi ve hidrojen atomunun spektrumunu yiiksek bir dogrulukla yeniden
tiretmesi gibi ¢1g1r agici 6zelliklere sahiptir. Paul Dirac tarafindan gelistirilen bu denklem,
relativistik kuantum mekanigi ¢ergevesinde pargaciklarin davranislarin1 anlamada kritik
bir rol oynamis ve kuantum elektrodinamiginin temellerini atmistir. Dirac sisteminin
ortaya koydugu teorik sonuglar, yalnizca temel pargacik fiziginde degil, ayn1 zamanda
kat1 hal fizigi ve kozmoloji gibi farkli disiplinlerde de 6nemli uygulama alanlari
bulmustur. Tiim bu nedenlerle, Dirac sistemi giiniimiizde halen ¢ok sayida arastirmacinin
ilgisini ¢geken ve iizerine yogun ¢alismalar yiiriitiilen bir konu olmaya devam etmektedir.

Bu tez calismasinda,

(0 —Ta\(N (p(f) —Ta> Y1
Yly(‘c)'_(Ta 0)(J’z)+ T, 1) (yz)
olmak tizere

Y,y(8) = Ay(§),§ € (0,b), 0<b<oo

konform kesirli Dirac sistemi ele alimmistir. Burada A € C, p(.) ve r(.) gergek deger
fonksiyonlar1 (0, b) de tammmhdir ve p(.),7(.) € LL (0, b).

Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal operatérler ve maksimal operatorler
tanimlandi.

0, Ve 2,, Dypars'tan C?'ye lineer doniisiimleri asagidaki gibi tanmimlandi:

2= (Gt ) 22 = (o)

Bu doniisiimler yardimiyla sinir deger uzayi olusturuldu. Bu kavram yardimiyla asagidaki
sonug elde edildi:
C? de keyfi bir K daralan doniisiimii (contraction) i¢in, [',,;,, operatdriiniin x € Dy, qps

olmak lizere
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(K—Dox+i(K+12,x=0 (5.1)

ya da

(K—Dox—i(K+DR,x =0 (5.2)

Sartlarim1 saglayan fonksiyonlar kiimesine kisitlanmasi sirasiyla T[,,;, operatoriiniin
maksimal dissipative ve maksimal accretive genislemesidir.

Tersine T,,;, operatoriiniin her maksimal dissipative(accretive) genislemesi [, qks
operatoriiniin  (5.1) ((5.2)) kosulunu saglayan x € D,,,, fonksiyonlar1 kiimesine
kisitlanmasidir ve bu genisleme, contraction (daralan doniisiim) K'yi tek tiirlii olarak
belirler. Eger K bir izometri ise (5.1) ve (5.2) kosullart, I';,;;, operatoriiniin H uzayindaki
maksimal simetrik genislemelerini verir. Eger K tniter ise; bu kosullar self-adjoint
genislemeleri tanimlar.

Ozel olarak,

x1(0) — hyx,(0) =0
x1(b) — hyxy(b) =0

Sinir kosullar1 Im h; = 0veya h; = o ve Imh, > 0veya h, = o (Imh; = 0veya
h, = oo ve Im h, = 0 veya h, = o) I';,;, operatoriin maksimal dissipative(self-adjoint)

genislemelerini ayrilmig siir kosullari ile tanimlar.

Bu ¢aligma ayn1 problem i¢in singiiler durumda ele alinarak genisletilebilir.
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