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BiR BOYUTLU NONLINEER PARABOLIK DENKLEM iCiN COZUMDEKI
PATLAMA OLAYININ SAYISAL iNCELENMESI

Tezde nonlineer kaynak fonksiyonuna sahip, ikinci basamaktan Kuazi lineer
parabolik tiir denklemler icin yazilmis baslangic sinir deger problemi,

genellestirilmis fonksiyonlar sinifinda incelenmistir.

Once gdz oniine aldigimiz problemin gercek ¢dziimiiniin 6zellikleri incelenmistir.
Gergek ¢oziimiin diferansiyellenme Ozellikleri dikkate alinarak iki tiir yardimeci

problem Onerilmistir.

Gergek ¢0ziimiin zayif siireksizlik noktalarna sahip oldugu durumlarda birinci tiir
yardimc1 problem ©Onerilmistir. Onerilen yardimci problemin esas problemde
bulunmayan avantajlar1 kullanilarak, esas problemin numerik ¢6ziimiinii elde etmek
icin etkin algoritmalar Onerilmistir. Gergek ¢oziim birinci tiir siireksizlige sahip

oldugu takdir de ikinci tiir yardime1 problem onerilir.

Onerilen yardimci problemler, esas problemin genellestirilmis fonksiyonlar

sinifindan sayisal ¢oziimlerinin bulunmasina ve incelenmesine imkan verir.

Yazilmis algoritmalar {izerinde birgok bilgisayar testleri yapilmistir.



Name and Surname : Fulya TOMAK

Supervisor : Prof. Dr. Mahir RESULOV

Degree and Date : Master, 2016

Major : Applied Matematic

Key Words : Nonlinear heat equations, combustion, blow-up, asymptotic

behaviour, maximum principle, intersection comparison

ABSTRACT

NUMERICAL INVESTIGATION OF THE BLOW-UP PROBLEM IN THE
SOLUTION OF ONE DIMENSIONAL NONLINEAR PARABOLIC
EQUATION

In the thesis, Kuazi linear parabolic equations from second step which has nonlinear
function owner and are written researched which generalized beginning value

problem.

Before, the real solution of questions features are researched, take into consideration

real solution differential features, two types cooperative problems were suggested.

When real solution has weak and discontinuity dots, first type cooperative problem
was suggested and efficient algorithms were suggested for basic problems numeric
solution. If real solution has first type discontinuity, the second type cooperative
problem is suggested. Suggested cooperative problems allow to find and research

numeric solution which is generalized function.

These written algorithms are tested by so many computers.
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GIRIS

1.IKiNCi BASAMAKTAN KUAZI LINEER PARABOLIK
DENKLEMLERIN BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde 2.basamaktan kuazi lineer parabolik tiir denklemlerin, literatiir
arastirmas1 yapilmis, bazi Ozellikleri incelenmistir ¢linkii bu 6zellikler sonraki
islemlerimizde kullanilacaktir.

Nonlineer parabolik tiir denklemlerin kosan dalga seklindeki ¢oziimiiniin bulunmasi
probleminde ilk adimlar [1]’de atilmis, sonrasinda ise bu teori literatiir de genis yer

almigtir. Detayli bilgi [8] de bulunmaktadir.

1.1.Temel Problemlerin Koyulusu: Kiyaslama Teoremi

Sadelik i¢in oncelikle yer degiskenine gore bir boyutlu problemleri inceleyecegiz.
Her zaman oldugu gibi R? ile (x,t) noktalarinin Euclid uzaym gdsterelim.

R%? R?*uzaymmt > 0 yarim diizlemi olsun ve RZ de asagidaki denklemi

7 = (KW F) (1)
veya
=2 (kw )+ ew (12)

denklemini goz Oniine alalim. Burada K(u) fiziksel olarak 1s1 dagilim katsayisini
gostermektedir ve goriildiigi gibi 1s1 dagilim katsayist sicakliga bagli olmaktadir.
K (u) fonksiyonu i¢in asagidaki kosullarinin korundugunu varsayalim.

1%  negatif olmayan u lar i¢in K (u) da negatif degil,

29 K(u) € €2((0,0) n C([0,)).

Eger K(u) yeteri kadar piiriizsiiz ve u > 0 ise (1.1) denklemini

M _ K )a‘; +K’(u)(3—i) (1.3)

6t_



seklinde yazabiliriz. Diger taraftan ise (1.1) denklemini

du _ 9%pw)
at  ox?

(1.4)
seklinde de yazabiliriz. Gergekten de

o) = [KWdy., u>0

dontisiimii yardimiyla (1.4) elde edebilir. (1.2) denkleminde ki Q(u) fonksiyonu
ise

u = 0i¢in, Q(u) = 0 oldugu takdirde 1s1 tiretme olaymi ifade eder, Q(u) < 0
oldugunda ise 1s1y1 yutma olayina karsilik gelir. Q(u) fonksiyonun da asagidaki

ozelliklere sahip oldugunu
1°.Qw)eC1 ([0,:)),

2°.Q(w) = 0 yani yanma (veya yutma ) soguk ortamda olusmaz,

kabul edelim.

Sonraki islemlerimizde, genellikle birinci tiir baslangi¢c sinir deger problemlerini

inceleyecegiz, yani bilindigi lizere, (1.1) veya (1.2) denkleminin
u(0,x) =uy(x) =0,D'de (1.5)
u(x, t) lap=u (), t € (0,T) (1.6)

kosullarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine, 1.tlir baglangi¢-sinir deger
problemi denir. Burada uy(x) ortamin baglangic sicakligini ifade eder ve
varsayalim ki, sup uy< o

oD ile D C R? bolgesinin smirlarini gdsterecegiz.

Eger D = [a, b] olursa (1.6) kosulu



u(a,t) =uy (t), ulb,t) =u,(t) (1.6"

seklinde yazilir, burada

u (t), uy(t) € C(0,T]) X [a,b]), sup uj <
korundugu varsayilir. sup ug< co kosulu [a, b] araliginin sonsuz oldugu durumda
onem tasimaktadir. Bu kosullar cergevesinde (1.1),(1.5),(1.6) probleminin
¢oziminii t € [0,T] icin x € [a,b] gore diizgiin smirli olan fonksiyonlar
sinifinda aramak gerekmektedir.
(1.1), (1.5), (1.6) probleminin yani1 sira Cauchy problemini (baslangi¢ deger
problemi) de inceleyecegiz. (1.1) denkleminin (1.5) baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde
¢ozlimiiniin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir. Yukarida ifade ettigimiz
problemleri soylerken u(x,t) fonksiyonunun (1.1) (veya (1.2)) denklemini hangi
anlamda korudugundan s6z etmedik. Bu sorun, eger klasik ¢Oziim aranir ise
kolayca ¢oziliir.
Klasik ¢oziim derken, Ctl;cz ((0,T) nC([0,T]) X [a,b]) smifindan olan, yani
denklemde bulunan tiim tiirevleri mevcut olan denklemi adi anlamda (yani noktasal)
saglayan, ayrica uygun baslangi¢ (Cauchy problemi incelenirken) veya baslangi¢ ve
siir (1.tlir baslangig-sinir deger problemi incelenirken) kosullarim1 da koruyan
fonksiyonun bulunmasi kastedilmektedir.
Ayrica, K(u) ve Q(u) fonksiyonlar1 sadece negatif olmayan argiimanlar igin

tanimlandigindan, ¢6ziimiin de negatif olmadigin1 varsayacagiz.

1.2.Maksimum Prensibi ve Kiyaslama Teoremleri

Maksimum prensibi parabolik denklemin verilmis baslangic ve smir

fonksiyonlaria gore ¢oziimiin “monotonluk™ 6zelligini ifade eder.

MAKSIMUM PRENSIBI

(1.4) denkleminin ¢oziimiiniin temel 6zelligi yer degiskenlerinin sayisina bagl
degildir. Bu nedenle n = 1 olan durumu inceleyecegiz.

G={(,t)0<t<T,p(t) <x < ,(t)} bolgesini goz oniine alalim. Burada,



@41(t) ve @, (t) fonksiyonlar1 Vt € [ty, T] i¢in @, (t) > ¢(t) Ozelligine sahip

stirekli fonksiyonlar olsun. G bolgesi t = ty, t = T,x = @4(t) ve x = @,(t) egrileri
ile sinirlanmis bir bolge olmaktadir. Bu bolgenin sinirini I ile gosterelim, yani
dG =T olsun.

Simdi, bu G bolgesinde asagidaki problemi gdz dniine alalim. G de siirekli ve

ou 0%u
Frile (1.7)
denklemini saglayan, I' da
u(t,x)|r =fx), xer (1.8)

kosulunu koruyan u(t, x) ¢6zlimiinii aragtiralim.
Eger G dortgen sekilli bir bolge, yani G ={0 < x <L, 0 <t < T} olursa, bu
durumda (1.5) ve (1.6) kosullar

u(t = ty,x) = p(x) (1.9)

u(t,0) = ¥, (6), u(t,L) = 1 (t) (1.10)

bigiminde yazilabilir. (1.7),(1.9) ve (1.10) problemine 1. siir deger problemi
denir.

Not 1.1 ¢t = —t yazilamaz. Ciinkii 1s1 dagilim olayi, geriye doniislii bir olay
degildir.

Teorem 1.1 (1.7) denkleminin G de tanimhi ve G de siirekli her bir ¢dziimii en
biiyiik (en kiiciik) degerini I' da almaktadir.

Ispat max |u(t,x)| = M, max|u(t, x)| = m olsun. Teoremin sartinin tersini kabul

edelim, yani (1.7) denkleminin M > m kosulunu saglayan bir u(t, x) ¢6ziimii 1,

M-m

I(t, x) = u(t,x) + e

(x —x")?
seklinde tanimlanan fonksiyonu goz oniine alalim. Burada,
L = max ¢@,(t) — ming,(t) dir. Diger taraftan, G bolgesinin yan taraflarinda ve

t = t, dogrusu iizerinde



19(t,x)Sm+M;m=m+M z
4 4 4

My m _omMo0<6<1
4 4

olmaktadir, ama 9(t*,x*) = M dir. Bu onu gostermektedir ki, 9(t, x) fonksiyonu

da

u(t,x) fonksiyonu gibi en biiyik degerini ' da almaz. Simdi, 9(t,x)
fonksiyonunun

maksimum degerini (t!,x!) noktasinda aldigim farz edelim. Burada t; > t,
2
¢1(t;) < x; < @z(ty) dir. Bu takdirde, bu noktada 5 <0ve 220, (t; <T

x2

oldugunda B=0,t,=T icin g > 0) olmaktadir. Bundan dolay1 (t!,x?)

at
noktasinda
99 0% 0 (1.11)
ot 0x? —
olur. Diger taraftan,
o9 _0%9 _ou_ 0w _M-m_ M m<0
ot d0x?2 ot 0x? 212 212

olur, bu ise (1.11) sartina ters diiser. O halde, u(t, x) maksimum degerini yalniz
siirda alabilir.

Bu teoremden asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonu¢ 1.1. Is1 iletim denklemi icin 1. Smir deger probleminin tek bir ¢oziimii
vardir.

Ispat u,(t,x) ve u,(t,x) fonksiyonlarmin (4.56),(4.57) probleminin iki farkli
¢oziimi oldugunu farz edelim. Bu durumda, u(t,x) = u,(t,x) —u,(t, x)

fonksiyonu

ou 0%u
ot 0x?

u|lT=0

problemini saglamaktadir. Teorem 1.1° e gore u(t, x) = 0, yani u;(t, x) = u,(t, x)
dir.
Sonug 1.2 (1.7), (1.9) ve (1.10) probleminin ¢6ziimii, baslangi¢ verilerine siirekli

bagimli olmaktadir.



Ispat £ > 0 keyfi sayis1 icin f fonksiyonunun & kadar degistigini farz edelim. Bu

*

degismeyi f

prensibini uygularsak

ile gosterelim, yani | ft,x)—f*(t,x) | < & olsun. Maksimum

| u(t, x) —u(t,x)l < max|f(t,x) —f*(t,x)| <e¢

olur.

KIYASLAMA PRENSIBI

Teorem 1.2 u™ | u® fonksiyonlar1 (0,T) X (a,b) de (1.2) denklemin iki tane

birbirinden farki negatif olmayan klasik ¢oziimleri ve

u®@(x,0) = u®(x,0), x € (a,b) (1.12)
u@(x,t) > uW(x,t), te(0,T) (1.13)

olsun. Bu durumda
u®(x, t) = uV(x,t), [0,T] X [a,b] de (1.14)

olmaktadir.

Bu teorem fiziksel agidan kolayca anlasilir, yani baslangi¢ sicakligi ne kadar ¢ok
olursa, ona karsilik gelen sinir sicaklik rejimi de ¢ok olur.

Not 1.2 Q(0) = 0veu(x,t) (1.1),(1.5),(1.6) probleminin zayif ¢6ziimii olsun.
Bu takdirde [0,T] X [a, b]de u = 0 olmaktadir.

Kiyaslama teoremi parabolik denklemlerin iki farkli ¢6ziimlerinin kiyaslanmasina
imkan verir ve dolayisiyla bilinen herhangi bir ¢6ziimiin 6zelliklerine gore diger bir
genis smif ¢ozlimlerin de Ozelliklerini tanimaya imkan verir. Genellikle de
nonlineer denklemlerin ¢ézlimlerinin incelenmesine yardim ediyor.

Teorem 1.3 Varsayalim ki, u(x,t) (1.2),(1.5),(1.6) probleminin ¢6ziimiidiir ve

[0,T] X [a, b] de

d ou_
% > B(u,) , % <B(u.) (1.15)



Esitsizliklerini koruyan uy(x,t) € Ctlx2 ((0,T) X (a,b)) nC((0,T) X [a,b]) bir

fonksiyondur, bunun yan1 sira

u_(x,0) < up(x) < up(x,0) (1.16)

u_(t,x) <u(t,x) <u,(t,x), te€l0,T],x€aD (1.17)
Bu takdirde [0,T] X [a, b]de

u_-<us<uy (1.18)

Burada, B(u) = E_E( (u) ) Q(u), u, veu_ sirastyla iist ve alt ¢oziim

olmaktadir. Aciktir ki, kiyaslama (1.2) denkleminin diger ¢oztimleri ile degil,

(1.7) denkleminin uygun ¢oziimleri ile yapilmaktadir.

1.3. Klasik Coziimiin Lokal Mevcut Olma Kosulu

Kuazi lineer parabolik tiir denklemler i¢in yazilmis problemlerin klasik
¢ozlimlerinin varlik teoremleri yeteri kadar iyi 6grenilmistir. Bilindigi iizere, eger,
baslangi¢c veriler yeteri kadar piirlizsiiz ve uzlagsma kosulunu korursa, siirekli

katsayilarina sahip

ou 9%u ou
ou 211 1a”( a,t,x)axiaxj+a<u,a,t,x) (1.19)
cinsinden olan denklem i¢in ¢6ziimii varlik teoremi

V(p)” r ||S Z%:l aij(p; q, tl x)rirj S:u'(p) ” r ”2 (120)

kosulu gergevesinde kolayca ispatlanabilir. Burada t € [0, T],

7



x €la,b], p=0, q, r €RR?

ve y(p), u(p) ciddi olarak pozitif fonksiyonlardir. (1.20) kosulu (1.19) deki
denklemin sag tarafindaki operatoriin eliptik olma kosulunu ifade etmektedir ve
(1.19) bigiminde olan denklemin parabolik olmasini gostermektedir. Varsayalim ki,
K(u), Q(u) fonksiyonlar

u > 0 oldugunda yeteri kadar ptiriizsiizdiir ve Q(0) = 0. Bu takdirde

Ku)=>¢ =const>0,u>0 (1.21)

kosulu cercevesinde (1.1),(1.5),(1.6) probleminin u, # 0 saglandiginda lokal
klasik ¢oziimii mevcuttur veya uq; # 0 € dD oldugunda tim ¢ > Oler i¢in
u(t,x) > 0.

Parabolik tiir denklemin pozitif ¢0ziimii tanim bdlgesinin tiim noktalarinda
pozitiftir. Diger bir deyimle 1s1 olaylarinda heyecanlanma sonsuz hizla
dagilmaktadir.

Ornegin eger, (1.1), (1.5) Cauchy probleminde u, # 0 ve finit fonksiyon oldugu
takdirde bile, (hatta diferansiyellenebilen olmadigl) ¢6ziim yine de ¢ > 0 igin

lokal ¢6ziim klasik olur.

1.4 Coziimiin Global Simirhilik Kosulu
Onceden belirtelim ki, Q(u) = 0 oldugu durumda (1.1), (1.5), (1.6) probleminin

¢oziimiinin Teorem 1’e gore siirli olup olmadigi sorusu meydana gelmez.

Gergekten de

u®@(x,t) = M = const > max{sup u,, supu, } (1.22)

uW(x, t) = u(t, x) olarak alirsak (1.16), (1.17) kosullar1 korunur ve buradan

u(x,t) <M



oldugunu elde ederiz. Q(u) < 0 oldugu durumda da bu sonuca ulasmak zor

degildir. Fakat, Q(u) > 0 oldugu durum 6zel inceleme talep eder.

Teorem 1.4 Varsayalim ki,(1.2) denkleminde u > 0 i¢in Q(u) > 0 olmaktadir.

Bu durumda

o dy _
= 029

kosulu ¢6ziimiin global siirli olmasi igin gerek ve yeterli kosul olmaktadir.

Ispat. Gerekli kosul olarak Teorem 1’i kullanalim, yani ¢oziim sinrldir.

u®@(x,t) fonksiyonu olarak

(2)
WO — 0@ (1)), 150, (1.24)

at
u@0)=M>0
probleminin ¢éziimiinii ele alalim. Burada M sayis1 (1.16) ‘de taniml1 olmaktadir.

u®© gy
— =t
o

fonksiyonu (1.17) u®(t) kosulu gergevesi esitliginden buluruz.
u® olarak u™ = u alsak, Teorem 1.2’¢ gére

u(t,x) <u@(t), te(0,T),x€ (ab)

aliriz. Bu ise ¢oziimiin global sinirli olmast anlamina gelir.
Yeterlilik. Yeterlilik kosulu asagidaki sade bir 6rnekten goriilebilir.

Ornek 1 Asagidaki problemi goz 6niine alalim

ou

=2 (kw3) = Q). (1.25)

at

u(x,0) =uy(x) =0



x € RYicin uy(x) = n = sabit > 0olsun ve (1.20) kosulunun korunmadigini

varsayalim, yani

oo du

olsun. Bu durumda problemin ¢6ziimii uzaysal homojen olur, yani (uzayn herhangi

bir noktasinda ¢éziimiiniin davranisi ayni olur).

u(t,x) = u(t)

olur. Burada u(t) (1.25) denklemini ve u(0) = m kosulunu koruyor, yani

u(t) d)/
| 2"

Sonuncu esitlikten, u(t)’nin sonlu (0,T) zaman intervalinde tanimli oldugu

goriilmektedir, burada

o= <

ve

u() - oo, t->Ty
olmaktadir.
Teorem 1.3 de ¢dziimiin sinirsiz olmasi probleminden bahsettik. Ozel problemler
¢oziiliirken, ¢6ziimiin {istten sinirli olmasi problemi K, Q ve sinir kosullarina dahil
olan fonksiyonlar1 ayrica da (a, b) deki uzaysal ¢oziimlerle olan iliskisine bagimli
oldugu goriilmektedir. Genelde ¢6ziimiin sinirli olma problemi zor olmaktadir. Bazi
0zel durumlarda s6z konusu problem sonuna kadar incelenebilir.
Hatirlatalim ki, global sinirsiz ¢oziimiin varlig: i¢in gerekli ve yeterli olan (1.23)
kosulu adi diferansiyel denklemlerin analizi zamani ortaya ¢ikmustir. Ornek 1°de
sonlu zaman zarfinda ¢t — T, oldugunda sonsuzluga yaklasan ¢6ziim elde edildi.
Bolge [a,b] sonlu oldugu durumda, yani 1.baslangi¢-sinir deger probleminin

¢Ozlimiiniin davranisi nasil olacak?
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Ornek 2.

du _ 0%u
at  ax2

+Q(uw), t>0,x € [ab] (1.27)

u(x,0) =uy(x) =0, uy € C([a, b)),

Uy #0ve t >0,x €dD

u(a,t) =0, u(b,t)=0 (1.28)
problemini goz oniine alalim.
%y _
prein MY =0,
Y(a) =0, P(b)=0 (1.29)

probleminin ilk (en kiigiik) 6z degerini A, ile ona karsilik gelen 6z fonksiyonu ise
Pi(x) ile gosterelim. Bilindigi tizere bu 6z fonksiyon sabit isarete sahip
olmaktadir, [Sobolev].

P, (x) > 0 kabul edelim ve

||1/)1||L1([a,b]) = Prdx =1
[a,b]

tim u = 6, = const > 0 icin Q(u) — Au > 0 ve

[els) d-y
f&) QN -Ay <@ (1.30)

olsun. (Q(u) >u ve u — oo oldugunda bu kosul (1.26) kosuluna denktir.)

Q(u) € CP(R,) veu > 0igin Qw)" >0

11



Bu durumda, herhangi bir uy(x) = 0 ve
o= w@nm=s,
[a,b]

icin problemin ¢6zliimii sinirsizdir ve

Ty <T, ; dy <
= 1= 7 N 4 &9
0 Eq Q(V) - /11)/

suresince mevcuttur.

Ispat.
E() = f w(x, Oy (1) dx
[a,b]

fonksiyonunu dahil edelim. A¢iktir ki, E(0) = E ve E(t) asagidaki

O g Godx + [, Qu O (Ddx =0 (L3D)

ifadeyi verir. Sonuncu integrale kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

9%u %P1 (x)
f[a,b]ﬁl’bl(x)dv:f[a,b]u(x' £) axlz dx

= =1 [l p e 01 ()dx = —A,E(D).

sonucunu aliriz. Kabarik fonksiyon i¢in olan Jensene esitsizligini kullanirsak

]Q(u)llhdx 2Q(| wpdx)=Q(E)

[a,b [a,b]

sonucunu aliriz. Bu esitsizligin korunmasi i¢in Y, (x) simirlt olmasi sarttir. (1.31)

den

12



‘;_f > —E +Q(E),t >0,E(0) = E; = §,

esitsizligini elde ederiz, buradan yapilan varsayimlar ¢ercevesinde herhangi bir t
i¢in
E(t) > E, ve

E() dy
—Y 21, t>0
Lo Qw) — A4t

aliriz. Dolayisiyla, (1.30) kosulu ¢ergevesinde t = T; < T, i¢in E(t) = oo ve

E(t) < supu(x,t) yani u(x, t) fonksiyonu Ty < T; zaman zarfinda sinirsizdir.

Bu ornekten asagidaki sonuca varabiliriz. Problemin “kii¢iik” uy(x) igin herhangi
bir t > 0 igin global ¢6ziimii mevcuttur. “Bliyiik” uy(x) ig¢in t = Ty, Ty < o0 igin
¢Oziim sonsuz bliylimektedir.

Burada boyle bir soru meydana gelebilir.[a, b] bolgesinin neresinde ¢6ziim t — Ty
icin sinirsiz olur, yani smirsiz ¢6ziim nerede lokallesir. Bu soruya sonraki

boliimlerde cevap verecegiz.

1.5.Klasik Coziimiin Teklik Kosulu

(1.2) denklemindeki Q (u) fonksiyonu yeteri kadar piiriizsiiz oldugu durumunda bu
denklemin lokal klasik ¢6zlimii mevcut ve tekdir. Bu hiikiim zaten teorem 1’den
goriilmektedir. Gergekten de, varsayalim ki,(1.2) denkleminin ayn1 baslangig-sinir
kosullarini koruyan, birbirinden farkli iki u* ve u, ¢oziimleri vardir.

Once, u™ = u*,u® =u, olarak ele alirsak, sonra u* ve u, fonksiyonlarinin
yerlerini degistirirsek ayn1 zamanda

ur<u,ve u* = u,

elde ederiz. Buradan da u* = u, almir. Sadece Q(u) fonksiyonundan ne kadar
piiriizsiiz olmalidir sorusuna cevap verelim. U > 0 i¢in Q(u) < 0 oldugu durumda
¢coziimiin tekligi i¢in Q(u) lzerine higbir kosul gerekmez. Simdi varsayalim ki

Q (u) siirekli, Q(0) = 0,

13



u > 0i¢in Q(u) > 0 ve diferansiyellenebilmeyen fonksiyon olmaktadir. Asagidaki

ornek bu kosulun niye neden oldugunu gosterecektir.

Ornek 3. Asagidaki problemi goz dniine alalim.

ou _ 9w, g 1
at_6x2+u't>0'XER' (1.32)
u(x,0) =uy(x) =0,x R’ (1.33)

olsun.

Burada ¢ € (0,1) ve Q(u) =u% Q(0) =0, Q'(a*) = . Acgiktir ki, (1.32),

(1.33) probleminin trivial u(x, t) = 0 ¢dztiimii vardir. Fakat bunun yani sira, onun

sonsuz sayida
u'(t) =u%(t), t>0, u(0) =0 (1.34)

denklemi koruyan uzaysal homojen u(x,t) =u(t) c¢oziimleri de vardir.

(1.34) probleminin ¢oziimii

0,0<5t<T,

u(t) = u (t) = { . . (1.35)

1-a)-e(t—1)1-o, t =T

olmaktadir, burada, T > 0 herhangi bir sabittir. Boylelikle, kaynak fonksiyonunun
diferansiyellenebilen olmamasindan dolayi, sifir baglangi¢ kosulundan ayni artma
hizina sahip trivial olmayan ¢6ziim olusur. Belirtelim ki, a € (0,1) igin tiim
u,(t) lerklasik ¢oziimler olur. Kolayca gosterilebilir ki, u > 0 igin

Q(u) > 0 fonksiyonu

14



1y
fy o < (1.36)

kosulu korundugu takdirde de ayni sonuca varilabilir. Buradan,

1

Ay _
0 Q(Y)_

kosulu (1.2) denklemi i¢in yazilmis Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin tekligi icin

gerekli ve yeterli kosul olmaktadir.
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2. DEGENERE OLUNAN PARABOLIK DENKLEMIN ZAYIF
COZUMLERI

Yukaridaki 6rneklerde kuazi lineer parabolik tiir denklemlerin zayif ¢dziimlerinin
baz1 Ozelliklerini gosterdik. Bu oOrnekler daha genis siif denklemlerini de
incelemeye miimkiin kilar. Hatirlatalim ki, zayif ¢6ziimiin her yerde tilirevi
olmayabilir, fakat degenere oldugu noktalarda sicaklik selinin siirekli fonksiyon
olmasi gibi belli bir diizene sahip olur.

Sonraki islemlerimizde kullanacagimiz zayif ¢6ziim tanimini verelim.

Tamim 2.1 Negatif olmayan sinirli, baslangi¢ ve siir kosullarini koruyan,

(0,T) X D de tanimh f(x,t) test fonksiyonlar1 icin asagidaki integral esitligini

koruyan

J-OT fD (uZ—f — K(w)Vuvf + Q(u)f) dxdt + fD uo(x)f(x,0)dx =0 (2.1)

u(x, t) fonksiyonuna ( 1.1),(1.2) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

(2.1) esitligindeki Va(u) = K (u)Vu tirevi genellestirilmis tiirev anlaminda oldugu
kast edilmektedir.

Aciktir ki, u ve Va(u) fonksiyonlan siirekli diferansiyellenebilen fonksiyonlar
oldugu noktalarda ¢oziim klasik ¢oziime denk olur. Fakat, denklemin degenere
oldugu noktalarda yani u(x,t) = 0 oldugu noktalarda (2.1) integral esitligini
koruyan fonksiyonlardan diferansiyellenebilen olmasini talep etmeyebiliriz, yeter

ki, (2.1) ifadesindeki integral mevcut olsun.

2.1. Zayif Coziimiin Tek Olmamasini Gosteren Ornekler

Ornek 1.

du
5 V(u°vu) + u°*t, t>0, X€ED (2.2)

u(x,0) =uy(x) =0, X€ED, uy€C (2.3)

ulx,t)=0,t>0, x€€adD
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probleminin ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim Yi(x) >0 ile

MY+ 2 =0

denkleminin D de ¥ =0 ve [[1ll,1py=1 kosulunu koruyan ¢oziimiinii
gosterelim.

A1 — Y1 (x)’in karsilik gelen 6zdegeri olsun. 4; < o + 1 oldugunda herhangi bir
trivial olmayan ¢6zlimiin sadece sonlu T zarfinda mevcut oldugunu ispatlayalim.
Bunun i¢in denklemi L?(D) de (2.2) denklemi v, skaler olarak ¢arpalim ve

E(t) = (u(x,t), P, (x)) olarak gosterelim.

dE(t) _
ac

J, ¥ )VIVWdx + [ Py (Duttdx (2.4)

(2.4) de kismi integrasyon yontemini kullanarak gosterelim ki,

[y ¥1 VoV dx = — (uo* Wiy (x))dx (2.5)

eger D de uy > 0ise, u(x,t) klasik ¢ézlim olur. Supp uy € D olsun ve dw(t) ile
(2.2) denkleminin degenere oldugu yiizeyi gdsterelim, yani fonksiyon tasiyicinin
sinir1 olmaktadir.

w(t) = Supp u(x,t) bu takdirde D\w(t) de u(x, t) = 0 ve Green formiiliine gore

__1 +1
fD l/)l V(u“Vu)dx = Efw(t) l/)l Au® =
1 +1 udtt P, +1
o+l {fw(t) Aputidx + fy 1 ou X~ Jowee on, 47 A} (2.6)

o+1

Burada —— — dw(t)’ nin dig normali olmaktadir. dw(t) de u =0ve

6nt

au0'+1

out

=Vu°*l.n, =0 oldugundan (2.6)’iin son iki terimi sifira doniisiir ve

boylelikle (2.6) esitligi ispatlanmus olur. (2.6) esitligini kullanarak ve
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AP, = —A419, de dikkate alip

Mz(l_l)(ﬁllpl) t>0 (2.7)

dt o+1

elde ederiz.

A4 < 0 + 1 oldugu takdirde, Jensen esitsizligini kullanarak,

dE (1——)(ul/))0+1 ( %)E0+1,t>0

dt o+1

aliriz. Buradan E (t)’nin

T= 22 2w (de| <o

g+1-14 0

zamanindan biiyiik olmayan siirede smirli oldugu goriiliir, yani oyle T, € (0,T,)

vardir ki,

limsupu(x,t) = , t =T,

olur.

Altin ¢gizelim ki, A; = 0 + 1 oldugunda (2.7) dan E (t)’nin sinirl oldugu goriiliir.

Ornek 2

ou 0
E=a—(u Uy +u’tt, >0

denkleminin otomodel ¢ozimii

20+ 1) , X %] Lg

1 1 cCoS” — X -

u(x, t) = (Ty — t) 50,(x) = (T, — t)r a(o+2) L L’ 5
0, le>7, 0<t<T,

2n(a+1)

olmaktadir, burada L = ve T, herhangi bir sabit olmaktadir. Bu

¢ozlimiin asagidaki 6zelliklerini gosterelim,
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1. Bu ¢oziim x’e gore finit fonksiyondur ve zayif ¢oziimdir ve x = iLZ—S
noktasinda 1s1 seli stirekli fonksiyondur.

2. x| < LZ—S icint » T, oldugunda u(x,t) - oo

3. Supp u(x,t) = {le < LZ—S} zamanin herhangi bir degerinde degismez, kalir.

Yani ¢6ziim lokallesmis durumda kalir, sicaklik {le < LZ—S} bolgesinden soguk

uzaya dagilamaz. Lokallesme bolgesinde sicaklik sonsuz biiyiidiigiine ragmen

yarim uzunlugu X,((t) > 0 1smir intensif art11 bolgesi olur, hangisi ki, burada

u(0,t)
u(Xep(0),t) = >
zamanin artmasi ile degismez, kalir.
Simdi asagidaki 6rnegi inceleyelim.
a_u = i o a_u 1-o
ac ax( ax) tu?, 0€(01), (2.8)

burada, Q(u) =u'"? ve Q(0) =0, Q'(0") = oo. (2.8) denklemin ¢dziimiinii
kosan dalga seklinde arayalim.

Bunun i¢in ¢oziimii u(x,t) = f4(&), € =x —At, A > 0 seklinde arayalim. Bu
ifade (2.8)

denkleminde yerine konursa f; = 0 igin
_Af,A = (fAGfIA) +fAl_a

aliriz. Bu denklemin A > 2 i¢in iki farkh

FEE) = CL[(=O)5, Cy= (G li\/jz——z})E o

¢ozlim elde ederiz. Boylelikle, aradigimiz kosan dalga seklindeki ¢oziim

1
ut(x,t) = Ci[(At—x)]s, t>0, x>0

olur. Bu ¢oziimleri

u*(x,t) = [(a)]%, t>0, x>0

uzaysal homojen ¢oziimle kiyaslayalim,
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Sekil 2.1

u+ (tO; X)

u(to, x)

u- (to» X)

\

At

Sekil 2.1

Sekilden goriildigli gibi, birincisi, bu ¢dzlimlerin hepsi sinir deger probleminin
ayn1 baglangic kosulunu

ut(0,x) =u*(0,x) =0, x>0
korumaktadr. Ikincisi ise, A > 2 igin smir degerleri asagidaki esitsizligi korur.
u*(t,0) <u (t,0) <ut*(t,0), t>0.

Buna ragmen c¢oOziimlerin uzaysal yerlesmesi sunu gosterir ki, bu c¢oziimler
kiyaslama kurallarim1 korumaz. Dolayisiyla bir problemin, aym hizla dagilan iki

farkli ¢6ziimiiniin olmasi, olayin fizigine de zit diiser.

20



3. SUREKSIZ FONKSiYONLAR SINIFINDA SONLU FARKLAR
YONTEMI

Yukarida gosterildigi gibi (1.1) veya (1.2) cinsinden olan denklemlerin ¢oziimleri
baz1 Ozelliklere sahip olur. S6z konusu ozellikler ¢ozlimiin diferansiyellenebilme
Ozellikleri ile bagli olmaktadir. Yani ¢oziimiin diferansiyellenebilme o6zelligi,
denklemin ¢oziinden talep ettigi mertebeden diisiik olur. Bu ise ¢oziimiin klasik
anlamda mevcut olmadig1 anlamina gelmektedir. Bunun yani sira ¢6ziimii her defa
kosan dalga seklinde de elde etmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda problemin
¢Oziimiinii sayisal yontemler kullanmakla elde etmek zorunlu olmaktadir. Bu
amagla, tezin TUglincli bdliimiinde g6z Oniine aldigimiz problemlerin, zayif

¢Oziimlerini elde etmek i¢in orjinal yontemler onerilmistir.

3.1.Birinci Tiir Yardimci Problem

Sadelik i¢in 6nce asagidaki Cauchy problemini

ou 2%u”

] B

Y A 5zt BuF, (3.1)
u(x,0) = uy(x) (3.2)

g0z Online alalim. Burada A, B, a ve [ bilinen reel sabitlerdir.
d.
L. .= P olsun.

L~ mevcut oldugunu varsayarak (3.1)’in her iki tarafina £~ uygularsak

du
L‘la = L71L%u% + gL 'uP
veya
-1
05t = Lfu +h, (3.3)

at
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aliriz. Burada h fonksiyonu

uf = Lh (3.4)

denkleminin herhangi bir ¢oziimiidiir. (3.4) denkleminden

dh
AL
0 = U (x,t) (3.5)
elde ederiz. Sonuncu esitligi
hCx,t) = [7 uP (€, 6)dE + h(-L,t) (3.6)

seklinde yazalim. Kolaylik i¢in h(—L, t) =h(t) olsun. Goriildigi gibi h(t) € kerL
olmaktadir.

_ o)
at

(3.3)’1 asagidaki

h(t) = gibi ifade ederim. Bu durumda (3.5) ifadesini dikkate alarak

2L+ hy ()] = 4Lu® + B [*uf (£, 6)d¢ (3.7)
gibi yazabiliriz. Sonuncu denklemde
L7lu+ hy(t) = v(x,t) (3.8)

olsun. Buradan

u(x, t) = Lv(x, t) (3.9)
olur. (3.8) dikkate alinirsa (3.6) denklemini

ov(x,t)
ot

X

= ALu® + Bf uP (& t)d¢ (3.10)
-1

seklinde yazabiliriz, veya

ov(x,t)

B
d [[ov(x,\* x (v(xt)
ot Aa[( ox ) ]+Bf—l( o ) dé (3.11)

olur. t > 0 x € D (3.10) denklemi igin baslangi¢ kosulu
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v(x,0) = vy(x) (3.12)

olur. Burada v, (x) fonksiyonu

20 = up(x) (3.13)

denkleminin herhangi bir siirekli ¢6ziimiidir. (3.10),(3.11) problemine birinci

yardimci problem diyecegiz. (3.9) denkleminden goriildigii gibi bu durumda

aa_x u®*(x, t) fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilen oldugunu varsayacagiz.

Teorem 3.1 Eger v(x, t) fonksiyonu (3.10) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise

ov(x,t)

u(x,t) = ™

(3.14)

esitligi ile tanimlanan u(x, t) fonksiyonu (3.1) denkleminin ¢oziimiidiir.

Ispat. Teoremin ispati (3.10) denkleminin direkt x’e gore diferansiyelleme yolu ile

elde edilir. Gergekten de,

0 ov 92 0

9 9v, 0" 9 (F
ax 0 =5t By L(u (x, 0)d§

a (617) ) (617)
ax \at) ~ at \ox

oldugunu kabul edersek (3.9) de dikkate almakla, sonuncu denklemden (3.10)’u

aliriz.

3.2.ikinci Tiir Yardimci Problem

Bazi durumlarda problemin ¢dziimiinde singulerlik derecesi o kadar fazla olabilir

ki, hatta alis fonksiyonu aa—xu“(x, t) bile siireksiz olabilir. Boyle durumlarda daha
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hassas ¢6zlim yontemlerine ihtiya¢ duyulur. Bu nedenle de tezin {i¢iincli boliimiinde

orjinal bir ¢dziim algoritmasi onerilir. Asagidaki problemi

du _ 9%u”

— = B 1
6t_6x2+u't>O’XER , (3.15)
u(x,0) =ug(x), x€R? (3.16)
g0z Oniine alalim. Bu kez A.= ax'z olsun. Bu notasyonda (3.15) denklemini

";—1; = Au® + uPf (3.17)

seklinde yazalim. A~’nin oldugunu varsayalim ve (3.15) denkleminin her iki

tarafina A~1’ni uygulayalim. A~? lineer operator oldugundan

ou
Al = = A7 Au® + AP

elde ederiz. Sonuncu denklemi seklinde yazalim.

A u
dat

=u*+ h(x,t) (3.18)
Burada h(x, t) fonksiyonu herhangi bir t i¢in

9%h(xt)
axz

ub (x,1) (3.19)
denklemin herhangi bir ¢6ziimiidiir. (3.19) denkleminden

G t) = [° [° uP(y,0)dydE + h(0) (3.20)

aliriz. Burada h,(t) € kerA herhangi bir fonksiyondur h,(t) = —h;(t) olsun.
Boyle oldugu takdirde (3.18) denklemini

%[A‘lu +h®l=u+[" f_io uf(y,t)dy (3.21)
biciminde yazabiliriz.
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A7lu + hy(t) = 9(x,t) (3.22)

olsun. Buradan

_ _ 9%u(xt)
u=A9%x,t) = o (3.23)
elde ederiz.(3.23), (3.21) ifadeleri (3.19)’de yerine konursa
a9(x,t) _ 929(x,b) x & B
= =—+ [ [ W, dy (3.24)
aliriz. (3.22) denklemi igin baslangi¢ kosul
I(x,0) = 9y(x) (3.25)
olur. Burada 9, (x) fonksiyonu
d29y(x)
o = g (%) (3.26)

denkleminden bulunan herhangi bir fonksiyondur. Cauchy formiiliinii dikkate alirsak

(3.24) denklemini

v(xt) _ d%v(xt)
at  ox?

+ 7 (x — D (z,t)dz (3.27)

seklinde yazabiliriz.

Teorem 3.2 Eger v(x, t) fonksiyonu (3.27) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise

929(x, t)

u(x,t) = EP

(3.28)

esitligi ile tanimlanan u(x, t) fonksiyonu (3.15) denkleminin ¢éziimiidiir.
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Ispat. Teoremin ispat1 (3.27) denkleminin direkt x’e gore diferansiyelleme yolu ile

elde edilir. Gergekten de,

22y = A2 [@EDya] + B L % (u (x, ) de

0 617)_0 017)
&(E —a(a

oldugunu kabul edersek (3.28) de dikkate almakla, sonuncu denklemden (3.15)’u

alirz.

3.3. Esas Problemin Sayisal Co6ziimii

Onerilmis yardime1 problemlerin esas problemde bulunmayan birkag avantajlari
vardir. Bu avantajlar1 kullanarak, olayin fiziksel 6zelliklerinin diizgiin aksettiren
cozlimleri bulmak icin niimerik algoritmalar {iretecegiz. Bunun i¢in argiimanlarin

o

stirekli degistigi bolgeyi

I={xt)|-L<x<L 0<t<T}
asagidaki ag

Wpt = {(Xi, tk), X; = —L + lh, tk = k'l',i = 0,1, e, NG k= 0,1, ,h > 0,
T > 0}

ile ortelim.

Once (3.15), (3.16) problemini goz 6niine alalim. Sadelik igin asagidaki durumlart
inceleyelim
I. a=1;, B=1;
a) Klasik Asikar Sema

Uik+1=Uik _ Uitk =2Uik+Ui1k
. . + Uik 3.29
T h? ( )
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b)

Uip = uo (x;) (3.30)
(i=012,.... ,n—1,n)

(3.29), (3.30) sonlu farklar semas1 agik oldugundan dolay1 bilinmeyen U; ;44 lan
bulmak icin higbir cebirsel yonteme ihtiya¢ kalmaz. (3.29), (3.30) semast
kullanilarak elde edilen ¢6ziimiin grafigi Sekil 3.x de verilmistir.

Aciktir ki, (3.29), (3.30) semasinin kararli olmasi i¢in CFL kosulunun korunmasi

gerekmektedir.

Klasik Asikar Olmayan Sema

Bu durumda g6z 6niine aldigimiz problem asagidaki gibi yazilabilir

Ui,k+1T—Ui,k _ Ui+1,k+1_2U}il.lzc+1+Ui—1,k+1 + Ui,k+1 (3.31)
(i= 1,2, ... n—1, k=012 )
Uio = uo(x;) (3.32)

(i=012,.... ,n—1,n)

(3.31), (3.32) cebirsel denklemler sisteminin ¢oziimii supp uy(x) € K € Qr

bolgede kovma yontemi ile asagidaki denklem

Ai Ai+Fi i .
Qi1 = gip—r @ =0 Pir= ci—Bii' By =uo(=D), (i =12, ...,n—1)(3.33)
Uikr1 = Qip1Uigsr + Bivy, ((=n—-1n—-2,...1) (3.34)

formiiller yardimi ile elde edilebilir. (3.33), (3.34) semasi1 kullanilarak elde edilen

¢Ozlimiin grafigi Sekil 3 de verilmistir.

3.3.1 Birinci Yardime1 Problemin Sayisal Coziimii
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Simdi yukarida inceledigimiz problemi yardimci problemi kullanarak ¢ozelim. Bu
durum baglangi¢ fonksiyonun parcali siirekli oldugu veya ¢o6ziimiin birinci

basamaktan tiirevi olmadig: takdir de kullanilir.

¢) Yardimci Problem icin Klasik Agikar Sema

Bu durumda sonlu farklar semas1 asagidaki gibi olur.

Vi -V _ Vi , —2V-' +V;_ , i Vik +V-_‘
k+1T k _ Zit1k hlzK 1k+h 1]jn=10 Jk+1 h} 1,k+1 (3.35)
(i=12....,n—1 k=012......)
Vio = vo(x;) (3.36)

(i=012,.... ,n—1,n)

Burada v, (x;) (3.13) denklemi koruyan diferansiyellenebilen ag fonksiyonu olarak

secilir.

d) Yardimci Problem i¢in Klasik Asikar Olmayan Sema

Bu durumda g6z 6niine aldigimiz problem asagidaki gibi yazilabilir.

Vik+1=Vik _ Vierke1=2Vik+1+Viog k4 i Vik+1tVjg k41
: . = 2 : +h TJOT (3.37)
(=12 n—1 k=012....)
U0 = uo(x;) (3.38)

(i=012,.... ,n—1,n)

(3.34),(3.35) ve (3.36), (3.37) algoritmalarindan bilinmeyenler kolayca elde edilir.
Ayrica her iki problem i¢in asagidaki teorem gecerlidir.
Teorem 3.3 Eger V;, fonksiyonu swrasiyla (3.34), (3.35) ve (3.36), (3.37)

problemlerinin ¢ézliimii ise

Vik+1+Vi_q k41
R (3:39)
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Esitligi ile tanimlanan U, ., fonksiyonu da sirastyla

ou _ 9%u 1
5= ont +u ,t>0x€R, (3.40)
u(x,0) =ug(x), x€R? (3.41)

probleminin ¢6ziimii olmaktadir.

2. a#1; B #1, Durumu da yukarida yapilanlarin benzeri sekilde elde

edilir.

a) (3.1), (3.2) Problemi Igin Asikar Sema

Vi —Vik _ Ul-“z —Ulpi ) : B
k+‘1[ k — 4 Uik - Lk L Bh 720 Uj,k (3.42)
(=12 n—1, k=012......)
Vi,o = vo(xi) ) (l = Olllzl In) (343)

b) (3.1), (3.2) Problemi I¢in Asikar Olmayan Sema

Vike1=Vik _ 4 Ufker1 = Uit 1t + Bh Z}ﬂ:io uh (3.44)

T h Jj,k+1

(i=12,.... n—1 k=012......)

Vio=vo(x)), (i=012,..,n)

3.3.2. ikinci Tiir Yardime1 Problemin Sayisal Céziimii

a) Asikar Sema

Bu boéliimde (3.24), (3.25) problemlerinin sonlu fark karsiligim1 yazacayiz. Bu

durumda asagidaki seman1 goz Oniine alacagiz.
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Vj -V Vi1 k—2Vik+Vi ;
1,k+‘1E ik _ Yit1k h;,k"‘ i-1,k + f_xi(xl _Z)ua (Z, t)d)/ (3.45)

(3.45) i¢in baslangi¢ kosul
Vio = vo(x;) (3.46)

olacak. Burada wvy(x;) fonksiyonu (3.26) denkleminden bulunacaktir. (3.45)
denklemindeki integrali sonlu farklara ayriklastirmak igin herhangi bir i i¢in
(xi,xi+1)'

(i =0,1,...n — 1) esit yere bolelim. Boliinen noktalar zj olsun.

_ Xy =% _—L+(+Dh-(-L+ih) ih+h—ih_h

h, =
m m m m
Bu takdirde
zi=-L+jh,=—-L+j—
, 2L h
j=0,...nm, hx=7, zo =—L, 21=—L+;
olur ve

X; mi
| G-t @ ody =Y - 2 Gt
-L v=0
(i=12,.... , ).
Sonuncu esitligi dikkate alirsak (3.45) ‘i
Viker = Vig + % (Vierky = 2Vike + Vicax) + thy X720 (x — 2)uf (20, ti) (3.47)

seklinde yazariz.

b) Asikar Olmayan Sema

(3.24), (3.25) problemi icin bu kez

T .
Vikr1 = Vi + nz (Vi+1,k+1) —2Vig41 + Vi—1,k+1) + th, Xpso(x; —

2,)UP (2, tis1) (3.48)
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semasini yazacagiz.

(3.47) ve (3.48) denklemleri i¢in baslangi¢ kosul (3.46) olur.

BILGISAYAR TESTLERI

Onerilen algoritmalar {izere bilgisayar testleri asagidaki veriler cercevesinde

gerceklestirilmis ve sonuglar sirasiyla Sekil 3. — 3. Da gosterilmistir.

1 () = { 1—-x%2, —-1<x<1
0 0, diger yerlerde

—-0.667000 , x<-1
3

X
vo(x) = x—?, —-1<x<1

0.66700 , x>1

Bu durumda biz baslangi¢ fonksiyonun sonlu tastyiciya sahip oldugunu varsaydik.

0.9 -

0.8~ N

0.7 -

0.6 -

0.5 -

0.4 -

0.3 N

0.2~ -

0.1 -

Sekil 3.1 wuy(x) fonksiyonunun grafigi
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0.8 3 3 3

Sekil 3.2

Vo(x) fonksiyonunun grafigi

1.8

1.6

1.4

0.8

0.6

0.4

Sekil 3.3 F(u) =u”

fonksiyonunun grafigi, a =
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0.6667

T

0.6667

0.6667 [~

0.6667 [~

0.6667 -

0.6666 -

0.6666 -

0.6666 |~

0.6666 [~

0.66661

Sekil

3.4 u(x,t)

fonksiyonunun grafigi, a = 1.
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SONUC

Tezdeki sonuclar asagidaki gibi siralanabilir:

1. Nonlineer kaynak fonksiyonuna sahip dejenere olan parabolik tiir denklemde

patlama olayinin teorik yapisi incelenmistir.

2. Kosan dalga seklinde bulunan ¢ozlimlerin zayif ¢6ziim olduklar1 da

ispatlanmugtir.

3. Tezin esas kisminda kaynak fonksiyonuna sahip dejenere olan denklem i¢in
yazilmig Cauchy probleminin sayisal ¢éziimiiniin bulunmasi i¢in genellestirilmis

fonksiyonlar sinifinda niimerik algoritmalar 6nerilmistir.

4. GOz Ontine alinan problemlerin singiilerlik derecesine bagli olarak birinci ve

ikinci tiir yardime1 problemler onerilmistir.

5. Onerilen yardime1 problemin avantajlarini kullanarak olayin fiziksel dzelliklerini

diizgiin aksettirebilen niimerik algoritmalar yazilmistir.
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