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Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve c¢aligmada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuglar verildi.

Uciincii boliimde, singiiler durumda g-Dirac denklemi calisilds.

Son olarak singiiler durumda g-Dirac operatoriiniin maximal disipatif, akretif,
kendine es genislemeleri sinir kosullar1 cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: g-Dirac operatdrii, simetrik operator, kendine es operator, disipatif
operatdr, akretif operator, sinir deger uzayi.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis
One Dimensional g-Dirac Equation
Betiil YILDIRIM

Burdur Mehmet Akif Ersoy University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA
June, 2024

In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, the g-Dirac equation are studied in the singular case.

Finally a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint extensions
and some other extensions of singular g-Dirac operator is given in terms of boundary

conditions.

Keywords: g-Dirac operator, symmetric operators, self-adjoint operators, dissipative
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1. GIRIS

Kuantum analizi matematikte son derece ilging ve 6nemli bir konudur. Klasik
limit kavramini kullanmadigindan, klasik anlamda tiirevi alinamayan fonksiyonlarin
kuantumda tiirevleri almabilmektedir. Dolayisiyla, kuantum tiirevi alabilir
fonksiyonlar1 igeren gesitli fiziksel modeller ve farkli matematiksel alanlarda ilgili
problemler vardir (Annaby ve Mansour, 2012) .

Kuantum tiirev

. _ flgx)—f(x)
Dq[ﬂ(x) - (q—l)x ’

formiilii ile tanimlanir (Jackson, 1904; Kac ve Cheung, 2002; Gasper ve Rahman, 2004;
Annaby ve Mansour, 2012).

Bir boyutlu g-Dirac sistemlerinin ele alalim:

1
0 ——D, -1\ p(x) O ) Y1 Y1
q —
q (32) +< 0 r( () =2G,)
D, 0
ya da
1
ly: = —EDq—lyz Py
Dgy1 +1(x)y,
ly=/1y,y=(£),0<x<a<00. (1.1

Burada A  karmasik  bir  6zdeger  parametresi, p(x) ve  r(x),
[0, a] aralig1 tizerinde taniml ve sifirda stirekli degerli fonksiyonlar olup p(x),r(x) €
L}](O, a)dir. Bu sisteme “Dirac sistemi” denir. Realist kuantum mekaniginin temel
fizigini formiile etmesinden dolayr Dirac sistemi fizikteki en 6nemli denklemlerden
biridir. Anti maddenin varhigmi ongormekte ve elektron spininin bir tanimin
vermektedir. Dirac operatorii ilging spektral 6zelliklere sahip olup Sturm-Liouville

operatdrlerine gore iizerinde c¢alisiimast daha zordur. Ornegin, Sturm-Liouville
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operatorleri asagidan yari-siirli olmasina ragmen, Dirac operatorleri yukaridan ya da
asagidan smirlt degildir. Literatiirde bir boyutlu Dirac 6zdeger problemlerinin bazi
yonleri ele alinmistir (Levitan ve Sargsjan, 1991; Weidmann,1987; Thaller, 1992). Bu
tip denklemler regiiler ve singiiler durumda Allahverdiev ve Tuna (Allahverdiev ve
Tuna, 2017; Allahverdiev ve Tuna, 2019) tarafindan incelenilmistir. Regiiler durumda
simetrik g-Dirac operatoriiniin genislemeleri Allahverdiev ve Tuna, 2018, 2020) de ele
alinmustir.

Operatorler teorisinde simetrik operatorlerin genislemeleri O6nemli arastirma
alanlarindan birisidir. Bu alanda baslica sonuglara J. Von Neumann (von Neumann,
1929), ulagmistir. Von Neumann simetrik operatorlerin hangi kosullar altinda kendine
es genislemeye sahip oldugu ve bu genislemenin nasil yapilacagini gostermistir. Krein
(Krein, 1947, 1952), Rellich (Rellich, 1951), Birman (Birman, 1956), Vishik (Vishik,
1952), simetrik operatorlerin genislemeleri tizerinde ¢aligmalar yapmuislardir.

1969 yilinda Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969) lineer bagmtilari kullanarak
simetrik operatorlerin genislemesini vermistir. Aynt metodu kullanarak simetrik
diferansiyel operatorlerin kendine es genislemeleri sinir kosullart cinsinden ifade eden
matematikg¢iler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984),
Bairamogly (Bairamogly, 1976), Allahverdiev (Allahverdiev,1995, 2013, 2014, 2016,
2019), Tuna (Tuna, 2013), Tuna ve Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve
Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018) dir.

Bu tez ¢alismasinda, singiiler durumda g-Dirac denklemi ele alinmistir. Bu tip
operatorler icin sinir deger uzayi insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla tiim maksimal

disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. U, bir kompleks lineer uzay olmak iizere her uv€ U ve A € K her i¢in
asagidaki sartlar1 saglayan ve (U,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin
i¢c carpimi1 ve U lineer uzayina da i¢ ¢carpim uzayi olarak isimlendirilir:
L (wWuw)=20wu)=0u=0

i. (wv)=wu

iii.  (Au,v) = A(u,v)

iv.  (ug +uy,v) = (uy,v) + (uy,v).
Ayrica verilenlerden yola ¢ikarak (u, Av) = A(u, v) ve
(u, v, + vy) = (u,v1) + (u, v,) 6zelliklerine ulasabiliriz (Akhiezer ve Glazman, 1963).
Tanmim 2.1.2. (U, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve u € U kabul edelim. u vektoriiniin

normu,

lull = (u,w) /2

o0 2 1/2
_ (Zj=i|sj| ) (2.1.1)

Seklinde gosterilir. Bu norma gore (U , (e )) i¢c carpim uzay1 bir normlu vektor uzayi
olur (Kreyszig, 1978).
Tanmm 2.1.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,

lull = (u,w) 72 (2.1.2)

normuna gore tam ise, yani (U, (., .))i¢indeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina
yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 ismi verilir (Kreyszig, 1978).
Tanim 2.1.4. K, H Hilbert uzayinin herhangi bir lineer alt uzayr (K € H) olarak kabul

edelim.
T:KCH->H (2.1.3)
doniistimii, her a, e C ve her u, v € K i¢in

T(au + Bv) = aTu + BTv (2.1.4)



esitligini saglaniyorsa T doniisiimiine lineer operator ismi verilir (Naimark, 1968).
Tamim 2.1.5. H Hilbert uzay:1 lizerinde tanimlanan bir T lineer operatdrii verilsin.

Her u € H igin
ITull < kllull (2.1.5)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayisi varsa T’ye sinirli lineer operator denir. Bu k
sayilarinin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak

ITul
IT|| = sup———= sup ||Tul| (2.1.6)
uzo Ul s
esitligi kullanilarak hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).
Tamim 2.1.6. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operatdr olmak iizere, 77 nin

tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T"t) (2.1.7)

esitligini saplayan T* operatoriine T operatoriiniin eslenik operatdrii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi olarak isimlendirilir ve K (T*)
ile gosterilir. T* operatdrii asagidaki 6zellikleri saglar.
i. ([T)'=T

i. (AT)* =AT*

iii. (T+L)y'=T"+1L"

iv. (T)'=LT"

v. |IT*| =|IT|| (T sinirh iken)
(Naimark, 1968).
Tamm 2.1.7. T* =T ise T’ ye kendine es operator ismi verilir. (Akhiezer ve Glazman,
1963).
Tamim 2.1.8. Tanim kiimesin D (A) olan bir A lineer operatérii igin, f, g € D(A) olmak

lizere,

(Af.9) = (f,49)

esitligi saglanirsa A operatoriine Hermitian ismi verilir (Naimark,1968).



Tammm 2.1.9. A:D(A) - H linecer bir operatér ve D(A) tamim bolgesi H Hilbert
uzayinda yogun olsun (D (A)=H ) Her f,g € D(A) igin,

(Af,9) = (f,49)

ise yani A € A” ise, A ‘ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tamim 2.1.10. D(U), U operatoriiniin tanim bdlgesi olmak iizere, her x,y € D(U) igin

(Ux,Uy) = (x,y)

ise U’ ya izometrik operatdr ismi verilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).
Tamm 2.1.11. Bir U izometrik operatdriiniin tanim ve deger kiimesi tiim H Hilbert
uzayina esit ise, U operatdriine liniter operator adi verilir.

Sinirlt bir izometrik U operatdriiniin iiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
U*U = UU* = I olmasidir (Akhiezer and Glazman, 1963).
Tamim 2.1.12. T lineer operatoriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun
olmak tizere, her h € D(T) i¢in,

Im(Th, h) = 0 (2.1.8)

ise T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1991).
Tamm 2.1.13. K Hilbert uzay, I'y, I';: Da+ = K lineer doniisiimler olsun.
I. f,g € Da-igin
Af,g)—(f,A) = (I1f, 29— of , 19k

ii. Keyfi F,F, €K i¢in I'yf = Fy,I'2f = F, olacak sekilde bir f € Dy~
vektorii vardir, sartlarint saglayan (K, 'y, ') ligliisiine A operatoriiniin sinir
deger uzayi ismi verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Teorem 2.1.14. n < o olmak lizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator i¢in
dimK = n olmak tlizere (K, I'1,I';) sinir deger uzayi vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Teorem 2.1.15. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatdriiniin

(K=DIf +i(K+DrLf =0 (2.1.9)



(K=DIif —i(K+DIaf =0 (2.1.10)

kosulunu saglayan f € Dy+vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatoriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatériiniin (2.1.9) ve (2.1.10)
kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genigleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay1 iizerinde A operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesi (2.1.9), (2.1.10) kosulu ile belirlenir ki burada K
izometrik operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genisleme
belirler. Son durumda (2.1.9), (2.1.10) kosullari, C,H ftizerinde kendine es operator

olmak lizere
(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(I'yf +ilof) = T'sf —ilaof, TI'if +il2f € Dy (2.1.11)
sirastyla
K(Iyf —ilLf) =TYf +il'%f, I''f —il'*f € Dg (2.1.12)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

IKFI < NIfl

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik
operator olmak tizere (2.1.11), (2.1.12) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1984).

Tamm 2.1.16. 0 < g < 1,AC R, ve a € C olsun. Bir g-fark denklemi, A {izerinde
taniml1 bir fonksiyonun g-tiirevlerini igceren bir denklemdir. y(x), A tizerinde karmagik

degerli bir fonksiyon olsun g-fark operatorii D, su sekilde tanimlanir.

_ (@9 -y

P =T

, XEA,

burada u(x) = (q — 1)x. Sifir noktasindakidaki g-tiirevi su sekilde verilir.



Day(0) = lim y(q");)n; © (x € 4),

Eger bu limit varsa ve x den bagimsizsa, D, nun sag-tersi olan Jackson g-integrali su

sekilde verilir.

[ rodt=x1-0 afaee ),
0 n=0

Burada sag tarafdaki serinin yakinsak olmalidir. Ayrica belirli g-integral asagidaki gibi

tanimlanir.

b b a
f f(O)dgt = j f®)dgt — j f(®)dgt (a,b € A).
a 0 0

Sifirt igeren bir A kiimesi tizerinde tanimli bir f fonksiyonunun sifirda g — regiiler

denir. Her x € A igin
lim £(xq™) = £(0).

Bu tezde sadece sifirda g — regiiler fonksiyonlar1 ele alinmistir.

Lé (0,a), [0, a] aralig1 tizerinde tanimli

a 1/2
ILfll:= <] |f(x)|dqx> < oo,
0

kosulunu saglayan tiim karmasik degerli fonksiyonlarin uzay1 olsun.

Lé (0, @) uzay1, asagidaki i¢ carpimu ile ayrilabilir bir Hilbert uzayidir.

(f,g):= fo Fg@dyx,  f.g € 12(0,a).

( Annaby ve Mansour, 2012)

L%I((O, a) X (0,a))uzay1 [0, a] X [0, a] tizerinde tanimlanan

a ra 1/2
||f||2:=<j0 fo |f(x,t)|2dqxdqt> < oo,

7



Kosulunu saglayan tiim karmagsik degerli fonksiyonlarin uzayi olsun:
LZ((0,a) x (0, a)) uzay: asagidaki i¢ ¢arpim ile ayrilabilir bir Hilbert uzayidur.
a a
= | reogeo
0o Jo
( Annaby ve Mansour, 2012).

Tammm 2.1.17. n€ N ={0,1,2,...} ve a,a4,...,a, € C, i¢cin q- faktdriyel, ¢oklu Q-

faktoriyel ve g-binom katsayilari su sekilde tanimlanir.

n—-1 00
@Do=1 @Da=]| | 1-a0") @aa=] | @-ag?,
k=0 k=0
k
(anaz @) = | | (a0),
j=1

ve

(1 . a)(l _ a—1) (1 _ a—n+1)
[g]q o [g]q B : céqu)n :

)

(Annaby and Mansour, 2011). Genellestirilmis q- faktoriyel su sekilde tanimlanur.

CH™

(aq¥; @)oo weRr)

(a4 9)y =
( Annaby ve Mansour, 2011 ; Polya ve Alexanderson, 1971). g-Gamma fonksiyonu su

sekilde tanimlanir.

N CH

r =
@%@ o

q(2) (1-q)7%z€Cql <1

( Gasper ve Rahman, 2004;). v derecesinden g-Bessel fonksiyonlariin tgilincii tiiri,

burada v > —1, su sekilde tanimlanir.

v+1

(@5 e N0 (-1)"g" D)2
(@ Do &2 (@ Dn(q"5 n

Jv(z;q) = 2" (z € C)

(Ismail, 1981). Ayrica, cos(z; q) Ve sin(z: q) su sekilde tanimlanur.
8



q" (z(1 — )"
CHP

cos(z; q) =Z (=D
n=0

_@%4%o

CHD™

sin(z;q) = Z (1)
(g3

(4 9%)

(zg2(1 - Q))1/2]—1/2(Z(1 - 9)/\J4; 4%),

qn(n+1) (Z(l _ q))2n+1
(@ Dan+1

(z(1 = @)Y?)]1/2(z(1 — q); ¢°)

( Abu Risha ve dig., 2007). W,(,f ) J,(;; g%) nin pozitif sinirlarim1 v > —1 olmak iizere

artan m derecesinde gostersin ve

1

—-1/2 \/E -1/2
N T L

strastyla cos(z; q) ve sin(z; q) nun pozitif sifirlarini gosterir. Yeterince biiyiik m i¢in

sunlara sahibiz:

A

q 2
1-g¢q

(1+0(@™), (2.1.13)

Xm =

-m

Ym = qu(l +0(q™)) (2.1.14)

( Annaby ve Mansour, 2011).

2.2. Bir Boyutlu g-Dirac Sistemleri

Bu boliimde, g-Dirac denkleminin ¢oziimiiniin varligin1 ve tekligini gosteren

teoremi verecegiz. Bir boyutlu g-Dirac sistemlerini ele alalim:

1
—=D, -1 0
D qo ! @l) + (p(ox) r(x)) (il) =4 (ﬁ)
q
ya da
ly=24y, 0<x<a<oo, (2.2.1)



Burada A karmasik bir 6zdeger parametresi,

- éDq—U’z +p(yr (3’1)’

ly; = =
Dyy: +r(x)y, Y2

p(x) ver(x),
[0, a] Gizerinde taniml ve sifirda stirekli degerli fonksiyonlar olup p(x),r(x) €

L(0,a).

Simdi,
(.97 = | (1), gG)sdlgx
0

i¢c carpimint kullanarak vektor degerli fonksiyonlarin Lfl((O, a); E) (E:= C?) uygun
Hilbert uzayini tanitacagiz.

C;((0,a);E), y(x) ve D,y(x) sifirda stirekli olacak sekilde [0,a] iizerinde
taniml1 E’deki tiim vector degerli y(x) fonksiyonlarinin uzay: olsun. CL% ((0,a); E) nin
Lfl ((0,a); E) Hilbert uzayinin bir alt uzay1 oldugu agiktir.

Teorem 2.2.1. ¢, ¢, € C olsun. Denklem 2.2.1 in CZ((0, a); E) uzayi iginde tek bir

D0\ o :
d(x, 1) = ( Cblgc /1%) ¢O6zUmil vardir ve bu ¢oziim asagidaki kosullari saglar.
2 ’

@1(0,1) = (1, CDZ(O,A) = Cl,l € C. (222)

Her x € [0, a] icin ®(x, 1), A'nin vektor degerli bir tam fonksiyonudur (Allahverdiev
ve Tuna, 2017).
Ispat. p(x) = r(x) = 0 olsun, o halde ly = Ay esitliginin ¢dziimii

S1(x,4) = (gig :3) = 016 A) + €,0,(x, 1) (x € [0,a], A€ ),

ile verilir. Burada ¢, Ve ¢, asagidaki tanimlanir.

cos(Ax; q) sin(Ax; q)
@1(x,2) = | sin(Ax; q) | ve p,(x, 1) = A ,eger x # 0,
2 cos(4x; q)

Ax; ve 5 .
@, (x, 1) = (cos(xx q)) ve @,(x,1) = (cos(lx; q))’ eger x = 0 ise

10



Sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak asagidaki integral denklem sistemini

bulunur:

S(x, 1)
=c1901(x, A1) + c20,(x, 1)

+q f [2(x, D1 (qt, 1) — @1 (x, D3 (qt, VIV (qt)S(qt, A)dt.
0

Burada x € [0,a], A € C, T matris transpozesi ve V(x) = (p(ox) r(ox)> dir. x € [0, a]

ve A € Cigin asagidaki elde edilir.

_ (S11(x, )
S(x4) = <512(x: A)>
cos(Ax; q) W)

. t)S;(qt, A)d,t
ICIfo _sm(/lx;Q)COS()L tq) Pa0)31 (4t M)dq
n A 9 qt; q
| . cos(Ax; q)cos(Aqt; q)
\qfo +sin(lx;)sin(lqt; Q)| r(qt)S;(qt, Vdgt
A A

|
|
|

+

. cos(Ax; q) cos(Aqt; q)
( —qf, |  sin(Ax; q) sin(Aqt; q) r(qt)Sz(qt,ﬂ)dqt\
A A
+ sin(Aqt; q) I (2.2.3)

X cos(Ax; q) >
o | singax) r(qt)S,(qt, dgt

A

cos(Aqt; q)

Simdi, (2.2.3) integral denkleminin ¢6ziimiinii olusturmak i¢in ardisik yaklasimlar

yontemini kullanacagiz. Asagidaki gibi bir {S,,(x, 1) }n= dizisi tanimlayalim.

_ (S11(x, 1)
Sn+1(x’ A) - (512(x' /D)

sin(Aqt; q)

cos(4x; q) n

qf p(qt)Sin(qt, A)dgyt

0 in(Ax,

|
+
k cos(Ax; q)cos(Aqt; q)

afq |, sin(x) sin(Aqt, 4) | p(at)S1a(qt, Ayt
A A

\.
)

11



cos(Ax; q)cos(Aqt; q
—qf Ox N sin(Ax, q) sin(Aqt; q) | 7(qt) Sz, (qt, D d,t
A A
+ .
. |cos(Ax; q)W)
\ al, sin(Ax;) r(qt)San(qt, V)dgt
+ cos(Aqt; q

Burada x € [0,a] ve A € C dir. O halde, her sabit 1 € C igin {S,,(x,A)}peq (n > )
iken dizisinin diizgiin limitinin var oldugunu (2.2.1) - (2.2.2) probleminin ¢6ziimii
oldugunu gosterecegiz.

A € C sabit olsun. Oyle N(A) ve A gibi pozitif sayilar1 vardir ki, x € [0, a] igin

3

N
|§0ij(x»/1)| < >

ghax Ip(x)| = Ay, P |r(x)| = 4;, A=m {A;,A,}

N _ND)

2 2

) l;] = 1;2;

|1, G, )| < (el + Iz ,j =12, dir.

Bu durumda,
1S, Cx, ) — S1(x, DI

sin(Aqt; q)

cos(4x; q) 7

qf p(qt)S11(qt, Ddgt

0 sin(4x,
cos(Ax; q)cos(Aqt; q)
X . .
al, N sin(Ax; ) sin(Aqt, q) | r(qt)S;2(qt, )d,t
A A

<

\.
)

cos(4Ax; q)cos(Aqt; q
X . .
af, | Sin(Ax, @) sin(Aqt; q) [ p(qt)S11(qt, D gt
A A

\.
sin(Aqt, q) i
J

)
— A
1o sin(Ax;) r(qt)S12(qt, N)dgt

A

I
I
L . cos(4x; q)

cos(Aqt; q

12



+ N(DA,

N N
: )

X
["a
0

X
[ a
0

<q <N (DA,

N mm>

o=+ N4, — (2.2.4)

+q <N (DA,

x(1-q)

<2NDAND T

Burada |.| normu L% ((0,a); E) deki uygun normdur, ancak bu sunum igin 1-normunu

kullandik. Benzer sekilde, (2.2.5)’1

—__ AZN2(D)x?*(1 —q)*

(1S2(2, 2) = S, (x, DIl < 2%g3N (A , 2.2.5)
ve matematiksel timevarim kullanarak
n, EOH) - (AND)x(1-g)"
1Spe1(x,A) = S (x, DIl < 2™q 2 N(A)T (n=12..),
elde edilir. Asagidaki seri
= n(n+1)ﬁ AN A X 1_ n
3" ong %27 AV~ )
- (@ Dn
n=1
Weierstrass —M testine gore diizgiin yakinsak olup bu seri
S+ ) (Snea(nA) = SuCx, D) (2.2.6)
n=1

[0, a] araliginda diizgiin yakinsar. O halde, bu serinin n’inci kismi toplami1

n-1
Su(6,2) = 12 + ) {Seur(,2) = Si(x, )
k=1

®(x, 1) fonksiyonuna [0, a] araligi iizerinde n — oo i¢in diizgiin yakinsar yani,

lim S, (x,A) = ®(x, 1).
n—->oo

13



Tiimevarim kullanarak S, (x, 1) ve D S, (x, 1) nin sifirda siirekli oldugunu

ispatlayabiliriz. Burada:
DgSn(x, 1)
= ¢c1Dq1(x,A) + c2Dg 2 (x, 1)

X
+q f [Dq92(x, DT (qt, ) — Da@y(x, @3 (qt, V]V (qt)S, (qt, A)dqt
0
ven = 1,2, .. S,(x, 1) ve DS, (x, A) nin sifirda siirekli oldugu agiktir, yani, ®(x, 1) €
C5((0,a); E).
®(x,A) nin (2.2.2) yi sagladigim1 gormek kolaydir yani,

®(0,2) = (g;ggg) - (2) dir.

Simdi, ®(x, 1) fonksiyonunun Denklem 2.2.1 i sagladigini gosterecegiz. Eger x #

0 ise

D, ®(x, 2)

Dg®1(x, M\ _ ] 4 .
D@, (x,2)) = 1Pa®10 ) + ©2De2 (1, 1)

+q f [Dy2 (e DT (gt 2) = Doy (6, DL (t, D]V (@) (g, At
0

dir. Denklem 2.2.1°1 kullanarak asagidaki esitlikler elde edilir.

sin(Ax; q)
Dgcos(Ax; q) = (—r(x) + A)T,
sin(Ax; q)
D, — - (—r(x) + 1) cos(Ax; q).

Dolayisiyla, asagidaki sonuglar elde edilir.

14



Dy, (x, 1)

sin(Ax;
= ¢;Dgcos(Ax; q) — c;Dq %
[ sin(Aqt:
x | Dgcos(Ax; q) %
v | P01 (qt, Dt
o sin(Axqq) L a

_—Dq — cos(Aqt; q)

x [Dqcos(Ax; q)cos(Aqt; q)

—qJ. D sin(Axq) sin(Aqtq) [ (qt) P, (qt, A)d4t
0

a A A
sin(4Ax; q)
=c(—-r(x)+21) — cy(—r(x) + 1) (—cos(Ax; q))
sin(4x, q)
x (=r(x)+ 1) — cos(Aqt; q)
—CIf sin(Agt, q) r(qt)P,(qt, Ddg4t
O |+(=7(x) + D (=cos(Ax; q)) T

= (—1r(x) + )P, (x, 1).

Denklem 2.2.1 deki digre esitligin gegerliligi de benzer sekilde ispatlanabilir.

Eger x = 0 ise

Dy®,(0,1) =¢1D3911(0,4) + c;D4¢0,1(0,4)

= ¢1(=7(0) + ) 912(0,4) + c2(=7(0) + 1)922(0, 1)
= (=7r(0) + D) P,(0,2)

dir.

Denklem 2.2.1 deki 6teki denklemin gegerliligi de benzer sekilde ispatlanabilir.
Simdi (2.2.1) ve (2.2.2.) ile tanimlanan problemin tek bir ¢6ziimii oldugunu
kanitlayacagiz. ¥, (x, 1) ve Y, (x, A) nin bu problemin iki ¢éziimii oldugunu varsayalim.
x € [0,a] icin y(x,A) = Y1(x,A) —P,(x,4) tammlayalim. Bu durumda, y(x,1) bu
problemin tek ¢oziimudir. x;(0,4) = x»(0,4) =0 oldugu aciktir. Basit bir
hesaplamayla asagidaki esitlik gosterilebilir.

/—q Jox (—r(qt) + Dy (qt, A)dqt\

(%, ’1)> (2.2.7)

X(x’ A) - <X2 (x, A)

\—q JO (=p(gt) + Dx1(qt, Dd,t

x(x, 1), r(x), ve p(x) sifirda siirekli oldugundan oyle N, , ve M, , pozitif

sayilart mevcuttur Ki
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suglxl(xq",/l)l —N,Ef,sur)IXz(an»/Ul Nﬁ)
ne

Ny, = max{Nﬁ), N(Z) }

sup|A — r(xq™)| —M,E,%,SUPM p(xq™)| = )(62/1)’

neN

My, = max{MfCl;, M3,

O halde, suna sahibiz.

X

Il x(x, 4) lI= ‘—q f (=r(qt) + Dx2(qt, Vd,t
0

+ ’—q f (=p(qt) + Dxa(gt, Dyt
0

X
[Fa
0

dir. Eger matematiksel tiimevarim uygularsak bu durumda (2.2.8)’i elde ederiz.

x(1—q)

< 2gN, M
x q x,A M x, A (1 q)

= Zqu,AMx A7 N

(Dk+2) xk(1 - )k
Il x(e, D) I 2% 2 MK, N, , ———— (2.2.8)
AT )
burada k € N ve x € [0, a]. Simdi, formiiliin k igin gegerli oldugunu varsalim ve k + 1

icin kanitlayalim. (2.2.7)’e gore agagidaki elde edilir.

I xCx 2) lI= ‘—q f (~r(qt) + Dx2(qt, Ddgt
0

+ |—q f (=p(qt) + Dxa(gt, Dyt

(k

2) X k
< 2kHlg 2 +1Mk+1Nx,,1(1 _ gk (@)

o @@ !
k+1(1 _ q)k+1

— 2k+1 (ke )+1Mk+1

q

(@ D

Boylece, (2.2.8)’nin tiim k € N i¢in gecerli oldugu ispatlanmis olur. Cauchy kok

testinden

(kk+1) Kk xk(l q)k

: K
lim,_,2%q 2 My, aak

16



elde edilir. Dolayisiyla her x € [0,a] i¢in y(x,A) = 0 olur. Bu da tek bir ¢6ziimiin
oldugunu ispatlamaktadir.

Sonraki savimiz x € [0,a] da D(x, 1) nin
A degiskenine gore tam fonksiyon oldugudur. Bu amagla, ®(x,1) nin [};:= {1 €
C: |A] < M}'de her T, diskinde analitik oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bu amagla n

tizerinde tiimevarim yoluyla

Sp(x, A) nin tim x € [0, a] lar igin [},'de analitik oldugunu, ve (2.2.9)
%Sn (x,A4) nin (0, 1) da tii A € Ty i¢gin siirekli oldugunu ispatlayacagiz ~ (2.2.10)

@1(x,A) ve @,(x,A) are A’nin x € [0,a] i¢in tam fonksiyonudur. Ayrica,
;—ASn(x, A), (0,1) araliginda tiim A € C igin stireklidir. Boylelikle (2.2.9) ve (2.2.10)

n =1 i¢in saglanmis olur. (2.2.9) ve (2.2.10) iin n > 1 i¢in gegerli oldugunu

varsayalim. Bu durumda asagidakini elde ederiz.

0 d
SeCod)|  =ageaud| [ elannvansien e
oA =1y oA i=1,

d
_51 (%o, /1)|

9]
~agenCo| [ T vans.a gt
oA A=1 Jo

8 [ (%
0

A=AO

a [ ¥
~ 00100 D5 (| o IV @DSu(at Vgt (22.11)
0A\J,
Azlo—
(2.2.10)’dan, —gol T(qt, )V (qt)Sn—1(qt, 1) nin (0, 1,) arahiginda her t = 1,2 icin
stirekli oldugun sonucuna variyoruz. Dolayisiyla, C, b > 0 sabitleri mevcuttur sdyle ki

0

I
I
loA

f
(0F oa™ DV (2oq™Sn(x04™ V)| < Cm €N, 1A =2l < 8
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Bu yiizden asagidaki esitlik

|| 0

_ nij__ T n+1 n+1 +1 I
xo(1 = 0" | == (@7 (xoq™, DV (roq™ Sy (x0a™, D) )|

< %A1 —q)q" (n €N),

IA — Al < 6 diski i¢indeki tiim A ler i¢in gecerlidir. Buradan

to
f ol (gt DV (q)Sn(gt, Dyt (i = 1,2,..)
0

q — integrallerine karsilik gelen seriler A = 4,  noktasinin  komsulugunda
diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla, (2.2.11)’de tiirev ve integral sirasin1 degistirebiliriz. x,

ve A, keyfi degerler oldugu i¢in,

0
57 Smr1(® )

X

] 09
= ﬁSl(x, ) —q j a(q)l(x, Dol (qt, 1)S,(qt, D)V (qt)dqt (2.212)

0

Xo a
~ [ 53 @t Dl (at, DS (at DV at)dgt
0

tim x € [0,a] ve A € [y i¢in (2.2.12) denklem gegerlidir. (2.2.10)’den, (2.2.12) daki
integraller (0, 1) da siireklidir. O halde, %Snﬂ(x, A) (0, A) de siireklidir. x, € [0, a] de
keyfi degerler olsun. Bu durumda, E (x,), E(xy) > 0 mevcuttur sdyle ki

V E(xo)

2

|0ij (6, D) < ve |s;; (6, D] < ECxo) (2.2.13)

burada i,j = 1,2 ve A € T}y,. Son olarak, matematiksel timevarim su sonuglar1 verir.

ISusa 0,70 = S, DI < 2" 5 B Gip) (S D

Bu yiizden, (2.2.6)’ da verilen seriler, [, de x = xq ile. ®(x, 1) ya diizgiin olarak
yakinsaktir.
Dolayisiyla, ®(x, A) I}, de analitiktir yani tamdir.
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2.3. Ozeslenik g-Dirac Denklemi
Bu boliimde, 6zeslenik g-Dirac sistemini Lé((O, a); E ) uzayinda formiile ediyoruz

ve bu sistemin baz1 spektral 6zelliklerini sunuyoruz.

Simdi g-Dirac sistemini

ly=/'ly,y=(£),0<x<a<oo (2.3.1)

asagidaki siir kosullartyla diisiintirsek

Li(y) = k11y1(0) + k12y,(0) =0 (2.3.2)
a
Ly (y) = ka1y1(@) + kp2y, (a) =0 (2.3.3)

olur burada A kompleks spektral parametre,

1
ly =i gqlay2 F PN
Dyy: + r(x)y,

p(x) ver(x),

[0, a] lizerinde tanimlanan ve sifirda siirekli olan reel degerli fonksiyonlar, {kif}i =12

(kl- j) matrisinin ranki 2 olacak sekilde rastgele reel sayilardir.

Teorem 2.3.1. (2.3.1) — (2.3.2) ile tanimlanan smir-deger problemi formal olarak
C(f((O, a);E) anl((O, a);E) uzayl Uzerinde 6z-esleniktir (Allahverdiev ve Tuna,
2017).

Ispat. Oncelikle Green formiiliinii ispatlayacagiz. y(x),z(x) € Lé((O, a); E) olsun, bu

durumda asagidaki denklemler elde edilir.
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a 1 B
.2~ iD= | (=2Dgsya +pCOn) By
0

a
+f (qul + r(x)yz)z_qux
0

a 1
—f Y1 (— aDq—122 + p(x)zl) dgx
0

a
—f Vs (qul + r(x)zz)dqx
oa ) ) -
= - f [(a Dq—lyZ) Zq + yZ(qul)] dqx
0

a 1
+f l(qul)z_z + v, (aDq_lzz)l dgx
0

Dy (WYZ(CI_lx))
= (Dgy2(q7'2)) Da(q )21 (@) + 2 () (Dg 2 ()
1

= a(Dq_lJ’Z)Z_l +¥2(Dg21)

ve
Dy(z: (¢ )y (%))
= (Dgz2(q712)) Dq (@ 20)y1 (%) + 2,00 (Dgy1 (1))

1 -
= a(z)q_lZZ)y1 + 2, (X) Dgy1 (%)-

denklemlerinden asagidaki esitlikler elde edilir.

(y,2) = (¥, 12)
_j Dq (myz(q_lx)) dqx +f Dq(yl(x)zz(q_lx))dqx
0 0

B .[ Dq [3’1(9‘)22 (@7 'x) — z1(0)y; (q_lx)]dqx'
0

[V, 2]y = y1(0)z,(q71x) — z;(x)y,(q" x) seklinde tamimlarsak sunu elde

ederiz.

(y,z) — 0, 12) = [y, 2]a — [y, Z]o- (2.3.4)
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L operatoriiniin bigimsel/formal olarak 6zeslenik oldugunu gostermeye devam
edelim. Tim y(x),z(x) € Cg((O, a);E) icin (ly,z) = (y,lz) oldugunu ispatlamak
yeterlidir.

y(x),z(x) € C5((0,a); E) N LG ((0,a); E)

olsun bu durumda asagidaki esitlik saglanir.

(ly,2) = W, 12) = [y, z]a = [y, Z]o-

Sinir kosullari (2.3.2) ve (2.3.3) den, [y, z], = 0 ve [y, z], = 0 1 elde ederiz. Buradan
(ly,z) = (y,1z) (2.3.5)
dir.Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.3.2. (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin tim O&zdegerleri reeldir
(Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Ispat. u, z(x) ozfonksiyonuna karsihk gelen bir o6zdeger olsun. (2.3.5)

denkleminden asagidaki sonug elde edilir:

(z,2) = (z,12) = (z,uz) = ji(z, 2). (2.3.6)
Ote yandan,
(Lz,2z) = (uz,z) = u(z, z). (2.3.7)

dir. (2.3.6) ve (2.3.7)’ten,

Wz, z) = [i(z, 2),

(M—m(z,2)=0

elde edilir. z(x) # 0, oldugundan p = p yi elde edilir.

Lemma 2.3.3. Eger p; vep,, (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin iki farkl
Ozdegeriyse, o zaman bu Ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olan v, ve v,

ortogonaldir.
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Ispat. p, ve p, sirasiyla v; ve v, 6zfonksiyonlarina karsilik gelen iki farkli reel 6zdeger

olsun. (2.2.5)’den sunu elde ederiz:
a

(ny — Hz)f (Ul(x)’vz(x))Edqx = 0.
0

1y # Ky oldugundan, v, (x) ve v,(x) nin ortogonal oldugunu elde ederiz. (Allahverdiev
ve Tuna, 2017).

Simdi,

_(y1(x) _ (z1(x)
y(x) = (yz (x)),z(x) — (Zi (x)) € 12((0,a),E)
olsun. O halde,

W(y,z)(x) = y1(x)z,(q"1(x)) — z,(x)y, formiiliinden y(x)vez(x) nin

Wronskian’1 tanimlanir.

Teorem 2.3.4. Denklem 2.3.1 in herhangi iki ¢6ziimiiniin Wronskian x'den bagimsizdir.
Ispat. y(x) ve z(x), Denklem 2.3.1 in iki ¢oziimii olsun. Green formiiliine gore

(y,2) =, 12) = [y, z]a = [y, 0.

elde edilir.

ly =2Ayvelz = Az,

oldugundan asagidaki denklem bulunur.

Ay, 2) = Az)  =[.zla = [y, 2o,
A=D»2) =1y zla— [y 2o

A€R oldugundan, [y,z], = [y, z]lo = W(y,2)(0), olur yani Wronskian
x den bagimsizdir. (Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Sonug 2.3.5. Eger y(x) ve z(x) in her ikisi de Denklem 2.3.1 in ¢6ziimleriyse tiim x €
[0,a] icin ya W (y,z)(x) = 0 yada W(y, z)(x) # 0 dir. (Allahverdiev ve Tuna, 2017).
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Teorem 2.3.6. Denklem 2.3.1 in herhangi iki ¢6ziimil lineer bagimlidir ancak ve ancak

¢Oziimlerin Wronskian 1 sifirdir.

Ispat. y(x) ve z(x) Denklem 2.3.1 in lineer bagimli iki ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢ >

0 olacak sekilde y(x) = cz(x) esitligini saglayan bir sabit mevcuttur. Boylece

cz1(x) czy(q71(x)) _
z1(x)  z(q7'(x)) a

_ () ya(gTHe)| _
YOO w el

elde edilir. Tersine Wronskian W(y,z) = 0 ve dolayisiyla y(x) = cz(x) dir, yani
y(x) ve z(x) dogrusal olarak bagimhidir (Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Lemma 2.3.7. (2.3.1) - (2.3.3) ile tanimlanan problemin tim 6zdegerleri geometrik

acgidan basittir.

Ispat. u, z;(x) ve zy(x) nin o6zfonksiyonlar i¢in bir 6zdeger olsun. (2.3.2) smr

kosulundan asagidaki esitlik bulunur.

W(z1,2,)(0) = z11(0)232(0) — 2;,(0)2,,(0) = 0.

0] halde, {z1(x), z2(x)} kiimesi lineer bagimlidir.

Artik, bir sonraki hedefimiz 6zdegerleri ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 belirlemektir.

b1 (x, 1) = (iig :3) ve ¢ (x, 1) = (gz;g :B) Denklem 2.3.1 in

lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun ve asagidaki baslangi¢ kosullarini saglasin,
d)l](O,A) = 81:_]" l,] = 1,2, A € C.
Bu durumda, Denklem 2.3.1’in her bir ¢6ziimii agagidaki forma sahip olacaktir

y(x, ) = Ki91(x, 1) + Kr¢,(x, 1)

Burada K; ve K, x'e bagl degildir.

KiLi(¢,) + KL (¢p2) =0
KiL(¢1) + K3Ly(¢2) =0
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Lineer sistemin asikar olmayanr ¢oziimiinii bulabilirsek bu durumda y(x, 1) ¢6ziimii
Denklem 2.3.1 in 6zfonksiyonu olarak adlandirilir. Bu yiizden A € R bir 6zdegerdir

ancak ve ancak

L1(¢1) L1(¢)2) _

Ly(d) Lol ~ O

AY) =
A(A) fonksiyonu, (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan g-Dirac sistemi ile iligkili karakteristik
determinant olarak adlandirilir. (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin 6zdegerleri,
A(A) fonksiyonunun sifir degerleridir. Ote yandan, A(1), 4 mn tam fonksiyonudur
¢linkii her bir x € [0, a] sabiti igin ¢, (x, 1)ve ¢, (x, 1), A degiskenine gore tamdir.

Teorem 2.3.8. (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin tim pn Ozdegerleri,
A(A) fonksiyonun basit sifir degerleridir.

spat. 6,(x, 1) = (gi:g' 2) ve 0,(x, 1) = (gz:g' g) olmak iizere

01(x, 1) = L1(92)p1(x, A) — L1 (1) P2 (x, 1),

62(x,2) = Ly($2)$1(x, D) = Ly (¢1) 2 (x, ) (238)

fonksiyonlar1 tanimlayalim.

O halde, 6;(x,4A) ve 6,(x,4), Denklem 2.3.1 in asagidaki kosullar1 saglayan

¢Oziimleridir:

_{ %12 _( Q22
0,(0,1) = (—an) ve 0,(a, 1) = (_am). (2.3.9)
Diger yandan,

W(el (X, A), 92 (X, A))

_ 011(x, 1)  012(q7'x, 1)
021 (x, 1)  O52(q7'x, 1)

= 011 (%, D)022(q7 1%, 1) — 012( 7%, )01 (x, 1)
= (L1(¢2)P11(x, 2) — L1 (1) P21 (x, 1))
X (L2(¢2)P12(x, ) — Lo (1) 22 (x, 1))
—(L1(92)p12(x, 1) — L1 (1) 22(x, 1))
X (L2(¢2)11(x, ) — Lo (1) 21 (x, 1))
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= L1(¢2)L2(91) (=011 (x, 1) 022(q7 %, 1) + 012(q ™ x, 1) 621 (x, 1))

+Ly (1) L2 (¢2) (811 (x, 1)022(q7 %, A) — 012(q ™ %, )61 (x, 1))

= (0110, D)022(q7x, 1) — 012(q7 %, 1) 621 (x, 1))

X (L1($:)L2($2) = L1($2) L2 (¢1))

= W(01(x, 1), 0,(x,1))AA) = A(R). (2.3.10)

dir. Ay, (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin bir 6zdegeri olsun. A, reel bir sayi
oldugundan, 6;(x, A1,)(i = 1,2) reel degerli say1 olarak alinabilir. Bu durumda (2.3.10)
denkleminden 6,(x,1,) ve 6,(x,1y) lineer bagimli 6zfonksiyonlardir. Dolayisiyla,

asagidaki gibi n, sifir olmayan bir sabit vardir

0, (x, 9) = 1901 (x, o).

(2.3.8) ve (2.3.9)’dan, (2.3.11) bulunur.

821(0,40) = Moa12 = 19611(0,4), 655(0,20) = —noas1 = —16,2(0, 1) (2.3.11)

Eger (2.3.4) de y(x) = 6,(x,A) ve z(x) = 6,(x, 1y) alirsak,

(1 - /10)] (0,(x, 1), 0,(x, 29) )dgx

= _(921(0’ 21)60,2(0,40) — 6,1(0,19)0,(0, /1))
= - (921(0' /1)(—770912(0' A)) —110611(0,4)0, (0, /1))

7)0(911((00»1)922 (wg, 4) — 012(0,1)6,4 (0, /1))
T]OW(Ql(X, A), HZ(XI /1)) = WOA(A)

elde edilir. A(4), A nin bir tam fonksiyon oldugundan,

d o A
aA(A).— lim

1 a
=— | 6,%(x,2y)d,x # 0.
A—)AO A - AO 770 _]; 2 (x O) qx

Dolayistyla, 1y, A(A) nin basit bir sifiridir (Allahverdiev ve Tuna, 2017).

2.4. Green Fonksiyonu ve Ozfonksiyon Acilim Formiilii

Bu boéliimde asagidaki homojen olmayan g-Dirac sistemin 0 < x < a < o ve f(x) =

(f1 (x)
f2(x)

) € L7 ([0, a]; E) igin ¢dziimiinii arastiracagiz.
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1
—aDq—lyZ +{A+p@)}y = —fix), (2.4.1)

Dgyi + {1+ 17(x0)}y, = —fo(x), (2.4.2)
Li(y):=ky1y1(0) + k1,y,(0) =0, (2.4.3)
Ly(): = kpyys (@) + k (3)—0 2.4.4
2WV)= K1 y1(a 223’2q—- (2.4.4)

Bunun igin, (2.4.1)-(2.4.4) homojen olmayan sisteminin Green fonksiyonunu

olusturalim.

Teorem 2.4.1. Eger 4, (2.3.1)-(2.3.3) ile tanimlanan problemin bir 6zdegeri degilse, bu
durumda homojen olmayan (2.4.1) -(2.4.4) sistemi, L2, ,((wo, @); E) uzayinda herhangi
bir vektor degerli f(x) fonksiyon igin ¢ozilebilir. Buna karsin, 4, (2.3.1)-(2.3.3) ile
tanimlanan problemin bir 6zdegeriyse, bu durumda homojen olmayan sistem (2.4.1) -

(2.4.4) genellikle ¢oziilemez.

Ispat. Green matrisi

T
——gz(x’i)(i; D o<t<x,
G(x,t,A) = 0. el (ea (2.4.5)
_ 1(x,)2(,)’ x<t<a
AQY)
ile tanimlanir.
y(x,A) = foa G(x, t,)f (t)d,t (2.4.6)

olsun. Yukaridaki fonksiyonun homojen olmayan (2.4.1)-(2.4.4) sisteminin
¢o6zimi oldugunu gosterecegiz.

Green matrisinin tanimindan

G(x! t; A)

( 1 921(3(, A)Hll(t, 1)621(9(" A)elz(t’ A)

__A(A) 922(-7(, A)Hll(t; 1)622 (x’ A)le(t’ A) )
0<t<x,

(911 (%, )61 (t, 1) 011 (x, 1)052 (2, ﬂ))

| 2

012(x, )02, (8, 1)012(x, 1)02,(t, 1)
x<t<a.

bulunur. Dolayisiyla,
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G(x, t,)f(t)
(1 (921(95» A)011(t, D) f1(t) + 621(x, 1)012(t, D) f (t))
A \O22(x, 1)011(t, 1) f1(t) + O22(x, 1)012(t, D) f2(8) /)"
0Kty
BN (911(95» D)O021(t, Df1(t) + 011 (x, ) 022 (L, D) f2 (t)>
A \O12(x,4)021(t, 1) f1(t) + 012(x, 1)022(t, ) f(8) )"
\ x<t<ga

(2.4.6)’dan asagidaki esitlik bulunur.

y1(x, 4)
q
A
Ag/’l) 011 (%, /1)] (621(qt, D) f1(qt) + 6:2(qt, 1) f2(qt))dgt,
y2(x, 4)
~ AEIA) 022 (x, A)f (611(qt, 1) f1(qt) + 012(qt, D) f>(qt))dgt
q
AR

—=01(x, /1)[ (611(qt, 1) f1(qt) + 012(qt, V) f(qt))d gt

—=b012(x, /1)] (621(qt, D f1(qt) + 022(qt, 1) f>(qt))d,t.

Buradan,

Dgy1(x, )

—ﬁD 021, 2) [, (611(qt, Dfi(qt) + 012(qt, D f2(qt))dqt

A(A)D 611 (x, A)f (621(qt, D f1(qt) + 622(qt, D) fo(qt))d,t
—W(91’ 02)f2(x)

A(A) T A+ T(0}052(x,2) [ (011(qt, D fi(qt) + 012(qt, D f2(qt))dqt

A(A) A+ T(0)}012(x,2) [ (021(qt, Dfi(qt) + 022(qt, D f(q1))dgt
—A) f2(x)
= A+ T} 55022000 (022(at DF(GE) + 012(98 D fo(a0))dgt
—{1+ T(X)}mﬁhz(x, D [ (021(qt, Dfi(qt) + 622(qt, D f2(qt))dqt
—f2(x) = —{2+r()}y.(x) - /()
elde edilir. Denklem 2.4.1 in gegerliligi de benzer sekilde ispatlanir. Dolayisiyla
(2.4.6)’daki y(x, A) fonksiyonu, (2.4.1)-(2.4.2) sistemlerinin ¢Oziimiidiir. Ayrica
(2.4.3)-(2.4.4) sir kosullarim1 saglaylp saglamadigini  kolayca kontrol edilir

(Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Teorem 2.4.2. (2.4.5) ile tanimlanan Green matrisi asagidaki 6zelliklere sahiptir:
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i.  Green matrisi G(x, t, 1) tektir, yani homojen olmayan sistem (2.4.2)-(2.4.4) igin
baska bir Green matrisi mevcutsa, o halde Lfl(((O, a) X (0,a); E ) de G(x,t,A) =
G(x,t,A) dir.

ii. G(x,t A),(0,0) noktasinda stireklidir.

iii. G(x,t,A)=GT(t,x, Q)
iv. Ao, A(A)'nin sifir1 olsun. Bu durumda Ay, G(x, t, A)matrisinin basit bir kutbu
olabilir.

O ylizden, suna sahibiz

—v(x)vT ()

=1 +G(x, t, ),

G(x, t,A) =

burada, G (x,t,A) 1 ‘nin A, ve v(x) komsulugunda bir analitik fonksiyondur ve 1, ‘a
karsilik gelen normallestirilmis bir 6zfonksiyondur. (Allahverdiev ve Tuna, 2017).
Bu teoremin ispati g-Sturm Liouville denklemleri igin yapilan ispata ( Annaby ve

Mansour, 2012) benzer oldugu igin atliyoruz.

Tanim 2.4.3. E uzayi iizerinde 0 < x,ve t < a kosuluna sahip iki degiskenli bir matris-
degerli M(x,t) fonksiyonuna g- Hilbert- Schmidt ¢ekirdegi denir. Eger
Jo Jy W M(x,0) 1 dgxdgt < +oo kosulu saglantyorsa (Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Teorem 2.4.4. A operatoriinii
Vi = Xk=1 QipXp, U= 1,2, ... (2.4.7)
olmak iizere
Afxi} = {yi},
ile tanimlayalim. Eger

fe=1 lail? < +o0 (2.4.8)
ise A operatorii [2 dizi uzayinda kompakttir (Naimark, 1969).

Teorem 2.4.5. (Hilbert-Schmidt). A bir Hilbert uzayini kendi i¢ine esleyen kompakt bir

Ozeslenik operator olsun. O halde, A operatoriiniin sifirdan farkli A4, 4,, ...
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O0zdegerlerine karsilik gelen ¢4, @5, ... ortonormal 6zvektér sistemi mevcuttur dyle ki

her x € H elemani

x = Z Cn®Pn + X',

n

Olacak bigimde tek tiirlii bir gosterimi vardir .Burada x’, Ax" = 0 kosulunu saglar.

Ayrica sonsuz sayida sifir olmayan 6zdegerin oldugu durumda

Ax = z AnCn6n,
n

ve

limA, =0

n—->oo

saglanir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Dy ile tiim y(x) € L% ((0,a); E) vektorlerinin lineer kiimesini gosterelim, dyle ki
Dgyy(x), Dy—1y(x) sifirda g-regiiler ve L (y) = 0, L,(y) = 0 olsun. L operat6riinii, D;,
tizerinde Ly = ly esitligi ile tanimlayalim.

L operatériiniin, (2.3.1) — (2.3.3) ile tanimlanan ¢-Dirac problemi ile ayni 6zdegerlere
sahip oldugu aciktir. Genelligi kaybetmeden, A =0 bir 06zdeger olmadigini
varsayabiliriz. O halde, Ker L = {0}. Boylece

Ly)(x) = f(x), f (%) € L5 ((0,a); E)

problemin ¢oziimii asagidaki denklemle verilir:

y(0) = J, G Of (dqt.

Burada
_0@I®) g ooy
w6, T
Gyt =G(xt,0)=1 (x)le TZ(t) (2.4.9)
_1—2’ <t<a
W(61J62)

dir.

Teorem 2.4.6. (2.4.11) ile tanimlanan G (x, t) bir g-Hilbert-Schmidt kernelidir.
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Ispat. Formiil (2.4.11) un iist yarisina gore,
a X
f dqxf Il G(x, t) II* dgt < +o0;
0 0o
ve (2.4.11) in alt yarisina gore de

Sy dgx [2 G0 12 dyxdgt < +oo (2.4.10)

elde edilir, zira i¢deki integral mevcut olup 6;;(x)60 (t)(i,j, k,1 = 1,2) carpimlarin
lineer bir birlesimidir ve bu carpimlarin her biri, her bir faktér LZ (0, a) ya ait oldugu

igin L%,((O, a); E) ye aittir. Bu durumda asagidaki ifadeyi elde ederiz:

a a
f f I G(x, t) II* dgxdgt < 400
0 Yo

(Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Teorem 2.4.7.

KNG = [ 660 @dgt

0

ile tanimlanan K operatorii kompakt ve 6zesleniktir.

spat. 0, = 6;(t),i = 1,2,3 ... Lé((O, a);E) nin bir tam ve ortonormal tabani olsun.

G (x, t) bir g-Hilbert-Schmidt kerneli oldugundan, su esitlikleri tanimlayabiliriz

x= (190 = [ (FO.9:(0)sdgt
0

yi= @80 = | (9O, Bu(pdyt
0

a= [ | G080, du@pdgryt
0 0

O halde, Lé((wo,a);E), [2 izometrik olarak doniisiir. Dolayisiyla, integral

operatoriimiiz bu esleme ile [?uzayinda formiil (2.4.10) ile tammlanan operatdre
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doniisiir ve (2.4.12) kosulu, (2.4.9) kosuluna doniisiir. Teorem 2.2.9’¢ gore, bu operator

kompakttir. Dolayisiyla, orijinal operatdr de kompakttir.
mn € L%I((O, a);E), G(x,t) = GT(t,x)ve G(x,t) gibi [0,a] X [0,a] iizerinde
tanimlanan reel degerli bir matris fonksiyonu olsun, bu durumda asagdaki ifade elde

edilir:

(kmm) = [ (@m)@),nG)pdgn

- fa <fa G(x, t)m(t)dqt,n(x)> dyx
0 0

E

= fa <m(t),fa G(x, t)n(X)dqx> dqt
0 0

E
= (m, Kn).
Boylece, K nin 6zeslenik oldugunu ispatlanir (Allahverdiev ve Tuna, 2017).

Teorem 2.4.8. L operatoriiniin 6zdegerleri, su sekilde siralanabilen {A,,};-; sonsuz bir

reel sayilar dizisi olugturur:
4] <A < <A, <+ > 0 ven — oo,

Tim normallestirilmis L o6zfonksiyonlarin kiimesi Lfl((O, a);E) icin  bir

ortonormal baz olusturur.

Ispat. Teorem 2.4.5 ve Teorem 2.4.7’ya gore, K operatoriiniin sifir olmayan reel

ozdegerlerden olusan {&, };=, ve lim,,_,, &, = 0 sartina sahip sonsuz bir dizisi vardir. O
halde,

|A,] = =— - o, n - wiken

S0l

{Xndme1, {éntn=1 Ye karsilik gelen bir ortonormal 6zfonksiyonlar kiimesini gostersin. O

halde,
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oo

Z 2 XndXn = i $n(ly, Xnd Xn

n=0

i Yy ) Xn = i O X)X

S

dir. (Allahverdiev ve Tuna, 2017).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde, g-Dirac denkleminin x = oo singiiler (tekil) noktasinin limit-gember ve

limit-nokta olarak nasil stniflandirildigini ele alacagiz.

3.1. q —Dirac sistemlerinin Temel Coziimii

Bir-boyutlu g-Dirac sistemlerinin ele alalim.

1

0 —=D, 1 1 1
; Qf" G+ )G =1G2)
P

1
- EDq-U’z + p(X)y1,
Dyy1 +1(x)y2,

denklemini yada ty:= { olmak iizere

ty=Ay,y= (;;),0 < x < m, (1D

denklemini ele alalim. Burada A karmasik spectral parametre, p ve r, [0, )
aralig1 iizerine tanimli olup sifirda reel degerli fonksiyonlar ve p,r € L}”OC (0,0)
olsun. (0, ), y ve D,y sifirda siirekli olacak sekilde [0, ) araliginda tanimli tiim y

fonksiyonlarmin bir kiimesi olsun.

Teorem 3.1.1. ¢4, ¢, € Cigin, Denklem 3.1 in

0 = (i)

seklinde tek bir ¢oziimii vardir, burada @, (., 1) ve ®,(., 1), C7(0, ) i¢inde, asagidaki

kosulu saglar
@1(0,1) = (1, @2(0,1) = Cl,l € C. (312)

Tim x € [0, )icin, ®(x, A1), A’nin vektor degerli tam fonksiyonudur (Allahverdiev ve
Tuna, 2019).

Lemma 3.1.2. Denklem 3.1.1 in ®(x, 1) ¢6ziimii asagidaki

lim ®(xq™ 1) = ®(0, 1),

n—oo

g-regiilerlik kosulunu her x > 0 i¢in A-diizleminin herhangi bir kompakt alt kiimesi

tizerinde diizgiin olarak saglar.
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Ispat. ®(x, 1)’ nin ¢oziimii,

A
@, (x,4) = (ii:g, )3) = 1010, ) + c20,(x, 1) (x € [0,0),1 € ©),
_ (S1(0 )
PG ) = (10 D)
o | cos(ax; q)w
Jo | sin(ax; q) P(at) P (qt, Ddgt
n T cos(Aqt; q)

[ cos(Ax; q)cos(Aqt; q) |
\qf o | Sin0x; 9) sin(Aqt; @) | p(a) P (98, )dgt
| A A ]

[ cos(Ax; q)cos(Aqt; q) |
/—qfox +sin(/1x; q) sin(Aqt; q) | r(qt) @2 (qt, Dd,t
A A

sin(Aqt; q) 1

cos(4x; q) n

|
|
|
1 .
\ Uo | _singmig)
_ P )

r(q8)Pnz(qt, Dt

N

ardigik yaklasimlar dizisinin, n — oo kadar diizgiin limitidir. Burada

cos(4x; q) sin(4x, q)
01,1 = sin(Ax;q) | ve p(x, )= A egerx # 0
2 cos(4x, q)

01(x, 1) = (cos(ix, Q)> ve @,(x, 1) = (cos(jlcx; q)) egerx =0

dir. {4 (x, 1), 9, (x, A1)} fonksiyonlari, g-Wronskian W, (¢4, ¢,) = 1 ile denklem 3.1.1

in temel bir ¢dziim kiimesini olusturur. Kolayca goriilecegi lizere

lim &, (xq", 1) = ¢,(0,1)
n—->oo

@i, 1 = 1,2 aym regiilerlik 06zelligine sahip oldugundan, C’nin herhangi bir

kompakt alt kiimesinde diizgiindiir. Bu yiizden, ®(x, 1) da aym regiilerlik 6zelligine

sahiptir zira @,,(x,A)’nin [0,a],a > 0 tim kapali alt aralik degerlerinde ve C’nin

herhangi bir kompakt alt kiimesinde diizgiin limitidir (Allahverdiev ve Tuna, 2019).

Simdi L% ((0, ); E)(E: = C?) Hilbert uzaym
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9= | GO9GDedex

I¢ carpimi1 yardimiyla tanimlayalim.
C2((0,00); E), [0,00) araliginda tanimh tiim y vektdr degerli fonksiyonlarin

kiimesi olsun, dyle ki, y ve D,y sifirda siirekli olsun.

Lemma 3.1.3. y, z € C;((0,); E) olsun. O halde x € (0, «)i¢in su esitlik elde edilir:

| @)O20dex - [ 0@, a0y 313)
= [y, z]x — [V, Z]o-

Burada [y, z].: = y1(£)2,(q71t) — z,()y,(q~"¢) dir.

Ispat. y,z € C3((0, 0); E) i¢in su esitlik elde edilir:
fo (), 2(E))edqt — jo (), (22) (£))edt
X T _J
= | (-5 2092®) + p@ya(0))m

¥ ]0 (Dgy1 (®) + (D2 (0) D dgt

_ ]x y1(t) (— qu—1ZZ(t) + p(t)Zl(t)) dqt
. q

_]0 yz(t)(D z1(t) +r(t)22(t))dqt
f [ —13’2(t) z1(t) + y,(t)D Zl(t)]d ¢

+ f I(qul(t))zz(t) + yl(t)—Dq—122(t)l dgt.
0 q

Diger yandan,
Dq (z2(03,,(a710)) = (Dg¥2)(@ " 6)Dg (g7 21 (D) + ¥, () Dgz1 (1)
=2 (0 - 2 O)AO +7:(OD®
ve
Dy(2(q7T0)y1(t)) = (Dgz2)(q7*t)Dyy (g 1) y1 (t) + 2 (£) Dgy1 (t)

I -
= a (Dq—122(t))y1(t) + Zz(t)qul(t)
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oldugundan, asagidaki sonucu ele ederiz.

f (@) (), 2(0))dyt - f (O, (@) (O)sdyt

=f (D1 (0)Z2@ 0 dyt — f (D)) y2(q~ D)dyt
0 0

= fo Dy[y1(®)z2(q710) — 2, () y2 (g7 D)]|dgt = [y,2]x — [, 2o

(Allahverdiev ve Tuna, 2019).
Denklem 3.1.1lin asagidaki kosullari saglayan ¢(x,A), ¥ (x,A) seklinde iki ¢6ziimiini

g0z Oniine alalim.

91(0,4) = cosa, ,(0,2) =sina, (3.1.4)

¥1(0,4) = sina,,(0,4) = —cos a, (3.1.5)

Burada a € R sabit olsun.

Lemma 3.1.4. x € [0, ) ve 1 € C i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

P64 = @(x,4), P(x,4) = P(x, 1)

Ispat. Sayet ¢(x, 1), Denklem 3.1.1in bir ¢éziimii ise o halde su esitlige sahip oluruz.

1
- EDq—upz +p(xX)p1 = Ay,
D1 +1(x)p; = Apy, x € [0, ).

Karmasik eslenik alarak sunu elde ederiz.

1 ) ) -
—aDq—upz +p(x)p1 = ¢y,

Dyp1 +r(x)p, = A,

3.1.4 kosullarina gore ¢ (x, 1) asagidaki denklemin ¢oziimiidiir.

1 -
_EDq -1z, +p(x)zy = Az,

Dyzy +1(x)z, = Az,
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Aym zamanda, z = ¢(x,1) de Denklem 3.1.1 in 3.3.4 kosullarina sahip bir
¢oziimidir. Bu durumda, ¢6ziimlerin tekliginden istenilen sonuca ulasilir (Allahverdiev
ve Tuna, 2019).

Teorem 3.1.5 Denklem 3.1.1 in her hangi iki ¢oziimiiniin g-Wronskian’s, x (0 < x <

o, 1 € C) degiskeninden bagimsizdir.
Ispat. y(x,1) ve z(x,1), Denklem 3.1.1’in iki ¢ziimii olsun. Green’in formiilii ile

asagidaki esitlik elde edilir:

j" ((ry)(t,AJ,z(t,A>>Edqt-—_[ Wt 1), (12)(t, A))pdqt
= VVq(y,Z)(X,A) - VVq(y,Z)(O,l)

Ty — Ay ve 1z — Az, olduguna gore

fx (Ay(t, 4),z(t, A))gd 4t — ]x (y(t,2),2z(t, 1)) gd,t (3.1.6)
0 0

== A)fo ((t,A),z(t, )gdgx = 0 = Wy (¥, 2)(x, 1) — W, (y,2)(0, ) dir.

O halde, W,(y,z)(x,1) = W,(y,2)(0,4)’dir yani g-Wronskian x’ten bagimsizdir
(Allahverdiev ve Tuna, 2019).

Lemma 3.1.6. Eger y(x,4), Denklem 3.1.1’in bir ¢6ziimiiyse asagidaki formiil
gecerlidir

a 1 _ _
L|W@@ﬁ%x=ﬂﬂ%mwm@—mmwm@) (31.7)

v =IlmA,a>0,1€C.

Ispat. (3.1.6) ifadesinde z(x,1) = y(x,1)'yi yerine koyarsak (3.1.7) elde edilir
(Allahverdiev ve Tuna, 2019).
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3.2. Limit-Cember ve Limit-Nokta Durumlari

Simdi [0,q7"], n € N={1,2, ...} aralig1 {izerinde g-Dirac systemi incelenecektir.
Bu amagla, bir cember ailesi tanimlayacagiz. Eger ¢cemberler bir cembere yakinsiyorsa,
sonsuzda bir siir kosulu gereklidir. Eger ¢emberler bir noktaya yakinsiyorsa bu
durumda sinir kosuluna gerek yoktur.

Sistem 3.3.1°1n genel ¢6ziimii su sekilde gosterilebilir
P(x, 1) + lo(x, 1)
ve (3.2.1) siir kosulunu saglar.
(¥1(a==, ) + o1 (@™ D) cos B+ (Y2(q 7" D) + Lpa (7", 2)) sinf = 0 (3.2.1)

O halde, I su bagintiy1 saglar:

Y1(q~*, D cot B+ 1P,(q7 " A)

= @ D otB L)

(3.2.2)

Y(x,A) ve P(x,A), 4 degiskenine gore tam fonksiyonlar oldugundan, [’nin A
degiskenine gore meromorfik bir fonksiyonu oldugu agiktir. Ayrica, regiiler
probleminin 6zdegerleri gercel oldugundan, [’nin tiim kutuplar1 gergel ve basittir. Eger

cot S yerine karmasik bir degisken olan z konulursa o halde (3.2.1)’e sahip oluruz

_ Y1(@7 Mz + (g7 L)

= .
(pl(q—oo, A)Z + goZ(q_n_ll A)

(3.2.3)

Teorem 3.1.5 den

Y@ D@ (@ L) = (g™, D (@A)
=W,(,q)(@" D) =W,(¥,q)(0,1) =1 #0

elde edilir. Her A icin Denklem 3.2.3, z degiskenine gore bire-bir konform bir
doniistimdiir. Dolayisiyla, ImA # 0 ise, z-diizleminin ger¢ek ekseni iizerinde z
degistikce, [(4,z) I-diizleminde sonlu bir yarigapa sahip C,-n(4) ¢emberi iizerinde
degisir.
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Simdi, bu ¢emberlerin merkezini ve yarigapini hesaplayalim. B,(1), R, (1) ile
sirasiyla dairelerin merkezini ve yaricapini gosterelim. Bu durumda asagidaki sonuca

ulagilir.

Teorem 3.2.1 1 € C,v = Im A # 0 olsun o halde,

RACADICRE)!
Wy(o, (@A)’ (3.2.4)

() =

“n -1

q

R,(2) = <2v f I (@, ) I dqx> (3.2.5)
0

dir.

Ispat. P, (1), oo’daki simetrik noktadir. z’ ve z"”

l(A4,z") =00, L(A,2") = P,(A)

olacak sekilde z-diizleminde iki nokta olsun. O halde z' and z", z-diizleminin gergek
eksenine gore simetrik yani, z' = z"" olmahdir. Fakat [(4,z") = oo ancak ve ancak

—n—1'/1 ;
7 =222 - ) dir.
p1(@~™A)

Dolayisiyla, B, (1) asagidaki formiille verilir.

_ wz(q‘”‘l,/l))
§01(q_n» A)

pala D) (- 22 (a1 )

o) () s

B,(}) = l<)l,

_ @ Do (a N A) — (@ AYaT LD
1@ D92 (7 2) — @1(a7™ D24, )

AUV ICT)

Wl @) (@A)
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Simdi, R, (4), C4-n nin merkezi ile C,-n(4) ¢emberi iizerindeki [(4, 0) noktasi

arasindaki uzakliktir. Boylece,

2@ LD W@ 9)(@™ D)
0.(@ L) We(q, @)@ ™)
(L D)W, (W, 0) (g™ D)

2(q L, VW, (o, 9) (@™ 1)

Wo (b, )@ )| 1

Wo(o, @)@ ™ D| | Wole, 9)(@™ D)

R,() =

elde edilir, ¢iinkii W, (3, 9)(q~™) = 1°dir. Lemma 3.1.6 ile asagidaki denkleme sahibiz.

-n

q

Wy, @)@ =20 [ 1 pG0d) I dox.
0

Dolayisiyla asagidaki esitlik

q—n
Wolo, D@D =210 [ 190 2) 1 dyx
0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur (Allahverdiev ve Tuna, 2019).

Diger taraftan, z-diizleminin reel ekseninin Cg., ¢emberinin goriintiisii oldugunu

biliyoruz, bu yiizden bir sonraki ele alacagimiz konu {C gn(A,ne N} cember ailesinin

davranisi olacaktir.

Teorem 3.2.2 A = u + iv olsun. Eger ImA = v > 0 ise, bu durumda {ist yari-diizlem

Cq-w cemberinin dist ile eslesir.

Ispat. g-Wronskian tanimindan

- {qoz(q‘”‘l,l)} _1 {_ @2(q" ) N wz(q‘"‘l,/f)}
(gD ) 27 @@ D T (g )

_ L W@l 1 Wela9)qA)

B 2 |Q1(q_ntl)|2 2 |(P1(q_n'ﬂ)|2
q—n
o, 2) IF dgx >0

_ v f
RN
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elde edilir. Bu hesaplama v >0 ise, C;-—n(A)’nin dismin z-diizleminin st yari-

diizlemine eslendigini gostermektedir (Allahverdiev ve Tuna, 2019).

Simdi artik, asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.3 Y(x, 1), P (x, A) asagidaki baslangi¢ kosullarini saglayan Sistem 3.1 in

lineer bagimsiz iki ¢éziimii olsun.

91(0,4) = cosa, ¢,(0,14) =sina,
1,1(0,1) =sina, ¥,(0,1) = —cosa, ImA # 0.

O halde
x(x,A) =y, )+ 1 P(x, )
¢Ozumu
W1(a™ D + le1(q7%, Djcos B +{02(¢7", 1) + lpa(g™", Dlsin B = 0
sinir kosulunu saglar ancak ve ancak [, C,-n iizerindedir ve
rlli_IEoW‘P(x’ x)(g~", 1) = 0 dir.

Eger n — oo, bu durumda C;-n ya Co, limit gemberine ya da m,, limit noktasina
yaklasir. Birinci durumda sistemin tiim ¢oziimleri Lfl((O, ©); E ) uzayindadir. Ikinci
durumda, /mA # 0 ise bir lineer bagimsiz ¢oziim L4((0,0); E) uzaymdadir. Limit

¢ember durumunda, bir nokta C,,cemberi tizerindedir ancak ve ancak
lim W, (x,x)(q™", 1) = 0 dir.
n—-o0o

Ispat 1 € C olsun. Bu durumda, asagidaki sonucu bulunur:

W + 1o, +19)(0,1) = Wa(,¥)(0,2) + IW, (¢,1)(0,2)
W, (%, #)(0,2) + In1*W, (¢, $) (0, 2)
= —l+1=-2ilmL

Lemma 3.1.6 kullanilarak

q "
217[ W (x, 2) + 1, (x, A)ii;d(px
0
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1

=~ (Wy(¥ + 1y +1,)(q™, ) + 2ilm1) (3.2.6)

elde edilir. Teorem 3.2.2°den Imz < 0, ise bu durumda, v > 0 igin [, C4-n icindedir.

Denklem 3.2.3 ile asagidaki sonucu elde ederiz.

I ZIC Y R A C
lpl(q_nf /1) + lp1 (q—n, /1)

Dolayisiyla

i(z—2)
_ {_ Y@ LD (@) (gL + g, (q‘“‘l,/l)}
Y@ + 1y, (g7, 2) V(@) + Loy (@0, 1)
_ W+ lo, ¥ +1p)(qg™ 1) .
[Y1(g™™ 1) + Lo (g7 D? .

Bu durumda, Im z < 0 ancak ve ancak
iW, (¥ + lo, ¥ + lp)(q™", ) > 0 dir. (3.2.7)

(3.2.6) ve (3.2.7) den asagidaki sonug elde edilir:

- Im!
v

q
[ Weon + 1ol < (3.28)
0

Ote yandan, [, C g-n cemberi iizerindedir ancak ve ancak Imz = 0 ise. Bundan

dolay1, sunu elde ederiz

W,(¢ + lp, P+ lp)(g™ ) =0
Boylece

—n

a ) Im
j Il (Cx, A) + lp(x, Dlldgx = —
0

denklemi elde edilir. Ayrica, [ C4—n gemberinin igindeyse ve 0 < k < n ise
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* q-n " Im

J:’ Il (x, 2) + L, (x, A)||qux < j; G, D) + 15, (e, D dgx < %
dir. Yani, k <nise, C,-x gemberi Cg-n ¢emberini igerir.

n — oo, oldugunda C,-» gemberleri ya C, limit ¢emberine ya da m. limit
noktasina yakinsar. Eger C,—n — C, ise yarigapi pozitiftir, bu yiizden (3.2.5) ile
@(., 1) € LZ((0,00); E) dir. &, C, limit gemberi tizerindeki herhangi bir nokta olsun.
(3.2.8) denklemi ile asagidaki esitlik elde edilir

2 mg
||Edqx < —

q "
fo (e, ) + 1, (x, 2)

Boylece, Y(.,4) + lp(.,4) € L7((0,00); E) elde edilir. Eger C;-n = Co,n = 0 Ve
Im A # 0 ise bu durumda, 3.1.1 sisteminin tiim ¢6ziimleri L7 ((0, 0); E)’ye aittir; ¢iinkii,
o(., 1) ve (., 1) + &p(., A) ¢dziimleri LZ((0, 0); E) uzayimnda yer alir. Sayet, Cg-n —
My, n — oo ise 0 halde lim,_,,R,(4) =0 olur. (3.2.5) denkleminden ¢(.,4) &
L% ((0,00); E)’yi elde ederiz. Dolayistyla, LZ((0, o0); E)’nin yalmzca bir ¢6ziimii vardur.

Ayrica, [, Co, tizerindedir ancak ve ancak

__Iml

Jy" W) +lp(x, ) 1 dyx = - (3.2.9)

dir. (3.2.9), (3.2.6) ve (3.2.8) ifadeleri kullanilirsa, I, C,, ¢emberi iizerindedir

ancak ve ancak

lim W, (v + Lo, + lp) (g™, 2) = 0
n—>oo

dir (Allahverdiev ve Tuna, 2019).

3.3. g-Dirac Sisteminde Limit-Cember Durumu

Bu béliimde sadece klasik Dirac sistemi gibi g-Dirac sistemide limit nokta durumu

olugsmaktadir bir bagka deyisle limit-gember durumu gergeklesmedigini ele aliyoruz.

Teorem 5.1.1. g-Dirac sistemi oo noktasinda limit-nokta durumundadir.
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Ispat.

@ (a) 90~ ()

7y = 0(x € (0, 00)) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢éziimii olsun.
W,(6,9)(x) = k # 0,x € (0,0) oldugu agiktir. O halde

_( 6@ _ (700
00 = g, g 1)) 9 = ( e )

icin asagidaki ifade elde edilir:

k| = [We(8,0)(x)| = 16:(x)$2(q™"x) — p1(x)62(q~ )

= 1), (e < () el 0 1S 5 (1 ) 1 -+ ) 1),

Vektor degerli p ve w fonksiyonlarinin (ayrica 6 ve ¢ ) her ikisinin de
LZ((0,); E) icinde sag tarafta olmayacag: sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, g —Dirac sistemi

oo’da limit-nokta durumundadir (Allahverdiev ve Tuna, 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde singiiler durumdaki g-Dirac operatorlerinin  genislemelerinde
ulastiZimiz sonuglar, sinir kosullari ile elde ettigimiz sinir deger uzayr yardimiyla
simetrik g-Dirac operatoriiniin maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri
ile elde edilen bulgular incelenecektir.

Simdi
Ly(x) = AA(x)y(x), 0 <x < oo,

g-Dirac denklemini g6z 6niine alalim. Burada A karmasik bir spektral parametredir,

~ip .
=5, TRO)ECD )G

7= ()

AR) = (383 Egg),A* =A>0, dir ve p(-), 1), a(*), b(-), c(.) reel degerli ve 0
noktasinda g-regiiler fonksiyonlardir.

£(y) == AT (L G)(x € (0,)), (4.1)

denkleminden operatore gegis yapmak igin,

(F.9) = | AFG,9Gedyx
0

i¢ carpimi yardimiyla L3 ((0, %); C?) Hilbert uzayim goz dniine alalim.

Simdi (4.1) denklemine karsilik gelen maksimal ve minimal operatorlerin tanim

kiimelerini verelim.

3’1) Yy, ve y, fonksiyonlart 0 noktasinda q — reguler ve

Dax = (yz
Y(y) €H

Dpin = {y € Dpax: yl(o) = yz(o) = 0,Vz € Dyqy icin [yrZ]oo =0 }

Doy Kimesi tizerinde L,y =¥y ile  L,,, maksimal operatoriini
tanimlayalim. Eger L,,,, operatériini D,,;, kiimesine kisitlarsak L,,;, minimal

operatorii elde edilir.

Lomin" = Lmax V& Lmin kapali simetrik operatoriidiir (Naimark, 1968).
Linin simetrik operatori Weyl ’in limit-cember durumunda olsun yani indis
defekti (2,2) olsun.
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£(y) = 0 denkleminin,
u11(0) =1, u3,(0) =0, up;(0) =0, upxp(0)=1 (4.2)

baslangic kosullarini saglayan ¢oziimlerini u, (t) ve u, (t) olarak gosterelim.

Aciktir ki uq(t) ve u,(t) lineer bagimsizdir ve onlarin Wronskian 1 e esittir;
M/q[ul;uZ] ® = VVq[upuz] 0) =1, (te[0,0) ).

Smir deger uzaymin ilk kosulunu ispatlamak igin ilk olarak asagidaki lemmay1

ispatlamamiz gerekiyor.

Lemma 4.1. u(x)vev(x), l(y) =0 denkleminin [u,v], :1(a <x< b) kosulunu

saglayan iki ¢6ziimii olsunlar. O zaman asagidaki esitlik gecerlidir.

[y, 2], =[y,ul [z, ], =Ly, V1, [z, ul,.

ispat. y;(x) ve z(x) (i=12) fonksiyonlan reel degerli ve [u,v] =1(a<x<b)

oldugundan asagidaki sonuglari elde ederiz.

[y, ulxlZ, vl — [y, v]i[Z uls
= (y1Du2(q7'x) = y2 (7 )us (0)) (7, () v, (¢ x)
— Z,(q7 " 0)v, (%))
— (1 ()v2(a7'%) = y2 (g7 )1 (1)) (7 (D (g7 %)
— Z,(q7"0)uy (%))

= y1(u2(q7 %) 2 () v2(q7'%) — y1 (Duz (g™ ) Z2 (g~ ) vy (%)

=¥2(q7 0w ()21 () v2(q71%) + ¥2 (g7 0)us ()2, (™ ) vy (%)

=1 ()2 (a7 2) 2, () ua (g7 %) = ¥2(q 710w, ()2 (g 7 ) uy (%)
+y2(q 71 0)v1 ()21 () u, (g x)

= (=71(0)Z2(q7'%) + y2(q7 x) Z5(q™ %)) (U2 (g~ ) vy (%) — uy () v (g™ 7))

46



= [yr Z]x-
Simdi,
Iy, i Dy = C?,

ny = (%) Iy = ([y, uz]w), (4.3)

doniistimlerini ile ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. (4.3) doniisiimleri yardimi ile tanimlanan(C?, Ty, T,) iigliisii, Lpin

operatoriiniin sinir deger uzayidir.
Ispat. Vy(t), z(t) € D,y igin
(1, 2)¢ = (13y, [12)e2 = =y1(0)(z2(0)+(y2(0)) (2, (0)) +
[y, t1]eo- [Z, Uz] o0 = [V Uz)oo- [Z, U1 ] o
Lemma 4.1 den asagidaki sonug elde edilir:
(My, Lz) ez = I3y, [12)¢2 = [y, Z)o0 — [y, Z]o -
O zaman,
(Linaxy» 2 n = V) Lmax2) n = (Y, 22)¢2 — (1Y, [12) 2 (4.4)

elde edilir. Bdylece smir defer uzaymnmn ilk sarti yerine getirilmistir. Ikinci sart1

asagidaki lemma kullanilarak ispatlanir.

Lemma 4.3. «ay, aq, By ve f1 keyfi sabitler olsunlar. O zaman
y1(0) = aq

y2(0) = a;

[y' ul]oo = ,80
[y' uz]oo = ,81 (4‘5)

kosullarin1 saglayan vektor degerli bir y € D,,,,, vardir.
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Ispat. f € H asagidaki kosullar1 saglayan bir keyfi vektor olsun.

(fruw) =By + a4 (fiv) =Bo—ay (4.6)

u; ve u, fonksiyonlarinin lineer birlesimi olarak bdyle bir f vardir. Eger f = cyu; +
c,u, yazarsak (4.6) kosullar1 c; ve ¢, sabitleriicin bir denklem sistemidir. Bu
sistemin determinant1 u; Ve u, lineer bagimsiz vektorlerinin Gram determinantidir ve

dolayisiyla sifirdan farklidir.

[(y) =)0 < x < )

denkleminin asagidaki baslangi¢ kosullarint saglayan ¢oziimiinii y ile gosterelim.

y1(0) = ag, ¥,(0) = a4

simdi bu y nin aradigimiz vektor oldugunu gosterelim. Agiktir ki

Ux) = (un(x) uzl(x)) 1 U-1(x) = (uzz(x) —u21(x))

U2(x)  Uzz(x) —upx(x)  ugq(x)
olmak tizere

y(x) = aguq (%) + ayup (x) + U(x)] U ()dgé
0

seklinde ifade edilebilir.
Dikkat edilirse u;,u, € H oldugundan y € H ayn1 zamanda y € D,,,, dir.

y(x) ve u, fonksiyonlarina q — Green formiiliinii uygularsak

(f,u) = A3, uy) = v wsle — [y, wslo + (3, 1(wy)) elde edilir.

[(uy) = 0 oldugundan (y, l(ul)) = 0 elde edilir. y; (0) = @y, y,(0) = a4, oldugundan

v, u1]o = ¥1(0)uy2(0) — y,(0)uy;(0) = —ay bulunur.
Buradan

(fru) = [y U)o + 4 (4.7)

elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitlikleri kullanilarak
[y ’ ul]oo = Bo.

Benzer sekilde
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(f1uz) = AO) 1) = [y, U)o — 1y u2lo + (1, 1(w2) = [y, uz]eo — (4.8)

dir. (4.6) ve (4.8) esitliklerinden [y, u;] = B; elde edilir. Béylece Lemma 4.3 ve

dolayistyla Teorem 4.2 ispatlanmis olur.

Teorem 4.4. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise Ly, operatdriiniin

(K-Dhhy+i(K+DLLy=0 (4.9)
ve
(K-DIhy—i(K+DLLy=0 (4.10)

kosullarin1 saglayan y € D,,,, fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirastyla Lpip
operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine Ly, operatoriniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif
geniglemeleri (4.9) ve (4.10) kosullari yardimiyla verilir. K biiziillme operatorii
genisleme ile tek tiirlii belirlenir.

Eger (4.9) ve (4.10) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa Ly, operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesini verir.

Eger (4.9) ve (4.10) ifadesindeki K operatorii tiniter olursa L, operatoriiniin

kendine es genislemesini verir.
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5. SONUC VE ONERILER

Dirac denklemleri realist kuantum mekaniginin temel fizigini formiile etmesinden
dolay1 fizikteki en 6nemli denklemlerden birisidir. Anti maddenin varligin1 6ngérmekte
ve elektron spininin bir tanimimi vermektedir. Kuantum analizi kullanilarak Dirac

sistemlerini incelemek ilging ve oldukc¢a yeni bir problemdir.

Bu tez ¢alismasinda, klasik Dirac sistemlemlerindeki adi tiirev kavrami yerine g-

tiirev kavrami kullanilarak olusturulan

1

R (AR G R ke lol

formundaki singiiler g-Dirac denklemleri ele alindi. Burada A karmasik bir spektral

V1
Y2

noktasinda g-reguler fonksiyonlardir.

parametredir ve y = ( ), 0 < x < oo dirvep(), ("), a(*), b(), c(.) reel degerli sifir

V1 vy, ve y, fonksiyonlar: 0 noktasinda q — reguler ve
Dinax =1 (5,;) € H: ,
% ¢(y) €H

Dpin = {y € Dmax: yl(o) = yZ(O) = 0,Vz € Dy i¢in [ny]oo = 0}

kiimeleri tanimlanarak g-Dirac denklemlerine karsilik gelen Ly, minimal ve

Lmax Maximal operatorleri olusturuldu.

Ty, Ty: Dipgx — C? olmak iizere

Fy=<—y1(0)> ve Fy=( Y2(0) )
' [y, u1]e/’ ’ [y, uz2]eo/’
dontigimlerini yardimiyla Weyl’in tinlii limit-gember durumunda, yani indis defektin
(2,2) oldugu durumda simetrik operatoriin (C2,Ty,T;) smir deger uzayr insa edildi.
(C%,Ty,T,) sir deger uzay: yardimiyla simetrik operatoriin maksimal disipatif, akretif

ve kendine es genislemeler sinir kosullari cinsinden su sekilde ifade edildi:
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K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise Ly, operatdriiniin

(K-Dhhy+i(K+DLy=0 (5.1)
ve
(K-DIhy—i(K+DLLy=0 (5.2)

kosullarin1 saglayan y € D,y,,, fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirasiyla
Lin Operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine Ly, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif
geniglemeleri (5.1) ve (5.2) kosullar1 yardimiyla verilir. K biizilme operatorii genisleme
ile tek tiirli belirlenir.

Eger (5.1) ve (5.2) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L,y;, operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesini verir.

Eger (5.1) ve (5.2) ifadesindeki K operatorii tiniter olursa Ly, operatdriiniin

kendine es genislemesini verir.

Boylece, operatorler teorisinde Onemli bir yeri olan simetrik operatorlerin
genislemeleri ile ilgili literatiirde var olan sonuglar kuantum analizin kavramlar

kullanilarak genisletilmistir.
Bu calisma

1
_aDq-l ()’1) N (P(x) 0 >(3’1) _ A(“(x) C(x)> <}’1)
D 0 Y2 0 r(x)/\y: c(x) b(x)/\y2/’
q
0<x<o
singiiler g-Dirac denklemlerinin Weyl limit-nokta durumu i¢in yani indis defektin (1,1)

oldugu durumda ele alinarak arastirma daha da genisletilebilir.
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