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GIRIS

Miihendisligin bir ¢ok problemlerinde problemi ifade edebilen matematiksel
problemin ¢6ziimii ile birlikte, probleme dahil olan bir veya birka¢ parametrelerin bulunmasi
da talep olunur.

Genelde hidrodinamigin problemlerinden olan tabakali ortamda petroliin su ile
sikistirtlip ¢ikarilmasi siirecinde zamanin ilerleyen degerlerinde basing veya su ile doyma
fonksiyonlar ile birlikte tabakali ortamin gecirgenligi, faz gecirgenligi vs gibi parametrelerin
bulunmasi da talep olunur. Bu tiir problemlere ters problemler denir.

Ters problemler artik tipta, seysmik aragtirmalarda vs gibi cok Onemli yerlerde
uygulanmaktadir. Geriye yansiyan dalga degerlerine gore ortamin yapisinin incelenmesi de bu
problemlere 6rnek olabilir.

Bu tezde basitlik i¢in ikinci basamaktan kuazilineer parabolik tiir denklem i¢in ters
problem incelenecektir.

Once lineer denklemi igin diiz problem ¢oziiliir.



1. iKiNCi BASAMAKTAN KUAZILINEER PARABOLIK DENKLEMIN BAZI
OZELLIKLERI

R? = RLxRt = {(x,t)|x € [0,£],t € R* = [0, 00)}olsun. R?da asagidaki

problemi

ov(x,t) 0 ov(x,t)
= kB0 .
o ax( )= j’(l 2

v(x,0) =0, (1.2)
v(0,t) =0, (1.3)

ov(l,t)

k(D)——— = pu(®) (1.4)
ox

g0z Oniine alalim.

(1.1) — (1.4) problemi miihendisligin bir ¢ok problemlerinde, 6rnegin 1s1 dagilimi,

filtrasyon teorisi, diflizyon olaylar1 v.b. gibi genis alanlarda, kullanilmaktadir, [1].

Burada v(x, t) sicaklik, k(v) 1s1 gegirgenligi, k(1) % 1s1 akising, x- yer degiskeni, t-
ise zaman degiskenini gostermektedir. Ayrica p(t) sinirh  Olgiilebilen fonksiyon

olmaktadir.Varsayilimki,k (v) ve u(t) fonksiyonlari verilmis fonksiyonlardir.

Bu veriler g¢ercevesinde v(x,t) fonksiyonunun bulunmasi problemine 1s1 dagilim

denklemi i¢in diiz problem denir.

Gorildugi gibi k(v) fonksiyonu, yani 1s1 gegirgenlik katsayis1 v(x, t) sicakligina bagl
olmaktadir, zaman ve yer degiskeni bazi degerlerinde 1sinin dagildigi ortamin fiziksel
ozellikleri degisebilir. Bu tiir problem orman yanginlarinda, genellikle yiiksek sicakli
ortamlarda rastlanmaktadir [1],[2]. Bunun yam sira petroliin tabakali ortamlarindan
cikarilmasi problemlerinde de zaman biiyiik degerlerinde (yillarla Olgiilebilen) yatagin
basincinin azalmasi sonucu, gecirgenlik katsayisi degisebilir (petrol yataklar1 esnek, plastik

ortam oldugu i¢in).



Boyle durumlarda v(x, t) ¢6ziimii ile birlikte k(v) fonksiyonunun bulunmasi da talep
olunur. Bu tiir problemlere ters problemler denir. Bunun igin ekstra bir kosulun verilmesi

gerekir. S6z konusu kosulu

v(l,t) =v(t) (1.5)

seklinde verelim. Burada v(t) bilinen fonksiyondur. Sadelik i¢in 6nce k = k(x) olan durumu
inceleyelim.
Simdi t > 0 i¢inu(t) ve v(t) fonksiyonlari verilsin ve k(x) fonksiyonunu bulalim.

Varsayalim ki, k(x) fonksiyonu parcali sabittir, yani

k(x)=ki,xinSxi+1,x1=0,
xn+1=lV€O<C0SkiSC1,1SiSn

olmaktadir.Cy > Oolmast (1.1) denkleminin degenere olmadigini, diger deyimle denklemin

parabolik tiir denklem oldugunu gdstermektedir.

x;, i = 1,n + 1noktalarik(x) fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalari gosterir.

n = 1durumu i¢in, yani k(x), [0, (] siirekli fonksiyon oldugu durumunda (1.1) — (1.4)

icin diiz problem, tezin birinci kisminda verilmistir.

Ayrica literatiirden de bilindigi tizere (1.1) — (1.4) problemi korekt problemdir. Yani,

problemin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢6zlimii baslangi¢ verilerden siirekli bagimhidir, [3].

Bilindigi tizere [4] , (1.1) — (1.5) ters probleminin ¢oziimii tek degil, yani bu problem
korrekt degil.

Gergektende, verilen {u(t), v(t)} fonksiyonlarinin kiigiik degisimine C (0, ) normuna
gore k(x)’ in degisimi yeteri kadar biiyiik olabilir. Diger deyimle s6z konusu problemin tek
¢Ozlimii olmayabilir. Eger varsayarsak ki, baslangi¢ veriler t > 0 tanimhidir ve ayrica t > T
degerleri i¢in (T- herhangi bir pozitif sabit) f(t) = 0 oldugunu kabul edersek, agiktir ki,
v(x,t) t > T bolgesinde analitik fonksiyondur.



{u(t), v(t)}verileri[0, T + €) (&- yeteri kadar kiigiik pozitif bir say1) bolgesinde tanimli
oldugundan t > 0 i¢in veriler tek olarak bulunur. Boylelikle, eger t > T i¢in f(t) = 0 ise ters

problemin teklik teoreminin sartlar1 bozulur, eger verilen t € [0, T + ¢)araliginda tanimli ise.

1.1.Bir Boyutlu Is1 iletim Denkleminde Fourier Yéntemi

oxekseni yoniinde yerlestirilen ve yiizeyi izole edilmis bu ¢ubuk boyunca zamana
bagli 1s1 dagilimu ile ilgilenelim. Cubuk homojen oldugundan, onun x apsisli kesitinin keyfi ¢
aninda tiim noktalarinda ayni 1s1ya sahip oldugu dikkate alinirsa, 1s1 dagilim fonksiyonu, yani
u(x, t) olarak ifade edilebilir, [3].

Uzunlugu ¢ olan homojen ¢ubukta 1s1 dagilimint modelleyen asagidaki problem goz
Ontine alalim

ou 0%

=@ o=+ f(x1),(1.6)

u(0,t) =0, u(,t) =0,(1.7)

u(x,0) = @(x),(1.8)

(1.6) denklemindeki f(x,t) serbest terimi dahili 1s1 kaynaklarin1 belirlemektedir; a ise

cubugun 1s1 gecirgenligi ile ilgili bir sabittir. (1.8) deki ¢(x) fonksiyonu ¢ubugun baslangi¢

1s1sin1 gostermektedir. (1.7) sinir sartlari ise, incelemenin keyfi ¢ aninda ¢ubugun uclarindaki
1s1 miktarinin sifir oldugunu ifade etmektedir.

Oncelikle, (1.8) denklemine karsilik gelen homojen denklemi, yani f (x, t) = 0 oldugu

ou 20%u

=a

P Pl (1.9)

denklemini ele alalim. (1.9) denkleminin ¢6ztimiinii

u(x,t) =T()y(x) (1.10)

bi¢ciminde arayalim. (1.10) ifadesinin gerekli tiirevleri alinip (1.6) da yerine yazilirsa



T' (Oy(x) = a®T@®)y" (x)(1.11)

aliriz. (1.11) y1 kullanarak (1.9) denklemini asagidaki gibi iki adi diferansiyel denkleme

parcalayabiliriz

y' (xX)+ Ay =0,(1.12)
T (t) + Aa®T(t) =0, (1.13)

(1.7) ve (1.8) sinir kosullarini da sirasiyla

u(0,t) = T()y(0) = 0, u(4,t) = T({)y(£) =0
veya
y(0) =0, y(£)=0(1.14)

seklinde yazabiliriz. Boylece problemimiz, (1.12) denkleminin (1.14) smir kosullarin

saglayan trivial olmayan ¢oziimlerini bulmaya, yani

y (x)+y =0,
y(0) =0,
y(A) =0

Sturm-Liouville problemine doniistir.

Simdi, bu problemin trivial olmayan ¢oziimlerinin A nin hangi degerleri i¢in mevcut
olacagini aragtiralim.

I. Oncelikle, 2 = 0 durumunda y(x) = c¢;x + ¢, dir. (1.14) smir kosullarin1 kullanarak
¢1 = ¢ = 0 bulunur, yani y = 0 olur.

II. 2 < 0 oldugu durumda (1.12) denklemine karsilik gelen k? + A = 0 karakteristik
denkleminden k; , = F+/—2 bulunur. Bulunan bu sayilar yerine yazildiginda genel ¢6ziim

y= clem + cpe VT

seklinde ifade edilir. Yine, (1.14) sinir kosullarin1 kullanirsak,



C1+C2:0,

cieV ™M+ e VM =0
veya

1 = —Cy, cl(e‘*/‘_’”) —e V) =0

V=P + e—x/T

elde ederiz. Reel A lar igin e t olup, buradan ¢; = 0, ¢, = 0 bulunur. Bu ise

y = 0 anlamina gelir.

II. A > 0 oldugu durumda (1.12) denkleminin genel ¢oziimii

y(x) = ¢;sinVx + c,cosVx

olur. (1.14) sinir kosullarini kullanirsak ¢; = 0 ve ¢15invA = 0 bulunur.
c; = Oolamayacagi i¢in sinvVA€ = 0 olmalidir.

Buradan, VA¢ = nn, (n = 0,71, F2, ...), veya

An=(%)2,n=(L$L$z". (1.15)

elde edilir. 4,, lere (1.12), (1.14) probleminin 6zdegerleri denir. A, degerleri yerine yazilirsa
i _nmi_ nmi_mmi nri
yo(x)=clet +ce ¢ =c (e 6 —e ¢ > = ZClisinT
elde edilir. y, (x) = 2¢;isin %ifadesindekicl sabitini,

[ y2()dx = 1 (1.16)

olacak sekilde secelim. Bu kosula, 6z fonksiyonlarin normallestirilme sarti denir. Bu sarta

gore,



) ¢ , TNX -4 ¢ 2nnx ) ¢ ¢ 2nn
—4cy f sin“ ——dx = —cj f (1 — cos )dx = —2cf f dx —J cos ——xdx
0 0 ? 0 0 ?

' 2
) 1 2mnx|? )
= —2c¢i [ —=——sin =—-2cit=1
2mn £ o
olup, ¢ = — % veya c; = \/%_L olarak bulunur.
v, (x) = sin%x (1.17)

fonksiyonlarma (1.12), (1.14) denkleminin A,06zdegerlerine karsilik gelendzfonksiyonlari

denir. (1.15) da ifade edilen 6zdegerler (1.13) de yerine konulursa,

n2pZq2

T,(t) = Bye & * (1.18)

bulunur. Burada B, ler bilinmeyen sabitlerdir.

Simdi, (1.17) ile (1.18) i kullanarak (1.7), (1.8), (1.9) probleminin ¢6ziimiinii

n2r2q?

u(e,t) = $5, e 7 tfofgp(x)sin%dx(l.w)

formunde ifade edebiliriz. Boylece (1.19) ifadesinden faydalanarak homojen olmayan (1.6)-

(1.8) probleminin genel ¢oziimii bulunur. Ayrica, (1.19) ifadesinin i¢erdigi

2 [t  nmx
Z—J @(x)sin—dx
), ¢

n=1

sabitlerig (x) fonksiyonunun Fourier seri agilimindan bulunabilir.

. . . . nmx . . . .
Simdi, ¢ (x) fonksiyonunun sin —~ fonksiyonlarina gore Fourier seri agilimini

¢(x) = Ty @psin= (1.20)

formunda yazalim. Burada,



_ZJ‘[ (),nnxd
<pn—{)0<pxsm 7 dx

dir. (1.19) ifadesinin (1.8) kosulunu gerceklemesi ve (1.20) ifadesi dikkate alinirsa,

2 nmwx nmx
u(x,0) = Z ?f <p(x)sm—dx = z (pnsm—
n=1

olur. Boylelikle, (1.6) — (1.8) probleminin ¢oziimii elde edilir.

Simdi, f(x,t) # 0 durumunu g6z Oniline alalim. Fourier serileri konusundaki temel

kavramlara dayanarak, (1.6) — (1.8) probleminin ¢dziimiinii y,, (x) fonksiyonlarina gore

u(x, t) = Xy uy (£)sin =~

(1.21)

seri seklinde arayalim. Burada, u,(t) ler simdilik belli olmayan Fourier katsayilaridir.

f (x, t)fonksiyonunun

nmnx

@, 8) = N5 fu(D)sin ™=

Fourier serisine acilabibildigini varsayalim. Burada,

2 ¢ ] nnxd
f"(t)_zj;) f(x,t)smT X

olmaktadir. Simdi, (1.21) ve (1.22) ifadelerini formal olarak (1.6) de yerine yazarsak,

[oe] [oe]

e Y i P > f@sin™
z L (Osin 7 = ¢ un(t)({)) sin— + 1fn(t)sm 7
n=

n=1 n=1

veya

G [u’n(t)+a2 (%)2 Uy — fn(t)] sint =0 (1.23)

(1.22)



buluruz. Buradan,

, 2
() + (¢5) u, () = £,(6) (1.24)
elde ederiz. Diger taraftan, (1.21) ifadesi (1.8) kosulunda yerine konulursa
un(o) = @, (1.25)
bulunur. (1.24), (1.25) probleminin ¢ézlimiinii ise kolayca elde ederiz. Bunun i¢in 6ncelikle,

2

: nma
w0 =~ () w®
homojen denkleminin ¢oziimiinii

2

u,(t) = cne_(%) t

olarak elde edip, bunu kullanarak homojen olmayan (1.24) denkleminin ¢dziimiinii

un(0) = cpe~CF) ¢ 4 e () O p (ar (126)

bi¢iminde buluruz. (1.21) kosulundan c,, = ¢,, olur.

Nihayet, (1.6) — (1.8) probleminin ¢éziimii

u(x,t) = Yo, [(pn (%) +f (% ) (e T)fn(r)dr] smT (1.27)

seklinde elde edilir.
@ (x)fonksiyonunun birinci mertebeden pargali siirekli tiirevlere sahip oldugu ve ¢(0) =
@ (£) = 0 kosulunu sagladig1 varsayilirsa, bu kosullar ¢ercevesinde
nma 2
—( ) nmx

Up (x, t) = Zz):l Pne ¢ SlnT (128)



fonksiyonunun (1.6) e karsilik gelen homojen denklemin (1.7), (1.8) kosullarin1 ger¢ekleyen
¢Ozlimii oldugu gosterilebilir. t > Ooldugu durumda (1.28) iin homojen denklemi sagladigini
ispatlamak i¢in bu serinin t ye gore bir defa, x e gore iki defa diferansiyellenebilir oldugunu

gostermek yeterlidir. Bu seri zaten t ye ve x e gore keyfi defa diferansiyellenebilirdir.

Cﬁnkﬁ,e_(%)z carpant t = o oldugunda hizla sifira yaklagmaktadir.  Seriyi
diferansiyellerken ortaya ¢ikan n* gibi carpanlar, sifira yakinsamay1 engellemezler.

Homojen parabolik tiir denklemin ¢6ziimiiniin sonsuz defa diferansiyellenebilir
olmasindan, Cauchy probleminin ¢oziimiini elde ederken de bahsetmistik. t > Ooldugu
durumda, x — 0 ve x = 0 i¢in (1.28) de limit alma islemleri de gegerli olmaktadir ve (1.7)

kosulu da korunmaktadir. (1.8) kosulunun korunmasi i¢in,

olmalidir. Bu ise, ¢ (x)’in Fourier serisinin kendisine yakinsak olmasi demektir. Zaten, ¢ (x)

fonksiyonu icin kabul etti§imiz sartla s6z konusu yakinsaklik temin edilmektedir.
Eger f(x,t) fonksiyonu siirekliyse, f(0,t) = f(£,t) = 0 kosullar1 gerceklenirse ve

ayrica f, (x, t) tiirevleri pargali siirekliyse gosterilebilir ki,

> t nma 2
u,(x,t) = Z U e_(T) D (Ddr sinn{;x
n=1 0

fonksiyonu (1.6) ve (1.7) yi saglamaktadir ve t = 0 durumunda u,(x, 0) = Odr.

Boylelikle, yukaridaki kosullar ¢ercevesinde (1.27) formiilii ile bulunan ¢6ziim, (1.6)-

(1.8) probleminin ¢oziimii olmaktadir.

Ornek 1. Yan yiizlerinden ve ug¢ noktalarindan izole edilmis, uzunlugu £ cubugun baslangic

sicakligt
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X, 0<x<?/2,

u(x,0) =) =
t—x, L[2<x<?

ise, cubugun t > 0 aninda keyfi noktasindaki sicakligi bulunuz.
Coziim. Uzunlugu £ ve a? = 1 olan ¢ubugun 1s1 iletim denklemi

du 0%u
ot Ox?
olup, problemin verilerine gore u(x,t)|;.—o = @(x) ve u(x,0) =0, u(t,£) = 0 olur. (1.19)

formiiliine gore

ad 2 _TL mTa f n x
u(x,t) = z?e ( e )tf (p(x)sin%dx
0

ise,
2 _(“_’T a )t , nmx Nmw nmwx
— _ 22 ' ; -
u(x, t) E{)e loe (x)sin 7 + 7 .p(x)cos 7

dir.

1.2. Sonlu Farklar Yonteminin Uygulanmasi
Bilindigi tizere (1.6) — (1.8) probleminin genelde gercek ¢oziimiinii elde etmek belli
bir zorluklarla karsilasir veya gercek ¢oziimii bulmak imkansiz olur. Boyle durumlarda tek

c¢ikis yolu niimerik yontemlerin kullanilmasidir.

Genis yaygin olan nlimerik yontemlerden birisi sonlu farklar yontemidir. Fakat,
herhangi bir sonlu farklar yontemini kullanmadan 6nce diferansiyel problemin ¢dziimiiniin
ozelliklerini incelemek gerekir. Ciink{i, bazt durumda ¢6ziimiin diferansiyellenebilme
Ozellikleri denklemin ¢oziimiinden talep ettigi mertebeden diisiik olabilir. Bu 6zellik ise s6z

konusu probleme herhangi bir sayisal yontemin uygulanmasina zorluk ¢ikarir.

Ayrica, denklemi sonlu farklara ayriklastirdigimizda sonlu farklar semasi diferansiyel
denklem ile ne kadar uzlasir problemini de incelemek gerekmektedir. Bu amagla sonlu farklar

semalarinin uzlagsmasi ve dayaniklilik problemlerini de incelemek gerekmektedir.
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Bu boliimde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sonlu farklar karsiliklarini
irdeleyecegiz. Stasyoner olmayan siiregleri ifade edebilen kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerde degiskenlerden birini zaman degiskeni olusturmaktadir. Bu degiskeni 6zel
olarak t ile gosterelim. Zamana gore degismez kalan siireglere “stasyoner” siirecler denir.
Zamana gore degisken siireglere ise “stasyoner olmayan” siirecler denir. Simdi D, =

{[a, b] X [0, T)} bolgesinde yazilmig

ou _9%u
at ox?

(1.29)

lineer 1s1 denklemini gézoniine alalim, burada a bilinen pozitif sabit olmaktadir. D, bdlgesini

'thht = {(xl-,tk),xi =a+ lhx, tk = kht, hx > O, [ = 0,1, ...,Tl,k = 0,1,2

agi ile ortelim. t = t;dogrularina zaman katlar1 denir.

.. ou L. ..o . d%uo . ... .
(1.29) denklemini olusturan Py tiirevini ileri, pye) tirevini ise merkezi sonlu farklara

ayriklagtirirsak,

Ui, _Ui,
% = :_2 (Uiyrx — 2Ugy + Ui_q1y) (1.30)

elde ederiz.

Boylelikle (1.29) denklemini (1.30) cebirsel denklemler sistemine doniistiirmiis
oluruz. Elde edilen cebirsel denklemler sisteminin 6zelligini, (1.29) denklemini olusturan
diferansiyel operatdriin yapist ve denklemin hangi sablonda sonlu farklara ayriklastirildigt
belirler. Burada, U;;, ag fonksiyonu u(x,t) fonksiyonun (x;,t;) noktasindaki yaklasik

degerini gostermektedir. Goriildiigi gibi, (1.30) cebirsel denklemler sisteminden bilinmeyen

Uikr1 = (Ungs1, Uzprr, Usgerts oo Unc1r1)

ag fonksiyonunu, ¢oziimiin t = t;, katindaki degerlerine gore

h
Uks1 = U + aé(UHl,k —2U; + Up_1y), (1.31)
(i=012,..,n—-1),(k=012,..)
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olarak acik sekilde bulabiliriz. S6zkonusu cebirsel denklemler sisteminin herbir denkleminde
bir tane bilinmeyen bulunmaktadir. (1.30) sonlu fark karsilgina “a¢ik™ sonlu fark karsiligi
veya acgik sema denir. (1.29) lineer 1s1 denklemi oldugundan, baslangic verileri kullanilarak

(1.30) formiilii ile bilinmeyen U, ;11 ag fonksiyonlarimi elde ederiz.
Simdi de (1.29) denklemini asagidaki gibi sonlu farklara

Uik+1—U;, a
k+2t - = E(Ui+1.k+1 —2Uj 41+ Ui_1,k+1) (1.32)

ayriklastiralim. (1.32) cebirsel denklemler sistemini

aiUis1 k41 — biUigsr + U141 = fi (1.33)

seklinde yazabiliriz. Burada,

h;
ai=Ci=ah_)2€, b (1+2h)26) fi=_Ui,k

olmaktadir.

(1.33) dan goriildiigti gibi cebirsel denklemler sisteminin herbir denkleminde ii¢ tane
bilinmeyen olmaktadir ve s6zkonusu bilinmeyenleri elde etmek i¢in bir yontem uygulanmak
zorundadir. (1.32) cinsinden olan sonlu fark kasiligina “kapali” sonlu fark karsigili denir.

Simdi (1.29) denklemini sonlu farklara ayriklastirildigimizdaki hatalar1 hesaplayalim.
Bu hatalara kesme hatalar1 da denir.

Once agik semanin hatasini bulalim. Bu amagla (1.30) sistemine dahil olan U 41 =
U(x;, ty +hy) ve Ugqy = U(x; + hy, t,) fonksiyonlarmi Taylor serisine ayriklastirir ve

alinan ifadeleri (1.30) da yerine yazarsak

ou 0%u U1 = Ui @
aZu ht 64 hz
=g len g Tegalen gyt

. (1.34)
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olur. Elde edilen son esitligi sematik olarak ifade edebiliriz.

Kesme _ Diferansiyel Sonlu Fark
Hatasi B Denklem i Karsilig1
Sekil 1

Burada 1. ve 2. parantezler sirasiyla verilmis diferansiyel denklemi ve onun sonlu fark
karsihigini, esitligin sag tarafindaki ifade ise kesme veya ayriklasgtirma hatasini
gostermektedir. (1.34) denklemindeki ayriklastirma hatasin1 sematik olarak Sekil 1 de
gosterildigi gibi ifade edebiliriz.

Gorildugi gibi kesme hatasini bulurken uygun fonksiyonlarin Taylor serilerinin ilk

terimlerini kullandik. Bu nedenle (1.34) deki hata teriminin derecesi O(h,, h?) mertebeden

2

olmaktadir. Eger, ‘3—u

= Ve

ZTZ siirli fonksiyonlar ise agin adimlart sifira yaklagtiginda hata
terimi de sifira yaklasir. Ag¢ik olmayan semalar i¢in de kesme hatast benzer yolla
hesaplanabilir.

Diferansiyel denklemleri sonlu farklara ayriklastirdigimizda kesme hatasinin yeteri
kadar kiiciik oldugunu varsayariz. Bu ilk bakista higbir sorun yaratmamaktadir. Fakat kesme

hatasinin kii¢lik olmasi i¢in hangi kosullarin gerektigini incelemek zorunlulugu ortaya ¢ikar.

Bu sorulara cevap vermek i¢in asagidaki kavramlari inceleyelim.

1.2.1 Uzlasma, Kararhlik ve Yakinsakhk

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlere yaklasan sonlu fark karsiligina uzlasan sema
denir. Yukaridaki boliimde goriildiigii gibi, diferansiyel denklem ile onun sonlu fark karsilig
arasindaki fark yakinsaklik hatasini olusturur. Sonlu fark karsiliginin uzlasabilen olmasi i¢in
agm adimlar sifira yaklastig1 takdirde yakinsaklik hatasinin sifira yaklagmasi gerekmektedir.

Eger ayriklasma hatast O(h;), O(h,) mertebedense, sonlu fark karsiligt uzlasan olur.

Yakinsaklik hatas1 0(:—5) mertebeden oldugu takdirde sonlu farklar karsiliginin uzlasabilen

olmasi i¢in agin adimlarinin sifira yaklagmast ile birlikte :—t — 0 olmasi da gerekmektedir, [4].

X
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Yukarida soylediklerimizi detayli sekilde gostermek icin Dufort ve Frankel tarafindan
1s1 dagilim denklemi i¢in Onerilmis

Upg+1=Uik—1 _ aUi+1,k_Ui,k+1_Ui,k—1+Ui—1,k (1.35)

2h; 2

sonlu fark karsiginigézoniine alalim. (1.35) sonlu fark karsiligi (1.31) semasinda 2U;; nin
yerine U, 11 + U; ,—1 ifadesinin yazilmasiyla elde edilmistir. (1.35) sonlu farklar karsiliginin

ayriklagtirma hatasi

Uik+1 = Uik—1 o Uik = Uik+1—Uig—1 + Ui

2h; h?
du  0%u ho\% 9%u
= (G5 )lon + () Gz + oo +
2

00ﬁ+4@)+0(%) (1.36)
k. katdaki k+T. Katdaki

Giris Kara Kutu Cilfis Verileri

Sekil 2

olmaktadir. Semanin uzlasabilen olmast i¢in h,, hy = 0 kosulunun yani sira :—t -0

X

kosulunun korunmasi da gerekmektedir. Eger :—t — [ olursa, (B — sabit sayrdir) (1.36)

X

sonlu fark karsilig1 1s1 denklemiyle degil

ou 62u+ 262u
ot %o TP e

denklemiyle uzlagir.

Stasyoner problemlerin ¢6ziim yontemlerinden farkli olarak stasyoner olmayan
problemlerin ¢ozlimiinii elde etme siirecinde herhangi bir zaman katindan diger zaman katina

gecerken belli bir hata ortaya ¢ikar. Bu agidan herbir zaman katinda elde edilmis ¢6ziimiin
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kararliligini ciddi sekilde kontrol etmek gerekir.

Eger zaman degiskenine gore olan herhangi bir hata (yuvarlama hatasi, ayriklastirma
hatas1 vs.) bir zaman katindan digerine gecerken artmazsa, bu tir semaya kararli veya
dayanikli sema denir.

Sonlu fark karsiliginin kararliligin1 saglamak, onun uzlagan olmasini saglamaktan daha
zordur ve daha titiz aragtirmalar talep eder. Semanin uzlasan oldugunu kontrol etmek ¢ok da
zor degildir. Gergekten de, yazilan sonlu fark karsiliklart g6zoniine alinan denklemi
ayriklastirdigindan bir kural olarak uzlasma kosulu otomatik saglanir. Semanin dayaniklilig
ise daha hassas 6zelik oldugundan onu ciddi teorik yolla ispatlamak gerekmektedir.

Sonlu fark karsiliginin kararliliginin tanimini vermeden Once stasyoner olmayan
problemi gdzoniine alalim. Problemin baglangi¢ verilerinin k. katta verildigini ve problemin
¢oziimiiniin (k + 1). katta bulunmasinin talep edildigini varsayalim. Eger, verilmis
diferansiyel problemin sonlu fark karsiligini ifade eden operatorii bir “kara kutu” gibi
yorumlarsak sdylediklerimizi formel olarak Sekil 2 de gosterildigi gibi ifade edebiliriz. Boyle
oldugu takdirde kararlilik teorisi, sonlu fark operatoriiniin k. kattaki verilerin(k + 1). kata
gectiginde nasil degistigini inceleyen metotlardan olusur.

Sonlu fark karsiliginin dayanikligini incelemek i¢in formel olarak asagidaki problemi
g0z Oniine alalim.

DileR™ Euclid uzayinda sinirhi bir bolgeyi, dD ile sozkonusu bdlgenin smirmi
gosterelim. Dbolgesi ve 0D simrinda uygun olarak L ve #;(0<j<v) diferansiyel
operatdrlerinin verildigini varsayalm. Ayrict f ve g;, (0 <j <v) swasiyla F ve G
uzaylarinda tanimli fonksiyonlar olsun. Burada F uzayr D de G; ise dD; tizerinde kurulmus
fonksiyonel uzaylar olmaktadir.

Diizerinde kurulmus uzayin herhangi bir elemant i¢in

Lu=f, (1.37)
tu=g, 0<j<v (1.38)

problemini koruyan u fonksiyonunun bulunmasina diferansiyel problem denir.
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O halde (1.37),(1.38) problemini vektorel sekilde

Ru=7> (1.39)
yazalim. Burada,
Lu, D de
Ru =
fju, aD de
ve
f)
b=
9;
olmaktadir.

Stasyoner olmayan problemleri incelerken Banach uzaymin bazi kavramlarini
kullanarak problemi somut sekilde yazalim. BileBanach uzayini gosterelim ve B de asagidaki

problemi

W) _ ), 0<t<T
ac W Ests
u(0) = uy

g0zoniine alalim. Burada, u(t) bir parametreye bagli fonksiyon ailesi, L bir lineer diferansiyel

operatdr, U, ise sistemin baglangi¢c durumunu gostermektedir.

Ly n,Un,n, = Pnn, (1.40)

ifadesinin (1.39) probleminin ®; , agindaki sonlu farklar karsiligi oldugunu varsayalim.

Sonlu farklar karsiliklarinin kurulmasi kendi basina bir problem olmaktadir. Simdilik burada
formel sonlu fark karsilig1 kastedilmektedir. Genel olarak, (1.39) esitligini net olarak koruyan
[ulp, n, ag fonksiyonunu segmek miimkiin olmamaktadir. S6zkonusu[u]y, , ag fonksiyonunu

(1.39) de yerine yazarsak
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Ly p [ulp n, = Ppp, + 0Pp p, (1.41)

denklemini elde ederiz.

Eger h,, h, — 0 iken §®;,_p,, — 0 ise Ly j, fark operatorii L diferansiyel operatoriine
yaklagir. Bu takdirde [u]p, ,, ag fonksiyonun korudugu (1.41) denklemi (1.39) denkleminde

@y, 1, fonksiyonunun lizerine §®;,_j, kiigiik degismesini eklemekle elde edilmektedir.

Boylelikle, (1.30) probleminin uy, , ¢6ziimii ®,_j, fonksiyonunun herhangi bir kiigiik
degismesine gore dayanikli kalirsa ve hy, h, — 0 iken 6®, ,, — 0 oluyorsa uy_j, fonksiyonu
da [u]p p, fonksiyonuna yaklasir, yani Up p, yaklasik ¢oziimii [u], p, gercek ¢dziimiine
yaklasir. Béylece Uy, j, = [ulp, p, olur.

Sonlu farklar karsiliklarinin uzlagsmasi, kararlilig1 ve yaklasik ¢oziimiin gercek ¢coziime

yakinsakli, goz oniine alinan herhangi bir problem i¢in ayrica incelenmelidir. Sonlu farklar

yontemi ters problemler i¢in de uygulanabilir.

18



2. TERS PROBLEM

Yine de sadelik i¢in (1.1) — (1.4) problemin yerine daha basit problemi inceleyelim.
Burada amag ters problemler nasil ¢oziiliir ve uygulanan yontemlerden birinin incelenmesi

olmaktadir.

Yukarida da belirttigimiz gibi, genelde ters problemin birden fazla ¢oziimii olabilir.
Fiziksel ger¢ek ¢oziimii bulunmasi fiziksel problemlerde elde edilen teorik bulgularla pratik
verileri karsilastirmak gerekir. Bu soru teorik olarak bir fonksiyonelin minimize problemine
indirgenir.

Fakat ters problem i¢in diger yontemlerde mevcut olmaktadir.

Tezin bu boliimiinde lineer 1s1 denklemi icin yazilmis ters problemin c¢oziimii

incelenmistir.

Boylelikle asagidaki problemi

ou _ Zazu 0o<x<1 t>0
ot T axz’ T
u(x,0) =0,

u(0,t) = g(o),
u(1,t) = h(t),

ou(l,
%% = g(b),

g6z Oniine alalim. (u(x, t), 3¢)¢iftinin bulunmasina ters problem denir.

Homojen olmayan smir kosullarini homojen sinir kosullarina doniistiirelim. Bunun

icin smir kosullarini koruyan w (x, t) fonksiyonu seklinde
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w(x,t) =Ax+ B

arayalim. Bilinmeyen A ve B leri

B =g(t)
A+ B = h(t)
A=h()—g()

olarak buluruz. Buradan

w(x,t) = (h(t) —g®))x + g(t)
olur. Asagidaki dontistimii
v(x,t) =ulx,t) —w(x,t)

yaparsak

ov 262v+ .
ot~ oz TR0

v(x,0) = vo(x)
v(0,t) =0
v(1,t) =0

aliriz. Burada v, (x) bilinen fonksiyondur.

2.1. iyi Konumlandirilmis (Well-Posed)Problemi

Girig boliimiindeki sOylediklerimizi detayli sekilde ifade edebelmemiz igin (1.1)-(1.4)

problemine Laplace doniistimiinii uygulayalim. Eger v(x, t) Laplace orijinal1 ise
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[e0]

V(ix,A) =L(w) = fo e My(x, t)dt

ifadesinev(x, t)’nin Laplace doniisii denir.

(1.1)-(1.4) problemine bu doniistimii uygularsak

el = e )

Laplace doniisiimii 6zelligine gore sonuncu denklemi aliriz.

d v,
W0 2) — = (k(x) 2e2) = 0 2.1)
0<x<l,

V(0,2) = 0,2.2)

dav (l A1)

k(D) =MQ), VLA =NQ) (2.3)

olarak yazabiliriz.

Burada M(A) = L{u(t)} ve N(A) = L{v(t)} olmaktadir. Bu notasyanlarda ters

problemi asagidaki gibi formiile edelim.
Once
=k d Vix,t
V) = k() VXt
olarak gosterelim. Bu durumda (2.1) — (2.3) “ 1

() + 75 W) = 024)
Y(l,A) = M(D)(2.5)
LED = 0@2.6)
L= Nwe)

seklinde yazabiliriz.

Ters problemi soyle ifade edelim.

M (A)veN(A) verilerine gore k=1 (x) = q? bulunuz.

21



Ly = - + K?q*(x) P =0,02.8)
A=K?, q*(x) = K~ (x)
Cil<q*’(x) <t

ile gosterelim ve asagidaki problemi goz oniine alalim,

Ly, =0(2.9)
YO0k =0,  ¥;(0k =1210)
burada
dZ
h=—gat K*q*(x)
olmaktadir.

Teorem 1. (2.1) — (2.2) probleminin en fazla bir ¢oziimii vardir.
Ispat.Varsayalim ki,V; ve K; € I1, (j = 1,2) (2.1),(2.2) probleminin ¢dziimleridir.

W = V; — V,olarak gosterirsek,
AV, d(K()dV1>—o
LT YY) T

AV, d(K()dV2>—o
2 g\ ) T
dir. Buradan

d dv, dv, d
0= AW —— Kl(x)E—Kz(x)E] _ AW—a[Kl(x)

dv, dv,
dx d

K I
. + Ky (x) Tx

K;(x) — K5 (x) = g(x)dersek sonuncu esitligi
0=1 d(k()dW) d(()dw>
- dx\'? X dx dx 7 dx

olarak yazabiliriz. Buradan
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d dw d dw
w == (k) 5) = (a0 ) @11)
olur. (2.3) i¢in kosullar
w(0,1) =0, w(£,1) =0,

" dvi(¢,4) — dv,(¢,4)
1 dx 2 dx

olmaktadir. (2.3) denklemini V; ‘e carpip integrallersek
{; I I f
[ aviviax = a@vivilg + kwvils - kv’ |f = 0
0

elde ederiz.

Sonuncu esitlikte sinir kosullarimi dikkate alirsak q(x) = 0 elde ederiz. Buradan da

k, =k, alinz.

Teorem 2. Herhangi k = 0,(k = +/1) igin {1, (x, k), ¥, (x,k)} kiimesi [0,1] de tamiml
parcali sabit fonksiyonlar sinifinda tamdir.

Ispat. Once asagidaki 6zelligi hatirlayalim. Herhangi bir f(x,t) € IT ve h(x) € I igin

;R () (n K)dx =0 (2.12)

iseh(x) = 0 olmaktadir.
Benzer sonuglar ¥; (x, k) fonksiyonlarnin yerine v;'(x, k) fonksiyonlar yazildiginda

da gecerli olmaktadir.

Simdi, Teorem 2 yi ispatlayabiliriz. Bunun i¢in {1, (x, k), 1, (x,k)} ifadesinin tam
oldugunu gostermek yeterlidir. Varsayalim ki, h(x) €Il ise (2.12) gegerli olmaktadir.

1, (x, k),(j = 1,2) fonksiyonu k ya gore tam fonksiyondur. Bu sonug

P (x, k) =1+ k* f;[x — S]qf- (s);(s,k)ds,x = 0,j=1,2 (2.13)

esitliginden de elde edilir. (2.13) esitligi herhangi bir sabitlenmis & i¢in
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vx € [0,1]igin,; (x):= ¢;(x,k) = 1,7 =1,2
W;(x, k) 20, ¥ (x,k) = O,ve her m = 0,1,2, ... igin 8™, (x, k) /dk™

oldugunu ima etmektedir. Boylelikle ¥;(x),(f = 1,2) fonksiyonlar1 x > 0 yar1 diizleminde
konveks fonksiyonlardir. 1;(x, k) fonksiyonlar1 pozitif oldugundan dolayr (2.13) esitligini

korur ve x ve k ya gore artan fonksiyonlardir. Béylelikle ¥k = 0 igin

P (x, k) =0, w}’.(x,k] =0, Y] (x,k) = 0,j=1,2(2.14)
elde ederiz. Varsayalim ki,
0=<xyy <xgp, < = xgy <10 3,y < x5, =< o < Xgy, = 1

noktalar1 sirasiyla a4(x) ve a,(x) fonksiyonlarinin siireksizlik noktalari olsun. (2.12) dan
h =0 oldugunu ¢ikartabilmek igin xg := max(xyy x5, ) olmak lizere ¥x € [x4,1] igin
h(x) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. g e [xg,1] aralifindaki q;lerin degerleri olmak

uzere
Wi (x k) = kzqi..,.j (), (x, k). Wk = 0,vx € [x,,1] (2.15)
elde ederiz. (2.15) dan
P; (x0,k) = a}-[k]ekmfl:x_xn} + b}-[k]e'kqf”f':x'%}, vk=0, j=1,2(2.16)
aliriz. (2.14) ve (2.16) den
¥; (o, k) = a;(k) + b;(k) >0, 9 (xq.k) = kg, [a;(k) — b;(k)] = 02.17)

ve

2a;(k) = ;(xq, k) +

;g k)
kq iy . = 11{"_;' (‘xl}l k] (218)

Mg
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oldugu goriiliir. Buradan
a;(k) = |b;(k)| =0, ¥k=0, j=1,22.19)
bulunur. i € Moldugundan, genellikten bir sey kaybetmeksizin
h(x)=C =0, VxE& [x,1](2.20)
oldugunu varsayabiliriz. (2.12) dan
— 7o (6 R, (DR dx = [ 9 (6 k) (v ) R(x)dx, VE > 0 221)
elde edilir. (2.14), (2.16) ve (2.19) den
1< y;(xk) £;(xpk) <2a;(k), 0=x=x, Vk=0, j=1,2(222)
alinir. Buradan
|f, s (x, B, (x, K)R(x)dx| < 4ay (K)a, (k) [ °Ih(x)]dx (2.23)
olur. Tekrar (2.14), (2.16) ve (2.19) yi dikkate alirsak
W, (x, k) = a,(k) [ekq;xju—xb} _ e—krzixju—xn}]ﬂ € [x,1], j=1,22.24)

elde ederiz. Keyfi ve sabit bir ¥ € (x45,1) noktasim1 g6zoniine alalm. ¥x € [y, 1]igin

P;(x, k) = ; (v, k) oldugundan, ¥k = 0 i¢in

[7. ¥ ok, (xkR(x)dx 2 C(1 = Y)Y (k¥ (0, K) (2.25)
olur. Boylece, (2.21)-(2.23) dikkate alinarak asagidaki

X ?,l!"._l: '-'k:”i":l.': k)
o > 4 [*|h(x)ldx = C(1 - y) ==, Ve >0 (2.26)

esitsizligini elde ederiz. (2.24) den goriildigii lizere,
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lim, .. fﬂT’f‘ = oo (2.27)

dir. (2.27) ifadesini kullanarak, (2.26) ifadesinde k — o iken limit alirsak, C = 0 olur ve

bdylece her x € [x,,1] i¢in h(x) = 0 sonucuna ulasiriz.

2.2. Niimerik Coziim

Belirttigimiz  gibi, eger c¢oziimiin diferansiyellenebilme 6zelligi denklemin
¢Oziimiinden talep ettiginden az oldugunda diferansiyel probleme hatta iyi bilinen yontemleri

de uygulamak yanlis sonuglara neden olabilir.

Bu gibi durumlarda [2], takip ederek yardimci problem kullanilabilir. Onerilen

yardimci problemin esas problemde bulunmayan avantajlar1 vardir.
Simdi (1.1) — (1.4) problemine karsilik gelen yardimci problemi dahil edelim.

[1], [3]takip ederek

6W(x,t) _ 61/(,(_0
—0 = f(x) —22(2.28)
w(x, 0) = wy(x)(2.29)

v(0,t) = 0(2.30)

av(lt)

k(D E2 = pu(6)(2.31)

v(,t) =v(t) (2.32)

Burada wy(x) fonksiyonu

d
M0 — vy

denklemin herhangi bir ¢6ziimii olmaktadir.

Asagidaki teorem gecerlidir.
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Teorem 3. Eger w(x, t) fonksiyonu (2.28) — (2.32) probleminin ¢6ziimii ise

aw(x, t)

vix,t) = e

fonksiyonu da esas problemin ¢6ziimii olmaktadir.

(2.28) — (2.32) probleminde bulunan avantajlar s6z konusu probleme sonlu farklar

yontemini uygulamaya imkan saglamaktadir.

Bunun i¢in 6nce arglimanlarin siirekli degistigi bolge lizerinde wy,, agini kuralim
wpe = {(x;, t)|x; =ih,t, =kt,h>0,t>0,i=0,12,..,n,K=0,12,..}
wyp;aginin herhangi bir (x;, t, ) noktasinda sonlu fark semasini yazalim

T

Wi = Wy (x;)(2.34)

— K(xl) Vi+1,K+;l_Vi,K+1(2.33)

Vo = 0(2.35)
KD = p(,)(2.36)

Vi = v(£)(2.37)

Burada W (x) fonksiyonu

dWO(X) _

. =V (2)(2.38)

denklemini koruyan herhangi bir stirekli fonksiyondur.
Kolayca asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 4. Herhangi bir 7, h igin
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Wik+1=Wi—1x+1
Viks1 = . (2.39)

esitligi

Vik+1—=Vig _ 1 Virik—Vik Vik=Vi—1k
D = 2K (o) P () AL (2.40)

denklemini korur.

Ispat.(2.33) denklemler sistemini once (i —1,K) noktasinda yazip sonra (2.33)
denkleminden ¢ikarip h’ a bolersek (2.40)  {in dogru oldugunu elde ederiz.

(2.39) dikkate alarak (2.33)’ y1

Wikt1 —Wix Wit k1 = 2Wiksr + Wisg k1
—— = K(x)

% h?

ve sonuncu denklemi
AWi_1 k1 — CWigy1 + BWip1 k41 = —F; (2.41)

seklinde yazabiliriz.

Burada,
T T T
A; =K(xi)ﬁ, B; =ﬁK(Xi), G = 1+2ﬁK(xi), Fy = =W
olmaktadir.

(2.41) denkleminin ¢6ziimiinii

Wiks1 = Xig1 i+ 1Wigi k41 + .Bi+1,k+1

seklinde arayalim.

Wiks1 = W;olsun. Bu ifadeler (2.24) de yerine konursa

Wiy =aW +p = ai(“iﬂWiH + ,Bi+1) + B,
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W; = ;i1 Wi + aiBiv1 + B,
Ajaiai  Wiyg + A iyt + AP — CiaiyaWigq — CiBipq + BiWiyy = —Fy,
elde ederiz.

Sonuncu denklemi
Wip1(Aiaiaig — ity + By) + Aiai iy + Aifi — Cifiy1+Fy = 0

seklinde  yazarak  smir  deger  problemini ii¢ tane  Cauchy  problemine

indirgeyebiliriz.Gergektende sonuncu esitligin korunabilmesi i¢in
Aoy — Gy +B; =0
Aiaifip1 + Aifi — Cifisr + Fye = 0
olmak zorundadir. Buradan

B; A
aiy1 = m ) (l = 1,2, e , N — 1) (242)

Biv1 = C—ﬂA (2.43)

olur. @;qvep; 1 leri bulmak i¢in vy, = 0 kosulundan
a1 = O, ﬁl =0 (244)

baslangi¢ kosullarini kullanabiliriz. Dolayisiyla tim a; 4 ve f;41 (2.42) - (2.44) Cauchy

problemlerinden bulunur. Bu ifadeler

Wik+1 = Xip1k+1Witth+1 T Bivt e+t
ifadesinde yerine yazilarak ve ikinci sinir kosulu da kullanilarak

W; k+1 lerin hepsi i = n — 1, ...,0 olmak siiretiyle bulunabilir.
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3. SONUCLAR

Tezdeki sonuclar asagidakilerdir.

e Is1 denklemi igin iyi konumlandirilmis baslangic deger probleminin gercek ¢oziimii

elde edilmistir.

e Is1 denklemi i¢in iyi yazilmig ters problemin Laplace doniisiimii yardimiyla uygun

spektral probleme indirgenmistir

e spektral problem kullanilarak problemin tek bir ¢oziimiimiin oldugu ispatlanmastir.
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