SR T.C.
2 (\é ,Q g ISTANBUL UNIVERSITESI
%,@ FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZI

BIR GENELLESTIRILMIS HERON PROBLEMININ COZUMU
UZERINE

Esra CEBI

Matematik Anabilim Dal

Matematik Programm

DANISMAN
Dr. Ogr. Uyesi Ozkan DEGER

Haziran, 2022

ISTANBUL




Bu calisma 17.06.2022 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim

Dali Matematik Programinda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Tez Jiurisi

Dr. Ogr. Uyesi Ozkan DEGER (Danisman)
Istanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi

Prof. Dr. Elimhan N. MAHMUDOV Dr. Ogr. Uyesi Giilseren CICEK
Istanbul Teknik Universitesi Istanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi Fen Fakiiltesi



- Intihal Programm Beyam

20.04.2016 tarihli resmi gazetede yayimlanan Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yo6netmeliginin
9/2 ve 22/2 maddeleri geregince; Bu Lisansiistii teze, Istanbul Universitesi’nin abonesi
oldugu intihal yazilim programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii’niin belirlemis oldugu

Ol¢iitlere uygun rapor alinmustir.




ONSOZ

Yiiksek lisans egitimim ve tez ¢calismalarim boyunca bilgi ve tecriibesi ile bana yol gosteren,
yardimini hi¢gbir zaman esirgemeyen, destegi ve anlayisiyla her daim yanimda olan kiymetli
danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Ozkan Deger’e tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatimin her aninda, yasadigim her zorlukta yanimda olan biricik babam Abdurrahman
CEBTI'ye, 6zellikle bu siiregte ihtiyacim olan destegi bir an olsun esirgemeyen biricik annem
Bakiye CEBI’ye ve canim kardeslerime sonsuz tesekkiir ederim.

Haziran, 2022 Esra CEBI

iv



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ ceeeeeeeeeeeeeeeccteeecseeeecsseeeseeeeesssaeesssaeessssesessssesssssassssssassssssasessaassnns iv
ICINDEKILER ......uuvviiitiieiitreeniieeesnreeessneeessssesssssesessssessssssssssssesessssessssssens v
SEKIL LISTEST ....ouvtiieiieeeeerteeeeereeeeeeseeeeesssseeesssssessessssssessssssssssssssssssssssssnns vi
SIMGE VE KISALTMA LISTEST ....ccccitiiiitieieieeceteeeeeeeeeneeecrneeeesseeeessesesnns vii
OZET  cccvciovieieiorieosscosssserorsssooscssssrsrsssosssssessrssssossessssrersssssessssssrsrsssssssssorersrs ix
SUMMIARY  ...cccouvieeveeereeeeseeessseeesseesssseessesesssssssssssssssssasesssssessssessessssssssssssnnes xi
1 GIRIS coveeeeeeeeiiieeccieecertreeeetreeeareeesssseesssseessssseesssssessssssesssssessssssesssssessssnns 1
2 GENEL KISIMLAR ......cecertveeerueeeereeeessesessseesssasessssssssssessssssssssessssassssssasns 7
2.1 KONVEKS KUMELER .........oooiiiiiiiiiiiiiie e 8
2.2 AFIN KUMELER .......cc.ccoiiiiiiiiiie oo, 12
2.3 NORMAL KONI ...ooiiiiiiiiii e 14
2.4 KONVEKS FONKSIYONLAR .........ccooiiiiiiiiiaiieieeee e, 23
2.5 SUBDIFERANSIYEL KAVRAMI .......cccoooiiiiiiiiiieeie e, 29
3 MALZEME VE YONTEM ....ccccoiiuieieerueeeeerreeeeeessaesesssssesesssssasessssssssssssaseens 38
4 BULGULAR .....cuetieeteeeecteeeeieeeeeeeeesseeessesessssesssssessssssssasesssssesssessssssessassnns 39
4.1 OPTIMIZASYON PROBLEMLERI .........cccoooiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieee e 39
4.2 GENELLESTIRILMIS HERON PROBLEMI ...........ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiiie 42
5 TARTISMA VE SONUC ....eeeerureeureertreerseeessneesseesssssssssessssesssssssssssssssssssssnes 51
KAYNAKLAR ....ooveeeiieeeeeeeteeesseeesseesssseessssesssesssssessssssssssssssssssssesssssssssssssnes 53
OZGECMIS c.ooveeeeeeeeeetreeeerteeeeesreeeessaeeessssseesssssessssssesssssssesssssssssssssssssssssssnns 55



SEKIL LISTESI

Sekil 1.1:
Sekil 2.1:
Sekil 2.2:

Sekil 2.3:

Sayfa No
Klasik HEron problemi .........c..viuniiiiiiniiiiie e e e e 3
y = —x dogrusunun normal KONISI..........c.vvuuriiiiniiieiineie et e e e 17
epi x*> kiimesinin (0,0) noktasindaki normal KOnisi ..............ccceceevreieieieieiennnnn. 18
epi x| kiimesinin (0,0) noktasindaki normal KOnisi..............cceeereiiiiniiiiiiiiiinnnene. 19

vi



SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

R = (—o0, ]
R}’l

Aciklama

: Genellestirilmis reel sayilar kiimesi

: n boyutlu vektor uzay1

:x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimi

: x vektoriiniin Oklidyen normu

: Kapal1 birim yuvar

: A kiimesinin i¢ noktalar kiimesi

:A kiimesinin kapanis kiimesi

: A kiimesinin sinir kiimesi

: A kiimesinin afin Ortiisii

: A kiimesinin konveks Ortiisii

: L kiimesinin ortogonal tiimleyen kiimesi

: f fonksiyonunun efektif (etkin) tanim kiimesi

: f fonksiyonunun epigraf kiimesi

: x noktasindan A kiimesine Oklidyen izdiisiim fonksiyonu
: A kiimesinin x noktasindaki normal konisi

:A kiimesinin x noktasindaki indikator fonksiyonu
: f fonksiyonunun X noktasindaki subdiferansiyel kiimesi
: A kiimesinin elemanlarinin gerdigi uzay

:u ve v vektorlerinin arasindaki aginin kosiniisii

:A kiimesinin minimumu

:A kiimesinin infimumu

: A kiimesinin supremumu

: x noktasinin A kiimesine uzaklik fonksiyonu

:AB dogru pargasinin uzunlugu

:ABC agismin ol¢iisti

: Ispat bitmistir

vii



OZET

YUKSEK LISANS TEZi

BIR GENELLESTIRILMIiS HERON PROBLEMININ COZUMU UZERINE

Esra CEBI

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Ozkan DEGER

Bu tez caligmasinda Heron probleminin bir genellestirilmesinin optimal ¢oziimii iizerine
konveks analizin araglar1 kullanilarak bir inceleme yapilmistir.

Tezin ilk boliimiinde genellestirilmis Heron probleminin tanimi ve tarihsel gelisimi verilip,
diger problemlerle arasindaki iligki izah edilmistir.

Ikinci boliimde normal koni, subdiferansiyel kavramlarinin da i¢inde bulundugu konveks
analizin temel kavramlarina deginilmis, bu kavramlara iligkin tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

Uciincii boliimde tezin yaziminda kullanilan kaynaklara ve yonteme deginilmistir.
Tezin dordiincii boliimiinde ise kisith ve kisitsiz optimizasyon problemlerinin tanimlari
yapilmis ve genellestirilmis Heron probleminin optimal c¢oziimiiniin varligi igin

gerek ve yeter kosullar verilmistir. Bununla birlikte problemin optimal c¢oziimiiniin
karakterizasyonuna iligkin teorem ve sonuclar verilmistir.
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Besinci boliimde tez boyuca yapilanlar genel hatlariyla Ozetlenip, genellestirilmis
problemine iligskin yapilan ¢caligmalara deginilmistir. Son olarak tez konusu ile ilgili olarak
yapilabilecek calismalardan bahsedilmistir.

Haziran 2022, 67 sayfa.

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis Heron problemi, konveks optimizasyon
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SUMMARY
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ON SOLVING A GENERALIZED HERON PROBLEM
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Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Ozkan DEGER

In this thesis, an investigation is made on the optimal solution of a generalization of the
Heron problem using the instruments of convex analysis.

In the first part of the thesis, the definition and historical development of the generalized
Heron problem is given and its relationship with other problems is explained.

In the second chapter, the basic concepts of convex analysis, including the concepts of
normal cone and subdifferential, are mentioned, and definitions and theorems related to these
concepts are given.

In the third chapter, the sources and method used in the writing of the thesis are mentioned.

In the fourth chapter of the thesis, the definitions of constrained and unconstrained
optimization problems are given and the existence conditions of the optimal solution of
the generalized Heron problem are given. In addition, theorems and results regarding the
characterization of the optimal solution of the problem are given.



In the fifth chapter, what has been done throughout the thesis is summarized in general terms
and the studies on the generalized problem are mentioned. Finally, the studies that can be
done about the thesis subject are mentioned.

June 2022, 67 pages.
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1. GIRIS

Optimizasyon, mevcut kosullar dahilinde bir sistemden en iyi sonuglar1 elde etmek {izere
yapilan calismadir. Optimal kelimesinin kokenine inersek de "en uygun" anlamina geldigini
goriirliz. Latin kokenli optimizasyon terimi yerine denk olarak ¢ogu zaman matematiksel
programlama ifadesi de kullanilmaktadir. Miihendislikten giinliik yasantimiza varincaya
kadar her alanda optimizasyon mevcuttur. Ornegin miihendislikte mevcut kaynaklarin
minimum kullanimi ile maksimum verim elde edilmesi amag¢lanmaktadir ve burada sistem
matematiksel olarak modellenerek en iyi ¢oziim elde edilmeye calisilir ya da bir yazilimin
en kisa siirede en yiiksek verimle ¢aligsmasi, bir internet sitesinin minimum siirede acilmasi
bu durumun en giizel 6rneklerindendir. Bununla birlikte herhangi bir is dalinda bir ekip
liderinin gorevi uygulayacak oldugu yonetim ve is mantigr ile minimum c¢aligsmayla igleri
bitirebilmektir. Zira bir ekip i¢in dnemli olan ¢ok ¢calismak degil, dogru yontemi uygulayarak
en az ugras ile sonuca ulagsmaktir. Aciktir ki optimizasyon, giinliikk yasantimizdan is
hayatina varincaya kadar her yerde karsimiza ¢ikmaktadir, bu da gostermektedir ki esasinda
optimizasyon hayatimiza ¢ok da uzak bir kavram degildir. Tiim bu orneklerdeki optimali
bulma yolculugumuzu bilimsel ve matematiksel bir temele oturtup gercek¢i sonuglar elde

etmek istedigimizde de karsimiza optimizasyon teoremi ¢ikar.

Optimizasyon teorisinin kokeni oldukga eskiye dayanmaktadir. Ik optimizayon problemi
Fenikeli Prenses Dido problemidir. Dido’nun kardesi olan donemin kralinin prensesin
kocasin1 oldiirmesi iizerine, prensesin kacarak sigindigi Afrika’daki diger bir kral,
Dido’ya yalmizca bir sigirin derisinin kaplayabilecegi biiyiikliikte bir toprak pargasina
yerlesebilecegini sdyler. Dido’nun sigirin derisi ile ulagabilecegi en biiyiik alami elde
etmeye caligsmasi ile ilk optimizasyon problemi ortaya ¢ikmigstir. Matematiksel olarak verilen
uzunluktaki kapali egriler arasindaki en genis alam1 bulmayir amacglayan bu problemle
birlikte optimizasyon teorisinin temelleri atilmistir. Ik optimizasyon probleminden 1696
yilinda Johann Bernoulli tarafindan ortaya konulan ve c¢oziilen, en kisa zaman problemi
olarak da anilan verilen bir noktadan yer cekiminin etkisiyle hareket eden bir cismin diger
noktaya minimum zamanda ulasabilmesi i¢in izlemesi gereken yoOriingenin bulunmasini

amaclayan, brachistrochrone problemine kadar tek degiskenli fonksiyonlar optimize



edilmeye calisilmisgtir. En kisa zaman probleminden sonra ¢ok degiskenli fonksiyonlar
maksimize ya da minimize edilmeye calisilmistir. 18. yiizyildan itibaren matematigin
bu alandaki problemlerle calisilan koluna varyasyonlar analizi denmektedir. En basit
zamanlt optimal problemi belirli sinirlar icerisinde degistirilebilen bir dig gii¢c tarafindan
kontrol edilen, diiz bir yolda siirtiinmesiz olarak hareket eden bir arabanin belirli bir
yerde en kisa zamanda durdurulmasini amaglar. 1950 yillarindan sonra en basit zamanl
optimal probleminde oldugu gibi kontrol edilebilir giicleri ihtiva eden ekstremal problemleri

¢cOziimiinii konu edinen optimal kontrol teorisi gelismeye baglamistir.

Pek c¢ok optimizasyon problemi mevcut olup bunlardan biri de tesis yeri problemi
olarak da bilinen lokosyon problemidir. Bu problem temelde fabrikalar ve depolarin
konumunu belirlemede kullanilir. Bu tezde incelenecek olan genellestirilmis Heron problemi
de lokasyon probleminin bir Ornegi niteligindedir. Lokasyon probleminin tarih¢esine
baktiZimizda esasinda 3 nokta icin Fermat teoreminin ilk lokasyon problemi olarak
adlandirildig@int goriiriiz. Dolayis1 ile asagida verilen genellestirilmis Heron problemine

iliskin tarihsel inceleme ayni zamanda lokasyon probleminin de gelisimini gostermektedir.

Farkli lokasyonlarda bulunan iki iiniversitede okuyan bir kimsenin her bir iiniversiteye
olabildigince yakin bir yerde konaklamak istedigini diisiinelim. Peki konaklanacak yer
nerede olursa iki liniversiteye de en yakin mesafede olur, yani ikisine de uzakliklar1 toplami
en kiiciik olur? Iste bu soru klasik Heron problemine temel teskil eder. Universiteleri
diizlemde birer nokta olarak diisiinelim. Bu noktalara uzakliklar1 toplami1 minimum olan

nokta elbette orta naktasi olacaktir.

Klasik Heron problemi diizlemde verilen diiz bir dogru iizerinde olup yine diizlemde
verilen iki noktaya olan uzakliklar1 toplami1 minimum olan noktayr bulmayi1 amaglar. Bu
problemi iskenderiye’li Heron (M.S 10-75) ileri siirmiistiir. Heron bu probleme Catroptica
adli eserinde yer vermis ve ileri siirdiigii problemi yine kendisi ¢ozmiistiir [1,2]. Problem,
elbetteki onu ileri siiren ve coziimii bulan Heron’un ismiyle anilmaktadir. Heron’un
matematikci kimliginin yaninda fizik¢i ve miihendis kimligi de vardir. Aelolipile olarak
adlandirilan ilk buhar tirbiiniinii icat etmistir. Ayrica tapinaklar ve tiyatrolarda kullanilmak
tizere pek cok mekanizmanin da mucididir. Déneminin 6nde gelen matematikcilerinden olan

Heron caligmalariyla giintimiize de etki etmigtir.

Tez calismasina esas teskil eden bu problemi yakindan inceleyelim.
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Sekil 1.1: Klasik Heron problemi

Yukarida verilen figiirde klasik Heron problemi resmedilmistir. Heron, diizlemde verilen
P ve (@ noktalarina uzakliklar1 toplami minimum olan noktay:1 bulabilek i¢in klasik
geometri ve 15181 yansima kuralini kullanarak L dogrusunu bir ayna gibi kullanmig ve
P noktasini bu ayna lizerinden yansitarak P’ noktasim elde etmigtir. R noktasi ise P ve
Q noktalaria uzakliklar1 toplam1 minimum olan noktadir. R noktasinin neden aradigimiz
nokta oldugunu inceleyelim. Yukarida da ifade edildigi gibi L dogrusunu ayna gibi diisiiniip
P noktasimi bu aynadan yansitildiginda P’ noktasim elde edilir. Bu durumda 15181n gelme
ve yansima agis1 ayni olacagindan 1, 2 ve 3 acilar1 ayni olur ve L dogrusu ZPRP’ agisi i¢in
aclortay gorevi goriir. R noktasinin verilen her iki noktaya uzakliklar1 toplamini incelersek
|PR| = |P'R| ve |PR'| =|P'R'| oldugundan |PR|+ |RQ|= |P'R|+ |RQ|= |P'Q| elde edilir
ve ayni zamanda |PR'| + |R'Q| = |P'R'| + |R'Q| saglamr. Ancak bir ii¢genin iki kenarinin
uzunlugunun toplami diger kenarin uzunlugundan daha biiyiik olacagindan |P'R’'| + |R'Q|
uzunlugu |P'Q| uzunlugundan daha biiyiiktiir. Esitlikleri yerine koyarsak herhangi bir R’
noktasi icin |PR'|+ |R'Q

, |PR| + |RQ| toplamindan daima daha biiyiik olacagindan R
noktasi1 P ve Q noktalarina uzakliklar1 toplami1 minimum olan noktadir. Bu durum esasinda

15181in L dogrusundan yansirken en kisa yolu alacagi gercegine dayanmaktadir [1].

Heron’un ileri siirmiis oldugu problem iizerinde yalnizca kendisi degil diger matematik¢iler
de caligmalar yapmistir. Bu matematik¢ilerden biri de Fermat’tir. Fermat, 1643 yilinda
klasik Heron probleminin bir 6zel hali olarak diizlemde verilen 3 noktaya olan uzakliklari
toplam1 minimum olan noktayr arastirma fikrini ileri siirmiigtiir. Torricelli bu problemi
su sekilde ¢ozmiistiir: Uggenin iginde olup bu noktadan koselere uzanan her bir dogru
parcasinin arasindaki iicgenin kenarlarini goren her bir aginin 120° oldugu nokta aranan

coziimdiir [1]. Ancak bu durum yalnizca tiggenin i¢ acilarinin her birinin 120° den



kiigiik olmasi durumunda gecerlidir. Bu iicgenin i¢ agilarindan birinin 6l¢iisii 120° den
biiyiik veya esit dereceye sahip oldugu durum Robbins ve Courant tarafindan What Is
Mathematics? adli kitapta irdelenmis olup bu duruma iligkin dogru ispat Krarup ve
Vajda [3] tarafindan verilmis olup iicgenin i¢ agilarindan birinin 6lciisii 120° den biiyiik
veya esitse bu dereceye sahip olan kose noktasi verilen iic noktaya uzakliklari toplami
minimum olan noktadir [4]. Bu problem Fermat-Torricelli problemi olarak anilmaktadir.
Ayni1 zamanda soz konusu problem What Is Mathematics? kitabinda Steiner problemi
olarak adlandirilmistir. Bununla birlikte diizlemde 4 nokta icin inceleme Fagnano tarafindan
yapilmustir ve diizlemde bulunan bu dort sabit nokta eger konveks bir dortgen olusturuyorsa
aranan noktanin dortgenin kosegenlerinin kesisimi oldugu gosterilmistir. Konveks olmayan
durumun kim tarafindan ispatlandig1 bilinmemekle birlikte bu durumda konveksligi bozan
kose aranan noktadir. Steiner ise s6z konusu problemi diizlemde sonlu sayida nokta icin
genellestirmistir. Fermat-Torricelli probleminin pek ¢ok versiyonu vardir. Bunlardan biri de
agirlikli Fermat-Torricelli problemidir. Simpson, A Doctrine and Application of Fluxions
adl kitabinda Fermat-Torricelli probleminin agirlikli verisiyonunu incelemis olup Alman
bilim insam1 Weber ise bir firmanin konumsal optimizasyonunu incelemek i¢in problemi
sonlu sayida nokta ile ele almistir [5]. Weber, miisterilere tasinacak olan agirliklara gore
agirliklagtirilmis ©klid uzakliklart toplami minimum olan noktaya bir depo kurulmasi
fikrini tasarlamistir ve bu yolla miisterilerin ddemesi gereken nakliye tutarini belirlemeye
calismigtir. Lokasyon probleminin tarihsel gelisimi hakkinda daha detayli bilgi i¢in [6]
makalesi incelenebilir. Weber’in endiistriyel anlamdaki yaklasimini daha detayli inceleme

icin [7] kaynagina bakilabilir.

Uzaklik fonksiyonlarinin katsayilarinin hepsinin 1 oldugu durum klasik Fermat-Torricelli
problemine denk olur. S6z konusu problem de yine agirliklagtirllmis Fermat-Torricelli
problemi, genellestirilmis Fermat problemi, Steiner problemi, Weber problemi gibi adlarla
anilmaktadir. Bu problemlere iligkin daha detayl bilgi i¢in [4,8] kaynaklar1 incelenebilir. R”
uzayinda bulunan noktalara olan agirlikli Oklidyen uzakliklarinin toplamini minimum olan
noktay1 bulmay1 amaclayan bu problemin ¢oziimiine iligkin olarak ilk niimerik algoritma
1937 yilinda Weiszfeld tarfindan verilmistir. S6z konusu algoritmanin yakinsama kosullarini
ise Kuhn [9] elde etmis olup bununla birlikte Weiszfeld’in algoritmasinin her zaman
yakinsamadigina iligkin bir 6rnek sunmustur. Ardindan Katz [10] s6z konusu algoritmanin

yakinsama hizinin nelere bagli oldugunu tespit etmistir.



S0z konusu problem yalnizca geometrik olarak degil analitik olarak da incelenmistir.
1994 yilinda Hajja [11] diizlemde 3 nokta i¢in problemi vektorel olarak ele alarak ¢éziim
tretmistir. Yakin bir tarihte 2016 yilinda Plastria [12] Fermat'in bu lokasyon problemini
dort nokta i¢in yeniden incelemis ve konveks durum i¢in var olan sonuclarin genel metrik
uzaylara genellemesini gostermistir. 2014 yilinda Uteshev [13] 3 nokta icin agirliklastiriimig
Fermat-Torricelli problemine analitik bir yaklasim sunmugtur. 2016 yilinda Chen [14]
klasik Fermat-Torricelli problemini analitik ve geometrik yontemle ¢dzmiis, ayn1 zamanda
problemi kiireye genisletmis ve genel diizgiin yiizeyler iizerinde Fetmat-Torricelli noktasini

karakterize etmistir.

Genellestirimis Fermat-Torricelli probleminin pek ¢cok 6zel hali mevcuttur. Bunlardan biri
de genellestirilmis Heron problemidir. Genellestirilmis Heron problemi R” uzayinda verilen
bir sonlu, kapali, konveks kiimede olup; verilen sonlu sayida bostan farkli, kapali ve konveks
kiimelere olan uzakliklari toplami minimum olan noktay1 bulma problemidir. Problemi A
ve i=1,...,m icin A; kiimeleri R" uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimeleri

olmak iizere

d(x;A;), x€A (1.1)

m
min

i=1

olarak ifade edebiliriz.

Genellestirilmis Heron problemi bir kisith optimizasyon problemidir. Kisit kiimesi
olan A icerisinde f := id (x;A;) fonksiyonunu minimuma ulastiran x noktasi aranir.
Genellestirilmis Heron prl(:>éleminin optimal ¢6ziimiiniin hangi kogsullar altinda var oldugu
2012 yilinda Mordukhovich ve dig. [15] tarafindan ¢alisilmistir ve s6z konusu problemin
coziimiine yakinsayan bir algoritma verilmistir. Ardindan yaptiklar1 bir diger calismada
genellestirilmis Heron problemini minimal zaman fonksiyonu ile Banach uzaylarinda

incelemiglerdir [16]. Chi [5] tarafindan yakin zamanda yapilan bir calismada da yine

problemin ¢éziimiine yonelik hizli bir algoritma verilmistir.

Bu tez calismasinda problemin uzaklik fonksiyonu versiyonunu n boyutlu uzayda sonlu
sayida kapali, konveks kiime i¢in konveks analizde kullanilan kavramlar ile ele alinmastir.

Tez boyunca temel olarak [15,17,18] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

Konveks analizin temel kavram ve teoremlerine iliskin daha detayl bilgi icin [19] ve [20]



kaynaklar1 incelenebilir.

Tez calismasinda ilk olarak genel kisimlar bashginda konveks kiimeler, konveks
fonksiyonlar, normal koni, subdiferansiyel gibi konveks analizin temel kavramlar
verilmistir. Bulgular baghig1 altinda ise genel hatlariyla kisitli ve kisitsiz optimizasyon
problemleri hakkinda bilgi verilip ardindan genellestirilmis Heron probleminin optimal
coziimii i¢in gerek ve yeter kosullar incelenmistir. Son kisimda ise tez konusu ile ilgili olarak

ileride yapilabilecek calismalardan bahsedilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu kisimda ileride kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Bu tez galismasi boyunca R ile (—oo,00] genellestirilmis reel sayilar kiimesi temsil

edilecektir. R" uzayindaki herhangi iki x, y vektorleri i¢in
n
<X,y > = iny i
i=1

ile x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimu, ||x|| ile de ||x|| = v/x12+ -+ +x,2 olarak tammhi R”

uzaymnin standart normu (Oklidyen norm) gosterilecektir.

Kapali birim yuvar B = {x : ||x|| < 1} olarak tanimlanacaktir. Sifirdan farkli u,v € R"

vektorlerinin arasindaki aginin kosiniisii

_ (w)
cos (u,v) = —HMHHVH 2.1

seklinde tanimlanmaktadir.

Her x,y € R" vektorleri icin Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak adlandirilan

|G | < el Iy 22

esitsizligi gecerlidir.

Xl,...,x, € R" vektorlerinin lineer kombinasyonu A,...,A4, € R olmak iizere
MX1,...,Apx, € R" olarak tamimlanir. Bununla birlikte L bir vektor uzayr olmak
tizere xi,...,x, vektorlerinin tiim lineer kombinasyonlarindan olusan kiimeye xi,...,x,

vektorlerinin gerdigi uzay denir ve bu kiime
m
L =span {xq,...,x,} = { Zlixi A€ R}
i=1

seklinde gosterilir. A bir lineer alt uzay ise her o, B €R ve x, y€ A i¢in ax+ By€A



saglanir. o = f3 =0 segilirse 0.x+ 0.y =0 € A olacagindan bir lineer alt uzay daima orjini

igerir.
L C R" kiimesine dik olan vektorlerden olusan

Lt ={veR": her u e Ligin (v,u) =0}

kiimesine L kiimesinin ortogonal tiimleyen kiimesi denir.

f:A—=R,¥€A ve f(X) <oo olmak iizere her x € B(X,8)NA elemam i¢in f(X) < f(x)
olacak sekilde bir § > 0 varsa f fonksiyonu X € A noktasinda yerel minimuma ulagir denir.
Her x € Aigin f(X) < f(x) esitsizligi saglandig: taktirde f fonksiyonu X € A noktasinda

mutlak (global) minimuma ulagir denir.

2.1. KONVEKS KUMELER
Boliimiin bu alt bagliginda konveks kiime tanimi1 ve konveks kiimelerin 6zellikleri verilmistir.

x, y € R" olmak ilizere x ve y noktalarini birlestiren dogru parcasi
{Ax—(1=A)y: A €]0,1]}

seklinde tanimlanir.

A CR" olsun. A kiimesine ait herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasi yine A
kiimesinin i¢inde kaliyor ise A kiimesine konveks kiime denir. Yani her x,y €A ve A € [0,1]

icin Ax+ (1 —A)y € A igermesi gerceklenmelidir.

Bos kiime, tek nokta kiimesi konveks kiimedir. Bunlarin diginda 6rnegin [0, 1] araligi da R
uzayinda konveks kiime 6rneklerindendir.

m
Xlyeosxm €ER", A > 0 ve Z?Li = 1 olmak iizere her m € N i¢in x = A1x1 + -+ + Apx,
vektoril xp,...,x; Vektérlerliil]in konveks kombinasyonu olarak adlandirilir [19].
Onerme 2.1.1. [19] A C R” kiimesinin konveks kiime olmasi icin gerek ve yeter kosul

elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarinin yine A kiimesine ait olmasidir.



ispat: A konveks kiime olsun ve ay,...,a, € A alalim. A konveks kiime oldugundan
kiimeye ait herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasi yine kiimenin i¢cindedir, yani m =2

icin istenilen tanimdan dogrudan saglanir. Kabul edelim ki £ =m i¢in

m

A > 0, Z;Li: 1, May+--+Ana, €A
i=1

m+1
saglansimn. A; >0, Z Ai=1 ve a=Aaj+ -+ Apr1ame olsun. Burada A, icin
=1
l m+1
iki durum s6z konusu olur; A, =1 ise Z Ai =1 olabilmesi i¢in i=1,...,m igin
=1
l m—+1
Ai =0 olur. Budurumda b =a,,. 1 €A olur. A, <1 ise Z A; = 1 oldugundan burada
i=1

- o A . iy

A= Z Ai=1—A,1 ve Z = 1 seklinde diizenleme yapabiliriz. Bu durumda kabulden
i=1 i=1
oA

b= Z ~a; € A olur. Buradan A kiimesinin konveksliginden Ab+ A1 1.a,,11 € A elde
i=1 A’

edilir. H

Onerme 2.1.2. A CR"” ve B C R” bostan farkli konveks kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
yani A X B C R" x R™ yine bir konveks kiimedir.

Ispat: a;, a; € A, by, by € B olmak iizere a = (ay,b;), b = (az,by) € A x B alalim ve
A €[0,1] olsun. Kabulden A ve B kiimeleri konveks oldugundan Aa;+ (1—A)a; €A ve
Aby+ (1 —A)by € B saglanir. Boylece

Aa+(1—=A)b=A(a1,by)+ (1 —A)(az,by),
= (ﬂtal,lbl) + ((1 —A)ay, (1 —l)bz),
= (lal + (1 —l)az,ﬂ,bl —l—(l —/l)bz) €EAXB
saglandigindan otiirii A x B konveks kiimedir. |

Onerme 2.1.3. [20] A, B konveks kiimelerinin toplam kiimesi A + B de konvekstir.

Ispat: a,b € A+ B alaim ve A € [0,1] olsun. O halde 6yle ay, a; €A ve by, by € B vardir

ki a=ay+b; ve b=ay+ by saglanir. A+ B kiimesinin konveksligini kontrol edelim. A
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ve B kiimeleri konveks oldugundan

Aa+(1—A)b=Alar+bi)+(1—A) (a2 +b2),
= Aa; +Ab; +(1 —l)a2+(l —l)bz,
— (Aay+(1—A)az) + (Aby +(1—A)by) €A+ B

saglanir. Boylece A+ B kiimesi konvekstir. |
Onerme 2.1.4. Konveks bir kiimenin herhangi bir kat1 da konvekstir.
Ispat: A € R alalim. 1A kiimesinin konveksligini gostermek icin bir 6nceki 6nermeye benzer

sekilde hareket edebiliriz. a,b € AA alalim ve « € [0,1] olsun. O halde 6yle aj,a; € A

elemani vardir ki a = Aa; ve b= Aa, saglanir. A kiimesinin konveksliginden

hat (1—A)b = a(iar) + (1 - a)(Aaa),
=A(aa;+(1—a)ay) € AA

saglanir ve ispat tamamlanir. [ |

Konveks kiimelerin kullanigh 6zelliklerinin bir digeri de konveks kiimelerin kesisiminin
yine konveks kiime olmasidir. Konveks kiimelerin kesisimi her zaman konveks kiime
iken birlesim i¢in bu durum her zaman saglanmaz. Kesisimde konveksligin korunmasi
uygulamada bizlere biiyiik kolaylik saglarken birlesimde bu kolayliklardan her zaman

yararlanamamaktayiz. Bu durum asagidaki 6nerme ve bir ornekle izah edilmistir.

,x=1 ve y=3 i¢in

NS

[0,1] ve [3,5] konveks kiimelerinin birlesimini diigiinelim. A =

| I\, 4
7Lx+(l—ly):§.l—l—(l—§>3:§:2

elde edilir. 2 ¢ ([0,1] U [3,5]) oldugundan [0,1] U [3,5] kiimesi konveks degildir.
Goriilmektedir ki kesisimin aksine konveks kiimelerin birlesimi konveks olmak zorunda

degildir.

Bununla birlikte belirtmek gerekir ki konveks kiimelerin ici int (A) ve kapanist A daima

konveks kiimedir [19].
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Onerme 2.1.5. [20] {A;}icr konveks kiimelerin bir ailesi ise konveks kiimelerin kesigimi
(1 A; de konveks kiimedir.
i€l

Ispat: aj,a, € N A; alalmve A € (0,1) olsun. Her i €1 iginay, as € A; olur. A; kiimeleri
iel
konveks oldugundan her i € I i¢in

Aa+(1—A)b € A

saglanmir. Buradan Aa+ (1 — A)b € () A; elde edilir ve bdylece (1 A; konveks kiimedir. W
icl icl

Tamm 2.1.6. [19] A C R" herhangi bir kiime olmak iizere A kiimesini kapsayan tiim
konveks kiimelerin kesisimine A kiimesinin konveks ortiisii denir. Konveks ortii kiimesi

co A ile temsil edilir ve matematiksel olarak

coA=({X: X konveks kiime ve A C X}

seklinde ifade edilir.

Konveks ortiisii alinan kiimenin konveks olmas1 gerekmez ancak konveks ortii kiimesi daima
konvekstir, zira konveks kiimelerin kesigsimi her zaman konvekstir. Boylelikle konveks ortii
araciligiyla herhangi bir kiime ile baglantili olarak bir konveks kiime daima elde edilebilir,
oyle ki elde edilen kiime iizerinde konveks analizin tiim argiimanlarini1 kullanabiliriz. Burada
dikkat edilecek olan bir diger nokta da konveks bir kiimenin konveks Ortiisiiniin yine kendisi

olusudur. Zira bir konveks kiimeyi iceren en kiiciik konveks kiime yine kendisidir.

Onerme 2.1.7. [20] A C R” kiimesinin konveks ortiisii co A, A kiimesinin elemanlarinin tiim

konveks kombinasyonlarindan olusan kiimeye denktir. Dolayisi ile konveks ortii kiimesi
m m
COA = {Z)Liai : Z)L, = 1,7(4 >0,a,€A,meN }
i=1 i=1
seklinde karakterize edilebilir.

Konveks ortiiniin yukarida verilen karakterizasyonu sayesinde bu kiimeden aldigimiz
herhangi bir elemani esitligin karsisinda verilen kiimedeki gibi ifade edebilmekteyiz.

Dolayist ile su ana kadar soyut olan konveks ortii kiimesi kavrami1 somutlagmaktadir.
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Tanim 2.1.8. A; CR", Ay CR" konveks kiimeler olmak iizere her € > 0 sayisina kargsilik
||la|| < € ve (A; —a)NAy =0 olacak sekilde bir a € R" sayisi bulunabiliyorsa {Aj, A>}

kiime sistemine ekstremal denir.

Iki ayrik kiimenin olusturdugu sistem, ektremal sistemin en acik orneklerinden biridir.

Asagidaki onerme ekstremal sistemlerin bir 6rnegini daha verir.

Onerme 2.1.9. [17]A € R" bostan farkli konveks kiime ve X € A eleman1 A kiimesinin bir

sinir noktasi ise A ve {x} ikilisi bir ekstremal sistem olusturur.

2.2. AFIN KUMELER

m

X1,...,xm € R" vektorlerinin afin kombinasyonu A; € R ve Z?Li =1 olmak iizere her
i=0

m e N igin x = Ajx; + -+ -+ Ayx,, vektoridiir.

R" wuzayinda herhangi x;, x, noktalarinin afin kombinasyonu bu iki noktadan gecen

dogrudur.

Bir A kiimesi, herhangi iki elemanindan gecen dogruyu igeriyorsa yani
Vx,y€A ve LeR igcin Ax+(1—A)yeA

saglaniyorsa A kiimesine afin kiime denir [20].

Tek nokta kiimesi daima bir afin kiimedir ve sinirli olan tek afin kiimedir. Bunun yaninda
herhangi bir uzayda iki noktadan olusan bir kiime afin kiime degildir. Ciinkii bu iki noktay1
birlestiren dogru, noktalarin afin kombinasyonudur. Ancak s6z konusu iki noktali kiime

elemanlarinin afin kombinasyonu olan sonusz elemanl kiimeyi kapsamaz.

R’de bos kiime ve tek nokta kiimesi afin kiime iken R? ’de bunlara dogrular da eklenir.

Konveks kiimelerde oldugu gibi afin kiimelerin toplami1 da bir afin kiimedir.

A C R" kiimesinin afin ortiisii
aff A = ﬂ{X : X afin kime ve A C X}

olarak ifade edilir. Goriildiigii iizere afin ortii, bir kiimeyi iceren tiim afin kiimelerin kesisim
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kiimesidir.

Afin ortii kiimesi

m m
affA:{Zliai: Z?Lizl,aiEA,mGN }
i=1

i=1

seklinde ifade edilebilir.

Asagida, genellestirilmis Heron problemini ele alirken kullanacak oldugumuz, afin
kiimelerin onemli bir karakterizasyonunu saglayan, afin kiime ile lineer alt uzay arasidaki

ilisiyi aciklayan lemmalar verilmistir.

Lemma 2.2.1. [17] A C R" kiimesinin bir lineer alt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A kiimesinin orjini iceren afin kiime olmasidir.

Ispat: A bir lineer alt uzay ise orjini daima igerir. Lineer alt uzay tanimi geregi A € R ve

ay, ap €A igin Aa;+ (1—A)a; € A saglanacagindan A bir afin kiimedir.

Tersine A orjini iceren bir afin kiime olsun. Lineer alt uzay oldugunu gostermek i¢in
ilk olarak skalerle ¢arpma islemine gore kapali oldugunu gosterelim. 0 € A oldugundan
herhangi bir A € R i¢in Aa;+ (1 —1)0 = Aa; € A elde edilir. Dolayist ile A kiimesi
skalerle carpma islemine gore kapalidir ve lineer alt uzay olmasi i¢in gerekli olan ilk kosul

1
saglanir. Afin kiime tanimi geregi A = 5 icin

1 1
Aaj+ (1—A)ap = a + ;% €A

saglanir. Yukarida gosterdigimiz gibi A kiimesi skalerle carpma islemine gore kapali
1 1

oldugundan A =2 secersek Z(Eal + Eaz) € A saglanir ve aj+a; € A igermesi elde

edilir. Toplama iglemine gore kapalilik 6zelligi de saglandigindan A kiimesi bir lineer alt

uzaydir. |

Her lineer alt uzay daima bir afin kiime iken, afin kiimeler orjini icermek kosulu ile lineer
alt uzaydir. Ornegin R’de {0} tek nokta kiimesi lineer alt uzay ve orjini igeren afin bir
kiimedir. {1} tek nokta kiimesi ise afin kiime olmasina ragmen orjini icermedigi igin bir

lineer alt uzay degildir.

Asagida afin bir kiimeden bir lineer alt uzayin nasil elde edilebilecegine iliskin lemma
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verilmistir. Bir afin kiitmeden herhangi bir elemanini ¢ikartarak, esasinda oteleyerek, orjinden
gecen bir afin kiime dolayisi ile bir lineer alt uzay elde ederiz.

Lemma 2.2.2. [17] A kiimesinin afin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € A i¢in A —a

kiimesinin bir lineer alt uzay olmasidir.

Eger bir a € A elemani i¢in A afin kilmesi L alt uzaymnin bir a Otelemesi ise yani

A =a+ L saglamyorsa A afin kiimesi L alt uzayina paraleldir denir.

Onerme 2.2.3. [20] Bostan farkli A afin kiimesi tek tiirlii belirli L = A —A alt uzayina

paraleldir.

2.3. NORMAL KONI

A CR" olmak iizere her x €A ve A >0 igin Ax € A saglanmyor ise A kiimesine koni

denir.

Tanmmm 2.3.1. [20] A konisi ayn1 zamanda konveks bir kiime ise konveks koni olarak

adlandirlir.

Konveks koninin tanimina denk olan ve uygulamada siklikla kullanilan bir diger tanim

asagida verilmistir.

Onerme 2.3.2. [17] Bir A kiimesinin konveks koni olmas1 icin gerek ve yeter kosul her

x,yE€A veher A >0 igin x+y €A ve Ax € A kosulunun saglanmasidir.

Ispat: A bir konveks koni olsun. Bu durumda koni tanimindan her x €A ve A >0 igin

1
Ax € A dogrudan saglanir. Konveks kiime tanimindan x,y €A ve A = 3 icin

1 1
=—x+-y€A
Z 2x+2y€

olacak sekilde bir z elemani vardir. Yine A kiimesinin bir koni olmasindan otiirii

1 1
2 :2(— = >: A
V4 2x+2y x+ye

elde edilir ve boylece istenilen saglanir.
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Tersine her x,y €A ve A >0 igin x+y €A ve Ax € A saglansin. Kabulden f € [0, 1] i¢in
Bx €A ve (1—)y€ A saglanir. Her her x,y € A i¢in x+y € A saglandig1 kabuliinden
otirti de Bx+ (1 —P)y € A saglanir ve boylece A kiimesinin konveksligi gosterilmis olur.

Ornegin {0} kiimesi konveks bir kiimedir ve ayn1 zamanda bir konveks konidir.

Lemma 2.3.3. [19] A bir konveks koni olsun. Budurumdai=1,...,m i¢in xq,...,x,, €A
ve A; >0 olmak iizere Ajx;+---+ Aux, €A saglanir. Yani bir konveks koni elemanlarinin

pozitif katl lineer kombinasyonlarini da icerir.

Ispat: A = A; +--- + A,, olarak tanimlayalim. A bir konveks kiime oldugundan elemanlarinin

A A
tiim konveks kombinasyonlarini igerir, yani Ajxj + - -+ + Apx, = A (71)61 + .t mem> €A

olur ve istenilen saglanir. |

Tanmm 2.3.4. A C R" konveks kiime, x € A olsun. A kiimesinin X noktasindaki normal

konisi

NXxA)= {veR": Vxe€A, (vvx—X) <0} (2.3)

olarak tamimlanir.

Tanimdan anlasilacagi iizere bir konveks kiimenin, bu kiimeye ait bir X noktasindaki normal
konisi, x vektoriinden kiimenin her elemanina yonlendirilmis olan vektorler ile arasinda

genis a¢1 bulunan vektorlerden olusur.

Belirtmek gerekir ki kiimeye ait olmayan bir noktadaki normal koni bog kiime olarak

tanimlanir, yani eger X ¢ A ise N(X;A) =0 dir.

{x} tek nokta kiimesinin ise normal konisi tiim uzaydir. Zira
(vx—x)=(»0)=0<0

esitsizligi her v € R” i¢in saglanir. Dolayisi ile N(X;A) =R”" olur.
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Ornek 2.3.5. A = [0, 1] € R kiimesinin normal konisini inceleyelim.

X = 0 olsun. Her x € A i¢in

(v, x—Xx) <0,
(v,x—0) <0,
(v,x) =vx<0

esitsizligi v < 0 vektorleri i¢in saglanir.

X =1 olsun. Her x € A i¢in

<V,X—x> < 07
(v,x—1) <0

esitsizligi (x — 1) € [—1,0] olacagindan v > 0 vektorleri i¢in saglanir. Boylece

(—o0,0] ,x=0
N(XA)=1[0,00) ,x=1 (2.4)
{0} , x€(0,1)

elde edilir.

Ornek 2.3.6. A = {(x,y) € R xR : x4y = 0} kiimesinin normal konisini inceleyelim.
Herhangi bir b € (%,y) € A alalim. x = —y ve X = —y oldugundan her a = (x,y) € A i¢in

(via—b) =((vi,n2),(x,y) - (%,5)) <0,

(vi,x=%) + (v2,y =) <0,

vi(x—=X)+wn(y—y) <0,

vi(y—y)+v(y—y) <0,
(y=3)(2—v1) <0 (2.5)

esitsizligini saglayan (vi,v) vektorlerini bulmaliyiz.

0<y< yi¢in (y—¥) > 0 olacagindan (2.5) esitsizligi (vo —v;) < 0 olmast durumunda

saglanir. Buradan v, < vq bulunur.
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0<y< 7y icin (y—Yy) <0 olacagindan (2.5) esitsizligi (v, —v;) > 0 olmasi durumunda

saglanir. Buradan v, > v{ bulunur.

y<y<0 igin (y—y) < 0 olacagindan (2.5) esitsizligi (vo —v;) > 0 olmasi durumunda

saglanir. Buradan v, > v{ bulunur.

y <y <O0i¢in (y—y) > 0 olacagindan (2.5) esitsizligi (v, —v;) < 0 olmasi durumunda

saglanir. Buradan v, < vy bulunur.

Tiim bu durumlar birlikte degerlendirildiginde v; = v, olur ve bdylece herhangi bir (X,y) € A

icin N((x,y);A) = {(v1,v2) : vi = vz} bulunur.

A kiimesinin normal konisi diizlemde asagidaki gibidir:

Y= —x N{(x,v):A)

/

L

F 3
r

Sekil 2.1: y = —x dogrusunun normal konisi
Ornek 2.3.7. f(x) =x* fonksiyonu igin A =epi f = {(x,t) € R x R:x*> <t} kiimesinin

(x,7) = (0,0 ) noktasindaki normal konisini inceleyelim.

Her a = (x,t) € A i¢in

(vya—b) = ((vi,v2), (x,1) — (%,7)) <0,
(v,a—b) = ((vi,v2),(x,t) — (0,0)) <0,
((vi,12), (x,2)) <0,

Vx4 ot <0 2.6)

esitsizligini saglayan (vi,v,) vektorlerini bulmaliyiz. x> < ¢ oldugundan ¢ > 0 saglanur.

x 2 0 olmast durumunda ¢ sonsuz biiyiiyebilecegi i¢in (2.6) esitsizliginin saglanmasi icin

v <0 ve vy <0 olmaldir.
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x < 0 olmasi durumunda ¢ sonsuz biiyiiyebilecegi i¢in (2.6) esitsizliginin saglanmasi icin

vi =20 ve vy <0 olmalidir.

Tiim bu durumlar birlikte degerlendirildiginde vi =0 ve v, < 0 olur ve normal koni kiimesi

N((0,0);A) = {(vi,v2) : vi =0,v, < 0} seklinde bulunur.

T A=epif

F 1
¥

J' N((0,0);A)

Sekil 2.2: epi x*> kiimesinin (0,0) noktasindaki normal konisi

Ornek 2.3.8. f(x) = |x| fonksiyonu igin A =epi f = {(x,r) € RxR: |x| <t} kiimesinin

(x,7) = (0,0) noktasindaki normal konisini inceleyelim.

Her a = (x,1) € A i¢in

vix+wt <0 2.7

esitsizligini saglayan (vi,v;) vektorlerini bulmaliyiz.

x>0 durumunda |x| <t oldugundan x <t saglandigindan
ViX+vox < vix+ vot
saglanir ve (2.7) esitsizliginden

vix+vox < vix+vor <x(vi+v2) <0,

(vi+m)x<0 (2.8)
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olarak diizenlenebilir. Burada (2.8) esitsizliginin saglanabilmesi i¢in (v;+v;) <0 olmalidir.

Dolayistile vi < —v, elde edilir.

x <0 durumunda |x| <t oldugundan x > —t saglanir. Bu durumda (2.7) esitsizligi
vi(—=t)+vat <vix+ vt <0,

Vi (—l‘) 4+t <0,

t(v2—v1) <0 2.9)

olarak diizenlenebilir. # > 0 oldugundan (2.9) esitsizliginin saglanabilmesi i¢in (v —v;) <0

olmalidir. Dolayisi ile v, < vy elde edilir.

Tiim bu durumlar birlikte degerlendirildiginde N((0,0);A) = {(vi,v2) ERXxR: —|v| > 1}

seklinde bulunur.

A kiimesinin (0,0) noktasindaki normal konisi kiimenin y eksenine gore simetrigi olarak

elde edilir.

A=epif

&
k

N((0.0):A4)

Sekil 2.3: epi |x| kiimesinin (0,0) noktasindaki normal konisi

Simdi ileride kullanilacak olan, normal koninin temel baz1 6zellikleri verilecektir.

Konveks bir kiimenin herhangi bir noktasindaki normal konisi daima sifir vektoriinii igerir,
dolayisi ile bostan farklidir. Matematiksel olarak ifade etmek gerekir ise A konveks kiime
ve X € A igin 0 € N(x;A) daima saglanir. Bu durum normal koni tanimmnin dogal bir
sonucudur. Kisaca izah etmek gerekirse bir v vektoriiniin normal koniye ait olabilmesi i¢in A
kiimesindeki her x elemani i¢in (v,x —X) < 0 esitsizligini saglamasi gerekir. v =0 vektorii

icin (0,x—X) =0 < 0 saglandigindan v = 0 vektorii normal koninin elemanidir.
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Onerme 2.3.9. [17] Normal koni kapal1 bir kiimedir.

Ispat: Bir {v;} C N(%;A) dizisi alalim oyle ki {v;} dizisi v € R" elemanna yakinsasin.
{vk} CN(X;A) ise normal koni tanimindan her k € N ve x € A i¢in (vg,x—X) <0 saglanir.
Burada limit alirsak, {v} dizisi v elemanina yakinsadigindan otiirii k — oo iken her x € A
icin (v,x—X) < 0 saglanir. Boylece v € N(X;A) elde edilir. A kiimesinin X noktasindaki normal
konisinden aldigimiz bir dizinin yakinsadig1 vektoriin yine bu koninin elemani olmasindan

otiirti N(x;A) kapahdir. [

Onerme 2.3.10. [17] Normal koni bir konveks konidir.

Ispat: Kabul edelim ki A bir koveks kiime ve X € A olsun. Ispat icin Onerme 2.3.2’den
yararlanalm. i = 1,2 i¢in v; € N(x;A) alalm. v;,v; € N(x;A) oldugundan (2.3) normal

koni tanimindan her x € A i¢in

(vi,x—X) <0,

<
(vo,x—%) <0

saglanir. Taraf tarafa topladigimizda her x € A i¢in (v; +vy, x—X) < 0 elde edilir. Buradan
vi+vy € N(X;A) saglanir. Yukarida verilen ilk esitsizligin A > 0 katin1 alirsak her x € A

icin
(Av,x—X) <0

elde edilir ve normal koninin tanimindan Av; € N(x;A) saglanir. Boylece Onerme 2.3.2’den

dolayr N(x;A) bir konveks konidir. [

Onerme 2.3.11. [17] Konveks kiimenin bir i¢ noktasindaki normal konisi sifir tek nokta

kiimesinden olusur, yani A konveks kiimesi i¢in X € int (A) ise N(x;A) = {0} olur.

Ispat: v € N(¥;A) alalim ve X € int (A) olsun. Bu durumda oyle bir § > 0 vardir ki
X+ 0B =B(x,6) C A saglanir. v € N(X;A ) oldugundan normal koni tanimindan her e € B

icin

(v, X+ d0e—2x) <0,
(v, 8e) <0
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saglanir. § > 0 oldugundan (v, e) <0 olur.7v € B saglanacak sekilde yeterince kiigiik bir

t > 0 secelim. Buradan X+ 6(7v) € A elde edilir. Normal koni tanimindan

(v, x4+ 6(tv) —=X) = (v, 8(1v)) = 8(v, tv) <0,

(v, tv) <0

elde edilir. # > 0 oldugundan (v, v) <0 ve ||v||> =0 elde edilir. Béylece v =0 bulunur.l

Konveks bir kiimenin i¢ noktasindaki normal koni daima sifir tek nokta konisi iken sinir
noktasindaki normal koni i¢in bu durum gecerli degildir, bu durumda normal koni trivial

degildir. Asagidaki 6nerme bu durumu agiklar.

Onerme 2.3.12. [17] A CR" bostan farkl konveks kiime ise ¥ € bd A olmast icin gerek
ve yeter sart N(X;A) # {0} olmasidir.

Asagida konveks kiimelerin toplam ve kartezyen c¢arpim kiimelerinin normal konilerine

iliskin bilgiler verilmistir.
Onerme 2.3.13. [17] A; C R", A, C R? bostan farkli konveks kiimeler ve (%, X,) € R” x R?
icin

i) N(()_Cl, )_Cz); Al X Az) = N(f] ;Al) X N(Xz;Az)

i) N(Xj+ X2; A1 +A2) = N(X1;A1) NN(X2;A2) esitlikleri saglanar.

Ispat: i) Simdi (v, v2) € N((X1, %2); A1 X A3) alahm. Aciktir ki normal koni tanim geregi
her (x1,x2) € A} X Ay igin

((vi,v2), (x1,%2) = (X1,%2)) = (vi,x1 = X1) + (v2,%2 —X2) <O

saglanir. xp, X € A> oldugundan x, := X, olarak alabiliriz. Bu durumda her x; € A;
icin (v, x; —X1) < 0 saglanir ve boylece v| € N(x1;A) elde edilir. Benzer sekilde hareket
edilirse vo € N(X2;A2) elde edilir ve boylece N((X1, X2); A} X Az) CN(X1;A1) X N(X2;A2)

gerceklenir.

Tersine (vi, v2) € N(X1;A1) X N(X2;A2) alalim. Normal koni tanimindan her x; € A; igin

(vi, x1 —X1) <0 veher x; €Ay icin (v, x —Xp) < 0 saglanir. Devam ettigimizde her
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(xth) €A XAy icin

((vi,v2), (x1,%2) = (X1,%2)) = (vi,x1 —%1) + (v2,x20 —X2) <0

elde edilir ve (v,v2) € N((X1, X2); A X A2) olur. Buradan da iddianin ispati igin gerekli

olan N(X1;A1) x N(X2;42) C N((X1, X2); A] X A) sonucuna ulagilir.

ii) Ikinci esitligi ispatlamak i¢in v € N(¥; + X; A; +A) alalim. Normal koni tanimindan
her x; €Aj ve her x; €A igin (v, x; +x — (X1 +X)) <0 elde edilir. Esitsizlik her x; € A;
icin saglandigindan x; :=X; alirsak v € N(X1;A) elde edilir. Benzer sekilde hareket edersek

v € N(Xp;Az) elde edilir ve v € N(X1;A1) NN(Xp;A2) saglanir.

Tersine v € N(X1;A1) NN(X2;A2) olsun. v € N(X1;A1) ve v € N(x2;A2) oldugundan her

X1 €Ay veher x; € Ay igin

<v, X1 —)_Cl> <0,

(v, Xy — f2> <0
elde edilir. Buradan

v, (x1+x)— X1 +%2)) =W, x1—%)+ (v, xp, — %) <0

elde edilir. Boylece v € N(X; + X»; A; +A;) bulunur ve (ii) iddiasi ispatlanmis olur. W

Tamm 2.3.14. [17] N(x;A) = L* esitligi saglanacak sekilde L = L(X) # {0} alt uzay1 varsa

A kiimesi X noktasinda bir teget uzaya sahiptir denir.

Tanim 2.3.15. [17] f : R” — R konveks bir fonksiyon ve ¥ € dom f olsun. f fonksiyonunun

X noktasindaki tekil subdiferansiyeli

97 f(%) :={(»0) € N((x, f(x));epi f) } (2.10)

olarak tamimlanir.

Siradaki onerme tekil subdiferansiyel ile normal koni arasinda var olan bir diger iligkiyi

ortaya koyar, dyle ki bu iligki hesaplama yaparken isimizi oldukca kolaylastirir.
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Onerme 2.3.16. [17] f : R" — R konveks bir fonksiyon ve ¥ € dom f ise
9% (%) = N(%;dom f)

saglanir.

2.4. KONVEKS FONKSIYONLAR

Konveks fonksiyonlar, tipki konveks kiimeler gibi konveks analizin temelini tegkil eden
konulardan biridir. Bu kistmda konveks fonksiyonlarin 6zelliklerinden bahsedilecek olup

konveks kiimeler ile iligkisine de deginilecektir.

Tanim 2.4.1. [20] f : R” — R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun etkin tamm kiimesi
dom f={x€R": f(x) < oo},

epigraf kiimesi ise
epi f={(x,1) eR"xR: f(x) <t, x € dom f}

seklinde tanimlanir. Epigraf kiimesi fonksiyonun grafik ve grafik iistii kiimesinden olusur.

Tamm 2.4.2. [20] f:R"” — R genisletilmis reel degerli fonksiyon olmak iizere her x, y €
ACR" ve A €(0,1) icin

fAx+(1=2)y) < Af(x)+(1=2)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Belirtmek gerekir ki yukarida verilen kogsullar altinda

fAx+(1=2)y) < Af(x)+(1=2A)f()

esitsizligi gercekleniyorsa bu durumda f fonksiyonu kesin konveks fonksiyon olarak

adlandirilir.
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Bir fonksiyonun konveskligini belirlemenin pek cok yolu vardir. Konveks fonksiyonlarin
karakterizasyonlarindan biri agsagidaki lemmada verilmistir. Diger karakterizasyonlarina da

ilerleyen boliimlerde deginilecektir.
Onerme 2.4.3. [17] i =1,...,m icin f; ve f : R" — R fonksiyonlar: konveks olsun. Bu

durumdai=1,...,mi¢in

m
i) Z fi toplam fonksiyonu
i=1

ii) A>0icinAf
fonksiyonlar1 konvekstir.
Lemma 2.4.4. (Jensen Esitsizligi) [17,19] f : R" — R bir konveks fonksiyon olmak iizere
m

Xy Xm €RYL 420, i=1,...,m, Y A =1 icin
i=1

m m
f<2/1ixi> < Y Aif(x)
i=1 i=1
esitsizligi gerceklenir.
Konveks fonksiyonun bir X noktasinda siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul X noktasinin

etkin tanim kiimesinin bir i¢ noktasi yani X € int (dom f) olmasidir [17].

Asagidaki lemma konveks fonksiyonlarin olduk¢a onemli ve kullanigh olan bir geometrik

karakterizasyonunu verir.

Lemma 2.4.5. f : R" — R fonksiyonunun konveks olmast icin gerek ve yeter kosul epi f

kiimesinin konveks olmasidir.

Ispat: f konveks fonksiyon olsun. (x1,#1), (x2,t2) € epi f alahmve A € [0, 1] olsun. Epigraf

kiimesinin tammindan f(x;) <t ve f(xp) <t gelir. Tiim argiimanlari birlikte kullanirsak
FAxi+(1=2)x2) S Af(x1) + (1=A)f(x2) S A+ (1= A)r

esitsizligi saglanir ve (Ax; + (1 —A)x, At + (1 —A)i2) € epi f elde edilir. Boylece epi f

kiimesi konvekstir.
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Tersine epi f konveks kiime olsun ve xj, x € dom f ve A € [0,1] olsun.

(x1,f(x1)), (x2,f(x2)) € epi f olur. epi f kiimesinin konveksliginden

A(x1, f(x1)) + (1= 24) (x2, f(x2)) = (Ax1 + (1= A)xz, Af(x1) + (1= A)f(x2)) € epi f

gelir ve f(Ax; + (1 —A)x2) < Af(x1)+ (1 —A)f(x2) elde edilir. Boylece f fonksiyonu
konvekstir. L

Lemma 2.4.6. f :R" — R fonksiyonu konveks ise dom f konveks kiimedir.

Ispat: x|, x, € dom f alalim. f fonksiyonu konveks oldugundan bir 6nceki lemmada
aciklandi8i tizere epi f konveks kiimedir. (x1,#;), (x2,72) € epi f alalim. Epigraf kiimesinin

tanimindan f(x;) <t; ve f(xp) <1, saglanir. epi f kiimesinin konveksliginden
Alx, )4+ (1=24)(x2,12) = (Ax1 + (1= A)xa, Aty + (1= A)1p) €epi f

gelir. epi f kiimesinin tanimindan Ax;+ (1 —A)x; € dom f elde edildiginden otiirii dom f

konveks bir kiimedir. [ |

Lemma 2.4.7. [19] [ indeks kiimesi olsun. i € I i¢in f; konveks fonksiyonlarinin
supremumu olan f(x) = sup fj(x) fonksiyonu da konvekstir.
icl

Ispat: (x,7) € epi f alalim. Epigraf kiimesinin tanimindan sup f;(x) = f(x) <t saglanir.
icl
Supremum fonksiyonunun tanim geregi her i € I igin f;(x) <t elde edilir. Boylece her i € [

icin (x,t) € epi f; saglanir. Bunun dogal bir sonucu olarak (x,t) € ﬂepi fi, dolayist ile de

il
epi f C (N epi f; elde edilir. Benzer sekilde ilerlendiginde () epi f; C epi f saglandigindan
i€l i€l
oturti epi f = (epi f; saglamir. Her i € I igin f;(x) fonksiyonlari konveks oldugundan
icl

Lemma (2.4.5) geregi epi f; kiimeleri de konvekstir. Onerme 2.1.5’te gosterildigi iizere

konveks kiimelerin kesigimi yine konveks oldugundan () epi f; kiimesi de konvekstir. ispatin
il
ilk kisminda elde ettigimiz epi f = () epi f; esitligi gosterir ki f konveks fonksiyondur. H
i€l

Bir A kiimesinin x € A noktasindaki indikator fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

0 ,xecA
0(x;A) =
o x¢A
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Onerme 2.4.8. Bir A kiimesinin koveks olmasi icin gerek ve yeter kosul 8(.;A) indikator

fonksiyonunun konveks olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki A kiimesi konveks olsun. Kolaylik olmasi icin f(x) = §(x;A)
ile temsil edelim. A kiimesinin konveksliginden her x,y € A elemani ve A € [0, 1] i¢in

Ax+(1—A)y € A saglanir. Buradan her x,y € A ve A € [0, 1] i¢in

fAx+(1=A)y) =0=2f(x)—(1=2A)f(¥)

elde edilir. Dolayisi ile her x,y € A ve A € [0, 1] igin

fAx+(1=24)y) <Af(x) = (1-2)f(y)

elde edilir ve boylece f fonksiyonu konvekstir.

Tersine f konveks fonksiyon olsun. Bu durumda epi f kiimesi de konvekstir. Indikator

fonksiyonun tanimindan dom f = A saglanmir. epi f kiimesinin konveksliginden her

(x, 11), (y, ta) Eepi f igin
A, 1)+ (1= A)(3, 1) = (Rt (1= )y, Aty +(1— A)ia) € epi f

saglanir. Epigraf kiimesinin tammmindan Ax+ (1 —A)y € dom f = A saglanir. Boylece A

kiimesinin konveksligi gosterilmis olur. |

Ileride kullanilacak olan ve genellestirilmis Heron problemine temel teskil eden uzaklik

fonksiyonunun tanimi ve 6zellikleri agagida verilmistir.

Tanim 2.4.9. A C R” bostan farkli herhangi bir kiime ve X € R" i¢in
dx;A)=inf{||x—al :ac A}

fonksiyonu X vektoriiniin A kiimesine uzaklik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Uzaklik foksiyonu, uzaydaki herhangi bir noktanin herhangi bir kiimeye olan uzakligin
verir. Norm fonksiyonlarinin infimumu s6z konusu oldugu i¢in uzaklik fonksiyonu negatif

degildir. Ornegin X = 2 noktasinin A = (0,1) kiimsine uzaklig1 1 dir.
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Uzaklik fonksiyonu / =1 sabiti i¢in Lipschitz siireklidir.

Onerme 2.4.10. [17] A bostan farkli bir kiime ve olmak {izere bir X noktasinin A kiimesine
olan uzakliginin O olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X elemaninin A kiimesinin kapanigina

ait olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki d(X;A) = 0 esitligi saglansin. Bu durumda infimum yaklagim
ozelliginden her k € N i¢in

1
dXA) =inf{|x—ai]| :ax €A} < ||X—ai]| <d(%A) +%

olacak sekilde a; € A vardir. d(X;A) =0 esitligini yerine koyarsak

1
0L ||)_c—akH <O+E

elde edilir. Limit aldigimz taktirde {a;} C A dizisi X noktasina yakinsar. Dolayisiile X € A

saglanir.

Tersine X € A saglansin. Kapanis kiimesinin tanimindan X noktasina yakinsayan bir a; € A

dizisi vardir. Bu durumda infimum ve uzaklik fonksiyonunun tanimindan her k£ € N icin

0 < d(BA) = inf{||% —ay]| : ax € A} < |7 — ),

0<dxA) <X —a

saglanir. Burada limit aldigimizda {a;} dizisi ¥ noktasina yakinsadigindan esitsizligin sag

tarafi sifira yakinsar ve sikigtirma teoreminden d(x;A) = 0 elde edilir. |

Tamm 2.4.11. x € R" noktasinin A kiimesine Oklidyen izdiigiimii
NxA)={acA:||x—al|=dxA)} (2.11)

olarak tamimlanuir.

Oklidyen izdiisiim kiimesi uzayda secilen bir kiimeye ait olup yine uzayda secilen sabit bir

noktaya olan uzakliklari, noktanin kiimeye olan uzakligina esit olan elemanlardan olusur.
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Oklidyen izdiisiim kiimesinin durumu izdiisiimiinii aldigimiz kiimenin 6zelliklerine gore

sekillenmektedir. Bu durumlar asagida aciklanmistir.

Onerme 2.4.12. [17] Bostan farkli A kiimesi kapali ise her x € R" icin Oklidyen izdiisiim

kiimesi daima bogtan farklidir.

Ispat: Oklidyen izdiisiimiin tanimindan her k € N icin dyle bir a; € A vardir ki
_ _ _ 1
d(xA) < [ —all <d(mA) +- (2.12)
saglanir. Her k € N icin

laxll = llax 4% —*|| < [lax — I + [|x]|

oldugundan 6tiirii {a;} dizisi simirlidir. Dolayist ile yakinsak bir {ay,,} alt dizisi vardur.
{ay,,} altdizisi bir a noktasina yakinsasin. A kiimesi kapali oldugu i¢in a € A olur. (2.12)
esitsizligi her a; € A i¢in saglandifindan {ay,,} icin de saglanir, yani
- - _ 1
d(%;A) < ||X— al| < d(xA) + .

m

saglanir. Burada diizenleme yaparsak

0 < ||X—agnl| —d(x;A) <d

o

1
XA)—d(X%A)+ o

m

0 < [Ix = agw|| —d(%:A) <

)=

elde edilir. m — oo iken limit alirsak ki — 0 ve ag,, — a olacagindan sikistirma
m

teoreminden ||X — al| —d(X;A) = 0 elde edilir. Buradan da d(X;A) = ||Xx —al| saglanir.

Oklidyen izsiisiim tanimindan a € I1(¥;A) sonucuna varilir. |

Onerme 2.4.13. [17] Bostan farkli A kiimesi kapal ve konveks ise her x € R” i¢in Oklidyen

izdiisiim kiimesi tek elemanlidir.

Onerme 2.4.14. [17] A bostan farkli, kapali kiime olmak iizere A kiimesinin konveks

olmasi igin gerek ve yeter kosul d(.;A) uzaklik fonksiyonunun konveks olmasidir.
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Onerme 2.4.15. [17] A bostan farkli, konveks kiime ve W € A olsun. W € I1(¥;A) olmasi

icin gerek ve yeter kosul her w € A i¢in (X —w,w—w) < 0 esitsizliginin saglanamasidir.

2.5. SUBDIFERANSIYEL KAVRAMI

Konveks fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmak  zorunda  degildir.  Ancak
diferansiyellenemeyen konveks fonksiyonlar icin diferansiyel kavramimna benzer

subdiferansiyel kavrami geligtirilmistir.

Tanim 2.5.1. [19] f : R” — R konveks fonksiyon ve x € dom f olsun. Her x € R" icin

(v, x=3) < f(x) - f(%)

saglaniyorsa v vektoriine f fonksiyonunun X noktasindaki subgradienti denir.

Tammm 2.5.2. [19] f : R* — R konveks fonksiyonunun bir x € dom f noktasindaki

subgradientlerinin kiimesine f fonksiyonunun X noktasindaki subdiferansiyeli denir ve
dfx)={veR": (v, x—3) < f(x)—f(x), VxeR"}

seklinde gosterilir.
Ornegin f(x) = |x| fonksiyonu ¥ = 0 noktasinda diferansiyellenemezken, ayn1 noktada
subdiferansiyellenebilirdir.

Subdiferansiyelin bir karakterizasyonu normal koni ile iligkili olarak asagidaki gibi verilir.

Boylece normal koni ile subdiferansiyel arasindaki iligki de ortaya konulmus olur.

Onerme 2.5.3. [17] f : R — R konveks fonksiyon ve X € dom f olmak iizere

dfx) ={veR": (v,—1) e N((x,f(x));epi f) } (2.13)

gecerlidir.

Onerme 2.5.4. [17] f : R” — R konveks fonksiyon olmak iizere her X € int (dom f) igin f

fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi daima bostan farkli ve kompakttir.
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Onerme 2.5.5. [17] f : R" — R konveks fonksiyonu X € dom f noktasinda yerel minimuma

ulagirsa bu noktada ayni zamanda mutlak minimuma ulagir.

Ispat: X, f fonksiyonunun yerel minimizeri olsun. Bu durumda tanimdan Syle bir § > 0
vardir ki her b € B(x;9) icin f(xX) < f(b) saglanir. Bir x € R" sabitleyip k € N igin
xp = (1 —k x4k~ 'x dizisini tanimlarsak k — oo iken x; dizisi X noktasina yakinsar, yani
yeterince bilyiik k degerleri igin x; € B(X;6) elde edilir. X yerel minimizer ve x; € B(x;0)

oldugundan f(x) < f(x;) saglanmir. f konveks fonksiyon oldugundan

fo) = fF((1—k D3+ < (1=, fE) +6 f(x)

elde edilir. Son iki esitsizligi birlikte diisiiniirsek her x € R” i¢in

elde edilir. Boylece X, f fonksiyonunun bir mutlak minimum noktasidir. |

Onermenin 6zii sudur ki; konveks bir fonksiyon yerel minimuma ulastig1 bir noktada
ayni1 zamanda mutlak (global) minimuma da ulagir, tersi zaten mutlak ve yerel minimum
kavramlarinin tanimindan saglanir. Bunun bir sonucu olarak esasinda sunu elde ederiz
ki konveks bir fonksiyonun yerel ve mutlak minimizeri aynidir. Dolayis: ile konveks bir
fonksiyon i¢in yerel veya denk olarak mutlak minimizer yerine sadece minimizer ifadesi

kullanilabilir.

Onerme 2.5.6. [17] f: R” — R konveks fonksiyon ve X € dom f olmak iizere f
fonksiyonunun X noktasinda minimuma ulasabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul 0 vektoriiniin

f fonksiyonunun X noktasindaki bir gradyant vektorii olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki f fonksiyonu X noktasinda minimuma ulassin, yani her x € R”
icin f(X) < f(x) saglansin. Bu ifade diizenlenirse her x € R” i¢in 0 < f(x) — f(X) elde
edilir. Buda 0= (0, x—X) < f(x)— f(x) seklinde diizenlenebilir. Bylece her x € R"
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icin (0, x—X) < f(x)— f(X) esitsizligi saglanir, 6yle ki v =0 vektorii i¢in subdiferansiyel
tanimi saglandigindan 0 € df(x) elde edilir.

Tersine v =0 € df(x) olsun. Subdiferansiyel tanimindan her x € R" i¢in

0= (0, x=x) <flx)-f(x)

saglanir. Bu ifadeyi diizenlersek her x € R" i¢in f(X) < f(x) elde edilir. Boylece f

fonksiyonu X noktasinda minimuma ulasir. |

Siradaki Onerme diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar icin subdiferansiyel ile

diferansiyel kavramlar1 arasindaki iligkiyi ifade eder.

Onerme 2.5.7. [19] f : R” —+ R konveks fonksiyon ve X € int (dom f) noktasinda
diferansiyellenebilir ise df(x) kiimesi tek elemanhdir ve bu eleman f fonksiyonunun

X noktasindaki diferansiyelidir, yani df(x) = {Vf(x)} saglanir.

Onemli ve ileride kullanilacak olan bazi konveks fonksiyonlarin subdiferansiyelleri asagida

verilmisgtir.

Ornek 2.5.8. [17] A C R” bostan farkli konveks kiime olmak iizere
dé(X;A) =978 (X;A) = N(X;A)

saglanir.

Onerme 2.5.3 ’te verilen

Af(x)={veR": (v—1)eN((x,f(x));epi f)} (2.14)

esitligini kullanarak ilerleyelim. Kolaylik olmasi igin O(X;A) fonksiyonunu f(x) ile

gosterelim.

Indikator fonksiyonun ve epigraf kiimesinin tanimindan epi f = A x [0,) elde edilir.
Onerme 2.3.13 (ii)’den bilindigi iizere kartezyen ¢arpim kiimesinin bir noktadaki normal

konisi kiimelerin ayr1 ayri1 bilesenlerdeki normal konilerinin kartezyen c¢arpimina esit
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oldugundan
N((x, f(x))sepi f) =N(x;A) X N(f();]0,%0)) = N(x;4) x (—oo, 0] (2.15)

saglanir. dom f = A oldugundan N(x;A) = N(x;dom f) saglanir. Onerme 2.3.16’den 6tiirii
N(xX;A) = d°6(x;A) saglanir. Dolayist ile (2.15) esitligini

N((x, f(x));epi f) = 978(XA) x (—e,0] (2.16)
olarak diizenleyebiliriz. (2.14) ve (2.16) esitlikleri birlikte diistiniildiigiinde

dé(X;A) =078 (X;A)
elde edilir. Bunu 00 (x;A) = N(X;A) esitligi ile birlikte diigtiniirsek

d6(x;A) =d78(x;A) =N(x;A)

sonucuna ulagilir.

Ornek 2.5.9. [17] x € R olmak iizere f(x) = |x| mutlak deger fonksiyonu icin

[-1,1] ,x=0
If¥) =1 1 x>0 (2.17)
—1 , x<0

saglanir.

X = 0 noktasindaki subdiferansiyelini inceleyelim. Her x € R i¢in (v, x—0) < f(x) — f(0)
esitsizligini gercekleyen v vektorlerini bulmaliyiz. Esitsizligi diizenlersek her x € R i¢in
(v, x) =vx < |x| elde edilir. Buradax >0 ise v<1, x<0ise v —1, x=0 ise vE Relde
edilir. Boylece d f(0) = [—1, 1] olarak bulunur. Goriildiigii gibi her ne kadar mutlak deger
fonksiyonu 0 noktasinda diferansiyellenebilir olmasa da bu noktada subgradiente sahiptir.

Dolayisi ile 0 noktasinda subdiferansiyellenebilirdir.

¥>0 ve ¥<O0 durumlarinda f fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan Onerme

2.5.7°den otiirii bu noktalarda d f(x) fonksiyonun diferansiyeline esittir. Dolayisi ile X > 0
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ise df(x)=1, x<0 ise df(x)=—1 olur.

R uzaymda |x| fonksiyonunun subdiferansiyeli yukaridaki gibidir. Asagida daha genel

olarak R" uzayimnda Oklidyen normun subdiferansiyeli verilmistir.

Ornek 2.5.10. [17] x € R" i¢in f(x) = ||x|| Oklidyen normunun subdiferansiyeli

or =1 ¢ 0
¥ = {x

(2.18)
w} ,X#O

olarak hesaplanir.

Coziim: Bilindigi iizere norm fonksiyonu her x # 0 i¢in diferansiyellenebilirdir. Dolayisiyla
Onerme 2.5.7’ten 6tiirii norm fonksiyonunun x # 0 icin subdiferansiyeli, bu noktalardaki

diferansiyeline esittir, yani x # 0 i¢in d f(x) = Vf(x) elde edilir.

o
E
Fonksiyonun x = 0 noktasindaki subdiferansiyelini belirlemek igin v € df(0) alalim.
Subdiferansiyel tanimindan her x € R” i¢in (v,x —0) < ||x|| — ||0]] yani (v,x) < ||x||

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her x € R” icin saglaniyorsa x = v icin de saglanir. Bunu
esitsizlikte yerine koydugumuzda (v,v) < ||v| elde edilir. ||v|*> = (v,v) esitliginden dolay1
[v[|> < ||v|| elde edilir ve buradan da ||v|| < 1 sonucuna varilir. Bu da bize acik bir sekilde

gosterir ki v € B dolayisiile de df(0) C B saglanir.

Tersine v € B alalm. Birim yuvarin tamimindan ||v|]] < 1 saglanir. Cauchy-Schwartz
esitsizliginden her x € B i¢in (v,x —0) = (v,x) < ||v||.||x]| < ||x|| = [|x|| —||0]] saglanr.
Boylece v € df(0), yani B C df(0) elde edilir.

Ornek 2.5.11. [17] A € R" bostan farkl, kapal1, konveks bir kiime ise

o) N(xA)NB JXCA
d@A) =9 (x—TI(xA)| (2.19)
i

esitligi saglanir.

Coziim: X € A olsun ve v € dd(X;A) alalim. Subdiferansiyel tanimindan her x € R" i¢in

(v,x—X) <d(x;A) —d(x;A) saglamir. X € A oldugundan d(x;A) =0 saglanir. Dolayist ile
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her x € R" i¢in
(v, x—X) <d(x;A) (2.20)

elde edilir. Uzaklik fonksiyonunun / =1 sabiti i¢in Lipschitz siirekli oldugundan her x € R"

icin

|d(x;A) —d(x%;A)| = [d(x;A)| = d(x;A) < []x—X]|

saglanir. Bu iliskiyi yukaridaki esitsizlik ile birlikte diisiindiigiimiiz taktirde her x € R” icin
(x—X) <d(xA) < [x—X|

saglanir. x = v+Xx alirsak (v,v) < ||v|| elde edilir ve boylece ||v|| <1 elde edilir, v € B

olur.

(2.20) esitsizligi her x € R" i¢in saglandigindan x € A icin de saglanir. O halde (2.20)
esitsizliginden her x € A i¢in (v,x—X) < d(x;A) =0 elde edilir. Normal koninin tanimindan

v € N(X;A) saglanir. Boylece dd(x;A) € N(x;A) NB icermesi dogrulanr.

Ters icermeyi dogrulamak igin v € N(x;A)NB alalim. Bu durumda ||v|| <1 veher a € A

icin (v,a—X) <0 saglanir. Her x € R” ve her a € A i¢in

(vx—x)=(vx—a+a—Xx)=(v,x—a)+ (v,a—x),

< x—a) <[Pl lx—all < [lx—all]

saglanir. Boylece her x € R” veher a € A i¢in (v,x—X) < ||[x—a|| elde edilir. Esitsizlik her
a € A icin saglandigindan sol taraf sag taraf i¢in bir alt sinirdir ve esitsizlik infimum i¢in de

saglanir, yani
(v,x —X) < inf||x —a|| =d(x;A)
acA
olur. Buradan her x € R" i¢in

(vx—x) <d(x;A) —d(X;A)
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elde edilir. Boylece N(x;A)NB C dd(x;A) sonucuna ulagtlir ve ilk iligki dogrulanir.

X ¢ A durumunda A kiimesi kapali ve konveks oldugundan IT(x,A) tek elemanldir. O
halde h:=TI(x,A) ve v € dd(x;A) alalim. Oklidyen izdiigiim kiimesinin tanimi geregi
h €A olur.v € dd(¥;A) oldugundan her x € R" igin

(nx—3) <d(xA) —d(®A) = d(xA) = ||F = hl| < [lx— hl| - [T~ &]

elde edilir. Bu durumda g(x) := ||x — || olarak tammladigimiz takdirde yukaridaki ifadeyi
her x € R" i¢in

(r,x—x) < g(x) —g(x)

olarak diizenleyebiliriz ve ()rnek_Z.S.lO’da elde ettigimiz sonuglari kullanirsak X — h#0

Xx—h x—h
oldugundan v € dg(x) = { H;—EH } olur. Bu durumda v = |I;—EH esitligi saglanir ve

h=TI(¥;A) oldugundan otiirii tanim geregince ||¥—h|| =d(x;A) esitligi elde edilir. Dolayis1

ile tiim verileri yerine koydugumuzda ise

x—I(x;A)
dd(x;A) T — 2
, )_{ d(x;4) }
saglanir.
. X—h _ Lo . .
Tersine, v = 7 € dd(x;A) oldugunu gostermek igin her x € R" igin g, :=I1(x;A)
x_

tanimlayalim. Buradan

(vx—%) = (vx—h)+ (vh—%) = (vx—h) — |[x—h|,

= (vx—gx)+ (g —h) — X —h]

esitligi saglamr. & = I1(X,A) oldugundan Onerme 2.4.15°den (X —h, g. —h) <0 olur ve

h
boylece (v, gx —h) <0 saglanir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden ve ||v|| =1 olmasindan
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oturi

(vx—%) = (v,x— gy + (v,gx —h) — [[X—hl|,
< Wl b= gl = 1E =2l = Jlx — gxll = [|X = 2],
=d(x;A)—d(%;A)

olur. Boylece v € dd(x;A) elde edilir. [ |

Asagida hesaplama yaparken bizlere kolaylik saglayan subdiferansiyel hesap kurallari

verilmistir.

Onerme 2.5.12. [19] f:R” — R bir konveks fonksiyon, X € dom f ve A >0 olmak iizere
AASf)(x) = Adf(X) saglanr.

Ispat: Onermenin ispat1 icin v € d(Af)(X) alalim. Subdiferansiyel tanimindan 6tiirii her

x € R”" icin
(v, x=%) < (Af)(x) = (Af)(x)

saglamr. A >0 oldugudan esitsizligin A ~! katin1 alirsak

(A7 x—3) < f(x) - f()
olur ve buradan 2~ 1v € df(¥) elde edilir. Boylece d(Af)(xX) C Adf(X) saglanr.

Tersine x* € Ad f(X) alahm. O halde A >0 ve bir v € df(X) i¢in x* = Av seklinde ifade
edilebilir. Subdiferansiyel tanimindan her x € R" vei¢in (v, x—X) < f(x)— f(X) olur ve

A >0 oldugundan

(v, x=x) < (Af)(x) = (A))F)

elde edilir. Boylece x* € d(Af)(X) olur ve Adf(X) C d(Af)(X) saglaniwr. Elde edilen iki
icerme birlikte degerlendirildiginde d(Af)(X) = Adf(X) esitligi saglanir. [

Asagida Moreau-Rockafellar teoremi olarak bilinen konveks fonksiyonlar igin

subdiferansiyel toplam kurali verilmistir.
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Teorem 2.5.13. [17] (Moreau-Rockafellar) i : 1,...,n icin f; : R"” — R , konveks

i=n
fonksiyonlar olsun. Varsayalim ki 6yle bir x € ﬂdom fi noktasi var olsun ki tim f;

i=1
fonksiyonlart (muhtemelen biri hari¢) bu x noktasinda siirekli olsun. Bu durumda her
n

xXe ﬂdomfi icin
i=1

9 (;f) (x) = iaﬁ(f) (221)

saglanir.



38

3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, bir genellestirilmis Heron probleminin optimal ¢oziimiiniin varligi
icin gerek ve yeter kosullar incelenmistir. Bu sirada konveks analizdeki temel kavram ve
yontemler kullanilmistir. Bir konveks kiimenin normal konisi ve bir konveks fonksiyonun
subdiferansiyeli kavramlari, genellestirilmis Heron probleminin ¢6ziimiinde kullanilan temel
unsurlardir. Optimal ¢6ziime bu kavramlar, konveks analizin diger argiimanlar1 ve bunlar

arasindaki iligkiler kullanilarak ulagilmaktadir.

Tezin yaziminda genis ve detayli bir literatiir incelemesi yapilmis olup, kaynaklar kisminda
belirtilen yayinlardan yararlanilmistir. [15,17,18] kaynaklar1 bu tez calismasinin omurgasini

olusturmaktadir. Tezin yaziminda LaTeX yazilim sistemi kullanilmastir.
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4. BULGULAR

Tezin bu kisminda optimizasyon problemleri hakkinda temel bilgiler, genellestirilmis Heron
probleminin hangi kosullar altinda optimal ¢Oziimiiniin var olduguna iligkin teorem ve
sonuglar konuya iliskin ornekler ile birlikte verilmistir. Ispatlarda konveks analizin araclari

kullanilmustir.

4.1. OPTIMIZASYON PROBLEMLERI

Bu alt baghkta kisithi ve kisitsiz optimizasyon problemlerinin tanimlarina yer verilerek
s0z konusu problemler arasindaki iligki ve konveks optimizasyon problemlerinin optimal

cOziimlerinin ozellikleri verilecektir.

A C R" bostan farkli kiime ve f: R" — R fonksiyon olmak iizere bir kiime kisith

optimizasyon problemi asagidaki gibi tanimlanir:
min f(X), X€A 4.1)

Bu probleme kisith optimizasyon problemi denmesinin sebebi f fonksiyonunu minimum
yapan elemani tiim uzayda degil 6zel olarak belirli bir kiilmede aramamizdir. Problemin
¢Ozlimiinli aradigimiz kiimeye kisit kiimesi denmektedir. Problemin amacit kisit kiimesi
A’da olup amag fonksiyonu olan f fonksiyonunu minimum yapan elemani bulmaktir.
Kisit kiimesi A = R" ise esasinda problemi bir kiime iizerinde kisitlamadigimiz ve
f fonksiyonunun tiim uzaydaki goriintiisiinii baz alarak optimal ¢oziimii tiim uzayda

aradigimiz i¢in problem kisitsiz optimizasyon problemi olarak adlandirilir.

Kisitli konveks optimizasyon probleminde ise (4.1) problemindeki amac fonksiyonu ve
kisit kiimesi kovekstir. Bu tez ¢alismasinda bir kisitl konveks optimizasyon problemi ele

alinacaktir.

Bir optimizasyon probleminin optimal ¢Oziimiinii tiim uzayda inceleyebilecegimiz gibi

yukarida baksedildigi iizere bir kisit kiimesinde ya da daha da Ozellestirerek bir
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nokta civarinda da inceleyebiliriz. Bir optimizasyon probleminin c¢oziimleri i¢in sunlar
sOylenilebilir:
f(X) < oo olmak iizere her x € B(X,0) NA elemant i¢in f(X) < f(x) olacak sekilde bir 6 > 0

varsa X € A eleman (4.1) kiime kisith probleminin bir yerel (lokal) optimal ¢oziimiidiir.

Eger her x € R" i¢in f(X) < f(x) esitsizligi ger¢ekleniyor ise X € A (4.1) probleminin mutlak

(global) optimal ¢6ziimiidiir.
Bir kisith optimizasyon problemi kisit kiimesinin indikatdr fonksiyonu araciligiyla kisitsiz
optimizasyon problemine doniistiiriilebilir ve

min f(x)+0(x; A), xeR" (4.2)

seklinde ifade edilebilir.

Bu durum optimizasyon teorisi bakimindan 6nemli bir sonugtur. Konveks optimizasyon
probleminde (4.1) ve (4.2) problemlerinin yerel ve mutlak optimal ¢oziimleri aynidir. Bu
durum asagida bir 6nerme ile ifade edilmistir. Tezin devaminda (4.1) ve (4.2) problemleri

konveks optimizasyon problemi olarak kabul edilecektir.

Onerme 4.1.1. [17] Asagidakiler birbirine denktir:

=l

)

noktast (4.1) kisitli optimizasyon probleminin yerel optimal ¢oziimiidiir.

~.
~.

N
=

X noktasi (4.2) probleminin yerel optimal ¢éziimiidiir.

~.
~:
~;

~
=

X noktasi (4.2) probleminin mutlak optimal ¢oziimiidiir.

;.
N’
=

X noktasi (4.1) kisith optimizasyon probleminin mutlak optimal ¢oziimiidiir.

Ispat: (i — ii) X noktas1 (4.1) probleminin bir yerel optimal ¢6ziimii olsun. Bu durumda
tanimdan her x € B(x;8) NA icin f(X) < f(x) olacak sekilde bir 6 > 0 sayist vardir.
h(x) := f(x) + 8(x; A) olmak iizere amacimiz her x € B(X;8) i¢in h(x) < h(x) oldugunu

gostermektir.

x € B(x6)NA igin f(X) < f(x) olacak sekilde bir 6 > 0 segelim. x € B(x;6)NA
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oldugundan 6tiirii 6(x;A) =0 saglanir ve dolayisi ile

h(x) = f(x) (4.3)

h(x) = f(%) (4.4)

elde edilir. Kabul geregi her x € B(X;0) NA icin f(X) < f(x) saglandigindan burada (4.3)
ve (4.4) esitliklerini kullanirsak her x € B(x;0) NA i¢in A(X) < h(x) elde edilir.

x€B(x;0) ve x ¢ A ise indikator fonksiyonun tanimindan

=
—~
a¥

Il

() +8(x; A) = f(x) + oo,
h(x) = oo (4.5)

olur ve her x € B(¥;6) icin h(X) < h(x) saglanir.

(ii — iii) Daha once Onerme 2.5.5°te ifade edildigi gibi bir konveks fonksiyon yerel
minimuma ulastig1 noktada ayn1 zamanda mutlak minimuma da ulasir. Dolayis1 ile (4.2)

kisits1z konveks optimizasyon probleminin mutlak optimal ¢coziimiidiir.

(iii — iv) Varsayalim ki X , (4.2) probleminin mutlak optimal ¢6ziimii olsun. Bu durumda

tanim geregi her x € R” i¢in h(X) < h(x) saglanir. 4 fonksiyonunu agik bir sekilde yazarsak

h(x) = f(xX)+ 8(xA) < h(x) = f(x) +8(x;A)
f(X)+6(%A) < f(x)+06(x;A)

N

elde edilir. x, X € A i¢in indikator fonksiyonun tanimi geregi 0 (X;A) = 6(x;A) =0 saglanir.
Bunlar yukaridaki esitsizlikte yerine koyarsak her x € A igin f(X) < f(x) elde edilir.

Dolayisiile x (4.1) kisitli optimizasyon probleminin mutlak optimal ¢6ztimiidiir.

(iv — i) X, (4.1) kisith optimizasyon probleminin mutlak optimal ¢oziimii olsun. Bu

durumda f(X) <o ve her x € A i¢in f(X) < f(x) olur. Buradan herhangi bir 6 >0 ve
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x€B(x;8)NA icinde f(¥) < f(x) saglanir. Dolayist ile X, (4.1) optimizasyon probleminin

bir yerel optimal ¢6ziimiidiir. |

Goriildugii tizere kisith ya da kisitsiz konveks optimizasyon probleminin yerel ve optimal
cOziimleri birbirine denktir. Dolayisi ile bir konveks optimizasyon probleminin ¢oziimleri
icin yerel veya mutlak optimal ¢oziim ifadeleri yerine dogrudan optimal ¢oziim ifadesini
kullanabiliriz. Ciinkii s6z konusu ifadeler birbirine denktir. Bunun da otesinde bir kisith
konveks optimizasyon probleminin optimal ¢oziimil ile kisitsiz halinin optimal ¢oziimii de

aynidir.

4.2. GENELLESTIRILMIS HERON PROBLEMI

Bu alt boliimde (1.1) probleminin optimal ¢dziimlerinin hangi kosullar altinda var oldugu

verilmistir. Optimal ¢oziimiin karakterizasyonuna iligkin teorem ve sonuglar verilmistir.

Onerme 4.2.1. [15] i = I,...,m icin A; ve A kiimelerinden biri sinirli ise (1.1)

m
min

d(x;A;), x€A

i=1

genellestirilmis Heron problemi bir optimal ¢oziime sahiptir.

Ispat: Oncelikle belirtelim ki problemin taniminda ifade edildigi gibi A ve A; kiimeleri
m
kapali ve konvekstir. f(x) := Zd (x;A;) fonksiyonu alttan O ile sinirlidir. Dolayist ile bir
i=1
infimum degeri vardir ve bu degeri f8 = in;f‘ f(x) ile gosterelim. Bu durumda infimuma
xe

yakinsayan, yani k — oo iken f(x;) — B olacak sekilde bir {x;} C A dizisi vardur.

A kiasit kiimesinin sinirli olmasi durumunda klasik Bolzano-Weierstrass teoreminden {x;}
dizisinin bir X noktasina yakinsayan bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmamak adina yakinsak
alt diziyi {x;} ile gosterelim. A kiimesinin kapaliligindan otiirii X € A saglanir. Uzaklik
fonskiyonunun siirekli oldugunu daha 6nce gostermistik. Siirekli fonksiyonlarin toplaminin
stirekliliginden otiirii f fonksiyonu da siirekli oldugundan klglolo fx) = f(x) esitligi elde

edilir. Ayn1 zamanda klirn f(xx) = B oldugundan
—yo0

lim f(x;) = f(x) = B

k—yo0



43

saglanir. f fonksiyonu infimum degerine X € A elemaninda ulagtigindan f(x) = Iglelzl f(x)

olur. Goriildiigui gibi f fonksiyonu X noktasinda minimal degere ulagir. Bu sebeple x

noktasi (1.1) probleminin bir optimal ¢oziimiidiir.

A; kiimelerinden birinin sinirli olmas1 durumunda ise kiimelerin herhangi birini se¢ip o kiime

icin ispati yapalim. A; kiimesinin sinirli oldugunu varsayalim. Yukarida belirttigimiz gibi

B = in£ f(x) i¢in infimuma yakinsayan, yani k — o iken f(x;) — B olacak sekilde bir
xXe

{xx} C A dizisi vardir. f fonksiyonunun tanimindan
d(xi;Ar) < f (%)

elde edilir. k — o iken f(x;) — B oldugundan 6tiirii yeterince biiyiik k degerleri igin

fla) <B+1
saglanir. Iki esitsizligi birlikte diisiindiigiimiizde yeterince biiyiik k degerleri icin

d(xAr) < fla) < B+1,
d(xi;Ar) <B+1

saglanir. A; kiimesi kapali ve konveks oldugundan d(x;;A;) = ||xx — ax|| olacak sekilde

ay € Ay elemanlar vardir. Bu durumda yeterince biiyiik k& degerleri i¢in
d(xi;Ar) =[x —al| < B+1

olacak sekilde bir {a;} C Ay dizisi vardir. Ucgen esitsizligini uygularsak
[kl < {lall + B +1

elde edilir ve a; dizisinin de sinirlilig1 goz Oniine alinirsa yeterince biiyiik k& degerleri
icin {x;} dizisi uistten ||ax||+ B + 1 ile smrlidir. Dizinin kalan sonlu tane terimi de en
biiyiik elemandan kiiciik olacagindan {x;} dizisi stnirhdir. Ispatin devamu ilk durumdakiyle
benzerdir. x; dizisi sinirh oldugundan yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu diziyi {x;} ile
gosterelim ve X noktasina yakinsasin. A kiimesinin kapaliligindan 6tiirii X € A saglanir. f

fonksiyonunun siirekliligi ve infimumum 6zelliginden f fonksiyonu X noktasinda minimum
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degerine ulasir. Dolayist ile bu nokta genellestirilmis Heron problemi icin bir optimal

¢cOziimdiir. [ |

Artik genellestirilmis Heron probleminin optimal ¢Oziimiiniin karakterizasyonlarini

verebiliriz.

Teorem 4.2.2. [18] (1.1) genellestirilmis Heron probleminde i=1,...,m i¢in ANA; =0

saglansin. x€ A ve i =1,...,m i¢in

)_C—H()_C;A,')

dTA) #0 (4.6)

ai()_c) =

tanimlansin. Bu durumda X € A elemaninin (1.1) probleminin bir optimal ¢dziimii olmasi

icin gerek ve yeter kosul
—Zal ) € N(%;A) (4.7)

icermesinin saglanmasidir. Ek olarak kisit kiimesi A, X noktasinda L teget uzayina sahip

olsun. Bu durumda (4.7) igermesi her u € L\{0} i¢in
m
Z cos(ai(x),u) =0 (4.8)
=1

esitligine denk olur.

Ispat: 1k iddiay: dogrulamak icin varsayalim ki (1.1) problemi bir optimal ¢6ziime sahip

olsun ve bu optimal ¢oziimii X ile gosterelim. Onerme 4.1.1ten &tiirii X ayn1 zamanda
min f(x)+6(x;A), xe€R" 4.9)

kisits1z optimizasyon probleminin de bir optimal ¢oziimiidiir. X optimal ¢6ziim oldugundan

Onerme 2.5.6’dan oOtiirii
oEa(Zd N+ 8( ))(x) (4.10)

icermesini saglanir. Uzaklik fonksiyonu siirekli oldugundan Teorem 2.5.13’te verilen

subdiferansiyel toplam kuralini (Moreau-Rockafellar Teoremi) kullanabiliriz. Ilgili kural
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uyguladigimiz taktirde

2d(%;A;) + 8 (%;A),

0

I
—_

Oea(Zd )+8(: )>(x)

e

I
—_

ai(X)+N(x;A) 4.11)
elde edilir ve boylece
—Za, ) EN(T;A) (4.12)

sonucuna ulasilarak (4.7) icermesi dogrulanir. Ters icerme ispatta sondan basa dogru

gidildiginde acik bir sekilde saglanir.

Son iddiay1 ispatlamak i¢in A kiimesinin X noktasinda bir L teget uzayina sahip oldugunu
varsayalim. Bu durumda teget uzay tammindan N(X;A) = L+ esitligi gelir. (4.7) icermesi

dogrudan

m
— Zai(f) c LJ‘
i=1

ifadesine esit olur. Bu ifadeyi diizenlersek ortogonal tiimleyen kiimesinin tanimindan her

uc L igin
(Lama =0

saglanir.

i=1,...,m icin ANA; =0 kabulii ve q;(X) vektorlerinin tanimindan ||a;(X)|| =1 oldugu

aciktir. ||a;(x)|| =1 ve |ju|]| # 0 oldugundan her u € L\ {0} i¢in

< (a,(?c),u)
L@ =°

saglanir. Bu da (2.2) uzayda iki vektor arasindaki acinin kosiniisiiniin tantmindan otiirii her



46
ue L\{0} igin

m
Y cos(ai(x),u) =0
i=1

esitligini verir.

Tersine, her u € L\ {0} igin Zcos ai(x),u) =0 saglansin. i=1,...,m i¢in [|a;|| =1 ve
||lu|| # 0 oldugundan her u EL\{O} icin

Y eosti(9).0 = Y. p Ha S
().

=

M= 1= T

~
—_

—_
8
—
=l
N—
<
S~
I
=)

elde edilir. Buradan

|

=
s
=

~
Il
i,

= <—g:la,-(i),u> =

elde edilir ve boylece —Z a;(%) € Lt = N(x;A) saglanr. [
i=1

Ornek 4.2.3. Kisitkiimesi A = {(x,0): |x| <2} ve A; = {(—2,2)},A42 ={(2,2)} kiimeleri
icin genellestirilmis Heron problemini diisiinelim. X = (0,0) noktasinin optimal ¢6ziim

oldugunu Teorem 4.2.2’yi kullanarak gosterelim.

al()_C)Zx_H(X;Al)_(()’O) (=2,2) (1 )

d®A)  2V2 V2 V2
. ()_C):)?—H()?;Az):(070)—(2,2) <_L __)
? d(%Az) 2V2 V2 V2

ve N((0,0);A) = {(0,y) : y € R} oldugundan L = {(x,0) : x € R} lineer alt uzay1 i¢in
N((0,0);A) = L* saglamr. Dolayist ile A kisit kiimesi ¥ = (0,0) noktasinda teget uzaya

sahiptir.
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i=1,2 i¢in ||a;|| =1 oldugundan her u = (x,0) € L\ {0} i¢in

l.i““(“"@’”) :i o = L (0 g
B G )

saglanir. (4.8) esitligi saglandigindan Teorem 4.2.2°den (0,0) noktast optimal ¢oziimdiir.

Sonu¢ 4.2.4. [15] A, L alt uzayina paralel bir afin alt uzay olsun ve genellestirilmis
Heron probleminde i =1,...,m i¢cin ANA; =0 varsayimi saglansin. Bu durumda x € A
elemaninin (1.1) genellestirilmis Heron probleminin bir optimal ¢6ziimii olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul (4.8) kosulunun yani L alt uzayinin sifirdan farkl her u vektorii i¢cin

icos(ai()_c), u)=0

esitliginin saglanmasidir.

Ispat: A, L alt uzayina paralel bir afin alt uzay oldugundan A kiimesi A =X+ L olarak
ifade edilebilir. v € N(x;A) alalim. Normal koni tanimindan her x € A i¢in (v,x—X%) <0
saglanir. Yukaridaki esitlikten otiirii # € L icin x =X+ u € A olarak yazilabilir. Bu esitligi

yerine koyarsak her u € L i¢in
x=X)=Wv,x+u—3x)=(v,u) <0

elde edilir. L alt uzay oldugundan her u € L i¢in —u € L saglanir ve buradan her u € L
icin (v,u) =0 elde edilir. Boylece N(X;A) C L elde edilir.

Tersine v € L+ alalim. Ortogonal tiimleyenin tanimindan her u € L icin (v,u) =0 saglanur.
L =A—X oldugundan x € A icin her u € L elemanim u = x —X olarak ifade edebiliriz.

Bu durumda her x € A i¢in
(vx—X%)=(vu) =0

saglanir ve L+ C N(x;A) elde edilir. Boylece A kiimesi X noktasinda teget uzaya sahip
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oldugundan Teorem 4.2.2’den X noktasinin optimal ¢oziim olmasi icin gerek ve yeter kosul

her u € L\ {0} igin

icos(a,-(f), u)=0

esitliginin saglanmasidir. |

Kisit kiimesinin X noktasinda bir teget uzaya sahip olmasi durumu Teorem 4.2.2°de
verilmigtir. Asagida 6zel olarak teget uzayin sonlu sayida vektoriin gerdigi uzak olmasi
durumu verilmistir. Bu durumda teget uzaydaki sifirdan farkli vektorler ile (4.8) esitligini
saglatmaya gerek yoktur. Bunun yerine yalnizca teget uzay1 geren sonlu sayidaki eleman

icin ilgili esitligin saglanmasi yeterlidir.

Sonucg 4.2.5. [15] Teorem 4.2.2°deki L alt uzayr sifirdan farkli uq,...,u, vektorlerinin
gerdigi uzay olsun. Bu durumda x noktasimin (1.1) genellestirilmis Heron probleminin bir

optimal ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter kosul her j=1,...,n icin

cos(ai(X),u;) =0 (4.13)

gt

saglanmasidir.

Ispat: Teorem 4.2.2’de A kiimesinin X noktasinda teget uzaya sahip oldugu taktirde bu
noktanin optimal ¢6ziim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun (4.8) esitliginin saglanmasi
oldugu verilmisti. Burada da L alt uzay1 6zel olarak belirli bir kiime olarak tanimlandigindan

yalnizca (4.13) ve (4.8) esitliklerinin birbirine denk oldugunu gostermek yeterlidir.

m
(4.8) esitligi saglansin. Yani her u € L\{0} i¢in Zcos(ai(f),u) = 0 gerceklensin. Kabul

i=1
geregi u; € L vektorleri sifirdan farkli oldugundan (4.13) esitligi dogrudan saglanir.

m
Tersine (4.13) saglansin ve a := Z a;(x) olarak tanimlayalim. Bu durumda j=1,...,n icin
i=1
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uj#0 ve i=1,...,m igin ||a;]| =1 oldugundanher j=1,...,n ic¢in (4.13)’ten
f )= o L)
= S llaiGo)l-fluyll”
m m
= Y (ai):7) = <Za,~<x>,u,-> = (a,u))

i=1

elde edilir. Dolayisiile her j=1,...,n icin (a,u;) =0 elde edilir. Herhangi bir u € L\ {0}

elemanini alalim. L, sonlu sayida elemanin gerdigi uzay oldugundan elemanlarini
n
u=Yy Ajuj, AjeR (4.14)
=1

seklinde ifade edebiliriz. Buradan
n

_<a,i)tju, Z {a,uj) = (4.15)
el

elde edilir. Tiim esitlikleri birlikte diisiindiigtimiizde her u € L\ {0} igin

;cos ai( Z (ai(X),u) Z(“!’()_C)vw

S lla@-lull & ]
m
<Zaz )
_ i=1 <a7u> —0
[l [Jul
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. |

Ornek 4.2.6. (1.1) genellestirilmis Heron probleminde kisit kiimesi A, X noktasinda A =L

olacak sekilde L teget uzaya olan bir afin kiime olsun ve ANA; =0 kosulu saglansin.

(1.1) genellestirilmis Heron problemini sz konusu kiimeler i¢in diisiinelim. Teorem
4.2.2’den x elemaninin (1.1) probleminin ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

u € L\{0} i¢in (4.8) ile belirtilen

icos(ai@), u)=0

esitliginin saglanmasidir. i =1,...,n i¢in a; = @;(X) ile gosterelim.
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Her i=1,...,n igin ||a;|| =1 oldugundan her a € L\{0} = A\{0} icin (4.8) esitligini

Zcos a;(x —<al’ @) +m+—<am,a>
lar][-[lall [[am|l-||al
<a17a> +"'+<am,a>

al al

seklinde diizenleyebiliriz. Bu durumda (4.8) esitligi her a € A\{0} i¢in
Y cos(ai(x),a) =0 (4.16)

esitligine denk olur. Bu durumda X noktasinin optimal ¢6ziim olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (4.16) esitliginin saglanmasidir.

Z) } Ay ={(4,—3)} kiimeleri

Ornegin kisit kiimesi A = {(x,y) ER?:y=x} ve A| = { (O’ 3

icin genellestirilmis Heron problemini diistinelim.

N((x,9);A) = L+ = {(x,y) € R? : y = —x} olacak sekilde L = {(x,y) € R?:y=x} lineer

R
alt uzay vardir. L teget uzay1 A kiimesinin kendisine esittir. (x,y) = (1,1) igin

a1 (%) _ x-TI(%A1) (1,1) - (0%) _ (E _‘_‘>

d()_C;Al) N § 5"°5

3
o E-N®A)  (1,1)—(4,-3) [ 34
©¥ =y 5 _<_§’§>

elde edilir. Buradan her a = (x,x) € A\ {0} i¢in

Ycostaa) = 1 (al®): o)

i=1

e (M i)
. 4x _0
T5v22 svaR svaR  svaed

saglanir. Boylece (1,1) noktasi optimal ¢oziimdiir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda bir genellestirilmis Heron probleminin optimal ¢oziimii iizerine
bir inceleme yapilmisti. S6z konusu problem esasinda bir lokasyon problemi
ornegidir. Problemin optimal c¢oziimiiniin varligina iligkin kosullar konveks analiz
cercevesinde verilmigtir. Genellegtirilmis Heron probleminin kokeni klasik Heron
problemine dayanmaktadir. Heron belirli bir dogru iizerinde olup, verilen iki noktaya
uzaklif1 toplam1 minimum olan noktayr bulmay1 amaglayan problemi ileri siirmiistiir. S6z
konusu pronlemi 1s181n en kisa yoldan yansimasi kuralin1 ve diizlem geometrisini kullanarak
cozmiistiir [1]. Problemi diizlemde 3 nokta i¢in uyarlayan kisi ise Fermat’tir. Diizlemde
verilen 3 noktaya uzakliklart minimum olan noktay:r bulma fikrini Fermat ileri siirse de
problem Torricelli, Krarup ve Vajda tarafindan ¢oziilmiistiir [1,3]. Bu problem ilk lokasyon

problemi olarak anilmaktadir.

Simpson ise sozii gecen problemi agirlikli uzakliklar cinsinden diisiinmiistiir. Weber [7]
ise problemi daha genis perspektifte ele alarak sonlu sayida nokta i¢in inceleme yapmustir.
Weber, s6z konusu lokasyon problemini endiistriyel anlamda inceleyen ilk kisidir. Problem
tizerine pek ¢ok bilim insaninin ¢aligmalart mevcuttur. Dolayist ile problem Fermat-Weber

problemi, Steiner problemi vb. isimlerle de anilmaktadir.

Genellestirilmis Heron probleminde R" uzayinda verilen kapali, konveks kiimenin icerisinde
olup yine verilen sonlu sayida kapali, konveks kiimeye olan uzakliklar1 toplam1 minimum

olan nokta aragtirilmaktadir.

Avei=1,...,micin A; kilmeleri R" uzayimin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimeleri

olmak iizere (1.1) genellestirilmis Heron problemi

m
min Zd(x;Ai), xXeA
i=1

olarak ifade edilir.

(1.1) probleminde kisit kiimesi ya da i = 1,...,n i¢in A; kiimelerinden herhangi biri

kisith ise bu durumda problem bir optimal ¢dziime sahiptir. Optimal ¢dziimiin bulunmasinda
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normal koni ve subdiferansiyel kavramlari dnemli rol oynar. Problemin ¢6ziimiine iligkin

karakterizasyonlar Bulgular baglhiginda detaylica verilmistir.

(1.1) problemin ¢6ziimiine yonelik Mordukhovich ve dig. [15] tarafindan yapilan ¢alismada
optimal ¢oziimiiniin varlig1 i¢in gerek ve yeter kosullar ile optimal ¢oziime yakinsayan
bir algoritma verilmistir. Yine ayni bilim insanlar tarafindan yapilan bir diger ¢alismada
problem Banach uzaylarinda incelenmistir [16]. Bu kez poroblemde uzaklik fonksiyonu
yerine daha genel olarak minimal zaman fonksiyonu kullanilmigtir. F' kapali, sinirli, konveks

ve A kapali kilme olmak iizere minimal zaman fonksiyonunun tanimi
F(=\ _ - -
Tj (x) =inf{t > 0| A((X+1F) # 0} (5.1)

seklindedir. Burada A amac kiimesi, F ise sabit dinamikler kiimesidir.

S6z konusu problem F bostan farkli, kapali, sinirli, konveks, O € intA ve i = 1,...,micin A;

bostan farkli ve kapali kiimeleri i¢in
min T{ (x)= Y Tf (x), x€A (5.2)

olarak formiilize edilebilir.

Ardindan Chi [5] yapmis oldugu calismasinda genellestirilmis Heron problemi i¢in hizli bir

algoritma gelistirmigtir.

Bu alanda calisma yapmak isteyen arastirmacilar [16] makalesinde Banach uzaylarinda
genellestirilmig Heron problemi i¢in elde edilen sonuclari (5.2) probleminin agirliklastirilmis

hali i¢in inceleyebilir.
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