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OZET

BIR HALKA AILESI UZERINDE TANIMLI SKEW CONSTACYCLIC KODLAR

Burakcan KARADENIZ
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal1
Yuksek Lisans, Haziran/2023
Danmisman: Dr. Ogr. Uyesi Abdullah DERTLI

Bu tez calismasinda, ilk olarak tamimlanan, v? = v;, v;v, = v,v;, Vv =
viv; =0 =1234, j =34, 1+ j) ve p bir tek asal, m pozitif bir tamsay1, q =
p™ olmak uzere B, = F, + v, F, + v,F, + v3F, + v,F, + vyv,F, sonlu, birimli,
degismeli halka ailesi Uzerinde eleman sayisi ve minimum uzaklhig yiiksek kod
aileleri elde etmek amaciyla agikar olmayan bir @ otomorfizmasi yardimiyla skew
constacyclic kodlar ¢alisilmis ve bunlarin polinom temsilleri belirlenmistir.

Ik bolumde, kodlamanimn tarihi kisaca 6zetlenmis ve kullanim alanlarina
deginilmistir. Daha sonra kodlama teorisinin ortaya ¢ikisi ve temel problemlerinden
bahsedilmistir. Son olarak cyclic, skew cyclic, skew constacyclic kodlarla ilgili
literatiir bilgisi verilmistir.

ikinci boliimiinde cebir, kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Ucincti bélimde, B, = F, + v, F, + v,F, + v3F, + v, F, + v,v,F, halka
ailesi tamtilmustir. B} den F§" e bir Gray déniisimii tanimlanip F§ Gizerinde devirli
kodlar verilmistir. Daha sonra B, Uzerinde asikar olmayan bir @ otomorfizmasi
tammlanmp bu otomorfizma yardimiyla B,[x,0] skew polinom halkasi

olusturulmustur. Son olarak A birimseliyle birlikte bu halka Uzerinde skew A-
constacyclic kodlar tanimlanip 6zellikleri incelenmis ve bazi 6rnekler verilmistir.

Anahtar Sozcukler: Sonlu halkalar, Skew constacyclic kod, Multi-twisted kod.



ABSTRACT

SKEW CONSTACYCLIC CODES OVER A FAMILY OF RINGS

Burakcan KARADENI{Z
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Matematik Programme
Master, June/2023
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Abdullah DERTLI

In this thesis, skew constacyclic codes are investigated to obtain code families
with a high number of elements and minimum distance on a finite, unitary,
commutative ring family B, = F, + v, F, + v,F, + v5F, + v,F,; + v,v,F,, where
Vi =, vV =00, ViV =10 =0 (i =1,23,4, j=3,4, i #j) and p is an
odd prime, m is a positive integer and g = p™, using a non-trivial @-automorphism.
Their polynomial representations have been determined.

In the first section, a brief overview of the history of coding is provided, along
with discussions on its applications. Subsequently, the emergence of coding theory
and its fundamental problems are discussed. Finally, literature information related to
cyclic, skew cyclic and skew constacyclic codes is presented.

In the second section, basic definitions and theorems related to algebra and
coding theory are provided.

In the third section, the ring family B, = F, + v, F; + v,F, + vsF, + v,F, +
vV, I, is introduced. A Gray map from B to Fg" is defined and cyclic codes over
IF§ are given. Then, a non-trivial ©-automorphism is defined over B, and using this
automorphism, the B, [x, @] skew polynomial ring is constructed. Finally, skew A-

constacyclic codes over this ring, along with their properties, are defined and some
examples are given.

Keywords: Finite rings, Skew constacyclic code, Multi-twisted code.
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1. GIRIS

Kodlama kelime anlamiyla, aktarilmak istenilen mesajin ¢esitli yontem ve
tekniklerle (sembol, 151k, ses dalgalari vb.) ifade edilmesi anlamima gelmektedir. Tlk
caglardan beri kullanilan alfabeler, say1 sistemleri gibi yontemler kodlamanin ilk
ornekleridir. Insanhigin ilerlemesiyle birlikte bu kodlama yéntem ve teknikleri
cesitlenmis ve gelismistir. Ornegin M.O. 58-50 yillarinda Jiil Sezar tarafindan
kullanilan Sezar Sifresi, telgrafin gelistirilmesiyle 1835 yilinda S. Morse tarafindan
olusturulan Mors Alfabesi, Antik Yunan ve Roma donemlerinde ¢esitli metinleri ve
bilgileri kaydetmek ve iletmek igin kullanilan nal ve ¢izgi Sistemleri, 2. Diinya
savaginda gizli haberlesme i¢in kullanilan Enigma Makinesi gibi yodntemler,
kodlamaya birer 6rnek olarak verilebilirler. GUnimizde gelisen teknoloji ve artan
ihtiyaglarla birlikte bu yontemler insanlik i¢in olmazsa olmaz hale gelmis ve varligini
arttirarak  siirdiirmektedir. Parola ve sifreler, adres numaralar, T.C. kimlik
numaralari, araba plakalari, seri numaralar, barkodlar, QR kodlar gibi kodlama
yontemleri siklikla kullanilmaktadir. Ozellikle insanoglunun hayatinin her alanina
giren bilgisayarlar ve makinelerle birlikte kodlamanin 6nemi daha da artmaktadir.
Makine dili, ylksek diizeyli programlama dilleri (C, C++, Java, Python, Ruby,
JavaScript vb.), algoritma ve mantiksal akis semalari, SSL/TLS giivenlik
protokolleri, makine ve bilgisayar kodlama yontemlerine 6rnek olarak verilebilirler.
Bu gelismelerle birlikte kodlama yontem ve tekniklerinde kodlanan mesajin
tasarruflu, kullanisli, hatasiz iletimi gibi durumlari énemli faktdrler haline gelmistir.
Veri trafiginin azaltilmasi i¢in mesaj icinde bulunan fazlaliklarin atilarak
sikigtirilmasi, aktarim sirasinda olusabilen hatalarin en aza indirgenip mesajin dogru
bir sekilde iletilmesi gibi problemler giin gectikge daha ¢ok dnemli hale gelmis ve bu
gibi problemlere ¢oziim arayislari kodlama teorisinin ortaya c¢ikmasma sebep

olmustur.

Kodlama teorisi genel olarak bilginin iletimi ve depolanmasiyla ilgilenen bir
matematiksel disiplindir. Veriyi daha etkin bir sekilde temsil etmek, hata tespiti ve
duzeltme yapmak, veri sikistirmasi, veri aktarimi gibi konular kodlama teorisinin

bazi temel basliklaridir. Bu disiplin; bilgisayar biliminde, iletisim sistemlerinde,

1



veritabanlarinda, kriptografi alaninda ve diger birgok alanda &nemli bir rol
oynamaktadir. Veri sikistirma veya kaynak kodlama; kaynak mesajin kanala uygun
hale getirilmesi ve mesaji daha az miktarda veriyle temsil etmek i¢in sikistirma
algoritmalar1 ve yontemlerinin kullanilmasidir. Bu sayede dosya boyutlarini
kiictiltmek ve veri transferinde daha az bant genisligi kullanmak miimkiin olur.
Ornegin ZIP veri sikistirmasi, video sikistirmalari internet trafigini azaltmak gibi
amaglarla veri dosyalarini kiigtiltiirler. Hata diizeltme veya kanal kodlamasi; verinin
belirli bir kanal boyunca en az hatayla iletimini saglamak amaciyla kodlanmasi,
iletim sonrasinda olusan hatalarin tespit edilmesi ve dlzeltilmesini esas alan kodlama
yontemidir. Wi-Fi, bluetooth, 4G/5G gibi kablosuz iletisim protokolleri,
telekominasyon aglari, radyo yayinlari, uydu iletisimi, fiber optik iletisim, CD, DVD,
Blu-ray gibi alanlarda hata dizeltme yontemleri kullanilmaktadir. Kodlama
yontemleri gizli haberlesme ve gizli veri aktarimini konu alan Kriptografi alaninda
da aktif olarak kullanilmaktadir. Kriptografi; igerigi gizli olan mesajlarin veya
bilgilerin sifrelenip, iletim sirasinda giivenligin saglanmasi ve alicinin bu sifrelenmis
bilgiyi orijinal haline geri doniistiirmesi i¢in kullanilan teknikleri igerir.
Kriptografinin ornekleri insanligin ilk donemlerine kadar dayanmakla birlikte
dijitallesen diinyada bilgi gilivenliginin devletler ve sahislar acisindan hayati dneme
sahip olmasi bu tlrin 6nemini arttirmaktadir. Bizim tezimizin konusu ise kodlama

teorisinin hata dizeltme kismu ile ilgilidir.

Kodlama teorisinin temelleri 1948 yilinda Claude Shannon tarafindan
yayimlanan “ A Mathematical Theory of Communication ” adli makale ile atilmustir.
Bu makalede Shannon eger dogru kodlama ve kod ¢6zme teknikleri kullanilirsa
belirli bir oranda giivenilir iletisimin saglanabilecegini ortaya koymustur. Fakat bu
yontemlere somut bir 6rnek verememistir (Shannon, 1948). Bu makaleyle uygun
kodlama yontemlerinin bulunmasina yogunlasilmasiyla birlikte kodlama teorisi de
ortaya ¢ikmaya baglamistir. Eslik kodu, besin ikisi kodu, tekrar kodu gibi birka¢ basit
hata duzeltici kodlar bulunsada bu alanda basarili olan ilk somut dérnek 1950 yilinda
Richard Hamming’in {irettigi tek hata diizeltici kodlardir (Hamming, 1950).
Hamming’den kisa bir siire sonra 1954°te Muller ¢oklu hata diizelten kod siiflarini
tanimlamistir. Ayni yil igerisinde Reed’de bu kodlar1 dekodlayan (¢Ozlimleyen)

algoritmalar vermistir (Reed, 1954). Fakat bu c¢alismalar dahi Shannon’un
2



makalesinde bahsettigi ¢ok giiglii kodlara nazaran zayif kalmislardir. 1950’li yillarin
sonlarina kadar daha iyi bir kod smifi bulunamamistir. 1960 yilinda Bose, Ray-
Chaudhuri ve Hocquenghem coklu hata duzelten BCH kodlarimi ve aymi yil
icerisinde Reed, Solomon ve 1961’de bunlardan bagimsiz olarak Arimoto’nun iKi
elemanli olmayan (nonbinary) kanallar i¢in bir kod sinifin1 gelistirmesiyle blyik
ilerlemeler katedilmistir (Bose, vd., 1960; Reed ve Solomon, 1960; Arimoto, 1961).

Tiim bu ¢alismalar sonlu cisimler iizerinde tanimlanmislardir.

Halkalar tizerindeki kodlar 1970’lerden itibaren ¢alisilmaya baslanmistir.
Hammons vd. tarafindan 1994 yilinda iyi parametrelere sahip kodlar, Z, tzerindeki
lineer kodlarin Gray goriintlisii olarak elde edilmistir. Bu c¢alismadan sonra
arastirmalarin biiyiik ¢ogunlugu halkalar iizerine yogunlagmistir (Hammons, vd.,
1994).

Bir kod; uzunlugu (n), eleman sayist (M) ve minimum uzakligi (d) olmak
Uzere {i¢ parametreyle ifade edilir. Minimum uzaklhigi biiyiik olan kodlarin hata
diizeltme kapasiteleri daha biiyiik oldugundan d parametresi blylk kodlar elde
etmek kodlama teorisinde Onemli bir amagtir. Bu dogrultuda kesfedilen
yontemlerden biri de sonlu cisimler ve sonlu halkalar iizerinde tanimlanan cyclic
(devirli), quasi-cyclic (yart devirli), nega-cyclic (negatif devirli) ve constacyclic
(sabit devirli) kodlardir. Sonlu cisimler ile sonlu halkalar arasinda Gray doniistimii

yardimiyla iligkiler kurularak minimum uzaklig1 yiiksek kod siniflar1 elde edilmistir.

Cyclic kodlar ilk olarak 1957°de Prange tarafindan bulunmustur. Prange bu

calismasinda IF, cismi Gzerinde n uzunlugundaki her bir cyclic koda denk gelen,
Fqlx]/{x™ — 1) halkasimn bir idealinin var oldugunu gdstermistir (Prange, 1957).

Daha sonra cyclic kodlar genisletilerek; quasi-cyclic, nega-cyclic, constacyclic

kodlar tanimlanmustir.

flk kez 2007°de D. Boucher, F. Ulmer ve W. Geiselmann skew (degismeli
olmayan) halkalar tizerinde skew cyclic kodlar1 tanimlamuslardir. [F, sonlu bir cisim,
6 asikar otomorfizmadan farkli bir otomorfizma olmak uzere F,[x; 8] skew cyclic

kodlar tanimlanmig ve bunlarin polinom temsilleri belirlenmistir. 8 otomorfizmasinin

mertebesi m olmak (izere m|n oldugu durumlarda skew cyclic kodlarn, Fg[x]/

3



(x™ — 1) halkasmimn sol ideallerine karsilik geldigi gosterilmistir (Boucher, vd.,
2007).

Cyclic kodlardan skew cyclic kodlara gegisin baslica nedeni, skew polinom
halkalar1 tek tiirlii asal carpanlara ayrilabilen halkalar olmadiklarindan daha fazla
bolen dolayisiyla daha fazla kod elde edilebilmesidir. Boylelikle cyclic kodlardan
daha genis bir sinif ortaya ¢ikartilarak minimum uzaklig1 yiiksek olan kodlar elde

etme olasilig1 arttirilmigtir (Dertli, 2016).

2010 yilinda 1. Siap, T. Abualrub, N. Aydin ve P. Seneviretne tarafindan skew
cyclic kodlarin otomorfizmanin mertebesine bagli olma kisitlamasi kaldirilip keyfi
uzunlukta skew cyclic kodlar tanimlanmistir. Ayrica n kodun uzunlugu, m
otomorfizmanin mertebesi olmak iizere (n,m) = 1 olmas1 durumunda skew cyclic
kodun cyclic koda, (n,m) =d olmasi durumunda quasi-cyclic koda denk oldugu

gosterilmistir (Siap, vd., 2010).

2010 yilinda T. Abualrub ve P. Seneviratne v? = v olmak Uzere R = F,[v] /
(v? — v) sonlu halkas iizerinde skew cyclic kodlar: tanimlamuslardir. 8, R Uzerinde
tamimli asikar otomorfizmadan farkli bir otomorfizma olmak U{zere R halkasi
Uzerinde uzunlugu n olan skew cyclic kodun, R[x,8]/(x™ — 1) sonlu halkasinin bir
sol R[x,O]-altmodiliine karsilik geldigi gosterilmistir. Aymi yil, T. Abualrub, N.
Aydm, I. Siap ve P. Seneviratne skew-quasi cyclic kodlar1 tanimlanmislardir
(Abualrub, vd., 2010).

2008 yilinda D. Boucher, P. Sole ve F. Ulmer tarafindan sonlu cisimler
yerine Galois halkalar iizerinde tanimli skew polinom halkalar1 kullanilarak skew
constacyclic kodlar tanimlanmis ve GR(4,2) Uzerinde skew constacyclic self-dual

kodlar verilmistir (Boucher, vd., 2008).

2009 yilinda S. Jitman, S. Ling ve P. Udomkavanich tarafindan sonlu zincir

halkalar1 tizerinde taniml1 skew constacyclic kodlar galisilmistir (Jitman, vd., 2009).

2012 yilinda T. Abualrub, N. Aydin ve P. Seneviratne v? = v olmak lizere R =

F, + vF, ={0,1,v,v+ 1} halkas1 {izerinde skew constacyclic kodlar

tamimlamuglardir (Abualrub, vd., 2012). Daha sonra 2016’da M. AL-Ashker ve M.

Abu-Jazar P. bu tanmm p bir asal ve v?>=v olmak lzere F,+ vF, ye
4



genisletmislerdir (AL-Ashker ve Abu-Jazar, 2016). 2017’de J. Gao, F. Ma ve F. Fu
tarafindan q = p” olmak Uzere F, + vIF, halka ailesi izerinde skew constacyclic

kodlar1 tanimlamislardir (Gao, vd., 2017).

2017 yilinda H. Islam ve O. Prakash u? = u,v? = vveuv = vu = 0 olmak
uzere [, + ulF, +vF, tlizerinde skew cyclic ve skew constacyclic kodlari
vermislerdir (Islam ve Prakash, 2017). 2018’de H. Islam ve O. Prakash u? = u, v? =
vveuv =vu alarak bu tamm F, +uF, + vF, + uvF, halka ailesine

genisletmislerdir (Islam ve Prakash 2018).

Bu tez caligmasinda, ilk olarak tanimlanan v? = v;, v,v, = V,v; Ve Vv =
vjv; =0 (i=1234, i+]j, j=34) olmak iizere sonlu ve degismeli B, =TF, +
v Fy +v,F, + v3F, + v,F, + v,v,F, halka ailesinin 6zellikleri galisilmistir. Daha
sonra bu halka ailesi {lizerinde asikar olmayan bir 8 otomorfizmasi tanimlanmis ve
skew polinom halkasi olusturulmustur. Boylece B, = F, + v, F, + v,F, + v3F, +
1, +v,v,F,; halka ailesi Gzerinde skew constacyclic kodlar tammlanmis ve

ozellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde cebir ve kodlama teorisi ile ilgili temel bilgiler verilecektir.
Tanim 2.1. R # @ bir kime, “ +” ve “-” R kimesinde ikili islemler olsunlar
i) (R,+) degismeli bir gruptur.
i) “”iglemi R de birlesmelidir.

i) “” iglemi “+” islemi iizerine sagdan ve soldan dagilimlidir. Yani Va, b,c € R

icina-(b+c)=a-b+a-cve (a+b)-c=a-c+b-c.
aksiyomlari saglaniyorsa (R, +,") cebirsel yapisina bir halka denir (Callialp, 2018).

“+7” islemine gore etkisiz elemana halkanin sifir1 denir ve Oy ile gosterilir.

).

Halkanin her zaman “-” islemine gore etkisiz eleman1 olmayabilir. Eger varsa bu

elemana birim eleman denir ve 1 ile gosterilir. Birim elemani1 var olan halkaya

«

birimli halka denir. Eger halkanin islemine gore degisme Ozelligi varsa yani
Va,b €R i¢in a-b =b-a ecsitligi saglaniyorsa bu halkaya degismeli halka adi

verilir (Callialp, 2018).

Tanim 2.2. Sonlu sayida elemana sahip halkaya sonlu halka adi verilir ve R

sonlu halka ise eleman sayisi1 |R| ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.3. R halkasi birimli bir halka olsun. Herhangi bir a € R elemanin tersi

de R halkasinda ise a elemanina birimsel eleman denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.4. R halkasinda herhangi bir Oy # a € R elemani i¢in a - b = O veya

b - a = 0y olacak sekilde 30 # b € R elemani varsa a elemanina halkanin bir sifir

boleni denir (Callalp, 2018).

Ornek 2.5. Z tam sayilar halkas: birimli, degismeli ve sifir bdleni olmayan bir

halkadir.

Tanim 2.6. Bir R halkasinin her a € R elemani igin, n-a = 0 esitligini

saglayan n > 0 tamsayilarinin en kiigiigiine R halkasinin karakteristigi denir ve karR



ile gosterilir. Eger boyle bir n sayist bulunamazsa halkanin karakteristigi sifirdir
(Hungerford, 1973).

Tanim 2.7. R bir halka ve @ = I c R olmak Uzere

i) Va,b€ligina—b€l,
i) VYa€elveVreRiginr-a €l (veyaa-r€l)
sartlar1 saglaniyorsa I ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir (Callialp, 2018).
Eger hem sag hem de sol ideal olma sart1 saglantyorsa I bir iki tarafli idealdir.

Iki tarafli ideale kisaca ideal denir.

Ornek 2.8. R herhangi bir halka olmak (izere halkanin sifirindan olusan kiime
{Og} ve halkanin kendisi R bu halka tzerinde bir idealdirler. {0z} ve R ye asikar
idealler denir. Bunlarin disindaki ideallere de 6z idealler denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.9. A, R kiimesinin bir alt kiimesi olmak Uzere R nin A y1 iceren bitin
ideallerinin kesisimine A nin trettigi ideal ad1 verilir ve (A) ile gosterilir. Eger A =
{a} tek elemandan olusan bir kiime ise A nin irettigi ideal temel ideal olarak
adlandirilir ve (a) ile gosterilir. Ve a elemanina A idealinin Ureteci adi verilir
(Hungerford, 1973).

Tanim 2.10. R birimli ve degismeli bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. I #
(1) olmak Uzere eger R halkasinin [ y1 kapsayan I ve R nin disinda bir ideali yoksa I

idealine R halkasinin bir maksimal ideali ad1 verilir (Hungerford, 1973).
Tanim 2.11. I, R halkasinin bir ideali olsun. Vr;,7, € R i¢in
rn=r,(modl) & nr, —nr €l

bagintist bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore olusan tum denklik

siiflarinin kiimesini R / I ile gosterirsek, R / I;
r+D+G+D)=0+s)+1,
reD-(s+D=(@s)+1

islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R halkasinin I idealine gdre bolim
halkas1 ad1 verilir (Callialp, 2009).



Tanim 2.12. Bir tane maksimal ideali olan halkalara yerel (lokal) halka denir.
Maksimal ideali sonlu sayida olan halkalara ise yar1 yerel (semi lokal) halka denir
(Jitman, vd., 2010).

Tanim 2.13. R birimli, degismeli ve sonlu bir halka olmak {izere eger R deki
tim ideallerden olusan kiime kapsama bagimntisiyla tam sirali ise R ye sonlu zincir
halkas1 denir (Jitman, vd., 2010).

Tanim 2.14. R ve S iki halka, f: R — S bir fonksiyon olsun. Va, b € R i¢in;

i) fla+b)=f(a)+f(b)
ii) f(ab) = f(a)f(b)
kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna R den S ye tamimlanan bir halka

homomorfizmasi denir (Callialp, 2018).

Tanim 2.15. f:R — S homomorfizmasi birebir ve Orten olma sartlarin
sagliyorsa f homomorfizmasina izomorfizma adi verilir. R den S ye bir izomorfizma
tanimlanabiliyorsa R ve S halkalarina izomorf halkalar denir ve R = S seklinde
gosterilir. Eger f: R — R seklinde tanimlanan bir izomorfizma ise f ye otomorfizma
ad1 verilir (Fraleigh, 2003).

Tanim 2.16. R bir halka olsun. x bir bilinmeyen, ay,ay,...,a;’ler R nin
elemanlar1 olmak {izere,
ap + a;x + -+ ax™
seklindeki ifadelere R den katsayili polinom adi verilir. R den katsayili tiim

polinomlar kiimesi R[x] seklinde gosterilir (Callialp, 2018).

Tanim 2.17. p(x) = ag + a;x + -+ + a,x™, R[x] Uzerinde bir polinom olsun.
p(x) # 0 ise en biiyiik dereceli terimin katsayisi a,, ye polinomun bag katsayisi ve en
blylk derece n ye de polinomun derecesi denir. Bir p(x) polinomunun derecesi
derp(x) ile gosterilir (Callialp, 2018).

Onerme 2.18. R bir halka olmak izere

i) R birimli ise R[x] de birimli,
ii) R degismeli ise R[x] de degismelidir (Callialp, 2018).



Teorem 2.19. R degismeli bir halka ve f(x), g(x) € R[x] olsun. g(x) # 0 ve

g(x) in bag Katsayis1 terslenebilir bir eleman ise,
fx) =q(x)g(x) +r(x) ved’r <dg
olacak sekilde tek tiirliit 3q(x),r(x) € R[x] polinomlari bulunabilir (Callialp, 2018).

Tanim 2.20. Bir polinomun bas katsayis1 1 ise bu polinoma monik polinom
denir (Callialp, 2013).

Tanim 2.21. (M, +) bir degismeli grup, (R, +,-) bir halka olmak Uzere,
* ' RXM->M

(rrm)->r«xmeM

fonksiyonu,
i) Vr € RveVmy,m, € Migin,r * (my + my) =r*my +r *my,
i) Vr, 7, ERveVm € Migin, (ry + 1) *sm =1 sm+r1, *sm,
iii) V1,1, €E RveVm € Migin, (r; - 1) sm =1y * (1, *xm)

kosullarini sagliyorsa M ye R Uzerinde bir sol R-modil denir. Eger bu fonksiyon R
halkas1 birimli ve birimi 1z olmak (izere
iv) Vm € M igin, 1 *xm =m

kosulunu da sagliyorsa, M ye birimli sol R-modul denir (Callialp, 2009).

Bu tanima benzer sekilde sag R-modil de tanimlanabilir. Eger M hem sag hem

de sol modiil sartlarini sagliyorsa M ye R-modul denir.

Tanim 2.22. R bir halka, M bir R-modil olmak {izere eger M nin bostan farkli
N altkiimesi de bir R-modil oluyorsa N ye, M nin bir altmoduli veya R-altmodiil ad1
verilir (Callialp, 2009).

Tanim 2.23. R birimli ve degismeli bir halka olmak (zere eger R* = R — {Og}
kiimesi de “-” islemine gore bir grup ise R halkasina cisim adi verilir (Callialp,
2018).

Ornek 2.24. @, R ve C kimeleri bir cisimdirler. Fakat Z bir cisim degildir
(Callalp, 2018).



Tanim 2.25. Eleman sayist sonlu olan cisme sonlu cisim adi verilir (Roman,
1992).

Onerme 2.26. p asal ise Z,, p elemanli bir cisimdir.

Teorem 2.27. 1 < q € Z olmak Uzere g elemanli bir cismin var olmasi igin
gerek ve yeter kosul g = p™ (n € N) olacak sekilde bir p asalinin var olmasidir

(Roman, 1992).

Tanim 2.28. p bir asal ve g = p™ (n € N) olsun. g elemanli bir cisme Galois

cismi denir. GIF(q) veya F, ile gosterilir (Roman, 1992).
Not 2.29. p asal olmak iizere F, = Z, dir ve |F?| = q™ dir.
Ornek 2.30. Fs = Zs = {0,1, 2, 3,4}.

Teorem 2.31. IF sonlu bir cisim ise karakteristigi asal bir sayidir. Ayrica karlF =

pise F, g = p™(n € Z) elemanlidir (Roman, 1992).

Teorem 2.32. FF,[x] Uzerinde derp(x) = d olan p(x) asal polinomunu alalim.

Fq[x]/(p(x)) boliim halkas: bir cisimdir ve

Fqlx]/p(x)) = {r(x) + (p(x)): der[r(x)] < d,r(x) € Fylx] }
seklindedir (Roman, 1992).
Ornek 2.33. GF(16) cismi igin
GF(16) = GF(2)[x]/(x* + x* + 1) = Z,[x]/{x* + x? + 1)
dir.
Tanmim 2.34. g, karakteristigi p asal1 olan bir cisim olsun. a € F, olmak Uzere

0:F, - F,
a—0(a)=aP

seklinde tanimlanan € otomorfizmasina Frobenius otomorfizmas: denir (Wan, Z. X.,

2003).
Tanim 2.35. (V,@) degismeli grup ve (IFq, +,-) bir cisim olsun
g:Fg XV >V
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(a,v) » g(a,v) = aOv

seklindeki g fonksiyonu asagidaki oOzellikleri sagliyorsa V' degismeli grubuna [,
cismi Uzerinde bir vektor uzayi adi verilir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).
i) Hera,b€F,veheru,veVicina® (u @ v) = (aOu) D (a © v) dir
i) Hera,b € FyveherveVicin(a+b)Ov=(aO®v)®d (b Owv)dir
iii) Hera,b € Fyvehervevicin(a-b) Ov=a © (b © v) dir.
iv) 1eFveherveVicinl O v =wvdir.
Tanim 2.36. V,F, cismi Uzerinde tanimli bir vektdr uzayr olmak Uzere V nin

herhangi bir @ = W < V alt kiimesi tanim 2.35. deki 0zelliklere gore bir vektor uzay1

ise W ye V nin bir alt uzay1 denir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Teorem 2.37. V, F, cismi Uzerinde taniml1 bir vektor uzayr olsun. @ = W € V

olmak Uzere W kimesinin V vektor uzaymnin bir alt uzay1 olmasi igin gerek ve yeter

kosul Vwy,w, € WveVa,b €F, icin,

(@Ow)DBBOw,) ew
olmasidir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Tanmim 2.38. V, Fq cismi lizerinde bir vektér uzayir olsun. vy, v,,..,v, €V

birbirinden farkli vektorler ve ay, ay, -+, a, € F, olmak Uzere

avy + av, + -+ ayv, =0
iken

a=a,=--=a,=0

oluyorsa vy,v,,..,1, vektorleri lineer bagimsizdir denir. aq,a,, -, ay,
katsayilarindan en az biri sifirdan farkliysa bu vektorlere lineer bagimlhidir denir
(Ling ve Xing, 2004).

Tanmim 2.39. V, Fq cismi {izerinde bir vektdr uzayr olsun. vy, v,, -, v, EV
Ve ay,ay, -+, a € Fyolmak Gzere her v € Velemam v = a;v; + av, + - +

a,v, seklinde yazilabiliyorsa, vy, v,, -, v, Vektorleri V vektor uzayini lretiyor

(geriyor) denir (Ling ve Xing, 2004).
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Tanim 2.40. V, F, cismi lizerinde bir vektor uzay1 ve vy, vy, ++, v, € V 0lmak
uzere wvy,v,,++,v, vektorleri lineer bagimsiz ve V vektér uzayim geriyorsa
{vi,vy,-+,v,} kimesine V vektdr uzayinin bir tabani (bazi) denir. Tabandaki

toplam vektor sayisina da V vektor uzayinin boyutu denir ve boy(V) ile gosterilir
(Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.41. V vektor uzaymin iki alt uzayi, Wy, W, olsun.
|) V = W1 + WZ
i) Wy n W, = {0,}
yukaridaki kosullar saglaniyorsa V' vektor uzayma W; ve W, alt uzaylarmin direkt

toplami denir ve V = W; @ W, ile gosterilir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Tanim 2.42. A={a1,a2,...,aq}, q elemanli bir kime olsun. Her i€

{1,2,...,n} icin u; € A olmak lzere u = u u,u;3 ... u, elemanina A kiimesi (izerinde
uzunlugu n olan bir g-ary (g-lu) sézciigii denir. Aym1 zamanda u, u =

(uq, uy, ug, ..., Uy) seklinde bir vektor olarak diisiiniilebilir (Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.43. @ # C < A™ kiimesine, A lzerinde uzunlugu n olan bir g-lu blok

kod denir. € kodunun elemanlarina kod sézctigii adi verilir (Ling ve Xing, 2004).

Not 2.44. C kodunun eleman sayist |C| seklinde gosterilir (Ling ve Xing,
2004).

Tanim 2.45. @ #= C € A™ kimesinin eleman sayist M ise C koduna n
uzunlugunda M elemanli bir kod denir ve (n, M)-kod seklinde gosterilir (Ling ve
Xing, 2004).

Tanim 2.46. A = {a;,ay, ...,a,} kimesine kod alfabesi denir. A™ kimesinin

her bir elemanina da s6zcik adi verilir (Ling ve Xing, 2004).

Ornek 2.47. F; = {0,1,2} kod alfabesi iizerinde tanimlanan bir koda {iclii kod
denir.
i) ¢, ={(0,0,0),(0,1,0),(0,1,2)} bir (3,3)-koddur.
i) ¢, ={(0,0,0,0),(0,1,2,1),(0,0,1,1),0,2,1,1), (1,1,1,1) } bir (4,5)-koddur.
iii) C; = {(0,1,0,2,1), (1,1,1,1,1), (2,1,0,2,1)} bir (5,3)-koddur.
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Tanim 2.48. R sonlu bir halka ve n € Z* olmak Uizere
R™ = {(uy,uy, ..., uy) : u; ERi=12,..,n}

kiimesinin eleman sayist M olan bir C, R-altmoduline uzunlugu n eleman sayis1 M
olan bir lineer kod denir. C nin elemanlarina kod sozctigii, R™ kiimesinin herhangi bir

elemanina sozciik adi verilir (Huffman ve Pless, 2003).

Tanim 2.49.
V(n,q) = Fg = {x = (X1,Xp, .., Xp) * X; € Fgi=12, ...,n}

kiimesi IF, Gzerinde boyutu n olan bir vektor uzay1 olmak Uzere @ # C € Fy alt
uzayina bir lineer kod adi verilir. C, F} vektor uzayinm boyutu k olan bir alt uzay:

olmak Uzere C ye bir [n, k]-kod denir (Hill, 1986).
Tamim 2.50. Her a = (a4, ay, ..., an), b = (by, by, ..., by) € Fy icin
d :IFZ‘X]FQ%NU{O}
(a,b) » d(a,b) = [{i: a; # b}
doniistimiine Hamming uzakligi ad1 verilir (Huffman ve Pless, 2003).
Lemma 2.51. d, Hamming uzakligi
i) Va,b € Fyicind(a,b) 20, d(a,b)=0<=a=5b
i) Va,b € Fg icind(a,b) = d(b,a)
iii) Va, b,c € Fy icind(a,b) < d(a,c) + d(c, b) (licgen esitsizligi)
Ozellikleriyle birlikte bir metriktir (Hill, 1986).
Tanim 2.52. Bir € kodunun minimum uzaklig1
d =d(C) =min{d(x,y): x #y, x,y € C}

seklinde tanimlanir. n uzunluklu, M elemanli ve d minimum uzakligina sahip bir C

koduna (n, M, d)-kod denir (Hill, 1986).

Uzunlugu n, boyutu k olan bir lineer kod, d minimum uzakligiyla birlikte

[n, k, d] seklinde gosterilir.
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C, bir [n, k, d]-kod ise eleman sayis1 g¥, kodun orani S dir.

Tamim 2.53. Herhangi bir x € Fy olmak Gzere x deki sifirdan farkli bilesen
sayisina x in Hamming agirhig1 denir ve w(x) ya da wy (x) ile gosterilir (Hill, 1986).
Bir C kodunda sifirdan farkli olan kod sézciklerinin Hamming agirliklarinin

en kiiclik degerine, € kodunun minimum agirligi denir ve w(C) ya da wy(C) ile

gosterilir.

Lemma 2.54. x, y, [F§ vektdr uzaymnin herhangi iki elemani olmak iizere

d(x,y) =w(x—y)
dir (Roman, 1992).

Teorem 2.55. Bir C lineer kodunun minimum uzakligi ile minimum agirligi
esittir (Roman, 1992).
Ornek 2.56. FF5 lizerinde tanimlanan C = {(0,1,0,1,2), (0,0,2,2,1),(2,2,0,1,1)},

lineer olmayan kodunu alalim

d((0,1,0,1,2),(0,0,2,2,1)) = 4
d((0,1,0,1,2),(2,2,01,1)) =3
d((0,0,2,2,1),(2,2,0,1,1)) = 4
dir. d = d(C)=min{d(x,y) : x #y, x,y € C} oldugundan d = 3 dir. O halde C
kodu (5,3,3)-koddur.

Tamm 2.57. C, [F, lizerinde tanimli lineer bir [n, k]-kod olmak izere satirlar1 C
kodunun taban elemanlarindan olusan k X n mertebeli matrise C kodunun Ureteg
matrisi denir ve G ile gosterilir. G Urete¢ matrisi, I, birim matris ve A, mertebesi
k x (n—k) olan bir matris olmak Uzere (I;|A) olacak sekilde diizenlenirse,

(I | A) matrisine G matrisinin standart formu adi verilir (Hill, 1986).
Ornek 2.58. F5 iizerinde tanimli
¢ = {(0,0,0,0),(1,2,0,2),(1,1,2,2),(2,0,2,1)}
kodunun bir tabani

S =1{(1,2,0,2),(1,1,2,2)}
14



1202]
11221554

taniml1 bir [4,3,2]-koddur.

oldugu igin G = matrisi, C kodunun Urete¢ matrisidir. C kodu IF5 izerinde

Kodun parametreleri hakkindaki bazi bilgiler asagidaki gibidir:

C, bir (n,M,d)-kod olsun. Kodun eleman sayisi ne kadar blyik ise kod o
kadar fazla mesaji kodlar, minimum uzakligi ne kadar blyuk ise de o oranda fazla
hatay1 diizeltebilir. Kodun eleman sayisiyla minimum uzakligi ters orantilidir. Yani
biri biiytidiik¢e digeri kiictilmektedir.

C, q elemanl kod alfabesinin {izerinde tanimlanan n uzunlugunda, d minimum

uzaklikl1 bir kod olsun. C nin alabilecegi en yiiksek eleman sayis1 A;(n, d) seklinde
gosterilir.

[F, iizerinde tanimli uzunlugu n, boyutu k olan bir lineer kodun alabilecegi en
yuksek d, minimum uzaklik degeri d,(n, k) ile, uzunlugu n, minimum uzakhg: d
olan bir kodun alabilecegi en biiyiikk M, eleman sayisi ise By(n,d) ile gosterilir.
Kodlama teorisinin en énemli problemlerinden biri de d,(n, k) ve Bg(n,d) nin

belirlenmesidir. Ayrica B, (n, d) < A,(n, d) dir (Hill, 1986).
Teorem 2.59. C, d minimum uzakliga sahip bir kod olsun.

i) d>k+1ise C kodu herhangi bir kod sdzciigiindeki k tane hatay1 tespit

eder.

i) d>2t+1ise C kodu herhangi bir kod s6zctigiindeki t tane hatay: diizeltir
(Hill, 1986).

Sonug¢ 2.60. d minimum uzakliga sahip olan bir C kodu, herhangi bir kod
sozcligiinde d — 1 tane hatay1 tespit etmekte ya da [%J tane hatay1 diizeltmekte
kullanilir (Ling ve Xing, 2004).

Tamm 2.61. Her u = (uy,up, ..., Up), vV = (Vq,Vy, ..., V) € ' elemanlar
icin

- Fy X Fg — F,
(w,v) » u.v=uv; +-+u,v,
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bi¢iminde tanimlanan doniisiime bir i¢ ¢arpim adi verilir. w.v =0 ise u ile v

birbirine diktir denir (Hill, 1986).
Tamm 2.62. C, F, iizerinde tanmiml bir [n, k]-kod olmak tzere
Clz{vEIFZ;: wv=0, VueC}

kiimesine C kodunun duali ad1 verilir. C* = C ise C koduna self-dual kod, C < C*

ise C koduna self-ortogonal kod denir (Ling ve Xing, 2004).
Teorem 2.63. C, [F, iizerinde taniml1 bir [n, k]-kod olmak lzere
i) ICl=q~,
ii) C* de bir lineer koddur ve boy(C) + boy(C*) = n,
i) (cHt=cC
dir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.64. C,F, iizerinde tamml bir [n, k]-kod ve

811 812 - 8in

821 822 - 8on
=

k1 8kz2 -+ Bkndpxp

C kodunun Ureteg matrisi olsun. v = (vy, vy, ...,v,) € Fy olmak Uzere v € C*

olmasi icin gerek ve yeter kosul [v; V; ... Upl1xnGixx = O olmasidir (Hill, 1986).

Onerme 2.65. C, F, iizerinde tammli bir [n, k]-kod ise C* de F, Uzerinde

tanimli bir [n, n — k]-koddur (Hill, 1986).

Tanim 2.66. C bir [n, k]-kod olsun. C* nin trretec matrisine C kodunun kontrol

(parity-check) matrisi adi1 verilir ve H ile gosterilir (Hill, 1986).

Teorem 2.67. C, [F, iizerinde tamml bir [n, k]-kod olsun C kodunun Ureteg

matrisi G ve kontrol matrisi H olmak (izere GHT = 0 dir (Hill, 1986).
Not 2.68. C kodu kontrol matrisi H olmak Uzere

C ={(wy, vy ., v) EFL: [0y vy .. ]HT = 0}

16



seklinde de ifade edilebilir (Hill, 1986).
Teorem 2.69. C bir lineer kod ve kontrol matrisi H olsun.

i) d(C) = d olmasi igin gerek ve yeter kosul kontrol matrisi H nin herhangi

d — 1 sUtunun lineer bagimsiz olmasidir.

i) d(C) < d olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kontrol matrisi H nin herhangi d

sutunun lineer bagimli olmasidir.

iii) d(C) = d olmasi igin gerek ve yeter kosul kontrol matrisi H nin herhangi d —
1 sutunun lineer bagimsiz ve en az d sUtunun da lineer bagimli olmasidir
(Ling ve Xing, 2004).
Teorem 2.70. C bir [n, k]-kod olmak Uzere G Urete¢c matrisinin standart formu
G = (I, | A) ise C kodunun kontrol matrisi H = (—AT | I,_;) dir (Hill, 1986).

Tamim 2.71. C, Fg vektér uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her ¢ =
(co, €1y vy Cnq) €EC icin a(c) = (€p_1,Co» ) Cn—z) € C ise C kimesine devirli
kiime ad1 verilir. C lineer kod iken ayni1 zamanda devirli bir kiime ise bu koda cyclic
(devirli) kod denir (Hill, 1986).

Teorem 2.72.

m: Fy — Fylx] / (x™ — 1)
a=(agay,..,ay 1) — (@) =ay+a;x+ -+ ap_1x" 1+ (x" — 1) = a(x)

ile tanimh Fq-vektér uzayl izomorfizmasi olmak iizere C, Fq tzerinde tamiml

uzunlugu n olan bir cyclic kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul w(C) =1 nin

Fqlx] / {(x™ — 1) halkasmin bir ideali olmasidir (Ling ve Xing, 2004).

7 doniisimii yardimiyla C kodunun herhangi bir a = (ag, a4, ..., @p—1)
eleman1 Fg[x] /(x™ — 1) bolim halkasinmn bir n(a) = a(x) =ap +ax + -+
Ap_1x™ 1 + (x™ — 1) denklik sinifina karsilik gelir. Fakat kolay ve sade gOsterim
icin ag + a;x + -+ + ap_1x™ 1 + (x™ — 1) denklik smifi yerine a(x) = ay + a;x +
“++ ap_1x™" 1 polinomu kullanilir. Buradan bir cyclic kodun herhangi bir elemanini

ona karsilik gelen polinom gosterimi ile yazmak miimkiin olur.

Tamm 2.73. I, Fy[x]/(x™ — 1) halkasinin bir ideali ve g(x) bu idealin en

kicuk dereceli, sifirdan farkli ve monik bir polinomu olsun.
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1) g(x) polinomu I nin Uretecidir ve tektir.
i) g(x) polinomu x™ — 1 polinomunu béler (Ling ve Xing, 2004).
Bundan sonraki kisimlarda kolaylik olmasi igin 7 (C) yerine C gosterimini
kullanacagiz.
Tamim 2.74. C, F, {izerinde tamiml1 uzunlugu n olan bir cyclic kod ve bu koda
karsilik gelen sifirdan farkli en kiigiik dereceye sahip monik polinomda g(x) olsun.

g(x) polinomuna € kodunun Grete¢ polinomu denir ve
C=(g()={f(x).9(x) : f(x) € Fglx]/{x™ — 1)}
seklinde gosterilir. (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.75. F,[x] halkasinda, x™ — 1 polinomunun her monik boleni F,

tizerinde tanimli bir cyclic kod iiretir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.76. der(g(x)) =r olmak uzere g(x) = go+ gix+ -+ g x"
polinomu n uzunlugundaki C devirli kodunun Urete¢ polinomu olsun. € kodunun

boyutu boy(C) = n — r = k ve devirli kodun Urete¢ matrisi

x
9() Jgo 91 - 9 0 O .. O
x.g(x) A g 0 0
6=| x2gto |=|; * 0 00
k-1 fg(x) 0 0 .. 0 go 91 - 9r

dir (Hill, 1986).
Teorem 2.77. C; = (g1(x)) ve C, = (g,(x)) iki cyclic kod olmak tizere

i) C; € C, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g,(x)|g;(x) olmasidir.

i) C; N C; =(obeb{g,(x), g>(x)})
i) C; + C, = (okek{g,(x), g,(x)}) dir (Huffman ve Pless, 2003).

Teorem 2.78. h(x) = ay + a;x + - + a;x*, der(h(x)) = k olmak lzere
h*(x) = x*h(x — 1) = a;, + ap_1x + -+ + agx®

polinomuna h(x) polinomunun ters sirali (reciprocal) polinomu denir (Ling ve Xing,
2004).
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Teorem 2.79. C,F, iizerinde tamml bir cyclic [n, k]-kod, g(x) polinomu
C kodunun (rete¢ polinomu, x™ — 1 = g(x)h(x) ve h(x) = hg + hyx + -+ + hypx*

olsun.

i) h(x), C kodunun kontrol polinomu olmak uzere C kodunun kontrol matrisi

he heey o« hy O 0 .. 0
by - ? Ry h,i_l - i.z.o 0 .. 9
0 0 .. 0 hy heq o hg

ii) C kodunun duali ¢t cyclic koddur ve hglh*(x) polinomu C* nin Ureteg
polinomudur (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.80. C, F lizerinde tanimli n uzunlugunda bir cyclic kod, € kodunun

trete¢ polinomu g(x) ve kontrol polinomu h(x) olsun. F,[x]/(x™ — 1) halkasinda

bir ¢(x) elemanina karsilik gelen (cg,cy,***, Cp—2,Cn—1) sirali n-lisinin C kodunun

kod so6zciigii olmasi igin gerek ve yeter kosul c(x)h(x) = 0 olmasidir (Hill, 1986).

Tanim 2.81.n =s.l ve @ # C ]FZ,‘ olsun.

i) C, IFZ; kiimesinin bir alt uzay1,
i) Her ¢ =(c0 €1 Cot-1)CL0r s CLi—1y wr Cs—1,00 s Cs—11-1) € C iGIN
Ts,(c) = (Cs—l,O' Cs—1,15 =+ Cs—1,1-1, C0,0) ++» Co,1=1» =+ C5-2,00 =+» Cs—2,l—1) eC

kosullar1 saglaniyorsa C ye n = s -1l uzunlugunda [ indeksli bir quasi-cyclic (yari-
devirli) kod denir (Bhaintwal M., Wasan S. K., 2009).

[ = 1 alinirsa quasi-cyclic kod tanimi cyclic kod tanimu ile ¢akisir.

Tanim 2.82. R sonlu bir halka, A € R bir birimsel bir eleman, C, R Uzerinde
tanimli bir lineer kod olsun. o3 dontsimi her ¢ = (cy, ¢y, ..., Cp_q) € R™ igin
03(c) = (Acp—1,Co) -, Cn—z) € R™ seklinde constacyclic shift (sabit devirli 6teleme)
olarak tanimlansin. Eger ¢,(C) = C oluyorsa C koduna R fizerinde tanimli bir A-

constacyclic (sabit devirli) kod adi verilir (Qian J.i vd., 2006).

Not 2.83. Bu tanim, A = 1 ise cyclic kod tanimiyla, A = —1 olursa nega-cyclic

kod tanimiyla ¢akisir.
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Teorem 2.84. R sonlu bir halka olsun. C, R tizerinde tanimli n uzunluga sahip

bir lineer kod olmak Uzere ¢ = (¢, ¢4, -, Cp—1) € C igin
m:R™ - R[x] / (x" — 1)
¢ =(cg,C1yuerCpog) PT(C) =Co+ C1x+ Cx%2 + -+ o x™ T+ (x™ — 1)

dontigiimii verilsin. € kodunun cyclic bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul 7 (C)
kiimesinin R[x] / (x™ — 1) halkasinin bir ideali olmasidir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.85. R sonlu bir halka olsun. C, R iizerinde tanimli n uzunluga sahip

bir lineer kod olmak Uzere ¢ = (¢, ¢4, -, Cp—1) € C igin
m:R™ - R[x] / (x™ — A)
¢ = (€, €1y enrCpog) P T(C) =Co+ x4+ Cx% + 4+ o x™ 1+ (x™ — 1)

doniistimii verilsin. C kodunun A-constacyclic kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
m(C) kiumesinin R[x] / (x™ — A) halkasinin bir ideali olmasidir (Ling ve Xing,
2004).

Tanim 2.86. 6, IF, lizerinde asikar olmayan bir otomorfizma olmak tizere
Fglx, 0] = {ap + a;x + ax* + -+ anx™|a; € Fg Vi€ {0,1,2,+-,n}}
kiimesine skew polinomlar kiimesi denir.

Bu kime (zerinde toplama islemi polinomlardaki standart toplama islemi

olup, carpma islemi ise,
(axt) = (bx’) = afi(b)x™
kurali ile belirlidir (McDonald, 1974).

Teorem 2.87. Polinomlardaki standart toplama islemi ve Tanim 2.86 da

tamimlanan ¢arpma islemiyle birlikte IF,[x, 8] kiimesi bir halkadir. Ayrica F,[x, 6]

degismeli olmayan bir halkadir.
Bu halkaya skew polinom halkasi denir.
Tanim 2.88. 6, T, Uzerinde tanimli asikar olmayan bir otomorfizma olsun. C,

[F§ uzaymnn bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere
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i) C, Fg uzaymnm bir alt uzay: ve

i) Vc = (CO, C1,---,Cn—1) eCicina(c) = (0(cp_1),0(cg),+,0(cp_2)) €EC

oluyorsa C kiimesine n uzunlugunda skew cyclic (devirli) kod denir. o doniistimiine

skew cyclic shift (skew devirsel 6teleme) denir.
m:Fg - Fylx,0]/(x" — 1)

¢ =(co, €1, Cno1) 2 () = c(x) = o + €1 + - Cpogx™1

dontigimii  bir izomorfizmadir. o(c) skew cyclic shift oOtelemesi polinom

yaziliminda
x*c(x) = 0(cp_q) +0(co)x + -+ 0(cpp)x™ 2
ifadesine karsilik gelir.

C, F, izerinde tanimli n uzunlugunda skew cyclic kod iken m(C)

F[x, 8]/(x™ — 1) halkasinin bir sol idealidir.

C, F, cismi tizerinde tanimli n uzunlugunda skew cyclic kod ve [(6)] =m

olsun. Skew cyclic kodlar tanimlanirken iki durum s6z konusudur;

i) Eger mn ise Fg[x,0]/(x"—1) kimesi bir halkadir ve n(C),
Fqlx,60]/(x™ — 1) halkasinin bir sol idealidir. Boucher vd. skew cyclic
kodlarm tanimini yalnizca m|n oldugu durumlara kisitlamiglardar.

i) Eger m{nise Fg[x,0]/(x™—1) kimesi bir halka degildir. Siap vd.
caligmalarinda herhangi bir n degeri i¢in 7(C) yi Fgq[x,0]/(x™ — 1) in bir
sol altmodiilii olarak ele almis ve m|n olma kisitlamasini kaldirmiglardir.
Bdylelikle herhangi bir uzunluk icin skew cyclic kodlar tanimlanabilmistir
(Siap, 2011).

Bundan sonra kolaylik olmasi agisindan (C) yerine C gosterimi kullanilacaktir.
Teorem 2.89. C, F, iizerinde tanimli uzunlugu n olan bir lineer kod olsun. C
kodunun skew cyclic kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C nin Fg[x, 8] /(x™ — 1)

modaltndn bir sol FF [x, #]-altmodiilii olmasidir (Siap, 2011).
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Teorem 2.90. C, F,[x,0]/(x™ — 1) modulinin bir sol F,[x, 8]-altmoduli

olsun ve C kodu f(x) polinomu tarafindan iiretilsin. Bu durumda f(x) polinomu
™ — 1 in sag bolenidir (Siap, 2011).

Onerme 2.91. F,[x, 6] halkasinda x™ — 1 in bir sag béleni g(x) = g,x" +
4+ g1x + go olsun. g(x) polinomu F, Uzerinde n uzunlugunda boyutu n — 1 olan

bir skew cyclic kod Uretir ve bu polinoma bu kodun lrete¢ polinomu denir. Ayrica,
gx) Ir 0 0
xg(x) [ 0 9(90) 9(97‘—1) 0(gr) 0
X" 1g(%) 0 6" (go) . O"TTTHgr-1)0" gy
matrisi bu kodun Grete¢ matrisidir (Boucher vd., 2009).
Ornek 2.92. F4 lzerinde [4,2] parametrelerine sahip skew cyclic kod bulmak

icin oncelikle x* —1 € F,[x,8] polinomunun derecesi 2 olan sag bdleni

bulunmalidir. x* — 1 in derecesi 2 olan tiim sag bolenleri asagidaki gibidir (Boucher
vd., 2007).

xt—1=0@?+ D%+ 1)
=(x*+ax+a)(x*+ax + a)
=x?+a*x+a®>)(x*+a’x + a)
=(x?*+a’x+a)(x®* +a’x+a)
=(x?+x+a>)(x?+x+a)
=x*+x+a)(x*+x+a)
=(x*+ax+a>)(x?+ax +a)

g = x*+ ax + a* polinomu [4,2,3] parametrelerine sahip, Urete¢ matrisi

=5 1 4 Y

olan skew cyclic kod uretir. F,[x]/{(x* — 1) degismeli polinom halkasinda x* — 1
polinomunun derecesi 2 olan béleni g, = x? + 1 dir. g, tarafindan iiretilen ideal [F,

tizerinde [4,2,2] parametrelerine sahip cyclic bir koda karsilik gelir. F[x]/{x* — 1)
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halkasinda x* — 1 polinomunun ikinci dereceden baska carpani yoktur dolayisiyla
parametreleri [4,2] olan baska bir cyclic kod da yoktur. Brouwer’in tablosuna goére
[F4 Uzerinde [4,2,3] parametrelerine sahip kodlar optimaldir. Bu 6rnekte skew cyclic
kod ailesinin cyclic kodlar ailesine gore daha iyi parametrelere sahip oldugu
gorulebilir (Grassl, 2013).
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3. SKEW CONSTACYCLIC KODLAR
3.1 B, Halkasi

p bir tek asal say1, m bir pozitif tamsay1, ¢ = p™ olmak tzere F,, q elemanl

sonlu bir cisim ve

a) i=1234i¢inv? =,

b) viv, = vy,

c) i=1234,j=34vei#jicinv;v; = v;v; = 0 olmak lzere
By =Fy, + viFy + v, F, + v3F, + v, F, + vv,F, = {b = by + byvy + bV, +
bsvs + byvy + bsvyvy:b; € Fy,i = 0,1,2,3,4,5}
kiimesi toplama (+) ve carpma (-) islemlerine gore sonlu, degismeli, birimli bir
halkadir. Ayrica i =1,23,4,j=3,4,i#j icin B, halkas1 [F[vy,v,,v3,v4]/
(v? = v, vV, = VoV, v;v; = v;v; = 0 ) halkasina izomorftur.

m=1-v;, —v, —v3 — vy, + V1V,
Ny = V1V,
N3 =V — V1V,

Ny =V — V1V

Ns = V3
Ne = Vs
secilirse i,j = 1,2,3,4,5,6, igin,
_ Ni, [ =j
mimj = {of i %)

ve Y% . n; = 1 olup decomposition dzellikleri saglanir. Buradan,
Bq =11By © 12Bq @ n3Bq © 14Bq © 15B; © 1By

seklinde yazilabilir.
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3.2. Gray Doniisiimii ve Lineer Kodlar
Tanim 3.2.1. Herhangi bir b = by + byvq + byv, + b3v; + byvy + bsv v, €
B, igin
¥:B, - F§
Y(b) = (by, by + by + by + bs, by + by, by + by, by + b3, by + by)
seklinde tanimlanan doniisiime Gray doniisiimii denir. i = 0,1,---,n — 1, bt = bé +
biv, + biv, + bivs + biv, + biv v, € B, olmak izere
W: B} - Fg"
W(bO, b1, b2, -, b ) = (b, bE, -+, b3, b + bY + b2 + b2, b} + b] + b} +
bg, -, byt + bt + b+ b2 Y + bY, by + bi, -, bETE + b7 BY +

b2, by + b3, -, byt + b3, bY + b3, bE + b3, -+, b + b1, bY + b)), bd +
bi, -, byt + b} 1)

déniisiimiiyle Gray doniisiimii B den Fg" e genellestirilebilir.
Teorem 3.2.2. ¥ doniisiimii By (‘d,’ Lee uzakligi) den FJ" (‘dy’ Hamming
uzakligi) e uzaklik koruyan bir dontigimdiir.
Ispat: Va,,a,,€ F, ve V x,y € B igin,
Y(a1x +ayy) =a¥(x) +a,¥(y)
olup ¥ bir lineer doniisiimdiir.

d(xy) =w,(x-y)
= WH(le(x - Y))
=wy(P() -¥Y®))
= dy (P, ¥Y»))

elde edilir. Dolayisiyla Gray doniisiimii uzaklik koruyan bir doniistimdiir.

Teorem 3.2.3. C, B, lizerinde tanimli minimum uzaklikhigi d;, eleman sayisi
M ve uzunlugu n olan bir lineer kod olsun. O zaman ¥ (C) de F,, iizerinde tanimli bir

(6n, M, dy)-koddur. Ayrica dy = d, dir.
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Ispat: W nin tanimindan ve Teorem 3.2.2. den ¥(C), 6n uzunlugundadir ve
dy =d; dir. ¥, 1-1 ve orten olup |C| = |¥(C)| dir. Dolayistyla ¥(C) bir
(6n, M, d; )-koddur.

Teorem 3.2.4. C, B, lizerinde bir lineer kod olsun. C kodu self-ortogonal kod

ise ¥(C) de self-ortogonal koddur.
fspat: v b, b € B, i¢in,
bib) = (b} + bivy + biv, + bivs + biv, + biv,v,) (bl + blv, + blv, + blv,
+bJvy + blv,vy) = bib] + (bib] + bib) + bib))vy + (bib] + bib] + bib!)v,
+(bib] + bib] + bib])v, + (bib] + bib) + bib))v, + (bib) + bib] + bib))v,
+(bb) + bib} + bib))v, + (bibl + bib] + bibl + bib! + bib] + bib]
+bib) + biblyv,v,
C self-ortogonal oldugundan,
bib) =0
bib] + bib] + bib! =0
bibJ) + bib] + bib] = 0
bib] + bib] + bib] = 0
bib) + bib! + bib] = 0
bibl + bib) + bibl + bib] + bibl + bib] + bib! + bib) + bibl = 0
olmalidir.
¥ (bY) (b)) = (bh, b + bl + bl + bk, bl + b, bl + b, by + by) (bd, by + b] + b) +
bl, b} + bl b} + b, b} + b)) =0
bulunur. O halde ¥ (C) de self-ortogonaldir.

C, B, lizerinde tanimlanan n uzunlugunda bir lineer kod olmak tizere i =

1,2,3,4,5,6 i¢in [F tizerindeki C; kodlarini
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C, = {bo € ]FZ HE=| bl,bz, bg,b4_,b5 € ]FZ l(;ln Znibi € C}
i=1

C2={b0+b1+b2+b5EIFZ:Elb3,b4EIFZigin Znibiec}
i=1

{b0+b1e1F” 3 by, bs, by, bs € F? icin znb ec}

C4={b0+bzeIF” 3 by, b3, by, bs € F! icin an ec}

Cs={b0+b3€IF” 3 by, by, by, bs € Fy lgm nb EC}

|

{b0+b4eIF” 3 by, by, bs, b € F? icin znb eC

seklinde tanimlayabiliriz.

Teorem 3.2.5. C, By iizerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olmak tizere
YO =8 Glcl= °_11CiI ve d,(€) = min{dy(C)): 1 < i < 6} dir.
Ispat: ¥ 1-1 ve érten oldugundan

b' = (bd,bt, -, b1, b0 + bY + bY + b2, b} + bl + b2 + b, -, b} + b1
by~ + b2 1, b0 + b, by + b, -, b1+ b, b + b2, bE + b3, -, bY +
by 1, bY + b3, b} + bl, -, bF 1 + bF 1, bY + b, b} + b}, -, bF 1+ b € W(C)

ve ¥(t) = b’ olacak sekilde t; = b5 + v; bt + v,bs + v3b} + v,b} + v, v,bE olmak

uzere t = (ty, tqy, ", ty—1) € C vardir. C; lerin tanimindan
(bg, by, ,bg ™) € €y,
(b + b + bY + b2, b} + b + b3 + b2, b+ b} L+ b+ bEY) € ¢y,
(b + by, b + bi,-+, by~ + b} 1) € C3,
(by + b2,b} + b3, -, b3t + b1 € 4,

(b + b3, bt + b3, -, Y1+ bE Y € Cs,
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(b + b, bt + b, ,bF L+ b 1) € Cq
dir. Buradan

(b3, b3, -+, b3, b0 + bY + bY + b2, b} + b} + by + b, -, BF P+ b} +bE T+
b2~ b3 + b, b} + b, -+, byt + b} L, b3 + b, b} + b3, -, byt + by L, by +
b3, by + b3, -, bt + bF 1, bY + b2, bt + b}, b+ DI HE ® G

1<i<6

oldugu elde edilir. Boylece ¥ (C) € ® (; dir.
1<i<6

Tersine i = 1,2,3,4,5,6 igin
a = (b3, by, "+, bg™) € Cy,
b=(bd+bY+bd+b2,b}+bl+b)+bL- bF 1 +b}T+ b} +bE) EC,,
c=(bd+b),bt+bi, bt + b)) €Cs,
d=(bd+ b3, b} +bi - b3 1+ bV Y ec,
e = (b§ + b3, b} + b3, -+, by~ + bI™1) € Cs,
f = (b§ + b3, b} + bi, -, by~ + bi™1) € €y,

olmak tzere (a,b,c,d,e, f,g) € @ C;olsun.

1<i<é6
t=a+(c—an+d-—-a)yv,+(e—a)vs+(f—a)v,+(a—c—d+
b)v,v, € C
eleman1 vardir ve ¥ (t) = (a, b,c,d, e, f,g) dir. Buradan ® C; € ¥ (C) elde edilir.
1<i<6

Bu durumda ¥(C) = ® C; bulunur.

1<i<6

¥, 1-1 ve orten oldugundan

ICl=| ® Ci|=TI-ICil
1<i<é6
olur.
Ayrica ¥ uzaklik koruyan lineer bir doniisiim oldugundan
d,(C) = dy(¥(0)) = dH< R cl-) = min{dy(C)):1 < i < 6}
1<i<7
elde edilir.
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Sonug 3.2.6. B, iizerinde tammlanan herhangi bir C kodu
C =010 @20, D13 B nuCy D nsCs D nels
seklinde tek tiirlii ifade edilebilir.

Sonug 3.2.7. i = 1,2,3,4,5,6 icin F, iizerinde tammlanan C; kodlarmin fireteg

matrisleri G; matrisleri, C kodunun Urete¢ matrisi G

NGy
G = 772sz

N6Ge
ve ¥ (C) nin Urete¢ matrisi G'

Y(1,G1)
G = Y (12G2)

Y (n6Ge)
seklindedir.

Teorem 328 C — 77161 @ 77262 @ T’363 @ T’4C4 @ 77565 @ 7]666 kOdU Bq
tizerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olsun. € kodunun bir cyclic kod
olmast igin gerek ve yeter kosul i = 1,2,3,4,5,6 icin C; kodlarinin [F, Gzerinde cyclic

kod olmasidir.
Ispat: C, B, iizerinde tanimli bir cyclic kod ve
a = (agp,ay, ", ap-1) € Cy,
b = (bo, by, *,bp_1) € Cy,
¢ = (co, €1, Cnq) € G,
d = (do,dy, -+, dpy) € Cy,
e = (eg €1, en1) € Cs,
f=Uofr - fuo1) €Cs

olsun. i =0,1,-:-,n—1 i¢in t; = nya; + nyb; + N3¢; + Nud; + nse; +ngf; ve t =
(to, t1,, th—1) € C olmak Uzere C cyclic kod oldugundan (t,_q,tg,***,tp—2) € C
dir. Yani
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(tn-1,to, s tn—2) = Mm(an-1, a0, An-2) + M2(by—1,bo, "+, by—2) +
N3(Cn-1,€o, ) Cn—2) + Naldp-1,do, *+, dn-2) + Ns(en-1,€0, ", €n-2) +
Ne(fn-1 for ) fa-2)
dir. Boylece

(an-1,a0,**, an-2) € Cy,

(bn-1,bo,*+, bn—3) € Cy,

(cn-1,€0, "+, Cn—2) € C3,

(dn-1,do, "+, dn_2) € Cy,

(en-1,€0,*, €n—2) € Cs,

(fa-1for ) fa-2) € Cg

elde edilir. O halde i = 1,2, ---,6 i¢in C; kodlar1 [F;, lizerinde tanimli cyclic kodlardir.

Tersine i = 1,2,-++,6 igin C; kodlar1 [, iizerinde taniml1 cyclic kod olsunlar,
i=01--n—=1 i¢in & =na;+Mmb; +1m3¢; +n,d; +1se; +n6f; ve t=

(to, t1, -, tn—1) € C dir. O zaman
a = (agp,ay,,ap-1) € Cy,
b = (bo, by, *,bp_1) € Cy,
¢ = (co €1, Cn-1) € C3,
d = (do,dy,,dp-1) € Cy,
e = (eg, €1, €n-1) € Cs,
f=Uofu fa-1) €Cs

olur. C; kodlar1 cyclic kodlar oldugundan

(tn—1,to, "> tn—2) = N1(An_1, A0, """, An_3) + N2 (bp_1,bg,**, by_3) +
N3(Cn1,Co,***» Cn—z) + Na(dp_1,do, -+, dp—2) + ns(en—1,€0,***, €n-2) +
N6 (fa—1, for =+ fu=2) EC

dir. O halde C, By lizerinde tanimli cyclic bir koddur.
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Teorem 329 C = 77161 @ T’zCz @ 77363 @ 77464 @ T]5C5 @ T’GCG kodu Bq
tizerinde tamimli bir cyclic kod olsun. p,(x), p,(x), p3(x), ps(x), ps(x) ve pg(x)

sirastyla €y, C5, C3, Cy, Cs Ve Cg kodlarinin iireteg polinomlar: olmak {izere
C = M1p1(x), 12p2(x),M3P3(x), N4p4(x), M5 p5 (%), M6 P6 (X))
ve
IC| = q6n—(derp1(x)+derp2(x)+~-+derp6(x))
dir.

Ispat: € =1,C; @ n,C, D 13C; B naly @ 1sCs D neCs olsun. i=
1,2,-++,6 i¢in C; = (p;(x)) € F,[x]/(x™ — 1) oldugundan

C =

6
t(X)Z t(X) = Z Tlimi(x)/)i(x) , mi(x) € IFq [X'], i=12,6

seklindedir. O halde
C S (1191 (), 1202(%), N33 (), 1M4p4 (x), N5 5 (%), 6P (X)) E Bglx]/{x™ = 1)
dir.
ki (x),ky(x), -, ke(x) € Fglx] / (x™ — 1) olmak iizere herhangi bir
Yoeq Miki () p; (%) € (N1p1(x), M202(x), 11303 (X), M404(X), 1505 (%), N6 p6 (X))
i¢in,
(1—v—v, —v3 — v + 0k (x) = (1 — vy — v, — V3 — vy + v102)71(%)

(v1v2) k2 (%) = (v1v2)72(x)

Vake(x) = va16(x)
olacak sekilde ry (x), 1, (x), -+, 76 (x) € B,[x] vardir. Bu durumda

(191 (x),M2p2(x),M3p3 (%), Mapa(x), M55 (x), Mepe(x)) E C
elde edilir. O halde

C = (N1p1(x), 202 (x),M3p3(x), N1ps(x),N5p5(x), N6 ps(x))
dir. Ayrica |C| = |Cy] - |C3| +++ |Cg| oldugundan
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IC| = q6n—(derp1(x)+derp2 (x)+:-+derpg(x))
dir.

Teorem 3.2.10. C, B, iizerinde tammli bir cyclic kod, i =1,2,--,6 icin

p; (x), C; kodlarinin iirete¢ polinomlari olsun. C = {(p(x)) olacak sekilde bir tek
p(x) = n1p1(x) + 1202 (x) + 13p3(x) + Napa(x) + 155 (x) +16p6(x)
polinomu vardir ve p(x)|x™ — 1 dir.
Ispat: Teorem 3.2.9. dan
C = (191(x), M2p2 (), 303 (%), 44 (%), M55 (x), N6 Ps (X))

dir.p(x) = 1191 (%) + 1202(x) + 1303 (%) + N4ps(x) + 15p5(x) + Neps(x) seklinde
yazilabildiginden {(p(x)) € C olur. Ayrica

M1p1(x) = n1p(x),
N2P2(x) = n2p(x),
n3p3(x) = n3p(x),
N4pa(x) = Nap (%),
N5ps(x) = nsp(x),
N6Pe(x) = 16p(x)
dir. Bu durumda C < {p(x)) elde edilir. O halde C = (p(x)) dir.

i=12,--,6 icin p;(x) polinomlar1 x™—1 polinomunun bolenleri

oldugundan x™ — 1 = p; (x)k;(x) olacak sekilde k;(x) € FF,[x] vardir. Bu durumda
(EE=1 ik ()p(x) = Xy miki(x) Tf_q mipi (x)
= Yo1 miki () pi(x)
=XamGt -1 =x" -1

elde edilir. O halde k(x), x™ — 1 polinomunun bélenidir.
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3.3. B, Halkasi Uzerinde Tammh Skew Constacyclic Kodlar
i =1,234j=341%ji¢cinv} = v, 0,0, = Vv, Vv, = vjv; = 0
ozellikleriyle birlikte B, halka ailesinin birimsel elemani
A=Ay + 4v + v, + A3v3 + A4v, + 15010,
ve
Mm=1—v —v,—v3 —v,+v11,
M2 = V1V
N3 = V1 — V1V
Na = V2 — V12
s = V3
Ne = Va

Olmak UZGI’e /10 = ﬁl' (AO + /11 + /12 + /15) S ﬁz, (/10 + /11) S 33, (AO + Az) = 34,,
(Ao + A3) = Bs, Ag + A4 = B¢ olarak alinirsa,

/1771 == (/10 + 11171 + szz + /131.73 + /14174 + /151711.72)(1 = 171 - 172 e v3 - v4 +
V1Vy) = Ag — AgUy — AUy — AgV3 — AgVs + AoV Uy + 410 — A0 — A 0105 +
MV1vy + A0 — A0y — A0y + A0V, + A3U3 — 303 + A4v, — A4v, +

AsV1V; — A5V, — As010p + Asv1V, = (1 — vy — vy — U3 — Uy + V1V,) A0 = N1y

buradan
ANy =n1p4
bulunur. Benzer sekilde
ANy =122
ANz = n3P3
ANy = NaPa
Ans = 1sPs
M6 = NePe

elde edilir. Boylelikle A € B, birimsel eleman
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(8

i=1
= MB1 + 1282 + N33 + NaPs + NsPs + NePe
seklinde yazilabilir.

Lemma 3.3.1. 4; € F, olmak tzere 1 =1y + A1v; + 4,0, + 4305 + 44v, +
Asv v, € B, elemaniin birimsel eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul 1y, 4¢ +
M+ A+ 245, Ao+ A, Ao+ 43, A9+ 13, 49 + A4 clemanlarmin F, da birimsel

olmasidir.

Ispat: 2; € F; olmak Uzere 1 = Ag + 4101 + A0, + 303 + 440, + Asv1 v, €
B, birimsel eleman olsun. O zaman 4 -y =1 olacak sekilde bir y =y, + y1v; +

Y2Vz + V3V3 + VaVs + ysv v, # 0 € By elemant vardr.

Ay = AoYo + AoVaVs + Ag¥2V2 + AgY3Vs + AgVaVs + AgYsviV; + A1yovs +
MY1V1 + AYaV1V; + LYsv1V; + Aa¥oV; + Aoy1 V105 + Apya Ve + Apysvi v, +
A3YoV3 + A3Y3V3 + AaVoVs + A4VaVs + AsYoV1 V2 + A5y 101V, + A5V, 010, +

AsYsv1V;

= AoYo + (Ao¥1 + 4, ¥o + Li¥)v1 + (Ao¥2 + A2¥0 + A2¥2)va + (Agys + A3y +
A3¥3)vs + (Ao¥a + Aa¥o + Aa¥a)va + (Ao¥s + A1¥2 + A1¥s + Aoy + Aoys +
Asyo + Asyy + A5y, + Asys)viv, =1

Bu durumda
AdoYo =1,
(Aov1 + A1vo + A1v1) =0,
(Aov2 + A2¥0 + A272) =0,
(Ao¥s + A3¥o + A3y3) = 0,
(Ao¥a + Aa¥o + Aava) = 0,
(AoYs + A1¥2 + 4¥s + A¥1 + Ao¥s + AsYo + A5y + Asyz + Asys) = 0
O halde

Ao # 0,
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(Ao + 1) #0,
Ao+ 1,) #0, (Ao +13) =0,

(Ao + 44) # 0, Qo+ A1+, +2)#0

olmaldur.
Tersine
Ao # 0,
(Ao +11) # 0,
(Ao +13) # 0, (4o + 43) # 0,
(Ao + 44) # 0, Qo+ A1+, +2)#0
olsun.

y = /1_1 = /161(1 - 171 - 172 - 1.73 —3 174 + 171172) + (AO + /11 + /12 + /15)_1(1.711]2) +
Ao+ 2) 7 (v —1v2) + (o + ) (v, — 1) + (Ao + A3) vz +
(Ao +A4) 7wy

alimrsa A -y = 1-171 =1 elde edilir. O halde A birimsel elemandir.

Tamim 3.3.2. Aut(F,), [F, Uzerindeki otomorfizmalar kiimesi ve 6 € Aut(F,)
asikar olmayan bir otomorfizma olsun. Her b = by, + byv; + b,v, + b3v; + byv, +

bsv v, € B, igin
0:8, - B,
b — 0(b) = 0(by) + 6(by)v, + 0(by)v, + 0(b3)vs + 08(bs)vy + 0(bs)v,v;,

seklinde tammli @ doniisiimii B, tizerinde tamimli asikar olmayan bir otomorfizma

olmak (izere
Bylx,0] = {bo +byx + -+ bp_1x""1:b; € By € N}

seklinde taniml1 kiimeye skew polinom kiimesi denir. Polinomlardaki klasik toplama

islemi ve ¢carpma igslemin
ax'fx) = a®'(B)x'

seklinde tanimlandig1 kiimeye skew polinom halkasi denir.
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Vb € B, icin ©2(b) = b oldugundan @ otomorfizmasinin mertebesi 2 dir.
Tamim 3.3.3. A € B, birimsel bir eleman olmak Gzere
Oo1: B = By
bir skew A-constacyclic shift doniisiimii olsun.
I) C,Bg nin bir B;-altmoduli
i) Hert = (ty,tq,,ty—1) € Cigin
0,2 (t) = (A@(tn—l)' 0(to), ", Q(tn—z)) €C

Kosullar1 saglaniyorsa C kiimesine B, Uzerinde n uzunlugunda skew A-constacyclic

kod denir.

Burada, A = 1 segilirse skew A-constacyclic kod skew cyclic koda, A= —1

secilirse skew A-constacyclic kod skew nega-cyclic koda karsilik gelir.

O otomorfizmasi asikar otomorfizma segilirse skew A-constacyclic kod, A-
constacyclic koda, @ asikar otomorfizma, A = 1 secilirse cyclic koda ve @ asikar

otomorfizma, 1 = —1 secilirse nega-cyclic koda karsilik gelir.
Onerme 3.3.4.
@: B} = Bylx,0]/(x™ — 1)
=Lty tn-)— @)=Ly + x4+ 4L x" 1+ (x" = 1)

seklinde tanimlanan fonksiyon bir izomorfizmadir. Bu doniisiim yardimiyla € =

(€0, 41, , 1) vektorini kisaca;
P) =£(x) =Ly +L1x + -+ L1 X" € By[x,0]/(x™ = })
ile gosterecegiz.
Kolaylik olmasi agisindan bu tezde ¢ (C) gosterimi yerine C yi kullanacagiz.
Teorem 3.3.5. Her £(x) + (x™ —A) € By[x,0]/(x" — 1) ve f(x) € By[x, O]
icin
. Bqlx, 0] X By[x, 0]/{(x™ — ) = By[x, 0]/(x™ —A)

fFOYEG) + " =) = f()f(x) + (x" = 1)

36



seklindeki soldan ¢arpma islemi ve polinomlardaki toplama islemine gore By[x, 0]/

(x™ — 1) bir sol B, [x, @]-moduldir.

Teorem 3.3.6. Bir € kodunun skew A-constacyclic kod olmasi igin gerek ve

yeter kosul C nin B, [x, @] /(x™ — A)’mn bir sol B, [x, &]-altmodilii olmasidir.

Ispat: C, B, iizerinde skew A-constacyclic kod ve € = (£o,%4,,€5-1) €C

olsun. £ kod sdzciigiine karsilik gelen polinom #(x) = €¢ + €1x + -+ + £ x"71

olmak Uzere
x-€(x) =x(fy+ x4+ Ly 1x™ 1)
=0({o)x + 0L )x* + -+ O(Lp_ "
dir. x™ = A oldugundan
x - LX) =20 (£p_1) + O(£)x + -+ O(£,_5)x™ !
=0p2(£) EC

elde edilir. Benzer sekilde i > 2 igin x'¢(x) € C olur. C bir lineer kod oldugundan
r(x) € By[x,0] igin r(x) £(x) € C dir. Budurumda C, B;[x, ©]/{x™ — A) nmn bir sol

B, [x, @]-altmodalii olur.

Tersine C, By[x,0] nmmn bir sol Bg[x, ©]-altmodilu olsun. Boylece £ =

(o, 1, fn_1) € Cigin,
092 () =xf(x) €C

elde edilir. Bu durumda C, B, Uzerinde n uzunlugunda skew A-constacyclic kod olur.

Teorem 3.3.7. n pozitif bir tamsay1 ve A"*! = 1 olmak Uzere,

w: By[x,0]/(x™ — 1) > By[x,0]/(x™ = })
doniigtimii
£(x) — w(f(x)) = £(Ax)

seklinde tanimlansin. O halde w doniisiimii sol By [x, @] modiil izomorfizmasidir.

Ispat: Her £1(x), €, (x) € By[x, 0]/(x™ — 1) i¢in

£1(x) = £,(x)(mod x™ — 1)
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dir. Bu denklikte x yerine Ax yazilirsa
£1(Ax) — £,(Ax) = 0(mod A"x™ — 1)
denkligi elde edilir. A**1 = 1 oldugundan
£1(Ax) — £,(Ax) = 0A™"(mod x™ — )
bulunur. O halde
a)({’l(x)) = w(fz(x))
dir.

Sonug olarak w, 1-1 ve iyi tanimli bir doéniisiim olur. Ayrica w doniistimii 6rten
ve sol B;[x, ©] modiil homomorfizmasidir. O halde w déniisiimii bir sol B,[x, @]

modiil izomorfizmasidir.

Sonug 3.3.8. n pozitif bir tamsay1 ve A"* = 1 olsun. C skew cyclic kod ise

w(C) skew A-constacyclic kod olur.

Teorem 3.3.9. C = 771C1 @ 772C2 @ 773C3 @ T’4_C4_ @ 775C5 @ 776C6 lineer
kodunun B, iizerinde tanimli bir skew A=Ay + A4;v; + A0, + A3v3 + A0, +

Asvv;-constacyclic kod olmasi igin gerek ve yeter kosul [F; lizerinde tanimlanan

otomorfizmayla birlikte, Cy, C3, C3, Cy, Cs, Cg kodlarinin [F;, lizerinde sirastyla, skew
Ay-constacyclic,
(A + A1 + A, + Ag)-constacyclic,
(¢ + A1)-constacyclic,
(A¢ + A;)-constacyclic,
(Ap + A3)-constacyclic,
(Ay + A4)-constacyclic
kod olmasidir.

Ispat: t = (tg,ty, ..., ty_1) €C ve i = 0,1,---,n — 1 olmak lzere t; = n,a; +

n,b; + nsc; + nad; + nse; + ngf; olsun. Burada
a= (aO' alf"'lan—l) € C1;

b = (bg,by,***,bn_1) € Cy,
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¢ = (cg, €1, Cny) € G,
d = (do,dy, -+, dpy) € Cy,
e = (eg, €1, en1) € Cs,
f=Uofu fa-1) €Cs

dir. F; lizerinde tanmimlanan Frobenius otomorfizmasi yardimiyla, €y, Cy, C3, C4, Cs,

Ce kodlar sirasiyla, skew
Ag-constacyclic,
(A + A1 + A, + Ag)-constacyclic,

(Ap + A1)-constacyclic,

(Ap + A)-constacyclic,

(Ap + A3)-constacyclic,

(Ap + A4)-constacyclic
kod olsun. Bu durumda,

09,2,(a) € C,

09 (o +A, +1,+15) (D) € C3,
09,(1,+4,) (€) € Cs,
09,(1,+1,) (d) € Cy,
09,(1,+15) (€) € Cs,
09,(o+1,)f) € Cs

dir. Buradan

00, (Ag-+ 4101 + A0y + 4303+ 4405 +Agv1v,) (E) = 1100,2,(@) + 1200 (142, +1,+25) (D) +
N300,(10+1,) (€) ¥ M40 (1g+1,) (D) + M509,49+25) (€) + N6 00, (4g+2,) (f) € N1C1 D
n2C, D n3C5 D nyCy D nsCs D neCe = C

oldugundan C bir skew A = A, + 1, v; + A,v, + A3v3 + 4,1, + A5V, V,-constacyclic
koddur.

Diger taraftan C nin bir skew A-constacyclic kod oldugunu kabul edelim.
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a=(ap,ay, ", ap1) € Cy,
b = (bo, by, -+, bp_1) € Cy,
¢ = (cg, €1, Cny) € G,
d = (do,dy,*,dn-1) € Cy,
e = (eg, €1, n-1) € Cs,
f=Uofu fa-1) €Cs

olsun. i =0,1,---,n—1 i¢in t; = nya; + nyb; +n3¢; + Nud; + nse; + nef; olmak
uzere t = (ty,ty,...,tn—1) € C dir. C bir skew A-constacyclic kod oldugundan
0p,2(t) € C dir.

0,2(1) = N109,2,(@) + 1M200,(g+2,+2,+25) (D) + 130,(2042,)(€) + M40p, 3542, (d) +
N500,(Ag+15)(€) + N6T0,(,+1,) (f) € C
dir. Boylece
09,2,(@) € Cy,
09, (Ag+1,+2,+15) (P) € C3,
09,1+, (€) E C3,
09,10 +1,)(A) € Cy,
09,(1,+15)(€) E Cs,
09,(10+1,) (f) € Cs
elde edilir. O halde Cy, C3, C3, C4, Cs, Cg kodlan [ {izerinde sirastyla, skew
Ao-constacyclic,
(Ao + 24 + A, + A5)-constacyclic,
(A¢ + A1)-constacyclic,
(1p + A,)-constacyclic,
(Ap + A3)-constacyclic,

(Ap + A4)-constacyclic
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koddur.

Teorem  3.3.10. C =n.C; D 120, D 305 D nyCy D nsCs D el By
lizerinde tanimli bir skew A-constacyclic kod olsun. Bu durumda C* =n,C{ @
12.C3 @ 13C5 B nyCir B nsCs- B neCq, B, da bir skew A1 = (Ag+Avy +
A0y + A3v3 + 140, + A5v,1,) " -constacyclic koddur. Ayrica Cf, €, C§, Ci, Cd,
Cg kodlar1 F, iizerinde sirastyla, skew

Ao~ -constacyclic,
(Ao + A1 + A, + A5) " 1-constacyclic,
(Ao + A1)~ -constacyclic,
(Ao + ;) -constacyclic,
(Ao + A3) " 1-consteyclic,
(Ao + A4) " t-constacyclic
koddur.

Ispat: Teorem 3.3.9. dan C, B, lizerinde tamiml1 bir skew A-constacyclic kod ise

C1, C3, C3, Cy, Cs, Cg kodlan da [F, lizerinde sirastyla, skew
Ao-constacyclic,
(Ao + 24 + A, + A5)-constacyclic,
(A¢ + A1)-constacyclic,
(Ap + A,)-constacyclic,
(Ap + A3)-constacyclic,
(Ao + A4)-constacyclic

koddur. (Jitman, vd., 2010, Lemma 3.1)’den Ci* kodu, skew A5*-constacyclic, Cy
kodu, skew (4o + A; + 4, + As) I-constacyclic, C3 kodu, skew (Ay+ A;)71-
constacyclic, Ci- kodu, skew (1 + A,)~1-constacyclic, C2- kodu, skew (1, + A5)71-
constcyclic, Cz kodu, skew (1, + A,)~!-constacyclic koddur. Bu durumda Teorem

3.3.9. dan dolay1 C*, By, iizerinde bir skew A~ *-constacyclic kod olur.
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Sonug 3.3.11. € = n1C; D 1,0, D 1305 D n4Cy D NsCs D n6Cs, By lizerinde
tamiml1 skew A-constacyclic kod olmak {izere C nin self-dual kod olmasi igin gerek
ve yeter kosul i =1,2,---,6 i¢in C; kodlarinin sirasiyla skew A,-constacyclic,
(Ao + 44 + A, + A5)-constacyclic, (4, + A1)-constacyclic, (4, + A,)-constacyclic,
(Ap + A3)-constacyclic, (4 + A4)-constacyclic self-dual kod olmasidir.

Ayrica C nin self-dual kod olmas: i¢in gerek ve yeter kosul A2 = 1 olmasidir.
Bu durumu saglayan A elemanlari,

-1,1,1-2v,1 = 2v,,1 = 2v3,1 — 2v,,1 — 2v,v,,

-1+ 2v,—1+4+2v,,—1+ 2v;3,—1 + 2v,, —1 + 2v,v,, 1 — 2v; + 2v,v,,
1—-2v, +2v,v,,1 —2v3 — 2v,v,,1 — 2v, — 2v,V,, 1 — 2v3 — 2v,,
1—-2v; —2v,,1—-2v, — 2v,,1 — 2v3 — 2v,1 — 2v, — 274,
=1+ 2v, — 2v,v,, —1 + 2v; — 2v,v,,—1 + 2v3 + 2v,,
=1+ 2v; + 2v,v,,—1 + 2v, + 2v3,—1 + 2v, + 2v,v,,
=1+ 2v, + 2v,,—1 + 2v; + 2v3,—1 + 2v; + 2v,,
1—2v, — 2v, + 4v,v,,1 — 201 — 2V, + 2v,0,,1 — 203 — 20, — 20,15,
1—-2v; —2v, — 2v,,1 — 2v, — 2v3 + 2v,v,,1 — 20, — 2v, + 20,15,
1—-2v; —2v, — 2v4,1 — 2v; — 2v3 + 2010, 1 — 201 — 20, + 20,15,
=14 2v; + 2v, — 2v,v,, —1 + 2v; + 20, — 4v,v,,
=14 2v; + 2v, + 20,05, —1 + 2v, + 203 + 20,
=1+ 2v, + 2v3 — 2v4v,, —1 + 2v, + 2v, — 20,0y,

—1+ 2v; + 2v3 + 2v,, —1 + 2v4 + 2v3 — 20,15,

-1+ 2v, + 2vy — 2v1V,,1 — 2v; — 2V, — 2v3 + 4V, V,,
1—-2v, —2v, — 2v, + 4v,v,,1 — 2v; — 2v, — 203 + 20,0y,
1—2v, —2v, — 2v, + 2v1v,, 1 — 2v, — 2v3 — 20,4 + 2V,V,,

1—2v; — 2v3 — 2vy + 2010, —1 + 2v; + 2v, + 2v3 — 20,15,

-1+ 2v; + 2v, + 2v, — 201V, —1 + 2v4 + 2v, + 203 — 40,15,
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=1+ 2v; + 2v, + 2vy — 401V, —1 + 20, + 2v3 + 20, — 20,0y,
=1+ 2v; + 2v3 + 2vy — 20105, 1 — 20, — 2v, — 2v3 — 2v, + 40,0y,
1—2v; — 2v, — 2v3 — 2v, + 20,1y,
=1+ 2v; + 2v, + 2v3 + 2v, — 201V,
-1+ 2v; + 2v, + 2v3 + 2v, — 4V v,
seklindedir.

Tablo 3.3.12. B, lizerindeki skew cyclic ve skew nega-cyclic kodlardan elde

edilen skew constacyclic kodlar

C C, C, Cs C, Cs Ce

Skew Skew Skew Skew Skew Skew

Skew Ggglic Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2Vy — 2U3 — 20, — . Nega- Nega- Nega- Nega- | Nega-
Cyclic ] . . . .
2v,v,)-constacyclic cyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic
Skew Skew Skew Skew | Skew
Skew (ggf T 2v,v2)- Nega- SkeVY Nega- | Nega- | Nega- | Nega-
constacyclic . Cyclic . . . .
cyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

Skew Skew Skew Skew Skew | Skew

Nega- | Nega- : Nega- | Nega- | Nega-
. . Cyclic . . .

cyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

2v,v,)-constacyclic

Skew Skew Skew Skew Skew | Skew

Nega- Nega- Nega- . Nega- | Nega-
. . . Cyclic . .

cyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

Skew (-1 + 2v, —
2v,v,)-constacyclic

Skew Skew Skew Skew Skew

Skew (=1 + 2v3)- Skew

constacyclic Neg‘f’" Neg‘?" Neg‘?" Neg‘f’" Cyclic Neg‘f’"
cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic
Skew Skew Skew Skew Skew

Skew (—1 + 2v,)- i i i i | Skew

constacyclic Nega Nega Nega Nega Nega Cyclic

cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic

Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew
Skew Skew
2vy — 2v3 — 20, + . . Nega- Nega- Nega- | Nega-
. Cyclic | Cyclic . . . .
4v,v,)-constacyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

Skew (1 — 2v, — Skew Skew Skew Skew Skew | Skew

2V3 — 2U,)- . Nega- . Nega- Nega- | Nega-
; Cyclic . Cyclic . . .

constacyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew

Skew Skew

2V3 — 2U,)- . Nega- Nega- . Nega- | Nega-
; Cyclic . . Cyclic . .

constacyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

43




Tablo 3.3.12. B, lizerindeki skew cyclic ve skew nega-cyclic kodlardan elde

edilen skew constacyclic kodlar ( Devami )

Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 20, + 2V, 1,)- Cvelic Nega- Nega- Nega- Cvelic Nega-
constacyclic Y cyclic cyclic cyclic y cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 2v3 + 20, v,)- Cvelic Nega- Nega- Nega- Nega- Cvelic
constacyclic Y cyclic cyclic cyclic cyclic y
Skew (=1 + 2v,)- Elée\g/_ Skew Skew Eﬁe\g_ Eﬁe\g_ Eﬁe\g_
constacyclic cyc%ic Cyclic | Cyclic cyc%ic cyc%ic cyc%ic
Skew (—1 + 2v,)- SKew | e | SKEW | gqy, | SKew | Skew
constacyclic i Nega- Cyclic Nega- Cyclic Nega- Nega-
Y cyclic Y cyclic y cyclic | cyclic
Skew (—1 + 2v; + SKew | e | SKew - Skew g, | Skew
2v,v,)-constacyclic Nega- Cyclic Nega- Nega- Cyclic Nega-
~ Y cyclic Y cyclic | cyclic Y cyclic
Skew (=1 + 2v, + e Skew o v | Skew Skew
21, v,)-constacyclic | 9% | Cyclic | Neda- | Nega- | Nega- |~
1V2)7CONSHACYCUC | (v clic Y cyclic | cyclic | cyclic yete
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v, — 4v,v,)- Nega- Nega- Cyclic | Cyelic Nega- | Nega-
constacyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V5 — 20,1,)- Nega- Nega- Cyclic Nega- Cyelic Nega-
constacyclic cyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (=1 4+ 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 2V41,)- Nega- Nega- Cyclic Nega- Nega- Cvelic
constacyclic cyclic cyclic cyclic cyclic Y
Skew (=1 + 2v, + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v3 — 2V,V,)- Nega- Nega- Nega- Cvelic | Cvelic Nega-
constacyclic cyclic cyclic cyclic Y M cyclic
Skew (-1 + 2v, + Skew Skew Skew Skew
20, — 20,0,)- Nega- | Nega- | Nega- SkeW Nega- SkeW
constacyclic cyclic cyclic cyclic Cyclic cyclic Cyclic
Skew (=1 +2v, + | DKW | Skew Skew ) Skew g | gey
2v,)-constacyclic Nega- Nega- Nega- Nega- Cyclic | Cyclic
4 Y cyclic |cyclic |cyclic | cyclic Y
Skew (1 — 2v, — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V3 — 20, + 2V, 0,)- Cvelic | Cvelic | Cvelic Nega- Nega- | Nega-
constacyclic Y Y Y cyclic cyclic | cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V5 — 20, + 2V, V,)- T i Nega- i Nega- | Nega-
constacyclic Cyclie | Cyclic cyclic Cyclic cyclic | cyclic
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Tablo 3.3.12. B, lizerindeki skew cyclic ve skew nega-cyclic kodlardan elde

edilen skew constacyclic kodlar ( Devami )

Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
sz - 21.74 + 4’1711.72)' . . Nega' Nega' . Nega'
. Cyclic | Cyclic . . Cyclic .
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 2v3 + 4v,v,)- . . Nega- Nega- Nega- .
. Cyclic | Cyclic . . . Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (1 — 2v5 — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 2V11,)- . Nega- . . Nega- | Nega-
. Cyclic . Cyclic | Cyclic . .
constacyclic cyclic cyclic | cyclic
Skew (1 — 2v, — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v,)-constacyclic Cyclic Nega- Cyclic Nega- Cyclic Nega-
4 Y Y cyclic Y cyclic M cyclic
Skew (1—2v, — | Skew | W | ggew | SKEW | SKeW g
2v3)-constacyclic Cyclic Nega- Cyclic Nega- Nega- Cyclic
3 y cyclic cyclic | cyclic Y
Skew (1 — 2v; — Skew | OKEW | SKEW g skew | SKEW
2v,)-constacyclic Cyclic Nega- Nega- Cyclic | Cyclic Nega-
4 Y cyclic | cyclic cyclic
Skew (1—2v; — | Skew | oKW | SKeW  fgay [ SKW T Shew
2v3)-constacyclic Cyclic Nega- Nega- Cyclic Nega- Cyclic
3 cyclic | cyclic cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, + 2v,v,)- . Nega- Nega- Nega- . .
. Cyclic . . . Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, — 2V,1,)- Nega- . . . Nega- | Nega-
. . Cyclic | Cyclic | Cyclic . .
constacyclic cyclic cyclic | cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v3)-constacyclic Nega- Cyclic | Cyclic Nega- Cyclic Nega-
3 cyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew | Skew Skew | Skew Skew
2v,)-constacyclic Negg- Cyclic | Cyclic Nega- Nega- Cyclic
4 cyclic cyclic | cyclic
Skew (=1 + 2v, + SKew lskew [ SKOW |l spew | skew | KW
2v3)-constacyclic Nega- Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic Nega-
3 cyclic cyclic cyclic
Skew (—1+2v, + | oFW  Iskew | DKW Iguey | SKEW fghay
2v,)-constacyclic Negg- Cyclic Nega- Cyclic Nega- Cyclic
4 cyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v5 + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2V, + 2v,v,)- Nega- . Nega- Nega- . .
. . Cyclic . . Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
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Tablo 3.3.12. B, lizerindeki skew cyclic ve skew nega-cyclic kodlardan elde

edilen skew constacyclic kodlar ( Devami )

Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew
Skew Skew Skew
2v, + 2v3 — 4v,v,)- | Nega- Nega- . . . Nega-
. . . Cyclic | Cyclic | Cyclic .
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v, + 2v, — 4v,v,)- | Nega- Nega- . . Nega- .
. . . Cyclic | Cyclic . Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (=1 + 2v, + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v5 + 2v, — 2v,1,)- | Nega- Nega- Nega- . . .
) . . . Cyclic | Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (-1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v5 + 2v, — 2v,1,)- | Nega- Nega- . Nega- . .
) . . Cyclic . Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic cyclic
Skew (1 —2v; — | Skew |Skew | Skew | Skew ,S\l‘;eg‘g EZZ";
2v,)-constacyclic Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic eyclic | eyclic
Skew (1 = 2v, — Skew | Skew | Skew | KW |gkew | SKeW
204 + 2017;)- Cyclic | Cyclic | Cyclic | Ne93 | cyelic | Neda-
constacyclic Y Y Y cyclic y cyclic
Skew (1 - 2v, — Skew |Skew |Skew | SKeW | Skew iq o
2v3 + 2V, V) Cyclic | Cyclic | Cyclic Nega- | Nega- Cyclic
constacyclic cyclic cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew | Skew | W |skew | Skew | OKeW
204 + 2010;)- Cyclic | Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic Nega-
constacyclic cyclic cyclic
Skew (1 — 2v; — Skew | Skew | W |gpew | SKEW lgpew
203 + 2010;)- Cyclic | Cyclic Nega- Cyclic Nega- Cyclic
constacyclic Y Y cyclic Y cyclic M
Skew (1 = 2v; — Skew | Skew | oKeW | Skew g | Skew
20, + 4v17,)- Cyclic | Cyclic Nega- | Nega- Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic
Skew (1 — 2v, — Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v,v,)-constacyclic | Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic | Cyclic Nega-
172 cyclic cyclic
Skew (1 — 2v3 — skew | oKW lskew | skew | <Y | skew
2v,v,)-constacyclic | Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic Nega- Cyclic
172 cyclic cyclic
Skew (1 — 2v,)- Skew Skew Skew Skew Skew | Skew
constacyclic Cyclic Negg- Cyclic Neg‘.”" Cyclic | Cyclic
cyclic cyclic
Skew (1 — 2v,)- Skew | DKW | SKEW g ISkew | Skew
constacyclic Cyclic Negg- Negg- Cyclic | Cyclic | Cyclic
cyclic cyclic
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Tablo 3.3.12. B, lizerindeki skew cyclic ve skew nega-cyclic kodlardan elde

edilen skew constacyclic kodlar ( Devami )

Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
sz + 21.73 - 21.711.72)' Nega' . . . . Nega'
. . Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic .
constacyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
2v, + 2v, — 2v,v,)- | Nega- . . . Nega- .
. . Cyclic | Cyclic | Cyclic . Cyclic
constacyclic cyclic cyclic
Skew (—1 + 2v; + Skew Skew Skew Skew Skew Skew
203 + 2v,)- Nega- Cyclic | Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic cyclic
Skew (=1 + 2v, + Skew Skew Skew Skew Skew | Skew
203 + 204)- Nega- Cyclic Nega- Cyclic | Cyclic | Cyclic
constacyclic cyclic Y cyclic y y y
Skew (—1 + 2v, + Skew Skew Skew Skew Skew | Skew
20, + 2v; +2v, — | Nega- | Nega- Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic
4v,v,)-constacyclic | cyclic cyclic Y y y y
Skew (1 — 2v,)- Skew Skew Skew Skew Skew Skew
constacyclic Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic Nega-
cyclic
Skew
Skew (1 — 2v3)- Skew Skew Skew Skew Nega- Skew
constacyclic Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic BDctic Cyclic
Skew
Skew (1 — 2v, + Skew Skew Skew Neda- Skew | Skew
2v,v,)-constacyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic cycglic Cyclic | Cyclic
Skew
Skew (1 — 2v; + Skew Skew Neda- Skew Skew | Skew
2v,v,)-constacyclic | Cyclic | Cyclic cyc%ic Cyclic | Cyclic | Cyclic
Skew
Skew (1 — 2v,v,)- Skew Skew Skew Skew Skew
. . Nega- . . . .
constacyclic Cyclic eyclic Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic
Skew (=1+2vy+ | Skew g gew | Skew | Skew | Skew
2v; + 205 +2v, — | Nega- Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic | Cyclic
2v,V,)-constacyclic | cyclic Y Y M y y
Skew Skew Skew Skew Skew | Skew
Skew Nega-cyclic Nega- Nega- Nega- Nega- Nega- | Nega-
cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic | cyclic

Teorem 3313 C = 77161 @ T’ZCZ @ T]3C3 @ 77464 @ 77565 @ n6C6' Bq
lizerinde taniml1 skew A-constacyclic kod ve p;(x), p(x), p3(x), pa(x), ps(x), pe(x)

sirastyla €y, C5, C3, Cy, Cs Ve Cg kodlarinin iirete¢ polinomlar: olmak {izere

C = M1p1(x), M2p2(x), M3p3(x), Mapa(x), Msps(x), Meps(x))
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ve

IC| = q6n—(derp1(x)+derp2(x)+---+derp6(x))

dir.
Ispat: € =1;C; @ 126, D n3C3 D 14Cy B 15Cs D 6Co Ve

€ = (p1(x)),
C; = {p2(x)),
C3 = (p3(x)),
Cy = (pa (X)),
Cs = (ps (),
Cs = (ps(x))

olmak tzere

C= {c(x): c(x) =nymy(x)p1(x) + nym, () p2(x) + n3ms(x)p3(x) +
14My () p4 (%) + 15ms5 (X) ps (x) + Neme (x)ps (), m;(x) € Bylx,0],i = 1,2, ...,6}

dir. Dolayisiyla

C S (M1p1(x), M2p2(x), M3p3(x), Mapa(x),Msp5(x), Meps(x))

elde edilir. kq(x), ky(x), -+, ke(x) € By[x,0] / {(x™ — A) olmak {izere herhangi bir

N1k1 () p1(x) + 12k (X)pa(x) + - + ke (x)ps(x) €
(M1p1 (), M202(x),M3p3 (%), Mapa(x), M55 (x), Nepe (X))
i¢in,
(1=vy—v, —v3 = v+ V1v)k1(x) = (1 — vy — vy — V3 — vy + V0,17 (X)

(v1v2) k2 (%) = (v1v2)12(x)

Vake(x) = v,716(x)

olacak sekilde 7y (x), 1, (x), -+, 7 (x) € By[x, @] vardir. Bu durumda

(M1p1(x),M202(x), N33 (%), M4pa(x), M55 (x), Meps (X)) S C

elde edilir. O halde
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C = M1p1(x), 202 (%), M303(x), N4p4(x),M5p5(x), N6 P (X))
dir.
Ayrica |C| = |Cy] - |C2] -+ |Cg| oldugundan
IC| = q6n—(derp1(x)+derp2(x)+---+derp6(x))
dir.

Teorem 3.3.14. C;,Cy, -, Cg, Fq iizerinde tanimli sirasiyla skew, A,-
constacyclic, (49 + A1 + 4, + Ag)-constacyclic, (4, + A,)-constacyclic, (1y + 4;)-
constacyclic,  (Ay + A3)-constacyclic,  (1y + A4)-constacyclic ~ kodlar  ve
p1(x), p2(x), p3(x), pa(x), ps(x) Ve pg(x) sirasiyla bu kodlarin iirete¢ polinomlari

olsun. € =n,C; D 1,C, @ 13C5 D 14Cy D 1sCs D n6Cs, B, lizerinde tanimh n
uzunlugunda bir skew A-constacyclic kod ise C = {p(x)) olacak sekilde bir tek

p(x) = 11p1(X) + 1202 (%) +n3p3 (%) + N4pa(x) + 15p5(x) + 166 (X)
polinomu vardir ve p(x), x™ — A nin sag bolenidir.
Ispat: Teorem 3.3.13. den
C = M1p1(x), M2P2(x), N33 (%), N4p4(x), N5p5(x), N6 pe (X))

oldugunu biliyoruz. p(x) = 1n1p1(x) + 1202(x) + N3p3(x) + N4p4(x) + Ns5ps(x) +
NePe(x) olarak alinirsa (p(x)) € C elde edilir. Diger taraftan i = 1,2,3,4,5,6 igin

M1 (x) = 11p (%),
M202(x) = n2p(x),
M3p3(x) = n3p(x),
14ps(X) = 14p(x),
15ps(x) = nsp(x),
N6Ps(x) = N6p(x)
seklindedir. Boylece C < {(p(x)) dir. O halde C = (p(x)) bulunur.

i =1,2,3,4,5,6 icin p;(x) ler x™ — A polinomunun sag bolenleri oldugundan

x™ — A = k;(x)p;(x) olacak sekilde k;(x) € B,[x, @] vardir. Bu durumda

Xpo1 miki () p(x) = Xo_q nik; () Yooy mip; (x)
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= Yz Miki () p (x)
6
= M=) =x"~1
elde edilir. O halde p(x), x™ — A polinomunun sag bélenidir.

Not 3.3.15. h(x) = i-‘zohl-xiEBq[x,Q] bir polinom olsun. h(x) =

K 00 (hy_)x" polinomuna h(x) polinomunun skew reciprocal polinomu denir.

Sonu¢ 3.3.16. F, iizerinde tamml C;,Cy,C3,Cy, Cs,Cq kodlart sirasiyla,

p1(x), p2(x), p3(x), pa(x), ps(x), pe(x) tlireteg polinomlariyla iiretilen skew A,-
constacyclic, (1o + A4 + 1, + Ag)-Constacyclic, (4, + A;)-constacyclic, (1y + 1,)-

constacyclic, (1o + 13)-constacyclic, (1y + A4)-constacyclic kodlar olsun.
x™ = Ao = p1(x)hy(x) € By[x,0],
x" = (Ao + Ay + A5 + A5) = p(x)hy(x) € Bylx, 0],
x™ = (Ao + A1) = p3(x)h3(x) € Bylx, 6],
x" = (Ao + A2) = pa(X)hy(x) € Bylx, 0],
x" — (Ao + A3) = ps(x)hs(x) € Bylx, 6],
x™ = (Ap + A4) = pe(x)he(x) € Bylx, 6]
olmak lzere C = n,C; @ n,C, P n3C5 D 1nyCy D nsCs P neCy ise
Ct = (n1hy(x) + n2hy(x) 4+ n3h3(x) + 127 (x) + nshs(x) + nehe(x))
ve
|CL| = glerpr(0+derpy()++derpq(x)
dir.
Tanim 3.3.17. C, F, iizerinde tanimli 6n uzunlugunda bir kod olsun.
i=12--,6 olmak uzere aWeFr ve a=(a;a,.., am1)=

(@®]a@|a®|a®|a®|a®) € F§"* olsun. Her t = (to,ty,,ty_1) € FY igin

o(t) = (tn_1,to -, tn_y) € F7 0lmak iizere

®6. @é6n 6n
o< Fg" - Fy
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@ 09%(@) = ((a)]o(a)lo@®)|o(e®)lo(a)o(a®))

doniisiimii tammlansin. 6®°(C) = C ise € koduna indeksi 6 olan quasi-cyclic kod

denir.
Tanim 3.3.18. § = (A;:; € F;, 1 <i<s), n =ms, a' € F} olmak lzere 75,

doniistimii
Tss: Fg = Fg

7ss(atla®| -+ |a%) = (gg,2,(a)|oga,(a®)| |0 2,(a))
seklinde tammlansmn. 75,(C) = C oluyorsa, [, lizerinde tanimli n uzunlugunda

lineer C koduna indeksi s olan skew multi-twisted kod denir.
Onerme 3.3.19. 6 = Aoy Ao+ A1 + A, + A5, A0 + A, A0 + A5, 40 + 13,40 + Ay)

olmak tizere Woy ;4 = 156V dir.
Ispat: C, By iizerinde tanimli bir kod, t = (to, t1, -+, ty—1) € C Ve t; = b +
biv, + biv, + bivs + biv, + blv,v, olmak lizere
0g 2 (1) = (A@(tn—l): 0(ty), .-, Q(tn—z))

= (10(FH + (A8 H + 2,0(bF Y + 1,0(bF Y))v, + (1,60(bF 1) +
220(bg ™) + 2,0(b3 " D))vz + (A0(b3™H) + A30(bg ™) + 250 (b3 ))vs +
(A08(DF™1) + 240(bg ™) + A40(DF~ )y + (A0 (bF™) + 4,0(b3 ™) +
MBI + 2,0(bT ™) + 2,0 (bE™) + As0(bg ™) + A50(bT™H) + A50(b7 ™) +
As0(bE™1))v1v,, 0(bg) + 8(BY)vy + 6(b)v, + 6(b3)vs + O(bv, +
0(b3)vyvy,+,0(bg %) + 8(bT vy + O(bS2)v, + O(bF ™ H)vs + 0(bF v, +
(b3~ *)v1v,)

dir. Buradan,
(0 (t)) = (A0 (b5~ 1), 0(bg),+,0(bg ™), (Ao + A1 + A2 + A5)(O(bg™H) +

O(bT™") +0(b7 ™) + 6(bE™1)), 0(bg) + 6(b?) + 6(b) + 6(b3), -+, 0(bg ™) +
O(bT™) +6(b37%) + 8(b5™%),(Ao + A1) (8(bg ™) + 6(b1 1)), 6(bg) +
0(bY),+,0(bg™2) + 6(b1™2), (Ao + A2)(8(bg™") + 6(b3™1)), 6(bg) +
0(b2),+, (bg™%) + 0(b37%), (Ao + A3)(8(bg ™) + (b3 ™)), 6(bg) +
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0(b3), -, 0(bg™*) + 0(b37%), (Ao + A)(8(b5™) + (b1 ™)), 0(bg) +
0(b3),~+,0(bg™*) + 6(bi™2))

elde edilir. Diger taraftan,

W(t) = (b3,b}, ... bd 1, b3 + bY + b2 + b2, b} + b + b3 + b3, ..., BT+ b} +
by 1+ b2, b0 + b, b} + b, ...,b3 "t + b}, b + b2, b} + b3, ..., bE " +
b3 1, bd + b3, b} + bl, ..., b+ bE L, b8 + b2, b + b}, ..., bE 1+ b

dir, § = (Mg, Ao + A3 + Ay 4 g, Ag + A1, Ao + A3, A + A3, A + A,) 0lmak Uizere

T56(P (1)) = (oB(bg ™), 0(bg), ++,0(b5 ™), (Ao + 41 + A2 + A5)(O(bg ™) +
O(bT™H) + 0™ +6(b5™1)), 0(bg) + 6(bY) + 6(b2) + 6(bs),+,68(bg %) +
O(b1 ™) +6(b37%) + 0(bg™*),(A0 + 2)(8(bg ™) + 6(bT™ 1)), 6(bg) +
O(b1), -, 0(bg™%) + (b1 ™2), (Ao + 22)(8(b5™) + 6(b7™1)), 0(bg) +
0(b3),+,(bg %) + (b3 ™%), (Ag + A3)(8(bF ™) + 6(bF™1)), 6(bg) +
0(b3),++,0(bg~2) +0(b5™%), (Ao + A4)(O(bF™) + 6(b3™1)), 6(bg) +
0(bd),+,0(b5™*) + 6(by™?))
bulunur. Buradan,
Yoy = 156F
esitligi ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.20. C, B, iizerinde tanimli n uzunlugunda bir skew A-constacyclic
kod olmasi igin gerek ve yeter kosul W(C) nin F, iizerinde tanimli 6n uzunlugunda

indeksi 6 olan bir skew multi-twisted kod olmasidir.

Ispat: C bir skew A-constacyclic kod olsun. Bu durumda gy ;(C) = C dir. ¥
Gray doniisiimil uygulanirsa W (0 ;(C)) = W(C) elde edilir. Onerme 3.3.19. dan
756 (P(C)) = W(C) dir. O halde W(C) indeksi 6 olan skew multi-twisted koddur.

Tersine W(C) indeksi 6 olan bir skew multi-twisted kod olsun. Bu durumda
756(P(C) = WY(C) dir. Onerme 3.3.19. dan 754(¥(C)) = W(0e2(C)) = P(C) elde
edilir. ¥, 1-1 oldugundan ¢, ,(C) = C dir. O halde C bir skew A-constacyclic
koddur.

Ornek 3.3.21.q = 9, y? = ¥ + 1 olmak uizere

52



Fo = Fs[y]l = {01y, vy v v> vy}
={0,1,y,y + 1,2y + 1,2,2y,2y + 2,y + 2}
seklindedir. a € Fq i¢in 8(a) = a3 olacak sekilde Frobenius otomorfizmasini alalim.
x6—1=(+y?)?*(x+7%)*(x —2)(x — 1) € Fy[x, 0]
x6+1=02x°+y"x*+x3+ Qy+ Dx%2 —x+y + 2)(y —x) € Fox, 0]
p1(x) = po(x) = p3(x) = x> +y’x +1
alinirsa,
C,=C,=C3=(x*+y"x+1)
kodlar1 [Fq iizerinde 6 uzunlugunda skew cyclic kod olur.
pa(x) = ps(x) = pe(x) =y —x
alinirsa,
Cy=C5=Co=(y—x)
kodlar1 [Fq lizerinde 6 uzunlugunda skew nega-cyclic kod olur. Bu durumda
C = (N1p1(x) + M2p2(x) + 13p3(%) + Naps(x) + 1N5p5(x) + Nepe(x))
=(—x24+y"+1+ Wy +tv3+v, —vv)(—x2—y" —14+y —x))

kodu By iizerinde 6 uzunlugunda skew A = (1 —2v, —2v; — 2v, + 2v,V,)-

constacyclic kod olur.

Ayrica i =1,2,--,6 icin 1 = (¥1)2 =1 oldugundan A2 =1 olur. Bu
durumda C bir self-dual kod olur. O halde W(C), Fq iizerinde [36,27,3] self-dual
koddur. Ayn1 zamanda 6 = (1,1,1,—1,—1,—1) segilirse W(C) skew multi-twisted
kod olur.

Ornek 3.3.22. q = 25, F,5 = Fs[y] ve y? = y + 3 olmak Uzere a € F,5 igin

0(a) = a® olacak sekilde Frobenius otomorfizmasini alalim.
x®=1=*+yHx+ D - D® Fy?°) € Faslx, 6]
x0+1=(0?+y®)(x—3)(x—2)(x? +¥'%) € Fys[x, 0]

pr(0) = (= DO* +7%) = x° = x? + ytx =y
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alinirsa
C, = (63 — x% + yx — y2°)

kodu [F,s lizerinde 6 uzunlugunda skew cyclic kod olur.

P2(x) = p3(x) = pa(x) = ps(x) = pe(x) = (x — 2)(x* + ')
=x3 — 2x% + y8x — 2y

alinirsa
C,=C3=C,=C5 =Cg=(x3—2x%+7y8 —2y1%)
kodlar1 [F,5 iizerinde 6 uzunlugunda skew nega-cyclic kod olur. Bu durumda

C = (x3 — x2 + y*x — y?0
+ (v + vy + V3 + v, —v0,) (% — xy* + 20 — 2x% + y8x
—2y'®))

kodu B,c lizerinde 6 uzunlugunda skew (1 — 2v; — 2v, — 2v3 — 2V, — 2V, V;) —

constacyclic kod olur.

Ayrica 2?2 =1 oldugundan A% = 1 olur. Buradan C bir self-dual koddur. O
halde W(C), F,s tizerinde [36,18,3] self-dual koddur. Ayni zamanda & =
(1,—-1,-1,-1,—-1, —1) segilirse ¥(C) skew multi-twisted kod olur.

Ornek 3.3.23. q = 25, F,s = Fs[y], v? = y + 3 ve n = 12 olmak lizere
a € F,s i¢in B(a) = a® olacak sekilde Frobenius otomorfizmasini alalim.
,01(X) = ,04(x) = xZ + (ZV + 3)x - 2]/ —2€ ]F25[X', 0]!

p2(x) = p3(x) = ps(x) = pe(x) = x° +yx* +y8x3 +y2 2 +y* x4yt e
]FZS[xl 9]

secilirse,
C,=C,=&*+Q2y+3)x—2y—2)
C, =C3=0Cs=Cq=(x"+yx*+y8x3 +y2x? + y?1x + y11)

olmak Uzere C;,C, kodlar1 F,s iizerinde 12 uzunlugunda skew cyclic kodlar, Cs,

Cs, Cs, Cg kodlar [F,¢ lizerinde 12 uzunlugunda skew nega-cyclic kodlar olur.

Bu durumda,
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C=x>+Qy+3)x—2y -2+ W +v3+tv)yx*+ A +y®)x3 +
G2 -Dx*+ @ =2y -3x+ 2y +2+yH

kodu B,g tlizerinde 12 uzunlugunda skew (1 — 2v; — 2v; — 2v,) — constacyclic

kod olur.

Ayrica 2?2 =1 oldugundan A% = 1 olur. Buradan C bir self-dual koddur. O
halde W(C), F,s tizerinde [72,48,4] self-dual koddur. Ayni zamanda & =
(1,-1,-1,1, -1, —-1) segilirse ¥(C) skew multi-twisted kod olur.

NOt 3324 Her b S bO + blvl + bzvz + b3173 + b4v4 + bsvlvz € Bq igin @

otomorfizmasi,
0(b) = 6(bg) + 0(b)vy + 0(b1)v, + 0(b3)vs + 0(bs)vy + 0(bs)v, v,

seklinde tanimlanarak benzer teori ve sonuglar elde edilebilir.
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4, SONUC

Bu tezde, vZ =v,, v2 =v,, VI =v;, VI =1V, ViV, = Vv, VU3 =0,
vV, =0, vov, =0, vov, =0, v3v, =0 ve g = p™, p bir tek asal, m pozitif bir
tamsayr olmak lizere B, =F, + v;F, + v,F, + v3F,; + v,F, + v, v,F, sonly,
birimli, degismeli halka ailesi tanimlanarak bu halkanin 6zellikleri incelendi. Bg' den
F§" e bir Gray dénisiimii verildi. B, halka ailesi Uzerinde asikar olmayan bir @
otomorfizmasi tanimlanarak bu otomorfizmayla yardimiyla B,[x, @] polinom halkasi

olusturuldu. Daha sonra bu halka Gzerinde A birimsel elemani yardimiyla skew A-
constacyclic kodlarin cebirsel 6zellikleri incelendi ve bu kodlarin Gray

goruntdlerinin FF, {izerinde skew multi-twisted kodlar oldugu gosterildi. Son olarak
B, Uzerinde skew A-constacyclic kodlara bazi 6rnekler verildi. Boylelikle minimum
uzaklig1 yiiksek ve daha genis kod aileleri elde edebilmek amaciyla B, Uzerinde

skew A-constacyclic kodlar tanimlandi.

B, halka ailesi iizerinde tanimlanan skew constacyclic kodlardan quantum

kodlar ve 4 = 1 alinarak skew cyclic kodlardan DNA kodlar elde edilebilir. Ayrica

B, halkas1 k parcaya genellestirilerek benzer ¢alismalar yapilabilir ve parametreleri

daha iyi olan farkli kodlar bulunabilir.
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