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Bu tez calismasinda ideal (Dorroh) Genislemesi incelenmistir. On bilgiler kisminda
halkalar hakkinda temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Daha sonra degismeli ve
birimli halkalarda bazi ideallerin yapisi ve 6zellikleri incelenmistir. Ozel olarak 7, ve

7:x 7., halkasinin ideallerine yer verilmistir. Ayrica ideal genislemesiyle ilgili tanim,
teorem ve ozellikler belirtilmis ve ideal genislemesinin ideal yapisindan bahsedilmistir.

Son olarak Z* 7, ideal genislemesinin bazi idealleri karakterize edilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Dorroh [1] 1932 vyilinda yayinladigi makale ile halka genislemesi fikrinin 6ncisi
olmustur. Dorroh genislemesinde ilk olarak birimsiz bir halkay: birimli bir halka icine
gomme fikrinden yola c¢ikilmistir. Bu konu hakkinda calismalar yapilmis olup, De alwis
[2] Z Dorroh genislemesi olan Z* 7 halka genislemesiyle ilgilenmis ve bazi sonuglara
ulasmistir. Daha sonra Cannon and Neuerburg [3] birimli bir halkanin Dorroh
genislemesinin bu halkalarin kartezyen carpimina izomorf oldugunu goéstermis ve
halkanin yapisini, bazi ideallerini incelemistir. Mesyan [4] R birimli ve I birime sahip
olmasi gerekmeyen bir halka iken, I yi R—R bimodilken alarak R=1

genislemesinin ozelliklerini asal ve maksimal ideallerini karakterize etmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada ideal Genislemesi olarak adlandirilan halka genislemesinin yapisi ve
idealleri Gzerinde durulmus, yapilan bazi ¢alismalara yer verilmis ve 0zel olarak n

pozitif tamsayl iken Z*7Z  genislemesinin bazi 6zel ideallerini karakterize etmek

amaclanmistir.

1.3 Hipotez

ideal genislemesindeki ideal yapisi géz 6niine alinmistir. R birimli bir halka iken Zx R

ile Z*R halkalari arasindaki izomorfizmadan vyararlanilarak R=7Z, i¢in, Z*7Z,

genislemesinin bazi 6zel idealleri karakterize edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez calismasi icerisinde kullanilacak olan temel kavramlar verilecektir.

“w u

Tanim 2.1 R bostan farkli bir kiime ve R lizerinde “+” ve ikili islemleri tanimh

olsun. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (R,+,-) Uclisline halka denir.
(R1) Her a,b,ceR icin (a+b)+c=a+(b+c).

(R2) Her a,b € R igin (a+b)=(b+a).

(R3) Her a e R igin a+0, =0, +a =a olacak sekilde bir 0, € R vardir.
(R4) Her a e R igin a+(-a)=(-a)+a=0, olacak sekilde bir —a € R vardir.
(R5) Her a,b,ce R igin (a-b)-c=a-(b-c).

(R6) Her a,b,ce R icin a-(b+c)=(a-b)+(a-c).

(R7) Her a,b,c €R igin (a+b)-c=(a-c)+(a-b) [5].

Ornek 2.1 (Z,+,), (R, +,-), (Q+),(C+-) ve n pozitif tamsayisina gére kalan sinifi

halkasi olan (Z,,,®,©) birimli ve degismeli halkalardir.

Ornek 2.2 R, R,,....,R, halkalariicin R xR, x..xR = {(al,az,...,an)|al. eR,i=12,..,n}
kartezyen c¢arpim kimesi, (q,.a,,...,a,),(b,,b,,...b,) e R xR, x...xR  olmak Ulzere
(a,,a,,...,a,)+(b,,b,,....b)=(a,+b,a,+b,,...,a,+b,))

(a,,a,,...,a,)(b.b,,...b) =(ab,,a,b,,...,ab,) islemleri altinda bir halkadir [6].

2



Tanim 2.2 R bir halka olsun.

i) Eger her a,b e R icin ab =ba oluyorsa R ye degismeli halka denir.

ii) Eger her a€R igin ea=a=ae oluyorsa ec R ye birim eleman denir. Eger R

halkasi birim elemana sahipse R ye birimli halka denir [5].

Tanim 2.3 R birimli bir halka olsun. Bir u € R igin uv =vu =1, olacak sekilde bir ve R

varsa u ya birimsel (terslenebilir) denir. Burada v elemanina da u nun tersi denir ve

u”" ile gosterilir. Ayrica birimsel elemanlar kiimesi U (R) ile gosterilir [7].

Ornek 2.3 7 tamsayilar halkasi igin U(Z)={1,-1} ve 7, kalan sinifi halkasi igin

U(Z,)={acZ,| (a,n)=1} dir. Béylece U(Z,,) ={1,5,7,11} olarak elde edilir.
Tanim 2.4 R bir halka olsun. a € R icin eger ab =0, olacak sekilde bir 0#b € R varsa
a elemanina sifir bélen denir. Ayrica sifir bélenler kiimesi Z(R) ile gosterilir [6].

Ornek 2.4 i) 7Z tamsayilar halkasi icin Z(Z)=0 dir.
ii) 7. halkasiigin Z(Z,)={a/|(a,n) #1}L{0} dir.

Tanim 2.5 Degismeli, birimli ve sifir disinda sifir boleni olmayan bir halkaya tamlik
bolgesi denir [6].

Ornek 2.5 7Z tamsayilar halkasi bir tamlik bélgesidir.

Tanim 2.6 Birimli bir R halkasinda sifir disindaki tim elemanlar birimsel ise R

halkasina bolenler halkasi denir. Degismeli bélenler halkasina cisim denir [7].

Teorem 2.1 Her cisim bir tamlik boélgesidir. Ancak bu teoremin tersi genellikle dogru

degildir [7].
Teorem 2.2 Her sonlu tamlik bélgesi cisimdir [7].

Ornek 2.6 (C,+,-), (R,+,-)halkalari birer cisimdir. p asal sayl olmak lizere Zp halkasi

cisimdir. (Z,+,-) halkasi bir tamlik bolgesidir ancak cisim degildir.
Tanim 2.7 R bir halka olmak lizere bir a € R igin

i) a" =0 ise a elemanina nilpotent eleman,



ii) a* =a ise a elemanina idempotent eleman denir [7].

Ornek 2.7 (Z,+,-) halkasinin tek nilpotent elemani 0, idempotent elemanlari ise 0 ve 1
dir.

Tanim 2.8 R bir halka olmak tizere 0 # p € R birimsel olmayan bir eleman olsun.

i) a,beR igin p|ab iken p|a veya p|b oluyorsa p elemanina R halkasinin asal

elemani denir.

ii) a,beR icin p=ab iken acU(R) veya beU(R) oluyorsa p elemanina R

halkasinin indirgenemez elemani denir [6].

Ornek 2.8 Tamlik bdlgesinde her asal eleman indirgenemez elemandir. Ancak tersi

dogru degildir.

Tanim 2.9 R bir degismeli halka ve & =1 < R olsun.

i) Her a,beR icin a—bel

ii)Her ael ve r € R igin rael oluyorsa I ya R nin bir ideali denir [6].

Ornek 2.9 7 tamsayilar halkasinin idealleri [ ={nk|keZ}=nZ formundaki

kiimelerdir [5].

Ornek 2.10 Bir R halkasinda {0,} ve R, R nin idealleridir. Eger R nin bir / ideali i¢in

I #R ise I 6z (esas)ideal adinialir [8].

Tanim 2.10 R bir halkave I, R nin bir ideali olsun.

\/Tzz{reR:r"eIoIacak sekilde neN vardir} kimesi R nin I vy kapsayan bir

idealidir ve bu kiimeye I idealinin radikali denir. Rad(I) seklinde de gosterilir [8].

Onerme 2.1 I ve J, R halkasinin idealleri olsun. O halde asagidakiler saglanir:

) ST =TT
i) VT =T

ii)7+JJ =R<I+J =R

iv) VIJ =TT =TT 16l



Ornek 2.11 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Her reR igin

r+1={r+z|zel} seklindeki tim kosetlerin kiimesi 1% olarak tanimlansin. O halde
(a+1),(b+1)ef% icin (a+D)+b+I1)=(a+b)+1 ve (a+I)b+1)=(ab)+1 olarak

tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleriyle 1% bir halkadir. (RI’JF") halkasi bolim

halkasi adini alir [5].

Ornek 2.12 %Z ={a+nZ|aeZ}={0+nZ, 1+nZ,..., (n—1)+nZ}.

Onerme 2.2 R,R,,...R  halkalarinin kartezyen carpimi R=R xR, x..xR halkasi
olsun. Vie{l,2,...,n} icin I,, R. lerin bir idealiise I =1 x1,x..xI , R halkasinin bir
idealidir. Ayni sekilde 7, R halkasinin bir ideali ise I =1,x1,x...xIolacak sekilde,

Vie{l,2,...,n} igin R, halkasinda bir I, ideali bulunabilir [6].

Tanim 2.11 (R,+,-) ve (S,®,®) iki halka ve f: R — Sasagidaki kosullari saglayan bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f ye bir halka homomorfizmasi denir:

i) Her a,b e R icin f(a+b)= f(a)® f(b)

ii) Her a,b e R igin f(a-b)= f(a)® f(b) [5].

Tanim 2.12 f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun.

i) f, 1-1ise f ye monomorfizma,

ii) f,Ortenise f ye epimorfizma,

iii) f,1-1veOrtenise f yeizomorfizma denir [7].

Tanim 2.13 7, R halkasinin bir ideali olsun. 7:R— R z(ry=r+1 ile tanimli

II

fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. 7 ye dogal (kanonik) homomorfizma denir [9].

Tanim 2.14 f:R—S homomorfizmasi bir izomorfizma ise R ve S ye izomorf

halkalar denirve R= S ile gosterilir [10].

Tanm 215 f: R—S bir homomorfizma olsun. f nin ¢ekirdegi

Cekf ={aeR| f(a)=0g}=f7'(0,) ile tanimhdir [10].



Teorem 2.3 f:R— S bir halka homomorfizmasi olsun.

i) Cekf , R nin bir idealidir.

i) £ nin 1-1 olmasi icin gerek ve yeter kosul Cekf ={0,} olmasidir.
iii) Eger f bir izomorfizmaise f~':S — R bir izomorfizmadir.

vy R ~ . .
iv =~ f(R)(Homomorfizma Teoremi) [10].

) B s =1 (R)( ) [10]
Sonu¢ 2.1 f:R — S orten bir homomorfizma ise %ekf =~ § dir [10].

Ornek 2.13 n pozitif tamsayi olmak lzere Z halkasinda <n> idealini alalim. <n> nin

7, kimesindeki kosetleri a € Z olmak lzere a+<n>:{a+qn|qu} seklindedir. O
halde f:Zn%%ny f(Zl):a+<n> ile  tamimlanan fonksiyon bir halka
izomorfizmasidir [5].

Ispat a=b olsun. O halde n|la—b yani a—b=nqg olacak sekilde geZ vardr.
Buradan a—be<n> dolayisiyla a+<n>=b+<n> oldugu gorilir. f fonksiyonu iyi
tanimhdir ve ayni sekilde f(;l):f(l;) iken a=b oldugundan birebirdir. f nin tanimi

geregi her a+(n)e %@) icin aeZ, ve f(a)=a+(n) oldugundan f ortendir.
Ayrica

fla+b)=fa+b)=(a+b)+(n)=(a+(n)+®+(n) = f(@)+f(b)

f(ab) = f(ab) = (ab)+(n) = (a+(n))b+(n)) = f (@) f (b)

saglandigindan f bir homomorfizmadir. Béylece f, 7, den %@ ye izomorfizma

olur [5].

Teorem 2.4 [ ve I, , I, 1, olacak sekilde R halkasinin iki ideali olsun. O halde

(%j =R/ dir [6].
)7




Tanim 2.16 f:R — S halka homomorfizmasi altinda;
i) J, S nin bir ideali ise f"(J)gR idealine, J nin kisitlanisi denir ve J¢ ile gosterilir.

ii) 7, Rnin biridealiise f(I) nin S de Urettigi ideale I nin genislemesi denir ve [°
ile gosterilir [6].
Sonu¢ 2.2 f:R— S bir 6rten homomorfizma ise R nin bir [ idealinin genislemesi

I°=f(1)S=f(1)drle].

Onerme 2.3 [, ile I,, R halkasinin ve J, ile J, de S halkasinin idealleri olsunlar.

f :R— S halka homomorfizmasina gore:
i) ([, +1) =1+
i) (1,1, =II¢

iii) (J, NJ,) =J° AT,

iv) (7, = [/" [6l.

Tanim 2.17 f:R—S halka homomorfizmasi altinda R nin tim ideallerinin
genislemelerinden olusan kime &;={I°:1€I(R)} ve S nin tim ideallerinin

kisitlamasindan olusan kiime ise C, ={J“:J €I(S)} ile gosterilir [6].

Sonu¢ 2.3 f:R— S bir 6rten halka homomorfizma ise C, ={l € I(R):Cekf 1} ve
&g =1(S)dir. O halde 6rten bir homomorfizma altinda R nin Cekf vyi kapsayan

idealleriile S nin tim idealleri arasinda bire bir esleme vardir [6].



BOLUM 3

BiR HALKANIN iDEALLERI

Bu bolimde R halkasi birimli ve degismeli halka olarak alinacaktir.
3.1 Asal idealler
Tanim 3.1 Pc R bir 6z ideali olsun. a,b€R i¢in abe P iken ac P veya be P

oluyorsa, P idealine asal ideal denir [8].

Tanim 3.2 Bir R halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesine halkanin Spektrumu denir
ve Spec(R) ile gosterilir [8].

Teorem 3.1 R bir tamlik bolgesi olsun. (0)# (p) nin asal ideal olmasi igin gerek ve

yeter kosul p nin asal eleman olmasidir [10].

ispat (p) asal ideal olsun. a,be R igin p|ab kabul edelim. Buradan ab = pc olacak
sekilde ¢ e R vardir. Boylece abe(p) dir. Kabul geregi (p) asal ideal oldugundan
ac(p) veya be(p) dir. O halde a=pt, veya b= pt, olacak sekilde 3¢.z, eR

vardir. Boylece p|a veya p|b oldugundan p asaldr.

Tersine pe R asal eleman olsun. a,be R igin abe(p) oldugunu kabul edelim.
Buradan ab = pc olacak sekilde ¢ € R vardir. Boylece p|ab dir. Kabul geregi p asal
oldugundan p|a veya p|b elde edilir. O halde a = pt, veya b= pt, olacak sekilde

dt,,t, € R vardir. Béylece a € (p) veya b e(p) oldugundan (p) asal idealdir [10].

Not 3.1 R bir halka olsun. R tamlik bolgesi iken sifir ideali R nin asal idealidir. Clnki

a,beR icin ab=0 iken R tamlk boélgesi oldugundan a =0 veya b =0 dir [8].



Ornek 3.1 Z halkasinin tiim asal ideallerini belirleyiniz [8].
Teorem 3.1 geregi p asal olacak sekilde (p) asal idealdir. Ayrica Z halkasi tamhk

bolgesi oldugundan (0) ideali asal idealdir. O halde Spec(Z)=(0)U{pZ| pasal}olur.

Onerme 3.1 7, R halkasinin bir ideali olsun. I nin asal ideal olmasi icin gerek ve yeter

kosul % nin tamlik bolgesi olmasidir [8].

ispat 7/, R halkasinin asal ideali olsun. Kabul edelim ki (a+1)61% igin

(a+1)b+1)=0+1=1 olacak sekilde (b+I)eI% olsun. Buradan ab+1=0+1

dolayisiyla abel olur. I asal ideal oldugundan ael veya bel dir. O halde

a+1=0+1 veya b+1=0+1 olarak bulunur. Boylece R/, sifir disinda sifir béleni

olmayan bir halka olur.
Tersine 1% tamlik bolgesi olsun. Kabul edelim ki abel ve bgl olsun. O halde

ab+1=0+1 ve b+I1+#0+1 dir. Buradan (a +)(b+1)=0+1=1 ve I% tamlik
bélgesi oldugundan a+1=0+1 olur. Bdylece a € I bulunur, I asal idealdir [8].

Ornek 3.2 Birbirini kapsamayan iki asal idealin kesisimlerinin asal olmayacagini

gosteriniz [10].
P, P, bir R halkasinn K & P, ve P,z F, olacak sekilde asal idealleri olsun. Bu

durumda a, € B\P, ve a, € P\P vardrr. Boylece aa, € PNP, bulunur. Ancak

a, & BENP ve a, ¢ NP, oldugundan B, NP, asalideal degildir.

Teorem 3.2 /, R nin bir idealive J de I yi kapsayan R nin bir ideali olsun. % nin

I% halkasinin asal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul J nin, R halkasinin asal

ideali olmasidir [8].



ispat J, R halkasinin asal ideali olsun. O halde Onerme 3.1 geregi 1% tamlik

bolgesidir. J, I yi kapsayan bir ideal oldugundan Teorem 2.4 geregi (%): 1%

dir. Boylece /J tamlik bolgesi oldugundan % % halkasinin asal ideali olur.

Tersine %, 1% halkasinin asal ideal ise (%):% tamlik bolgesidir. 1%

tamlik bolgesi oldugundan J, R nin asal idealidir [8].

Ornek 33  Z/60Z bolim  halkasinin  asal ideallerini  bulunuz  [8].
Z/60Z halkasinin idealleri n|60 olacak sekilde 607 yi kapsayan J =nZ olmak tzere
J/60Z ideallerinden olusur. Asal idealleri ise bu n sayilari iginde asal olanlardir. O

halde Z/60Z halkasinin asal idealleri 27Z,/60Z, 37,/60Z ve 57,/60Z olur.

Ornek 3.4 P, R halkasinin asal idealiiken ¥P" =P (neN) dir [8].

Ispat Timevarim uygulanirsa n=1 igin Pgﬁ dir. Ters kapsama igin ae\/F alinirsa
a" € P olacak sekilde neN vardrr. Buradan a"=aa"' €P ve P asal ideal

oldugundan a e P dir. Dolayisiyla «/ﬁgP dir. Boylece P=\/F olur. n=k igin

JP“ = Pdogru olsun. O halde n=k+1 icin NP =P P=P AP=\P =P

olup, istenilen elde edilir.

Tanim 3.3 R halkasinin bir § alt kimesi asagidaki kosullari saglyorsa bu kiimeye

¢arpimsal kiime denir:
ijleS
ii) Her s,,5, €S iken s;5, € § dir [8].

Ornek 3.5 P, R nin asal idealiiken R\ P bir carpimsal kiimedir [8].
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Tanim 3.4 [, R  halkasinin bir ideali olsun. [ idealinin varyetesi

Var (I)={P eSpec(R): P21} kiimesi olarak tanimlanr. Ayrica

Rad ()= () P= ()] P8l

Pe Var (I) Pe Spec (R)
Teorem 3.3 I, R halkasinin bir 06z ideali olsun. O halde
Var (I)={P eSpec(R): P21} kiimesi en az bir minimal elemana sahiptir. Minimal
elemana I nin minimal asal ideali ya da 7 yi iceren minimal asal denir. Bu kiime

Min(1I) ile gosterilir [8].

Sonug 3.1 /, R halkasinin bir 6z ideali olsun. O halde Rad (I)= ﬂ P dir [8].

Pe Min (1)

Onerme 3.2 R ve S iki halka olmak lizere f: R — S 6rten bir homomorfizma olsun.

i) P, S halkasinin asal idealiiken P, R halkasinin asal idealidir.

ii) P', R halkasinin asal ideali ve Cekf — P' iken (P")°, S halkasinin asal idealidir
[6].
Ispat i) Kabul edelim ki P, S halkasinin asal ideali olsun. P nin R halkasinin asal

ideali oldugunu gostermek igin a,b € R i¢in ab € P° alahm. Buradan f(ab)e P ve f

homomorfizma oldugundan f(a)f(b)e P olur. Ayrica P asal ideal oldugundan

f(a)e P veya f(b)e P olur. Boylece ae P° veya be P° bulunur. O halde P, R

halkasinin asal idealidir.

ii) Kabul edelim ki P', R halkasinin asal ideali olsun. a,beS igin f  Orten
oldugundan f(r)=a ve f(r,)=b olacak sekilde r,r,€R vardir. (P)° nin §
halkasinin asal ideali oldugunu gostermek icin abe(P")° alalim. Buradan
ab=f(r)f(r,) = f(nr)e(P) dir. f(rr,)e(P") ve Cekf — P'oldugundan rr, € P'
olarak bulunur. Kabulden P', R halkasinin asal ideali oldugundan r, € P' veya
r, € P' olmalidir. Béylece a= f(r,) e(P") veya b= f(r,) €(P") olur. O halde (P")°,
S halkasinin asal idealidir.

Teorem 3.4 7, halkasinin asal idealleri su sekildedir:

11



i) n=p iken 7 halkasinin asal ideali <(_)> idealidir.
ii) n= pq iken Z, halkasinin asal idealleri <p> ve < > idealleridir.
iii) n= p* iken 7, halkasinin asal ideali <E> idealidir.

iv) n=p/py..p iken Z, halkasinin asal idealleri 1<i<m olmak uzere <E>

idealleridir.

ispat %@Ezn oldugundan %@ ile Z, halkasinin idealleri arasinda bire bir egleme

vardir. Z halkasinin asal idealleri <0> ve p' asal olmak uzere <p'> oldugundan %@
bélum halkasinin asal idealleri (n) = (p') yani p'|n olmak tizere <p'><n> idealleridir.
O halde %@ bélim halkasinda p'|n olmak Uzere <p'><n> asal ideallerine 7

halkasinda < > asal idealleri karsilik gelir.

i) <p'><n> H<;'> icin p'|n ve n=p oldugundan p'=p dir. O halde

<;‘>:<1_)>:<(_)> dir. Béylece n=p iken Z, halkasinin asal ideali <0> idealidir.

i) <p%z> H<;'> icin p'|n ve n=pq oldugundan p'=p veya p'=gq olur. O
halde <;> < > veya < '> <§> olur. Boylece n=pq iken 7,k halkasinin asal

idealleri <_> < > idealleridir.

iii) <p'><n> H<;'> icin p'|n ve n=p* oldugundan p'= p olur. O halde <;‘>:<E>

olur. Béylece n= p" iken 7, halkasinin asal ideali <E> idealidir.
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iv) <p'><n> H<;> icin p'|n ve n=plpl.p oldugundan 1<i<m olmak lzere

k,

p'=p, dir. O halde <;’>:<E> olur. Bdylece n=p pi...p iken Z, halkasinin asal

idealleri 1<i <m olmak lzere <E> idealleridir.

Teorem 3.5 R, ve R, degismeli ve birimli iki halka olsun. R=R xR, halkasinin tim

asal idealleri;

i) B, R, halkasinin asal ideali olmak tizere I = B xR,
ii) P,, R, halkasinin asal ideali olmak tizere I = R, x P, formundadir [11].

ispat Kabul edelim ki P, R, halkasinin asal ideali olsun. I=PxR, idealinin
R=R xR, halkasinin asal ideali oldugunu gosterelim. (a,b),(c,d)<€ R xR, igin
(a,b)(c,d)=(ac,bd) € F, xR, olsun. Buradan ace P, ve P, R halkasinin asal ideali
oldugundan a € P, veya c € F, dir. Boylece (a,b) e E xR, veya (c,d)e P, xR, olur. O
halde F xR, asal idealdir. Kabul edelim ki P,, R, halkasinin asal ideali olsun.
I =R xP, idealinin R=R xR, halkasinin asal ideali oldugunu géstermek igin
(x,y),(z,t) e R xR, igin (x,y)(z,t)=(xz,yt) € R xP, olsun. Buradan ytre P, ve P,
R, halkasinin asal ideali oldugundan ye P, veya te€ P, dir. Boylece (x,y)eR xP,
veya (z,t) € R, x P, olur. O halde R, x P, asal idealdir.

Simdi R halkasindan alinan herhangi bir asal idealin yalnizca bu iki formda oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki I;, R, halkasinin 1I,, R, halkasinin ideali olmak Gzere
I=1xI,, R halkasinin asal ideali olsun. (a,b)el xI, alalm. Buradan
(a,1; )1y ,b)=(a,b) € I, x1, yazabiliriz. I, xI,, R halkasinin asal ideali oldugundan
(a1, )el,xI, veya (l;.b)el xI, olarak bulunur. O halde 1, €/, oldugundan
I, =R, veya l; €I, oldugundan I, =R, olmalidir. Kabul edelim ki I, =R, olsun.
Boylece kabulden I, xR,, R halkasinin asal idealidir. $imdi a,b € R, i¢in ab € I, olsun.
Buradan (a,ORZ)(b,ORZ)=(ab,0)ellxR2 yazabiliriz. I, xR, asal ideal oldugundan

(a,0, ) €1, xR, veya (b,0, ) €I, xR, olur ki bdylece a €1, veya b e, dir. O halde [,
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R, halkasinin asal idealidir. Benzer sekilde I, =R, kabul ettigimizde 1,, R,
halkasinin asal idealidir. Boylece R halkasindan alinan I asalideali B, R, halkasinin
asal ideali olmak lzere B, xR, veya P,, R, halkasinin asal ideali olmak lUzere R xP,

formundadir.

Sonug¢ 3.2 7Zx 7, halkasinin asal idealleri su sekildedir:

i) n=p iken Z  halkasinin tek asal ideali <(_)> ve p'eZ asal olmak Uzere Z halkasinin

asal idealleri (0) ve (p') oldugundan ZxZ, halkasinin asal idealleri (0)xZ

(p"YXZ, ve Z><<(_)> idealleridir.

ii) n=pq iken Z  halkasinin asal idealleri <;> ve <q>, p'e€Z asal olmak lzere Z
halkasinin asal idealleri <0> ve <p'> oldugundan 7ZxZ, halkasinin asal idealleri

(0)xZ,, (pYXZ,, Z><<1_9> ve Zx<5> idealleridir.

iii) n=p" iken Z  halkasinin asal ideali <;> ve p'eZ asal olmak lzere Z halkasinin
asal idealleri <O> ve <p'> oldugundan 7ZxZ, halkasinin asal idealleri <O>><Z

n’

(pYXZ, ve Z><<1_9> idealleridir.
iv) n=p"p,°..p," iken 1<i<m olmak iizere Z, halkasinin asal idealleri <;’> ve

p'eZ asal olmak lzere 7Z halkasinin asal idealleri <0> ve <p'> oldugundan Zx7,

halkasinin asal idealleri (0)xZ,, (p')xZ, ve Zx<;i> idealleridir.

3.2 Asalimsi idealler

Tanim 3.5 O, R halkasinin bir 6z ideali olsun. a,b R igin abe Q iken ae Q veya

b" €@ (neN) oluyorsa Q idealine asalimsi ideal denir. Bu ifade baska bir deyisle

a,beR igin abe Q iken aeQ veya be\/a olmasina denktir [8].

Not 3.2 Bir R halkasinda her asal ideal asalimsidir ancak tersi her zaman dogru
degildir. 7 tamsayilar halkasinda 47 asalimsi idealdir ancak asal ideal degildir. Clnkii

2.2 €47 iken 2 ¢ 47 dir [8].
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Teorem 3.6 7, R halkasinin bir ideali olsun. I idealinin asalimsi olmasi igin gerek ve

yeter kosul % nin asikar olmamasi ve her sifir bélen elemanin % halkasinda

nilpotent eleman olmasidir [8].
ispat / asalimsiideal olsun. O halde R nin 6z idealidir yani 1 # R dir. Dolayisiyla f%

asikar halka degildir. Kabul edelim ki b€ R olacak sekilde b+1, 1% da sifir bolen

eleman olsun. O halde (a+1)(b+1)=0+1 olacak sekilde a+1 #0+1 vardir. Boylece
abel ve a#1 dir. I asalimsi ideal oldugundan abel ve agl iken b" el
(neN) olmalidir. Buradan 5" +1=0+1 ve dolayisiyla (b+1)" =1 elde edilir. Sonug
olarak b+ I nipotent eleman olarak bulunur.

Tersine, 1% halkasinda her sifir bélen eleman nilpotent olsun. I nin asalimsi ideal

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki abel ve agl olsun. Buradan

ab+I1=@+1)b+I1)=1 ve (a+I)¢O+Ie% elde edilir. Boylece b+1, % da
sifir bolen elemandir. Kabulden her sifir bélen eleman nilpotent oldugundan b+1,
1% halkasinda nilpotent elemandir. O halde neN olmak lzere (b+1)" =0+1 olur.

Buradan b" eI bulunur. Béylece I asalimsiidealdir [8].

Teorem 3.7 O, R halkasinin asalimsi ideali olsun. P:\/@, R nin bir asal idealidir ve
Q ya P -asalimsi denir. P, Q yu igeren asal idealler icinde en klglk olanidir. P, QO
nun tek minimal asal idealidir [8].

ispat 1¢Q iken 1¢./O =P oldugundan P, R nin 6z idealidir. Kabul edelim ki
a,beR igin abe\/é ve a%@ olsun. O halde (ab)" =a"b" € Q olacak sekilde bir
neN vardir. Bdylece a nin higbir pozitif kuvveti Q da olmadigindan, a" nin de higbir
pozitif kuvveti Q da degildir. O halde Q asalimsi oldugundan b" € Q olur. Buradan
be\/Q olup P:\fé asal idealdir. Simdi de P:\/a idealinin Q yu iceren en kiiglik
asal ideal oldugunu gosterelim. Bunun icin P' bir asal ideal olmak Uzere QgP'g\fa

oldugunu kabul edelim. Eger ae\jé ise a" € Q olacak sekilde ne N vardir. Buradan
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a" e Qc P' ve P' asalideal oldugundan a € P' bulunur. Béylece\/égP' elde edilir.
Her iki kapsamadan P':\/@ bulunur. P, Q yu iceren asal idealler iginde en kulgik
olanidir [8].

Onerme 3.3 0, R halkasinin bir ideali ve \@:M , R nin maksimal ideali ise Q, R
nin asalimsi idealidir. Ayrica M nin her pozitif kuvveti olan M", M -asalimsi idealdir
[8].

ispat Qg\fé:M c R oldugundan Q 6z idealdir. Q idealinin R nin asalimsi ideali
oldugunu gostermek igin kabul edelim ki a,b € R igin abeQ ve b&@ olsun. Simdi

\@:M maksimal ideal ve b ¢ M oldugundan M +(b) =1, olur.

Boylece M +rb=1, (reR):\W+ﬁ:1R:1/\5+ﬁ:1R:\E+ﬁ:1R

=Q0+rb=1,=>d+rb=1, (d Q)
bulunur. Buradan a=al, =a(d +rb)=ad +r(ab)eQ elde edilir. O halde Q, M -

asalimsidir. Her maksimal ideal asal oldugundan neN icin M" =M olur. Bdylece
M", M -asalimsidir [8].

Ornek 3.6 R cisim olmayan bir Temel ideal Bolgesi olsun. R nin tiim asalimsi idealleri

<0>U{Rp" : p, R ninindirgenemez elemani (n € N)} kiimesinden olusur [8].

ispat R tamlik bolgesi oldugundan <O> ideali asal idealdir. Boylece her asal ideal

asalimsi oldugundan <0> asalimsidir. p € R bir indirgenemez eleman oldugundan Rp

maksimaldir. Onerme 3.3 geregi maksimal idealin her pozitif kuvveti asalimsi
oldugundan Rp" asalimsi idealdir. Boylece verilen kiimenin elemanlari asalimsi
idealdir.

Diger yandan R nin asalimsi idealleri a0 olmak lizere R, Temel ideal Bélgesi
oldugundan Ra seklindedir. Asalimsi idealler 6z ideal oldugundan a birimsel olamaz.
Boylece a indirgenemez elemanlarin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Eger a, R nin ilgili

olmayan iki indirgenemez elemani tarafindan bdélinebilseydi, Rp ve Rg maksimal

idealler olur ve ikisi de Ra nin minimal asal ideali olurdu. Bu da minimal asalligin tekligi
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ile gelisirdi. O halde Ra, R nin bir indirgenemez elemaninin pozitif bir kuvveti

tarafindan Gretilmistir [8].

Teorem 3.8 P, R nin bir asal idealive Q,,0,.,...,0, (n=1) R nin P -asalimsi idealleri

olsun. O halde (1)Q, bir P -asalimsi idealdir [8].
i=1

ispat Q,,0,,...,0, (n>=1) R nin P -asalimsi idealleri oldugundan Rad(Q,)=P olur.

Boylece ﬂQl.gRad(ﬂQi)=ﬂRad(Qi)=PcR dir. Buradan ﬂQl., R nin 0z
i=1 i=1 i=1 i=1

idealidir. Kabul edelim ki a,beR igin abeﬂQi ve béﬂQl. olsun. O halde bir

i=1 i=1

jell2,..n icin begQ, olur. abeQ, ve @, p-asalimsi oldugundan
aeP=Rad(ﬂQi) bulunur. Boylece ﬂQ,. bir  P-asalimsi idealdir [8].
i=1 i=1

Ornek 3.7 R ve S iki halka olmak lizere f:R—>S oérten bir homomorfizma

Co={lel,:Cekf 1} ve & =1 olsun. I idealinin R halkasinin asalimsi ideali
olmasi icin gerek ve yeter kosul I¢ idealinin S halkasinin asalimsi ideali olmasidir [8].
ispat Kabul edelim ki 7, R halkasinin asalimsi ideali olsun. a,beS igin f 6rten
oldugundan f(r)=a ve f(r,)=0b olacak sekilde r,r, €R vardir. abel® alalim.
Buradan ab= f(r)f(r,)=f(rr,)el® ve Cekf I oldugundan rr,el olur. I
asalimsi ideal oldugundan r, e/ veya neN olmak lizere r," €I olmalidir. Boylece
f(r)yel® veya f(r,")el® olur. O halde ael® ve f homomorfizma oldugundan

(f(r,)"=b" €I bulunur. Buradan [, S halkasinin asalimsi idealidir.

Tersine [I°, S halkasinin asalimsi ideali olsun. a,be R igin ab 1 alalim. Boylece
f(ab)= f(a)f(b) el ve [ asalimsi ideal oldugundan f(a)el‘ veya neN olmak

uzere (f(b))"=f(")el’ olmaldir. Ayrica Cekf — I oldugundan ael veya b" el

olarak bulunur. Boylece I, R halkasinin asalimsi idealidir.

Teorem 3.9 7 halkasinin asalimsi idealleri su sekildedir:
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i) n=p iken 7 halkasinin asalimsi ideali <(_)> idealidir.

ii) n= pq iken Z, halkasinin asalimsi idealleri <E> ve <§> idealleridir.

i) n=p" iken 7, & halkasinin asalimsi idealleri 1< j<k—1 olmak Uzere <p’>
idealleridir.

iv) n=pps..pl iken Z, halkasinin asalimsi idealleri 1<i<m ve 1<a, <k, olmak

Uzere <(pl)“‘>,<(p2)”2>,..., <(pm)“'”> idealleridir.
Ispat 7, =~ 7. oldugundan 7 ile Z halkasinin idealleri arasinda bire bir
(n) =7 (n) '

esleme vardir. Z halkasinin asalimsi idealleri <0> ve teN, p' asal iken <(p')’>

seklindedir. Boylece <(p')’>c<n> olmak lGizere bolim halkasinin <(p )%> asalimsi

ideallerine Z, halkasinda <(p')’> asalimsi idealleri karsilik gelir.

i) <(p')%> —><(p')’> icin (p")'|n ve n=p oldugundan p'=p dir. Boylece n=p

iken 7 halkasinin asalimsi ideali <(_)> idealidir.

ii) <(p')%> —><(p')’> icin (p")' |n ve n= pq oldugundan p'=p veya p'=gq olur.

Boylece n = pq iken 7 halkasinin asalimsi idealleri <;> ve <5> idealleridir.

iiii) <(p )%> —><(p')’> icin (p")' |n ve n=p" oldugundan 1< j <k —1 olmak iizere
(p)' = p’ olur. Béylece n= p* iken Z, halkasinin asalimsi idealleri 1< j <k —1 olmak

uzere <;> idealleridir.

iv) <(p )%> —><(p')’> icin (p)'|n ve n=ppk..p oldugundan 1<i<m ve

1<a, <k, olmak Uzere (p')' =p" dir. Béylece n=p/ py..pl iken Z, halkasinin
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asalimsi idealleri 1<i<m ve 1<qa, <k, olmak lzere <(p1)“‘>,<(p2)“2>,..., <(pm)”"'>
idealleridir.

Teorem 3.10 R, ve R, degismeli ve birimli iki halka olsun. R=R, xR, halkasi igin:

i) 1,, R, halkasinin ideali olmak tizere Rad(Il,xR,)=Rad(l,)xR,
ii) 1,, R, halkasinin ideali olmak lzere Rad (R, x1,) =R, xRad(1,) olur [12].

ispat i) Onerme 3.5 geregi R=R, xR, halkasinin asal idelleri P, R, halkasinin asal
ideali olmak Uzere F xR, veya P,, R, halkasinin asal ideali olmak tzere R, xP, dir.

Ayrica P, R nin asalideali 7, R nin bir ideali olmak tizere Rad(l)= ﬂ P oldugundan

IcpP

Rad(llsz)z( N PlszJz(ﬂPl]szzRad(Il)sz olarak elde edilir.

IixR,c A xR, ILch

ii) Benzer sekilde Rad(R x1,)= ﬂ R xI, |=R x ﬂ P, |=R, xRad(l,) oldugu
R xI,cR xP, I,ch,

goralur.

Teorem 3.11 R, ve R, degismeli ve birimli iki halka olsun. R = R, x R, halkasinin tim

asalimsi idealleri;

i) Q,, R, halkasinin asalimsi ideali olmak Gzere Q, xR,
ii) Q,, R, halkasinin asalimsi ideali olmak tzere R, xQ, formundadir [9].

ispat i) Once bu iki formdaki idealin R halkasinin asalimsi ideali oldugunu gdsterelim.
(a,b),(c,d)e R xR, igin (a,b)(c,d)=(ac,bd)eQ, xR, olsun. Q,, R, halkasinin
asalimsi ideali oldugundan a € Q, veya c € Rad(Q,) dir. Buradan (a,b) € O, xR, veya
(c,d) € Rad(Q,)x<R, bulunur. Teorem 3.10 (i) geregi Rad(Q,xR,)=Rad(Q,)xR,
oldugundan Q, xR,, R nin asalimsi idealidir. Ayni sekilde R, xQ, idealinin asalimsi
oldugunu gosterelim. (a,b),(c,d)e R xR, igin (a,b)(c,d)=(ac,bd) € R xQ, olsun.

0Q,, R, halkasinin asalimsi ideali oldugundan b Q, veya d € Rad(Q,) dir. Buradan
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(a,b)e R xQ, veya (b,d)eR xRad(Q,)bulunur. Teorem 3.10 (i) geregi
Rad(R,xQ,) =R, xRad(Q,) oldugundan R, xQ, asalimsi idealdir.

Simdi R halkasindan aldigimiz herhangi bir asalimsi idealin yalnizca bu iki formda
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki /,, R, halkasinin I,, R, halkasinin ideali olmak
uzere I =1 x1I,, R halkasinin asalimsi ideali olsun. (a,b)el, xI, alalim. Buradan
(a,le)(lRl,b)=(at,b)ellxl2 yazabiliriz.  I,xI,, R halkasinin asalimsi ideali
oldugundan (a1, )€l xI, veya (lRl,b)eRad(Ilx12)=Rad(Il)><Rad(12) olarak
bulunur. O halde 1, 1, oldugundan I, =R, veya 1, € Rad(l)) oldugundan I, =R,
olmahdir. Kabul edelim ki I, =R, olsun. Boylece kabulden I xR,, R halkasinin
asalimsi idealidir. a,b e R igin ab I, alalim. Buradan (a,ORZ)(b,ORZ)=(ab,0)eIl><R2
yazabiliriz. I, xR, asalimsi ideal oldugundan (a,0p )€l xR, veya
(b,ORz)eRad(Il><R2)=Ratd(11)><R2 olur. Boylece a €1, veya b e Rad(l,)dir. O halde
I,, R, halkasinin asalimsi idealidir. Benzer sekilde I, =R, kabul ettigimizde I,, R,
halkasinin asalimsi idealidir. Béylece R halkasindan alinan I asalimsi ideali Q,, R
halkasinin asalimsi ideali olmak lzere Q, xR, veya Q,, R, halkasinin asalimsi ideali

olmak tUzere R, xQ, formundadir [9].

Sonug 3.3 Zx7Z, halkasinin asalimsi idealleri su sekildedir:

i) n=p iken Z, halkasinin tek asalimsi ideali <(_)> ve 7 halkasinin asalimsi idealleri

<O> ve p'eZ, teN olmak Uzere <(p')’> oldugundan Zx7Z, halkasinin asalimsi

idealleri < >><Z <(p) >><Zn ve Zx<(_)> olarak elde edilir.

ii) n=pg iken 7  halkasinin asalimsi idealleri <;>, <5> ve 7 halkasinin asalimsi
idealleri <0> ve p'eZ, teN olmak Ulzere <(p')’> oldugundan Zx7Z, halkasinin

asalimsi idealleri < >><Z <(p) >><Zn, Z><<]_9> ve Zx<§> olarak elde edilir.
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iii) n=p" iken Z, halkasinin asalimsi idealleri 1< j<k—1 olmak Uzere <;> ve 7Z

halkasinin asalimsi idealleri p'eZ, teN olmak izere (0) ve <(p')’> oldugundan

7.x 7., halkasinin asalimsi idealleri (0)xZ,, <(p’)’>><Zn ve Zx<pf> olarak elde edilir.

k,

iv) n=p/ p,..p, " iken Z halkasinin asalimsi idealleri 1<i<m ve 1<aq, <k, olmak

uzere <(p])“1> , <(p2)“2>,..., <(pm)"'”> ve 7 halkasinin asalimsi idealleri p'eZ, te N

olmak lzere <0> ve <(p')’> oldugundan 7ZxZ, halkasinin asalimsi idealleri <0>><Zn,

<(P')Z>XZn ve ZX<(pl)“l>, Z><<(p2)”2>,..., ZX<W> olarak elde edilir.

3.3 Maksimal idealler

Tanim 3.6 M, R halkasinin bir 6z ideali olsun. M idealinin maksimal olmasi icin gerek
ve yeter kosul M < I < R olacak sekilde R halkasinda bir 7 idealinin bulunmamasidir

[8].
Teorem 3.12 7, R halkasinin bir ideali olsun. I nin maksimal ideal olmasi icin gerek

ve yeter kosul 1% halkasinin cisim olmasidir [8].

ispat 7, R halkasinin bir ideali olsun. R birimli ve degismeli oldugundan 1% halkasi
da birimli ve degismelidir. Simdi 1% halkasindan aldigimiz her elemanin tersinin

mevcut oldugunu gosterelim. O¢r+le% alahm. O halde reglI, dolayisiyla

I cI+(r) ve I maksimal ideal oldugundan I+(r)=R olur. Buradan b+ar=1,
olacak  sekilde aeRr ve bel vardir. b=1,—arel oldugundan
l,+I=ar+I=(a+1)r+1I) elde edilir. Boylece r+1 birimseldir, o halde tersi

mevcuttur.

Tersine, I — M — R olacak sekilde bir M ideali olsun. I idealinin maksimal oldugunu

gosterecegiz. M =1 ise aeM\I vardir. O halde a+I#1 olur, yani a+1, 1%

halkasinda sifirdan farkh bir elemandir. 1% cisim oldugundan sifirdan farkli her
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elemanin tersi mevcuttur. Buradan (a+I)(b+I)=ab+1=1,+1 ve bdylece
ab-1,elcM olur. abeM ve ab—1, M oldugundan 1, € M dir. O halde M

birim elemani kapsadigindan M = R olur. Boylece I ideali maksimal idealdir [8].

Sonug 3.4 Bir R halkasinda her maksimal ideal asal idealdir [8].
Not 3.3 R bir halka ve P bir asal ideal olsun. % sonlu ise P asal ideali maksimaldir
[6].

. v v R . T R
P asal ideal oldugundan Teorem 3.1 geregi A tamlik bolgesidir ve kabulden A

sonludur. Her sonlu tamlik bolgesi cisim oldugundan % cisimdir. Boylece Teorem 3.1
geregi P maksimal idealdir.

Ornek 3.8 7Z, xZ, halkasinin maksimal ideallerini bulunuz.

Z.,xZ, =1(0,000,D(1,0)(1,1} halkasinda 1, =(0)xZ, ve I,=Z,x(0) ideallerine

bakarsak ZZXZ/(—)> 7 =7, cisim oldugundan I, ideali maksimaldir. Ayni sekilde
X 2

Ly x L —\ =7, cisim oldugundan I, ideali maksimaldir.
Z, ><<0>

Teorem 3.13 [, R nin biridealive M, I yi kapsayan R nin bir ideali olsun. M% nin

I% halkasinin maksimal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin, R halkasinin
maksimal ideali olmasidir [8].

ispat Teorem 3.12 geregi M nin R halkasinin maksimal ideali olmasi icin gerek ve

yeter kosul %/I nin cisim olmasidir. I — M oldugundan (%/)~%/I olur ve
1

44 cisim oldugundan %, % nin maksimal idealidir.
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Tersine M/, f% nin maksimal ideali olsun. O halde (%/)N%/I olup Teorem
1

v . R . o R . e v . .
3.12 geregi A/I cisim olur. O halde A/I cisim oldugundan M, R nin maksimal
idealidir [8].

Ornek 3.9 Z tamsayilar halkasinin maksimal ideallerini bulunuz [8].

7. nin idealleri nZ seklinde oldugundan ve %Z halkasinin cisim olmasi igin gerek ve

yeter kosul n sayisinin asal olmasidir. O halde nZ idealinin Z nin maksimal ideali

olmasi igin gerek ve yeter kosul n nin asal olmasidir. Ayrica <O> c 27 c 7 oldugundan,

<0> maksimal ideal degildir.

Teorem 3.14 R tamlik bolgesi olsun. p € R nin indirgenemez olmasi igin gerek ve
yeter kosul (p) nin R halkasinin bitiin 06z ideallerinin kiimesinde maksimal eleman

olmasidir [7].

Ispat R nin bitiin 6z ideallerinin kiimesi S ve peR indirgenemez eleman olsun. O
halde p birimsel degildir ve bdylece (p) bir 6z idealdir. Eger (p) = (a) ise p=ab
olacak sekilde b€ R vardir. p indirgenemez oldugundan a veya b birimsel eleman
olmak zorundadir. Eger a birimsel elemansa (a) =R dir. Eger b birimsel eleman ise

(p)=(a) olur.Su halde (p) , S kimesinin maksimal elemanidir.

Tersine eger (p), S kimesinin bir maksimal elemani ise p sifirdan farkl ve birimsel
olmayan bir elemandir. a,b € R igin p =ab olsun. O halde (p)c(a) dir. Bdylece (p)
, S kimesinin maksimal elemani oldugundan (p)=(a) veya (a)=R olur. Eger
(p)=(a) ise a= pc olacak sekilde c € R vardir. Buradan p=ab=(pc)b= p(cb) olur.
R tamlik bolgesi oldugundan 1, =cb elde edilir. Boylece b birimsel elemandir. Eger

(a) =R ise a birimsel elemandir. Su halde p € R indirgenemez elemandir [7].

Teorem 3.15 (Zorn Lemma) (V,<) kismi siral bir kiime olsun. Bu kismi sirali kiimenin

her tam sirali alt kimesinin bir Ust sinir varsa kismen sirali kimenin de en az bir

maksimal elemani vardir [8].
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Onerme 3.4 R asikar olmayan bir halka olsun. Bu durumda R nin en az bir maksimal

elemani vardir [8].
ispat R asikar olmasin ve Q, R nin 6z ideallerinden olussun. (0) e Q oldugundan

Q= dir. Q kiimesi < (kapsama) bagintisina gore kismi siralidir. Simdi Q kimesinin

bostan farkli tam sirali alt kimesi olarak A yi alalim. ([,,1, €A iken I, I, veya

I,c1). J=UI kiimesinin R nin bir ideali ve A kimesi igin bir st sinir oldugunu
IeA

gosterelim. a,beJ alalim. O halde ae I, ve bel, olacak sekilde 3/,,1, € A vardir.

A tam sirali oldugundan I, — I, oldugunu kabul edelim. O halde ae 1, ve bel, olur

boylece a—belng=Ul bulunur. aeJ ve re R alalim. Buradan a €/ olacak
IeA

sekilde 37 € A vardir. I, R nin ideali oldugundan arel cJ =UI olur. O halde J,

leA

R nin bir idealidir. Ayrica tanim geregi I € A icin I < J oldugundan J bir Gst sinirdir.

Buradan Zorn Lemmaya gore Q kiimesinin bir maksimal elemani vardir [8].

Sonug 3.5 7, R halkasinin bir 6z ideali olsun. O halde I yi kapsayan bir M maksimal
ideali vardir [8].

Ispat 1% asikar olmayan ve birimli, degismeli bir halka oldugundan bir maksimal

ideale sahiptir. % nin idealleri M o1 ve M, R nin bir ideali olacak sekilde %

seklindedir. M% yi 1% nin maksimal ideali olarak alirsak (%/)~%/I cisim
I

olur. Dolayisiyla Teorem 3.12 geregi M , R nin maksimal idealidir [8].

Sonug¢ 3.6 R bir halka ve a € R olsun. a e U(R) olmasi igin gerek ve yeter kosul a nin

R halkasinin hicbir maksimal idealinin elemani olmamasidir [8].

ispat a e U(R) ve kabul edelim ki a € M olacak sekilde M, R nin bir maksimal ideali
olsun. ae M oldugundan aR< M — R olur. Bu durumda a, R nin birimsel elemani

degildir. Clinkii a nin  birimsel olmasi igin gerek ve yeter kosul aR =R olmasidir.

Simdi a nin hichir M maksimali tarafindan kapsanmadigini kabul edelim ve a, R nin
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birimsel elemani olmasin. O halde aR 06z idealdir ve Sonug 3.5 den aR idealini

kapsayan bir M maksimal ideali vardir(aR < M ). Bu da kabulimiizle celisir [8].

Tanim 3.7 Bir R halkasinin tek bir maksimal ideali varsa bu halkaya

quasi-lokal halka denir [8].

Ornek 3.10 F bir cisim iken tek maksimali 0 oldugundan, bir quasi lokal halkadir [6].
Ornek 3.11 Quasi lokal olmayan halka olarak Z, halkasini alabiliriz. Cinkii Z, nin
<§>,<§> olmak Gizere iki maksimal ideali vardir.

Teorem 3.16 Bir R halkasinin quasi-lokal halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin
birimsel olmayan elemanlar kiimesinin bir ideal olmasidir [8].

Ispat R quasi-lokal halka olsun. Yani R nin tek maksimal ideali M olsun. Sonug 3.6
dan M maksimal oldugundan, M birimsel olmayan elemanlardan olusur.
Tersine I, R nin birimsel olmayan elemanlarindan olusan bir ideali olsun. 0 ve 0

, R nin birimseli olmadigindan 0#1, dir. Dolayisiyla R asikar halka degildir. Boylece

Onerme 3.4 geregi R nin en az bir M maksimal ideali vardir. M maksimal

oldugundan birimsel eleman icermez. O halde M I — R dir. Buradan M =1 veya

I =R dir. (1, ¢ I ¢unki 1,, R nin birimseli) Béylece M =1 elde edilir [8].

Ornek 3.12 R ve S iki halka olmak lizere f:R—S bir halka homomorfizmasi

olsun. I, S halkasinin maksimal ideali iken 7¢, R halkasinin maksimal ideal olmak

zorunda degildir [8].

f:Z—>Q, keZ olmak lzere f(k)=k icerme homomorfizmasi igin <0> ideali Q

halkasinin maksimal idealidir. Ancak I° :f’1(<0>)=<0> oldugundan <0>, 7. halkasinin

maksimal ideali degildir [8].
Not 3.4 Z  halkasinin asal idealleri ile maksimal idealleri aynidir. P, Z, halkasinin asal

ideali olsun. Z% halkasi sonlu bir halka oldugundan Not 3.3 geregi P asali maksimal

idealdir. Ayrica her maksimal ideal asal ideal oldugundan, Z, halkasinin asal idealleri

ile maksimal idealleri aynidir.
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Not 3.5 R ve R, degismeli ve birimli iki halka iken R=R xR, halkasinin asal
idellerinin A, R, halkasinin asal ideali olmak tzere F, xR, ve P,, R, halkasinin asal
ideali olmak Uzere R, xP, formunda oldugu Teorem 3.4 de goésterilmisti. R xR,

halkasinda asal ideallerin kiimesini alalim. Bu kimede olusturulan her zincirin bir
maksimal elemani vardir ve her maksimal asal oldugundan bu maksimal elemanlar

maksimal ideallerdir.

Sonug 3.7 Zx 7, halkasinin maksimal idealleri su sekildedir:

i) n=p iken Z, halkasinin tek maksimal ideali <(_)> ve Z halkasinin maksimal ideali
p'e€Z asal olmak Uzere (p') oldugundan ZxZ, halkasinin maksimal idealleri

(p"YXZ, ve Z><<(_)> olarak elde edilir.

ii) n= pq iken Z  halkasinin maksimal idealleri <p> ve <§>, 7, halkasinin maksimal
ideali p'eZ asal olmak Uzere <p'> oldugundan Zx7, halkasinin maksimal idealleri

<P'>><Z,,, ZX<1_9> ve Z><<Z]> olarak elde edilir.

iii) n=p" iken Z, halkasinin maksimal ideali <E> ve 7 halkasinin maksimal ideali
p'eZ asal olmak Uzere <p'> oldugundan Zx7Z, halkasinin maksimal idealleri

(0YxZ,, (p)xZ, ve Z><<1_9> olarak elde edilir.

iv) n=p/p,..p " iken 1<i<m olmak lizere 7Z, halkasinin maksimal idealleri <;>
ve 7Z halkasinin asal ideali p'eZ asal olmak lzere <p'> oldugundan Zx 7., halkasinin

maksimal idealleri <p'>xZn ve Zx<;i> olarak elde edilir.

3.4 2-Yutan idealler
Tanim 3.8 I, R nin sifirdan farkh bir 6z ideali olsun. a,b,c € R icin abc el iken

ab el veya bc el veya ac €1 oluyorsa, I idealine 2-yutan ideal denir [13].

Teorem 3.17 R bir temel ideal bolgesi ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. 1

idealinin 2-yutan ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul I nin asal ideal olmasi veya
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I:<p2> olacak sekilde p asal elemani bulunmasi veya I:<p1p2> olacak sekilde

birbirinden farkli p,, p, € R asal elemanlarinin bulunmasidir [13].

ispat 7, 2-yutan ideal olsun. I asal ideal ve I=p°R olmasin. R bir temel ideal
bolgesi oldugundan I =(x) olacak sekilde bir xe R vardir. Kabul edelim ki x
elemaninin 2 den fazla asal béleni olsun. O halde en az ihtimalle x= p,p,p, olacak
sekilde birbirinden farkli p,, p,, p, asal elemanlar bulunsun. Buradan p,p,p, €I =(x)
olur ki pp, ¢l , pp;el ve p,p,e¢l elde edilir. Bu da I idealinin 2-yutan ideal
olmasiyla celisir. O halde x in 2 asal boleni vardir. Boylece I =(x) =(p1p2) elde edilir.

Kabul edelim ki 7, R nin asal ideal olsun. I idealinin 2-yutan ideal oldugunu

gostermek icin a,b,c € R icin abc el alalim. R temel ideal bolgesi oldugundan her
ideal tek bir eleman tarafindan uretilir. O halde abc el =(x) olacak sekilde xe R
vardir. R temel ideal bolgesi ve I =(x) asal ideal oldugundan Teorem 3.1 den x
elemani asal elemandir. O halde x|abc oldugundan x|a veya x|b veya x|c dir.
Buradan x|ab veya x|bc veya x|ac olup, ab e (x) veya bc € (x) veya ac € (x) elde

edilir. O halde I ideali 2-yutan idealdir.

Kabul edelim ki p asal eleman olacak sekilde I:<p2> olsun. I idealinin 2-yutan
ideal oldugunu géstermek icin a,b,c € R igin abceI:<p2> alalim. Bdylece p’|abc
dir ve p asal oldugundan p’|ab veya p’|bc veya p’|ac olur. Buradan
abe<p2> veya bce<p2> veya ace<p2> olarak bulunur. Boylece tiim durumlar igin
I ideali 2-yutan idealdir.

Kabul edelim ki p,, p, € R asal eleman olacak sekilde :<p1p2> olsun. I idealinin 2-

yutan ideal oldugunu gostermek igin a,b,c € R igin abce[=<p1p2> alalim. Boylece
p,.p,|abc ve p,,p, asal oldugundan p,|abc ve p,|abc dir. Buradan p, asal
oldugundan p, |a veya p,|b veya p,|c dir. Ayni sekilde p, asal oldugundan p, |a

veya p,|b veya p,|c dir. Simdi p, ve p, nin ayni elemani boldugu duruma bakalim.

p,|a ve p,|a olsun. Budurumda p,p,|ab olup ab €<p2> oldugundan istenilen elde
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edilir. Simdi de p, ve p, nin farkli elemani boldigi duruma bakalm. p,|a ve p,|c
olsun. Bu durumda p,p, | ac olup ac€<p2> elde edilir. Benzer sekilde diger durumlar
icinde islemler yapildiginda I ideali 2-yutan ideal olarak bulunur.

Ornek 3.13 Z halkasinda (6) ideali 2-yutan idealdir.

Onerme 3.5 P, R ninasal idealive I = P, R nin bir ideali olsun. O halde asagidaki
ifadeler denktir:

i) P, I nin minimal asal idealidir.

i) R\ P kiimesi I ile kesisimi bos olan en biylik carpimsal kapali kimedir.

iii) Her x e P igin yx" € I (neN) olacak sekilde bir y e R\ P vardir [14].

Ispat i)=ii) S kimesi, R\ P kiimesini kapsayan I ile kesisimi bos olan en biyik
carpimsal kiime olsun. S nin R\ P ye esit oldugunu gosterelim. O halde 7 idealini

kapsayan ve S ile ayrik idealler kiimesinin bir O maksimali vardir ve bu maksimal ideal
R nin asal idealidir. Boylece SNQ = ve R\Pc S oldugundan R\PnQ = olur.
Buradan Q — P ve kabulden P, I nin minimal asali oldugundan P =Q bulunur. O
halde seS icin SNQ=C oldugundan s¢Q=P, boylece seR\P olur.
ii)=iii) x P alalim ve S ={yx’ | ye R\ P,i=0,1,2,...} carpimsal kimesi tanimlansin.
yeR\P icin y=yx" olarak disinilirse yeS bulunur. Béylece R\Pc S dir.
Kabul geregi R\ P kimesi I ile kesisimi bos olan en biyuk ¢arpimsal kapal kiime ve
S, R\ P yikapsayan garpimsal kiime oldugundan S "I #< dir. Buradan xe P igin
yx" el (neN) olacak sekilde bir yeR\P oldugu goralir.
ili) = i) Kabul edelim ki I < Q < P olacak sekilde Q, R nin asal ideali olsun. x € P\Q
alalim. O halde kabul geregi yx' €I cQ (neN) olacak sekilde y e R\P vardir. Bu
bize celiski verir. Cinkii x¢ Q iken Q asal ideal oldugundan x' ¢Q olur ve yeQ
oldugundan yx' ¢ Q olmaliydi. Béylece P =Q elde edilir. O halde P, I nin minimal
asal idealidir [14].

Teorem 3.18 I, R nin 2-yutan ideali olsun. O halde Rad(l), 2-yutan idealdir ve

x € Rad(I) igin x*> € Iolur [13].
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ispat x € Rad(I) alalim. O halde x" € olacak sekilde neN vardir. n=3 ise x’ €1

iken I, R nin 2-yutan ideali oldugundan x* €1 olur. n den kiiciik degerler icin x* 1
ifadesi dogru olsun. Simdi n icin ifadenin dogrulugunu gosterelim. x" el iken
x"=xxx"?el ve I ideali 2-yutan ideal oldugundan x*el veya x"'el olur.
Kabulden, x"'el iken x* el oldugundan her xe Rad(l) icin x> eI elde edilir.
Simdi Rad(I) nin 2-yutan ideal oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x,y,ze R icin
xyz € Rad(I)olsun. O halde (xyz)’=xy°z>el olup I, R nin 2-yutan ideali
oldugundan x’y®> el alabiliriz. (xy)* =x’y* el oldugundan xye Rad(I) bulunur.

Boylece Rad(I), 2-yutan idealdir [13].

Teorem 3.19 /, R nin 2-yutan ideali olsun. O halde R nin I Uzerinde minimal olan
en fazla 2 asal ideali vardir [13].

ispat Kabul edelim ki J ={P| P, R nin I (zerindeki minimal asal ideali} ve J enaz
u¢ elemana sahip, B,P, €J iki ayri asal ideal olsun. B, P, iki ayr asal oldugundan
x, € P\P, ve x, € P\ P, vardrr. x,x, €R i¢in x.x, €l oldugunu gésterelim. Onerme
3.5den ¢,x" €l ve ¢x," €l (n,m=1) olacak sekilde ¢, ¢ F, ve ¢ &P, vardir. I, R
nin 2-yutan ideali oldugundan c,x, €I veya c,x"" el veya x/ €l olur. [ FbNP,
ve x,,x, € B NP, oldugundan tim durumlar incelendiginde c,x, €I oldugu sonucuna
varilir. Ayni sekilde I, R nin 2-yutan ideali oldugundan ¢x, € I veya c,x,""' €1 veya
xyelolur. IcFNP, ve x,x,¢&F NP, oldugundan tim durumlar incelendiginde
¢,x, €I oldugu sonucuna varilir. ¢,x, €l c P, iken x, € B\ P, ve P, asal oldugundan
¢, € P, olur. Ayni sekilde c,x, eI — B, iken x, € P,\P, ve P, asal oldugundan ¢, € R,
olur. Dolayisiyla ¢, € P\P, ve c¢,€P\P bulunur. c,x,, cx,€l oldugundan
(¢, +c,)xx, €l elde edilir. B, P, asal idealler ve (¢, +c,)¢ B, ve (¢, +c,) ¢ P, oldugu
icin (¢, +c,)x, ¢ P, ve (¢, +c,)x, € K, olur. O halde bu iki eleman I idealinin de
elemani olamaz. Boylece I, 2-yutan ideal oldugundan xx, €l olur. Simdi kabul
edelim ki P, ve P, den farkli bir P, €J minimal asali olsun. O halde y, € P\(P,UR),

v, e P\(RUP) ve y,e B\(P,UP,) olacak sekilde elemanlar alinabilir. Buradan
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vy, €l ve P, I nin minimal asali oldugundan y,y, €I < P, olur. Ayrica P, asal ideal
oldugundan y, P, veya y, € P, olarak bulunur. Bu durum P, idealinin segimiyle
celisir. Boylece J kimesi en fazla iki elemana sahiptir [13].

Teorem 3.20 /, R nin 2-yutan ideali olsun. O halde asagidakilerden biri saglanir:
i)Rad(I)=P, P*cI olacak sekiide R nin bir asal idealidir.
ii) Rad(I)=P.NP,, PP,c1 ve Rad(I’)c1 olacak sekilde P ve P,, I nin farkl
minimal asal idealleridir [13].

Ispat 7, R nin 2-yutan ideali oldugundan Teorem 3.19 geregi I nin en fazla iki tane

minimal asal vardir. O halde Rad(I), I nin minimal asallarinin kesisimi oldugundan
Rad(I)=P veya Rad(I)=PF, NP, dir. Kabul edelim ki Rad(I)=P olsun. x,ye P
alalim. Béylece Teorem 3.18 den x*, y* e/ olup x(x+y)yel dir. I, R nin2-yutan
ideali oldugundan x(x+y)el veya (x+y)yel veya xyel olur. Her (¢ durumda

xy €I elde edillir. Boylece P> 1 dir.

Kabul edelim ki Rad(I)=PF NP, olsun. x,y e Rad(Il) alalim. Benzer sekilde Teorem
3.18 den x*,y* el olup x(x+y)yel dir. I, R nin 2-yutan ideali oldugundan
x(x+y)el veya (x+y)yel veya xyel olur. Her G¢ durumda xy el elde edilir.
Béylece Rad(I)’ = I dir. Simdi PP, I oldugunu gésterelim. x, € P\P, ve x, € B\
P, olsun. Teorem 3.19 dan x,x, €I olur. z, € Rad(I) ve z, € P\ F, y €F\P, alalim.
O halde y,z,e€l ve z,+y €PB\P, olur ki béylece zz,+y,z,=(z,+y)z,€l elde
edilir. Buradan z,z, €I olur. Ayni sekilde z, € Rad(I) ve z, € B\P, alinirsa zz,€l

olur, boylece FP, I bulunur [13].

Teorem 3.21 /, R nin P asalimsiideali olsun. I idealinin R nin 2-yutan ideali olmasi
icin gerek ve yeter kosul P> I olmasidir. Ayrica R nin her M maksimal ideali icin

M?, 2-yutan idealdir [13].

ispat Kabul edelim ki 7, R nin 2-yutan ideali olsun. Teorem 3.18 den P> c I olur.
Tersine P> c 1 ve X,¥,Z€R igin xyzel olsun. Eger xel veya yzel ise I, R nin

2-yutan ideali olur. Kabul edelim ki x¢ 1 ve yz¢[I olsun. I, R nin P asalimsi ideali
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oldugu i¢cin yze P ve xe P dir. P asal ideal oldugundan ye P veya ze€ P olur.

Boylece xy e P> veya xz e P’ dir. Kabulden P* — I oldugundan xyel veya xzel
bulunur. O halde I, R nin 2-yutan idealidir. Ayrica her M maksimal ideali igin
Onerme 3.3 den M?*, M -asalimsi idealdir ve M* c M* oldugundan Teorem geregi

M?, 2-yutan idealdir [13].

Teorem 3.22 7. halkasinin 2-yutan idealleri su sekildedir:

i) n=p iken Z  halkasinin 2-yutan ideali <(_)> idealidir.

ii) n= pq iken Z, halkasinin 2-yutan ideaIIeri<(_)>, <;> ve <5> idealleridir.

iii) n= p"* iken Z, halkasinin 2-yutan idealleri <E> ve <p2> idealleridir.

iv) n=pl'pl..pliken 7, halkasinin 2-yutan idealleri 1<i, j<m olmak lzere <;,> ,

<(pi)2> ve i # j iken <p[pj> idealleridir.
ispat %@ =7, izomorfizmasindan yararlanarak %@ ile Z, halkasinin idealleri

arasindaki bire bir eslemeyi kullanalim. Z halkasinin 2-yutan idealleri Z nin asal

idealleri ve s, € Z asal olmak Uzere <st> idealleridir. O halde %@ bolim halkasinin

2-yutan idealleri %@ halkasinin asal ideallerinden ve <n>g<st> yani st|n olmak

Uzere <s%l> ideallerinden olusur.

i) <s%> H<S_t> icin st|n ve n= p dir. Bu kosulu saglayan s,z €Z asali yoktur. O

halde n= p iken Z  halkasinin 2-yutan ideali asal ideal olan <O> idealidir.
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i) <S%> —(st) icin st|n ve n=pq oldugundan si=pg olur. O halde
<§>:<EI>=<6> dir. Béylece n= pq iken Z _halkasinin 2-yutan idealleri <6> ve asal
idealler de 2-yutan oldugundan <E> ve <21> idealleridir.

i) <S%> > (st) igin st|n ve n=p* dir. 5,1 €Z asal eleman oldugundan bu kosulu

s=t=p saglar. O halde <§>=<?> dir. Béylece n=p" iken Z, halkasinin 2-yutan

idealleri <?> ve asal ideal olan <E> idealidir.

iv) <S%l> H<s_t> icin st|n ve n=p{ pl..pY dir. s,t €Z asal eleman oldugundan

1<i,j<m olmak lzere s=r=p, veya i#j iken s=p, ve r=p, dir. O halde

<s_t>:<(pi)2> veya <s_t>=<pipj> olur. Béylece n= p/ pl>..p% iken Z, halkasinin 2-
yutan idealleri 1<, j <m olmak lzere <(pl.)2>, i # j iken <pil9j> ve asal ideal olan

<;,> idealleridir.

Teorem 3.23 R, ve R, degismeli ve birimli iki halka olsun. I, R, halkasininve I,, R,

halkasinin 6z idealleri olmak lizere R = R, xR, halkasi igin asagidaki ifadeler saglanir:
i) /,, R, halkasinin 2-yutan ideali olmak lizere I, x R,, 2-yutan idealdir.
ii)/,, R, halkasinin 2-yutan ideali olmak tizere R, x1,, 2-yutan idealdir.

iii) /,, R, halkasinin asal ideali 1,, R, halkasinin asal ideali olmak lzere I, x1,, 2-yutan
idealdir [15].

ispat i) Kabul edelim ki I, R, halkasimin 2-yutan ideali ve
(a,,b),(a,,b,),(a;,b;) e R xR, i¢in (a,,b)(a,,b,)a;,b,)el, xR, olsun. O halde
(a,a,a,,bb,b;) el xR, dir. I, R, halkasinin 2-yutan ideali oldugundan a,a,a, €1,
iken a,a, €1, veya a,a, €1, veya a,a, €1, olmaldir. aa, €I, oldugunu kabul edelim.
Buradan (a,,b,)(a,,b,) €I, xR, bulunur. Boylece I, xR, , 2-yutan idealdir.
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ii) Kabul edelim ki 7,, R, halkasinin 2-yutan ideali ve (a,,b,),(a,,b,),(a;,b;,) € R xR,
icin (a,,b)(a,,b,)(a,,b;) € R <1, olsun. O halde (aa,a,,bb,b,)eR xI, dir. I,, R,
halkasinin 2-yutan ideali oldugundan bbb, 1, iken bb,el, veya bb,cl, veya
b,b, € I, olmalidir. bb, €, oldugunu kabul edelim. Buradan (a,,b)(a,,b,) € R x1,

bulunur. Béylece R, x1,, 2-yutan idealdir.

iii) Kabul edelim ki /,, R, halkasinin asal ideali /,, R, halkasinin asal ideali ve
(a,,b),(a,.b,),(a;,b;) e R xR, icin (a,,b)(a,,b,)a,,b;)el, xI, olsun. O halde
(a,a,a,,bb,b,) eI, x1, dir. I, R halkasinin asal ideali oldugundan en az bir tane
ie{l,2,3} icin a,€l, olur, kabul edelim ki a, €I, olsun. Ayni sekilde I,, R,
halkasinin asal ideali oldugundan en az bir tane je({1,2,3} igin b, el, olur, kabul
edelim ki b, €I, olsun. Buradan (q,,b)(a,,b,) =(aa,,bb,) €1,x1I, olarak bulunur.

Boylece I,x1,, 2-yutan idealdir [15].
Sonug 3.8 Z x 7, halkasinin bazi 2-yutan idealleri sunlardir:

7. nin 2-yutan idealleri (0), <p'>, <(p')2> ve s,t €Z birbirinden farkl asal elemanlar

olmak tizere (st) idealleri oldugundan (0)xZ,, (p)xZ,, <(p')2>><Zn ve (st)xZ,

idealleri 2-yutandir.

i) n=p iken Z halkasinin asal ideali <(_)> ve 7 nin asal idealleri p'eZ asal eleman

olmak lzere (0) ve (p') oldugundan <0>><<0>, <p'>><<(_)> idealleri 2-yutandir. Ayrica
7, nin 2-yutan ideali <(_)> oldugundan ZX<(_)> 2-yutan idealdir.

ii) n=pq iken Z halkasinin asal idealleri <E> ve <§> ve 7 nin asal idealleri p'eZ

asal eleman olmak uzere (0) ve (p') oldugundan <0>><<p>, <0>><<q>, <p‘>><<p> ve

<p'>><<21> idealleri 2-yutandir. Ayrica 7, nin 2-yutan ideali <(_)>, <p> ve <q>

oldugundan Zx<6>, Zx<;> ve Zx<§> 2-yutandir.
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iii) n=p" iken Z, A halkasinin asal ideali <;> ve 7 nin asal idealleri p'eZ asal

eleman olmak tizere (0) ve (p') oldugundan <0>><<p>, <p>><<;> idealleri 2-yutandr.
Ayrica 7, halkasinin 2-yutan idealleri <1_9> ve <?> idealleri oldugundan Zx<;> ve

7 x <?> 2-yutandir.

k k,

iv) n=p/ pi..pi iken 7 halkasinin asal idealleri 1<i<m olmak lzere <;,> ve 7
nin asal idealleri p'eZ asal eleman olmak iizere (0) ve (p') oldugundan <O>X<;,>

ve <p>><<;l> idealleri 2-yutan idealdir. Ayrica Z, halkasinin 2-yutan idealleri

1<i,j<m olmak uzere <;l>, <(pi)2> ve i#j iken <pipj> idealleri oldugundan

Zx<pi>, ZX<(pi)2> ve ZX<?‘DJ.> 2-yutandir.
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BOLUM 4

IDEAL GENISLEMESI

4.1 Tanim ve Ozellikler

Bu bélimde birimsiz bir halkayi birimli bir halka icine gomme fikrinden yola cikilarak
ortaya konulan Dorroh Genislemesi ya da ideal Genislemesi olarak adlandirilan halka

genislemesi ele alinacaktir.

Tanim 4.1 R bir halka ve 7Z tamsayilar kiimesi olsun. Z*R={(z,r):z€Z, r R}
kiimesini ele alahm. (z,,r,), (z,,1,) € Z* R olmak lzere

(2, 1) +(25,15) = (2, + 2,1 +13)

(20:1) (255 15) =(2,2,5 515 + 2,1 +11)

ikili islemleriyle Z=*R birimi (1,0) olan birimli bir halkadir. Ayrica f:R—>Z*R,

f(r)=(0,r) ile tanimh fonksiyon bir halka homomorfizmasidir. Boylece R halkasi

7% R icine gdbmiiliir. Burada Z* R ye R nin ideal (Dorroh) Genislemesi denir [2].

R ve S halka iken RxS halkasinin tiim ideallerinin I , R nin J de .S nin bir ideali
olmak tzere IxJ formunda oldugunu biliyoruz. Ancak ideal genislemesinde bu dogru

olmayabilir[2].

Onerme 4.1 Z+*7Z halkasinda <(1,1)> ile Uretilen ideal I ve J, Z nin idealleri

olmak lzere I*J formunda yazilamaz [2].

ispat <(1,1)> ile Gretilen ideal ((1,1)) ={(L,1)-(u,v)|u,veZ} ile gosterilir. Buradan
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(D) ={(u,v+u+v)=(u,u+2v)|u,veZ} olarak elde edilir. Eger u tek tamsayi ise

2.bilesen tek tamsayi, eger u cift tamsayi ise 2.bilesen cift tamsayidir. O halde tek

tamsayillarin  kimesi 7 ve ¢ift tamsayilarin  kimesi € olmak Uzere
((LD) =(TxT)U(CxC) oldugu gdriliir. Ancak Z halkasinda bu durumu saglayan bir
ideal yoktur. Bdylece ((1,1)) ile tretilen ideal I ve J, Z nin idealleri olmak izere

I*J formunda yazilamaz [2].

Ayrica I, R nin J de S ninidealiiken I*J, R*S nin ideali olmayabilir.

Ornek 4.1 7% 7. halkasini ele alalim. <3>, 7. nin ve <§>, 7. nin bir idealidir. Ancak
<3>*<§>, 7.% 7., halkasinin ideali degildir. Giinkii (5,1) € Z*Z, ve (3,§)e<3>*<§> iken
(5.1)(3,2)=(15,3) 2 (3)*(2) olur.

Teorem 4.1 R bir halka I, 7Z nin J, R nin ideali olsun. I *J nin Z*R nin ideali
olmasi igin gerek ve yeter kosul her i€l ve r € R igin ir € J olmasidir [3].

ispat Kabul edelim ki 7*J, Z=*R nin bir ideali olsun. (i,j)el*J ve (z,r)eZ*R
alalm. I =J ideal oldugundan (i, j)(z,r) = (iz,ir+ zj + jr) € [ *J elde edilir. Buradan
ir+zj+ jreJ oldugu gorulir. Ayrica J, R nin ideali oldugundan zjeJ ve jreJ
dir. Boylece ir € J olmalidir.

Tersine her iel ve reR igin ireJ oldugunu kabul edelim. I*J nin Z=*R

halkasinin ideali oldugunu gosterelim. I, 7Z nin J de R nin bir ideali oldugundan

(0,0,)el*J olarak bulunur. O halde I*J = dir. Simdi de (i,j)el*J ve
(z,r)eZ=R alalm. (i, j)(z,r)=(iz,ir+ zj+ jr) ve I, Z ninideali oldugundan iz el
ve J, R nin ideali oldugundan zj+ jreJ olur. Kabulden her iel ve reR igin
ireJ oldugundan ir+zj+ jreJ bulunur. Béylece (i, j)(z,r)=C(iz,ir+z+jr)el*J
olup, I*J, Z=*Rnin idealidir [3].

Ornek 4.2 7.+7, halkasinda (4)*2Z8 idealdir. Clnki her ie<4> ve her reZ, igin

ir € 27 olur.

36



Teorem 4.2 R birimli bir halka I, R nin bir idealive J, Z nin bir ideali olsun. Eger
. .. .. (Z*R) -7 R .
I*J, Z*R nin bir ideali ise %]*J): %X/] dir [3].

ispat go:Z*R—)Z%x% fonksiyonu  @(z,r)=(z+1,(z.1,+r)+J) olarak
tanimlansin. ilk énce ¢ nin iyi tanimh oldugu gésterilir. Kabul edelim ki
(z,5),(z,,1,) €Z*R igin (z,n)=(z,,r,) olsun. Buradan z.1,=2z,.1, ve r=r
oldugundan z.1,+r =z,.1,+r, olur. O halde (z.1,+7)—(z,.1,+r,)=0eJ olur
ayni sekilde z,—-2,=0el bulunur. Boylece g +l=z,+1 ve
(g 1y +5)+J =(z, 1, +1)+J elde edilir. Bu iki esitlikten
(z,+1, (7, 1, +1r)+J)=(z,+1, (2,.1, +1r,)+J) olur. Bu durum @(z,1)=¢(z,.1,)
oldugunu gosterir. O halde ¢ iyi tanimlidir. Simdi ¢ nin homomorfizma oldugunu

gosterelim. (z,,1),(z,.5) € Z* R igin
P2, 1) +(2551)) = (2, + 25,1, + 1)
=((z,+2,)+1,(z,+ 7). 1, +(r,+1r)+J)
=(g,+1,(z 1, +5)+ )+ (2, +1,(2, 1, +1)+JT)
=@(z,,5)+¢(z,,1,) oldugundan ¢ grup homomorfizmasidir. Ayrica
P((2:1) *(255 1)) = P(21255 541, + 21y T 1)
=(z,2, +1,(z,2,) 1, +z;1, + 2,1, + 1+ J)
=(z,+1,(z. 1, +r)+I )Nz, +1,(2, 1, + 1)+ J)
=@(z,1)9(z,,1,) oldugundan ¢ bir halka homomorfizmasi olur.

(z+Lr+D)el/ xR/ alalm. op(z,~2.1,+1) =(z+ 1,20, — 2l +r+J)=(2+1,r+J)

ve (z,—z.l,+r)eZ=*R oldugundan ¢ Ortendir. Birebirligi gostermek igin

(z,r) e Ceke alalim. O halde @(z,r)=(z+1,z.1+r+J)=(l,J) dir. Buradan z+I1=1

dolayisiyla z eI bulunur. I*J, Z*R nin bir ideali oldugundan Teorem 4.1 geregince

z.1, €J olmalidir. Ayrica (z.1,+r+J)=J saglandigindan reJ olur. Buradan

(z,r)el=*=J olur. Boylece Cekpcl=*J dir. Tersine (i,j)el*J alirsak
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o, j))=0+1,G.1+ j)+J)=(,J) bulunur. Buradan (i, j) € Ceke olup, I*J < Cekp

dir. Her iki kapsamadan Cekgp=1%*J olur. ¢, o6rten bir homomorfizma ve g¢ekirdegi
I *J oldugundan izomorfizma teoreminden (Z*R)(I*J) ;%x% oldugu géralir
[3].

Sonug¢ 4.1 R birimli bir halka olsun. O halde Z*R=7.xR dir [3].

ispat I:<O>, 7, nin bir ideali ve J:<0>, R nin bir idealidir. Buradan her iel ve

reR i¢in ireJ oldugundan I*J nin Z=R nin bir idealidir. Teorem 4.2 den

Z*R;(Z*I%*J);%x%:ZxR bulunur [3].

4.2 7.7, Halkasinin Ozel Elemanlari
Bu bélimde Z* 7, halkasinin bazi 6zel elemanlari olan birimsel, nilpotent, idempotent

ve sifir bélen elemanlari karakterize edilecektir.
Onerme 4.2 7.7, halkasini ele alahm. O halde asagidakiler saglanir:
i) Birimsel elemanlar kiimesi U(Z*Zn)z{(l,lzﬂkeZ, (+k,n)=1}v

(LK) |k €Z, (-1+k,n)=1}dir.
ii) Nilpotent elemanlari kimesi N(Z=7,)={(0,k)|k € N(Z,)} dir.

iii) idempotent elemanlarn Id(Z*7.,) = {(O,I;) | ke Id(Zn)}U{(O,k_H) | k+le 1d(7Z,)}

dir.
iv) Sifir bélen elemanlari kiimesi Z(Z*Z,)={(0,k) | k, € Z, }U{(a,.k,)| (@, +k,n) #1}
A(a,z—a)|a €Z vezeZ(Z,)}dir.

ispat i) Kabul edelim ki (al,E)eZ*Zn birimsel  eleman olsun. O halde

(a,,k)-(a,,ky) = (a,a,,a,k, +a,k +kk,)=(1,0) olacak sekilde bir (a,.k,)eZ*7,

vardir. Buradan aa, =1 ve alk2+a2kl+klk2:(_) elde edilir. Diizenleme yapilirsa
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a,a, +ak, +a,k +kk, =(a,+k)a,+k,)=1 bulunur. U(Z)={1,-1} oldugundan
a,=a,=1 veya a =a,=-1 dir. Ayni sekilde U(Z,)={k|(k,n)=1} oldugundan
(1+k,n)=1 veya (-1+k,n)=1 olarak bulunur. Bdylece birimsel elemanlar kiimesi
UZ*7.)={(,k)| ke Z,(A+k,n) =1} U{(—1,k) | k € Z,(~1+k,n) =1}.

ii) Kabul edelim ki (a,lz)eZ*Zn nilpotent eleman olsun. O halde (a,%)” :(O,(_))

olacak sekilde neN vardir. Buradan (a,k)" =(a,k).(a,k)..(a,k)=(0,0) vyani

n tane

(a",na%+ﬁ)=((),(_)) elde edilir. 7Z halkasinin tek nilpotenti 0 oldugundan a=0 ve
dolayisiyla (%)” =0 bulunur. Boylece nilpotent elemanlar kimesi

N(Z+Z,)={(0.k) |k e N(Z,)}.

iii) Kabul edelim ki (a,%)eZ*Zn idempotent eleman olsun. O halde (a,k)* = (a,k)
saglanir. Buradan (a2,2a£+P):(a,l;) olup Z halkasinin idempotent elemanlari 1 ve
0 oldugundan a=0 veya a=1 dir. Eger a=0 ise FZE, yani %eZn idempotent

elemandir. Eger a =1 ise %+?:0 bulunur. Buradan her iki tarafa k+1 eklenirse

k2+2£+i:(k_+1)2=(k_+1) elde edilir, k_+leZn idempotent elemandir. idempotent

elemanlar kiimesi Id(Z*Zn)={(O,l;)|I;eId(Zn)}u{(O,k_Jrl)|k_HeId(Zn)} dir.

iv) Kabul edelim ki (al,E)eZ*Zn sifir bolen eleman olsun. O halde
(a,,k,)-(a,,k,) = (a,a, a,k, +a,k, +kk,)=(0,0) olacak sekilde (0,0) (a,.k,)eZ*7,

vardir. Z nin tek sifir béleni 0 oldugundan a, =0 veya a, =0 olur.

Eger a, =0 ise (CZE+EI€_2)=((I_2+I<_2)E=(_) bulunur. Béylece (k,,n)=1 ve (k;,n)#1

olmak tizere iki durum s6z konusudur.

(k;,n) =1 olma durumunda:
(a_2+k_2)1?1=(_) ve (k;,n)=1 oldugundan (a, +k,,n)#1 bulunur.

(k;,n) #1 olma durumunda:
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(k,n)=d olacak sekilde deZ vardir. (a,+k)k =0 ve (k,n)=d oldugundan

(572+k_2)eZ(Zn) bulunur. O halde (a_2+k_2):2 olacak sekilde bir ZEZ(ZH) vardir.

Buradan /’c_zzz—a2 olur.

Eger a,=0 ise (ak,+kk,)=(a,+k)k, =0 olur. O halde n|(q,+k )k, dir. Ayrica
(0,(_))¢(a2,k_2) oldugundan (g, +k,n)=1 bulunur. Boylece sifir bélen elemanlar
kiimesi

Z(Z*7)={(0,k)| k, € 7. Y U{(a, k)| (a, +k, n) £1} A(a, z—a)| a, € Zvez e A 7.)}

olarak bulunur.
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BOLUM 5

7.+7,, HALKASININ IDEALLERI

R birimli bir halka iken Z#*R=7xR oldugu gosterilmisti. Z  halkasi birimi 1 olan

birimli bir halka oldugundan R =7, alinirsa Teorem 4.2 den ¢(a,%) =(a,a+k) olarak
tanimh ¢:Z 7, — 7 x7, tasviri bir izomorfizmadir. O halde Z*7 =7 x7, dir. Bu

tasvirin tersinin de izomorfizma oldugunu gosterilecektir.

Teorem 5.1 ¢:Zx7, — 7% 7., tasviri (a,%) > (a,—a+k) olarak tanimlansin. O halde
IxZ, =7*7, dir.

ispat ¢ nin iyi taniml oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki (al,E),(az,k_z)erZn
igin (al,lz)=(a2,k_2) olsun. Buradan a, =a, ve k_1=k_2 olup, 2. Esitlikte her iki tarafa

—a, eklersek —a,+k =—a,+k, bulunur. @ =a, oldugundan —a,+k =-a,+k,,

boylece (a,,—a, +k)=(a,,—a,+k,) olur. O halde qo(al,g)=(p(a2,k_2) dir. Simdi

homomorfizma oldugunu gosterelim. (al,g), (az,k_z) eZLXZ, igin

o((a, k) +(ay,k,) = p(a, +ay, k, +k,)

=(a,+a,,—(a,+a,)+k +k,)

=(a,,—a, +k)+(a,,—a, +k,)

= p(a,, k) +p(ay, k,)
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pla, k) -(ay,k,) = (~a,,a, + k) - (—ay,a, +k,)

=(aa,,—aa, +ka,+aa,-ak,—ka,—-kk,—aa,+ak,)

=(a,a,,—q,a, +I%)

= p(ayay,kk,)

=(p((a],l?])'(a2,k_2)) oldugundan ¢ halka homomorfizmasidir. ¢
nin birebirligini gostermek icin ¢ekirdegine bakilir.
Cekgp={(a.k) | p(a.k)=(0.0)} = {(a.k)| (a.~a+k) =(0.0)}

—{(a.k)|a=0,—a+k=0}={0,0} oldugundan ¢ birebirdir. (a,k)eZ*7Z,

alahm. (p(a,a+k):(a,l;) ve (a,a+k)eZxZ, oldugundan ¢ ortendir. Boylece ¢

izomorfizmadir.

Simdi bu izomorfizma kullanilarak Z#*7Z  halkasinin bazi idealleri karakterize

edilecektir.

Teorem 5.2 7 *7  halkasinin asal idealleri asagida belirtildigi gibidir:

i) n=p iken asal idealler p'eZ asal eleman olmak {zere P1:<(O,i)>,
P, =<(p',1——p')> ve P, =<(1,—_1)> idealleridir.

i) n=pg iken asal idealler p'eZ asal eleman olmak uzere PI:<(0,i)>,
P, :<(p',1——p')>, P, :<(1,1—_p)> ve P, :{(1,@)} idealleridir.

iii) n=p“ iken asal idealler p'eZ asal eleman olmak izere P1=<(0,i)>,
P = <(p ',1——p')> ve P, = <(1,1—_p)> idealleridir.

k,

iv) n=p/p,..p, " iken asal idealler p'eZ asal eleman ve 1<i<m olmak lzere

P =<(0,i)>, P, :<(p',1——p')> ve P, :<(1,1——pi)> idealleridir.
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ispat i) n=p iken p'eZ asal olmak tzere Zx7Z  halkasinin asal idealleri (0>><Z”,
(pYXZ, ve Z><<(_)> olarak bulunmustu.  Buradan  (0)xZ, :<(O,i)>,
<p'>><Zn=<(p',1_)> ve Zx<6>:<(l,6)> elde edilir. @:ZxZ, —>7*7,,

(p(a,lz):(a,—a+k) ile tanimlanan izomorfizma kullanilarak 7Zx7, halkasindaki asal

idealler bire bir olarak Z#Z  halkasindaki asal ideallere eslenir. Béylece asal idealler
R=p(OD)=(0.D), B=p((p.h)=((p.1=p)) ve P=p(0,0)=(01,-D)
olarak bulunur.

i) n=pq iken p'eZ asal olmak iizere ZxZ, halkasinin asal idealleri (0)xZ,,
(p)xZ,, Zx(p) ve Zx(q) olarak bulunmustu. Buradan (0)xZ,={(0,D)),
(p)xZ,=((p'D),  Zx(p)=((p) ve Zx(q)=((.g) elde edilr.

@:Lx7, —Z*7, izomorfizmasini kullanirsak asal idealler P:q)<(0,i)>:<(0,i)>,

1

B=p((p\D)=((p.1-p)), B=0(0,p))=(0,p=D) ve B=p(0,q)=(0.g-D)
olarak bulunur.

i) n=p" iken p'eZ asal olmak Uzere ZxZ halkasinin asal idealleri <0>><Z

(pYxZ,, Z><<1_9> olarak bulunmustu. Buradan (0)xZ, :<(O,i)>, (p)xZ, :<(p',i)>
ve Z><<1_9>:<(1,E)> elde edilir. Boylece asal idealler P :(p<(0,i)>:<(0,i)>,
P, =(P<(P',i)> =<(1?',1——p')> ve P, =§0<(l,1_9)> =<(1,p_—1)> olarak bulunur.

k,

iv) n=p/lip..p ' iken p'eZ asal olmak Uzere ZxZ, halkasinin asal idealleri

<0>><Z , (p')xZn ve 1<i<m olmak lzere Z><<E> olarak bulunmustu. Buradan

n

(0)xZ, =<(0,i)>, (p)xZ, :<(p',i)> ve Zx@}:{(lﬁ)} elde edilir. Béylece asal
idealler P =(p<(0,i)>=<(o,i)>, P, =(p<(p',i)>=<(p',1—7)> ve 1<i<m olmak tizere

P, = ¢<(1,E)> :<(I,T—1)> olarak bulunur.

Teorem 5.3 Z* 7, halkasinin asalimsi idealleri agsagida belirtildigi gibidir:
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i) n=p iken asalimsi idealler p'eZ asal ve reN olmak uzere Q1=<(O,i)>,

0, =<((p')',1—(p')’)> ve 0, =((1.71)) idealleridir.
ii) n=pq iken asalimsi idealler p'eZ asal ve teN olmak lzere Q, :<(O,i)>,
Q, :<((p')’,m)>, 0, =<(1,E)> ve O, =<(1,q_—1)> idealleridir.

iii) n=p" iken asalimsi idealler p'eZ asal eleman, teN ve 1< j<k—1 olmak lizere

0, =(0.D), & =(((p). 1= )) ve ©,=((.p~1)) idealleric.

k,

iv) n=plpy.p iken asalimsi idealler p'eZ asal eleman, 1<a, <k, ve 1<i<m

olmak izere 0, =((0.1)), ©, =<((p')t,m)>, 0,=(1,p{" =), 0, = (01, i -1)

s O =<(1, o —1)> idealleridir.

ispat i) n=p iken p'eZ asal ve reN olmak Uzere ZxZ, halkasinin asalimsi
idealleri (O)xZn, <(p')’>><Zn ve Z><<(_)> olarak bulunmustu. Buradan
<0>><Zn=<(0,i)>, <(p')t>><Zn=<((p')',i)> ve Zx<6>=<(1,6)> elde edilir.
@ 7x7., — Z*7,, izomorfizmasi kullanilarak 7Zx7Z, halkasindaki asalimsi idealler

birebir olarak Z#*7, halkasindaki asalimsi ideallere eslenir. Béylece asalimsi idealler
0 =(0.D)=(0.D). 0, =o{((p).D)=(((>) . 1=(pY)), @ =0(0.0))=(0.D)
olarak bulunur.

ii) n=pqg iken p'eZ asal ve teN olmak lzere Zx7Z, halkasinin asalimsi idealleri

<0>><Zn, <(p')’>><Zn, Z><<]_9> ve Zx<5> olarak bulunmustu. Buradan

(0)xZ, =(©O.D), (P )xZ, =((p).D), Zx(p)=((.p) ve Zx(q)=((Lq)) elde

edilir. Boylece asalimsilar Q, :(p<(0,i)> :<(O,i)> , 0, = gp<(p')’,i)> = <((p')’,1 —(p')’)>,

O, = §0<(Ll_?)> = <(1, p_—1)> , 0, = (p<(l, Z])> = <(1, q_—1)> olarak bulunur.
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i) n=p* iken p'eZ asal, reN ve 1<j<k-1 olmak Uzere 7ZxZ, halkasinin

asalimsi idealleri (0)xZ,, <(p')’>><Zn ve Zx<pj> olarak bulunmustu. Buradan

(0)xZ, =(©.D), ((p))xZ, =((p) D)) ve Zx<pf>=((1,pf)> elde edilir. Béylece

asalimsi idealler 0, =¢((0,1)=((0,)), Q2=gp<(p')’,i)>=<((p')’,1—(p')')> ve

0, = co<(1,?)> =<(1,pf —1)> olarak bulunur.

iv) n=plipl. p iken p'eZ asal, teN ve 1<a <k , 1<i<m olmak lzere

Z:x 7., halkasinin asalimsi idealleri <0>><an <(p')’>><Zn, Zx<(pl)“'>, Zx<(p2)“2>,...,

ZX<W> olarak bulunmustu. Buradan (0)xZ, =<(O,i)>, <(p')’>><Zn :<((p')’,f)>,

Zx((p)* )= (0" ), Zx((p)" )= ()™ ) es Zx((p, )" ) =((1(p, )" ) elde

edilir. Asalimsi idealler Q, =q)<(0,i)>=<(0,i)>, 0, =q0<((p')’,i)>=<((p')’,1—(p')’)>,

0, =¢((1(p)") = ((L(p)"~D), 0, = (1 (p)*))=(L(p)* =D)

0,2 =¢((1(p, ")) =((L(p, )" ~D) olarak bulunur.
Teorem 5.4 7 *7 halkasinin maksimal idealleri asagida belirtildigi gibidir:

i) n=p iken maksimal idealler p'eZ asal eleman olmak lzere M, :<(p',1—p')> ve
M, =<(1,—_1)> idealleridir.

ii) n= pqg iken maksimal idealler p'eZ asal eleman olmak lzere M, :<(p',1—p')>,

M, =<(1,§)> ve M, =<(1,E])> idealleridir.

iii) n=p* iken maksimal idealler p'eZ asal eleman olmak lizere M, :<(p',1—p')>
ve M, =<(1,1—p)> idealleridir.

iv) n=p/'p}>..p iken maksimal idealler p'eZ asal eleman ve 1<i<m olmak iizere

M, =<(p',1——p')> ve M, =<(1,1——pi)> idealleridir.
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ispat i) p'eZ asal ve n=p olmak Uzere ZxZ, halkasinin maksimal idealleri
(p)xZ, ve Zx<6> bulunmustu. Buradan (p')xZ, :<(p',i)> ve Zx<6>=<(1,6)> elde

edilir. @:Zx7Z,—>7Z*7,, (p(a,l;):(a,—a+k) ile  tanimlanan izomorfizma

kullanilarak 7Zx 7., halkasindaki maksimal idealler bire bir olarak Z#*7Z, halkasindaki

maksimal ideallere eglenir. Bdylece maksimal idealler M, =(p<(p',i)>=<(p',1—p')>

ve M, = ¢)<(l,6)> :<(1,—_1)> olarak bulunur.

i) p'eZ asal ve n=pqg olmak iizere ZxZ, halkasinin maksimal idealleri (p')xZ,,
Z><<,3> ve Zx@ olarak bulunmustu. Buradan (p')xZ, :<(p',i)>, Zx<;>=<(1,5)>
ve zx@:{(l,;)} elde edilir. Béylece maksimaller M1:¢<(p',i)>=<(p',l——p')>,
M, =p((.p))=(0.p=D) ve M, =p((1.g)) =((L.g—D) olarak bulunur.

iii) p'eZ asal ve n=p* olmak iizere ZxZ, halkasinin maksimal idealleri (p')xZ,,
Zx(p) olarak bulunmustu. Buradan (p')xZ, =((p', ), Zx(p)=((, p)) elde edilir.

Boylece maksimaller Mlz(p<(p',i)>:<(p',1——p')> ve MZ:¢<(1,E)>:<(1,p_—l)>
olarak bulunur.
k;

iv) p'eZ asal, n=p}' pk..pk ve 1<i<m olmak tzere olmak tizere ZxZ, halkasinin

maksimal idealleri (p')xZn ve Zx<;i> olarak  bulunmustu. Buradan
<p'>xZn:<(p',i)> ve Zx<;i>:<(1,;i)> elde edilir. Boéylece maksimal idealler
M, =(p<(p',i)>=<(p',1—_p')> ve 1<i<m olmak Uzere M2:¢<(1,;[)>=<(1,T—1)>
olarak bulunur.

Teorem 5.5 Asagidaki idealler Z*Z, halkasinda 2-yutandir:

p'€Z asal ve s,teZ birbirinden farkh asal elemanlar olmak (lizere II:<(O,i)>,

L=((p.1=p)), I, =<((p')2,1—(p')2)> ve I, =((st.1=s1)) 2-yutandrr.
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i) n=p iken K, =<(0,6)>, K, =<(p ! —_p')> ve K, =<(1,—_1)> idealleri 2-yutandr.

i) n=pq iken K,=(0.p), K,=(0.9)), K,=((r'p-p)), K,=((p'q=p")

<(1 1)> <(1 D )> <(1q 1)> idealleri 2-yutandir.

i) n=p" iken K,=(0.p), K, =((p'p=p)), K,=(0p-D), K,=((.p"-D)
idealleri 2-yutandir.

k,

iv) n=pipy.p iken 1<i,j<m ve i#j olmak (Uzere K1=<(O,;i)>,

K=((rip,-p)),  K=(0p-D), K=(0(p)-D) ve K =(0pp,-D)
idealleri 2-yutandir.

ispat Zx 7, halkasinda p'eZ asal ve s,teZ birbirinden farkl asal elemanlar olmak
izere  (0)xZ,=(01),  (p)xZ,=((p'D),  ((pV)xZ,=((p)"D) ve
(st)xZ,=((st,)) idealleri 2-yutan ideal olarak bulunmustu. Boylece
L=p(OD)=(0D),  L=p(@)=(w=p),  L=¢((@)1))-
<((p')2,1—(W)> ve I,=p{(st.h)=((st.1=sn)) idealleri Z+Z, halkasinda 2-
yutandir.

i) n=p iken ZxZ halkasinda p'cZ asal olmak izere <0>x<6>=<(o,6)>,
<p'>x<6>=<(p',6)> ve Z><<> <(1 0)> idealleri  2-yutan  oldugundan
K, =9(0,0)=(0,0), K,=p((p.0)=((p,=p)) ve K ,=¢(10)=(0-D)

7% 7., halkasinda 2-yutandir.

i) n=pg iken Zx7Z  halkasinda <0>><<1_9>=<(0,]_9)>, (0)><<q>=<(0,21)>,
()x(p)=((p.p),  (p)x{a)=((p'@), Zx(0)=(0,0)), Zx(p)=(0.p),

< >:<(l q)> idealleri 2-yutan oldugundan K, :(p<( ]_9)> =<(0 p)>

K, =¢<(0,q)>=<(0,§)>, K, =¢<(p',5)>=<(p',ﬁ)>, = <(p q)>
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{(p',q—_p'>>, Ko=p(L,0))=(0.-D),  Ko=p(0p)=(0p=-D)  ve
<(1 q)>:<(l q- 1)> idealleri Z*7 halkasinda 2-yutandir.

i) n=p' iken 7ZxZ halkasinda <0>><<]_9>=<(O,]_9)>, (p'>x<;>:<(p',,3)>,

Zx<5>:<(l,;)>, Zx<?>:<(1,?)> idealleri 2-yutan oldugundan ¢ izomorfizmasiyla

=0((0,p))=(0.p), K,=0((p,p)=((p.p-p)), K,=0(0,p)=(0p-D)

ve K, :¢<(1,?)>=<(1,p2—1)> idealleri Z*Z, halkasinda 2-yutandir.

iv) n=p/pl.p iken ZxZ,  halkasinda 1<i,j<m ve i=#j olmak uzere

(Op<(p) = (.20}, (o px(p) =2 o). Zx{m)={0.p0), 2x((p0%)=(0.0)

ve Z,x <Tp/> = <(1,ij)> 2-yutandir. Boylece K = (p<(0,;i)> = <(O,;,.)> ,

K =0 p))=((r'p=pY),  Ko=p((.p))=((5,-D). K, =p((L(p)") =

<(1,(pi)2—1)> ve K,=¢((Lpp))=(pp,—D) idealleri Z+Z, halkasinda 2

yutandir.

Teorem 5.6 Z* 7, halkasinda p|n olmak iizere I =<p>*<]_)> 2-yutan idealdir.

ispat (al,lz),(a2,19_2),(a3,173)eZ*Zn iken (al,l;l)-(az,la_z)-(a3,l73)el olsun. Buradan

(a,a,a,,a,(ab, +b,a, +b,b,)+b,(a, +b,)a, +b;)) el elde edilir ve I:<p>*<p>
oldugundan plaa,a, ve n|a(ab,+b,a,+b,b,)+b(a,+b,)(a,+b,)—pk olacak
sekilde kel vardir. Buradan pln oldugundan
p|a,(a,b, +b,a, +b,b,)+b,(a, +b,)(a, +b,) dir. Ayrica p asal sayi oldugundan en az
bir je{l,2,3} igin p|ajolur. Kabul edelim ki pla, olsun. O halde
pla,(ab, +b,a,+bb,) ve boylece p|b(a,+b,)(a,+b,) elde edilir. p asal say

oldugundan p|b, veya p|(a,+b,) veya p|(a,+b,) olur. Butin durumlari

inceleyelim. Eger p|b, ise (al,lz){az,b_z)=(a1a2,b]a2+blb2+alb2)el olur. Eger

pl(a,+b,) ise (al,lz)(az,b:)=(ala2,b]a2+b]b2+alb2)el ve eger p|(a,+b,) ise
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(a,b)-(ay,b,) = (@@, ba, +bb,+ab) €I elde edilir. Bylece =(p)*(p), Z*Z,

halkasinin 2-yutan idealidir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak birimli ve degismeli halkalarda ideallerle ilgili tanim ve teoremler
verilmistir. Daha sonra ideal Genisleme yapisi incelenmis ve idealleri hakkinda bilgiler

edinilmistir. Ozel olarak 7Z 7 ideal Geniglemesinin Asal, Asalimsi, Maksimal, 2-yutan

idealleri incelenmistir.
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