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1. GİRİŞ VE LİTERATÜR ÖZETİ 

 

Son yıllarda, matematik ve fizik alanında kontak geometri geniş uygulama alanı nedeniyle 

geometricilerin zengin bir araştırma konusu olmuştur. Altmanifoldların geometrisi kavramı 

yüzeyin dışsal geometrisi fikri ile başlamış olup zamanla ortam uzayı için geliştirilmiştir. 

Günümüzde bu teori, bilgisayar tasarımında, görüntü işlemede, ekonomik modellemede 

olduğu kadar matematiksel fizik ve mekanikte de önemli rol oynar. 

 

Bir manifoldu formal olarak şu şekilde tanımlayabiliriz. 𝑀̃ bir topolojik uzay olsun. 𝑀̃ deki 

her noktanın bir komşuluğu 𝑛 −boyutlu Öklid uzayındaki bir açık komşuluğa homeomorf 

oluyorsa 𝑀,̃  𝑛 −boyutlu manifold olarak adlandırılır. Bir 𝑀̃ manifoldunun herbir 𝑞 

noktasının komşuluğunda manifolda teğet olan vektör uzayı manifoldun tanjant uzayı olarak 

adlandırılır ve 𝑇𝑀̃(𝑞)  ile gösterilir.  𝑀̃ üzerinde bir metrik tanımlı olması durumunda 𝑀̃’ye 

bir Riemann manifoldu denir. Bazı şartlar altında bir Riemann manifoldu Öklid uzayının bir 

alt kümesi olarak düşünülebilir, bu durum Riemann manifoldunun Öklid uzayına gömülmesi 

olarak adlandırılır. Öklid uzayının yapısal durumları Riemann metriği yardımı ile manifold 

yapısı üzerine indirgenebilir.   

 

Bu tezimizde kontak pseudo slant problem çalışılacağından problemin tarihçesine bakacak 

olursak, Slant altmanifoldlar, invariant ve anti-invariant altmanifoldların bir genellemesi 

olarak 1990 yılında B.Y. Chen tarafından tanıtıldı. İlerleyen zamanlarda  konu birçok 

geometrici tarafından geniş çapta incelendi. Diferansiyellenebilir manifoldların farklı 

türlerinde slant altmanifoldlar, semi-slant, pseudo slant, bi-slant altmanifoldlar başlığı 

altında genelleştirildi.  

 

Hemen hemen bir Hermityen manifoldunun slant altmanifoldları konusunu B. Y. Chen 

tarafından ortaya atılmıştır (Chen 1990). ℂ2 ile ℂ4 kompleks manifoldların slant altmanifold 

örnekleri B. Y. Chen ile Y. Tazawa vermiştir (Chen ve Tazawa 1990). İlk olarak A. Lotta 

hemen hemen.kontak metrik manifoldunun slant altmanifoldunu tanımlamış ve incelemiştir 

(Lotta, 1996). Lotta aynı zamanda bir 𝐾 kontak manifoldun anti-invaryant olmayan 3 

boyutlu slant altmanifoldlarının geometrisinde çalışmışır (Lotta, 1998). L. Cabrerizo ve 

arkadaşları da bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldunu incelemiş ve önemli  sonuçlar 

elde etmiştir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez 2000; Cabrerizo, Carriazo, 
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Fernandez ve Fernandez, 2000). M. Atçeken de Riemanniann product, paracontact metrik 

manifold ile Kenmotsu manifoldlarında Semi - slant altmanifoldlarının geometrisi üzerinde 

çalışmalar yürütmüştür (Atçeken, 2010). 2007 ile 2011 yıllında M. Khan ile arkadaşları, 

çalışmlarını proper slant ve pseudo slant altmanifoldları üzerinde yürütmüşlerdir. (Khan ve 

Arkadaşları 2011; Khan ve Khan 2007). 2013 yılında da M. Atçeken bir (LCS)n -manifoldun 

kontak pseudo slant altmanifoldu üzerinde çalışmıştır (Atçeken ve Hui. 2012; Atçeken, Dirik 

ve Yıldırım, 2015). S. Dirik  kontak pseudo-slant altmanifoldlar üzerinde bir çok çalışma  

yapmıştır (Dirik, 2019; Dirik ve Atçeken 2014; Dirik ve Atçeken 2016).  

 

Bu tez çalışmasında, bir hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant 

altmanifoldlarının diferansiyel geometrisi çalışıldı. Bir hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu 

uzayının kontak pseudo-slant altmanifold olması için gerekli  ve yeterli şartlar verilip, bir 

hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant altmanifoldunun 

tanımından ortaya çıkan distribüsyonların integrallenebilirliği için gerek ve yeter şartlar 

araştırıldı. Son olarak, distribüsyonların geodeziklik kavramları tanımlandı ve bazı sonuçlar 

elde edildi. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR  

 

Bu bölümde tezde kullanılan temel kavramlara yer verilmiştir. 

 

2.1. Manifoldlar  

 

Bu alt bölümde manifoldlara ait temel  kavramlar verildi. 

 

2.1.1. Tanım Bir Hausdorff uzayı X olmak üzere U ⊂ X açık cümlesi üzerinden V ⊂ ℝ𝑛 

bölgesine tanımlanan 

 

𝜙 ∶  𝑈 →  𝑉 ⊂  ℝ𝑛 

 

Homeomorfizmine  X üzerinde harita ya da n− boyutlu koordinat sistemi denir. U açık 

cümlesine de, koordinat bölgesi ya da 𝜙 haritasının koordinat komşuluğu adı verilir. Bu 

harita (𝑈, 𝜙) ile gösterilir. Eğer, 𝑞 ∈ U ise  

 

       𝜙(𝑞)  = (𝑞1, 𝑞2 , … , 𝑞𝑛) ∈ ℝ
𝑛 

 

şeklindedir. Buradaki 𝑞1, 𝑞2 , … , 𝑞𝑛 reel sayılarına ise 𝜙 haritası üzerinde 𝑞 noktasının 

koordinatları adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

2.1.2. Tanım  𝑀̃ boş olmayan bir cümle olsun. 𝑀̃ nın herbir noktasının ℝ𝑛 e ya da ℝ𝑛 nin 

bir U açık alt cümlesine homeomorf olacak şekilde bir koordinat komşuluğu varsa, 𝑀̃ 

manifolduna n−boyutlu topolojik manifold adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.3. Tanım  ℝ𝑛 uzayına ait bir U açık cümlesi üzerinde tanımlanan reel değere sahip bir 

fonksiyon 𝑓 olsun. Eğer 𝑓 fonksiyonunun k. mertebeden kısmi türevi var ve 𝑘 ≤  𝑟 olmak 

koşulu ile sürekli ise 𝑓 fonksiyonuna r. mertebeden diferansiyellenebilirdir adı verilir. f ∈ 𝐶𝑟 

(U, ℝ) ile gösterilir. Eğer ∀ 𝑟 ∈  ℤ+ için 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(U, ℝ) oluyorsa 𝑓 fonksiyonu 

diferansiyellenebilir denir. Bu fonksiyon 𝑓 ∈ 𝐶∞ (U, ℝ) ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.4. Tanım 𝑀̃ bir topolojik manifold olmak üzere 𝑀̃ nın açık bir örtüsü {𝑈α} ile 

tanımlansın. 𝑈α açık cümlesinin 𝛼 indisinin cümlesi 𝐴 olmak koşuluyla {𝑈α} açık örtüsü 
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için {𝑈α}α∈𝐴  yazılabilir. Eğer ℝ𝑛 içindeki her 𝑈α, bir homeomorfizm 𝜙α  ile homeomorf 

ise, o zaman (𝜙α, 𝑈α) haritalarının {(𝜙α, 𝑈α)}α∈A koleksiyonu bir koordinat komşuluğu 

sistemi (atlas) olarak adlandırılır(Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.5. Tanım n−boyutlu bir topolojik manifold 𝑀̃ olmak üzere, 𝑆 = {𝑈𝛼, 𝜓𝛼}𝛼 de 𝑀̃ 

manifoldunun bir atlası olsun. 𝑟 ≥  1 koşulu için, eğer 𝑆 atlası 𝑈α ∩ 𝑈β ≠ ∅ olması 

durumunda ∀ 𝛼, 𝛽 ∈  𝐴 için  

 

𝜙αβ = ψαoψβ
−1: ψβ(Uα ∩ Uβ) → ψα(Uα ∩ Uβ) 

 

ve 

 

𝜙βα = ψβoψα
−1: ψα(Uα ∩ Uβ) → ψβ(Uα ∩ Uβ) 

    

özelliğine sahipse 𝑆 ye 𝐶𝑟-sınıfındadır denir. Bu durumda, her biri ikişer ikişer bir 

homeomorfizmanın bileşkesi olan fonksiyonlar olan 𝜙𝛽𝛼 ve 𝜙𝛼𝛽 de birer homeomor-

fizmadır. Söz konusu 𝜙αβ ile 𝜙βα fonksiyonları 𝐶𝑟-sınıfından diferansiyellenebilirlerse 

𝑆 atlasına 𝐶𝑟-sınıfından diferansiyellenebilirdir denir. Eğer 𝑀̃ üzerindeki 𝑆 atlası 𝐶𝑟-

sınıfından ise o zaman 𝑆’ye bir 𝐶𝑟-sınıfından diferansiyellenebilir yapı denir. 𝑀̃ bir manifold 

olsun ve bu manifoldda r. mertebeden diferansiyellenebilir bir atlas var ise, 𝑀̃'ya r. 

mertebeden diferansiyellenebilir manifold adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.6. Tanım 𝑀̃ ile 𝑁̃ iki manifold ve 𝜙: 𝑀̃ → 𝑁̃, diferensiyellenebilir dönüşümünün tersi 

mevcut ve bu dönüşümün tersi de diferensiyellenebilirse, 𝜙 dönüşümüne diffeomorfizma 

denir. Eğer 𝑀̃ dan 𝑁̃ ya bir diffeomorfizma mevcutsa, 𝑀̃ ile 𝑁̃ manifoldları diffeomorfiktir 

olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

Manifoldlar üzerinde önemli bir kavram da tanjant vektörleridir. Manifold, temel olarak bir 

topolojik uzaydır ve bu uzay üzerinde diferensiyel yapı tanımlayarak diferensiyel teknikler 

kullanmak mümkündür. 

 

2.1.7. Tanım 𝑀̃ topolojik manifold ve 𝑞 ∈  𝑀̃ olsun. 𝑀̃  manifoldunun 𝑞 noktasının  bir 

komşuluğu  𝑈 olmak üzere 
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𝐶∞(𝑈,ℝ)  =  {𝑓 | 𝑓 ∶  𝑈
𝑑𝑖𝑓−𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→      ℝ} 

 

cümlesi verilsin. Her 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑈, ℝ) ve 𝑘 𝑣𝑒 𝑡 ∈ ℝ için  

 

i. Lineerlik  

 

𝑉𝑞 (𝑘𝑓 +  𝑡𝑔) = 𝑘𝑉𝑞(𝑓)  + 𝑡𝑉𝑞(𝑔) 

 

ii. Leibnitz kuralı 

 

𝑉𝑞 (𝑓. 𝑔) = 𝑉𝑞(𝑓)𝑔(𝑞)  + 𝑓(𝑞)𝑉𝑞(𝑔) 

 

özellikleri sağlanıyorsa 𝑉𝑞 fonksiyonuna 𝑀̃’nin 𝑞 noktasındaki tanjant vektörü adı verilir. 

𝑇𝑀̃(𝑞), 𝑀̃ manifoldunun 𝑞. noktasındaki tanjant vektörlerinin kümesi  

 

𝑇𝑀̃(𝑞) = {𝑉𝑞 | 𝑉𝑞: 𝐶
∞(𝑀̃, ℝ)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 ,   𝐿𝑒𝑖𝑝𝑛𝑖𝑡𝑧
→            ℝ} 

 

biçimindedir. Bu cümlede iç işlem  

 

⊕∶  𝑇𝑀̃(𝑞) × 𝑇𝑀̃(𝑞) → 𝑇𝑀̃(𝑞) 
 

                                                    (𝑉𝑞,𝑊𝑞) → 𝑉𝑞⊕ 𝑊𝑞:  𝐶
∞(𝑀̃, ℝ) → ℝ 

 

ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)  için  

 

(𝑉𝑞 +𝑊𝑞)[𝑓] = 𝑉𝑞[𝑓]  + 𝑊 [𝑓] 

 

olarak tanımlanır. Bu şekilde (𝑇𝑀̃(𝑞),⊕) ikilisi Abel grup olur. Bu cümledeki dış işlem ise 

 

                                                 ʘ ∶ ℝ × 𝑇𝑀̃(𝑞) → 𝑇𝑀̃(𝑞)   
 

                                                               (𝜆, 𝑉𝑞) → λʘ𝑉𝑞:  𝐶
∞(𝑀̃, ℝ) → ℝ    

 

ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)  için  

(λʘ𝑉𝑞)[𝑓] = 𝜆 𝑉𝑞[𝑓]  
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olarak tanımlanır. 𝑇𝑀̃(𝑞) reel sayılar cismi üzerindeki bir vektör uzaydır ve bu uzay 𝑀̃ 

manifoldunun p noktasındaki tanjant uzayı olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.8. Tanım 𝑓:ℝ𝑛 →  ℝ diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑉⃗ 𝑞 ∈ Tℝ𝑛(𝑞)  olsun. Buna 

göre   𝑉⃗ 𝑞 = 𝑃𝑄 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  olmak üzere 

 

                          𝑉⃗ 𝑞[𝑓] =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(𝑃1+𝑡(𝑄1−𝑃1)), . . . , 𝑓(𝑃𝑛+𝑡(𝑄𝑛−𝑃𝑛)))𝑡=0  

 

ifadesine  𝑓 fonksiyonunun  𝑉⃗ 𝑞 vektörü yönündeki türevi adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.9. Tanım Reel sayılar cismi üzerindeki r adet vektör uzayı 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, . . . , 𝑉𝑟 şeklinde 

verilsin. 

 

𝑓: 𝑉1 × 𝑉2 × 𝑉3, . . . , 𝑉𝑟 →ℝ 

 

fonksiyonu 1 ≤  𝑖 ≤  𝑟  ve 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖 olmak üzere 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ için 

 

𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑖−1, 𝑎𝑣𝑖 + 𝑏𝑢𝑖,  𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑟)
= 𝑎𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖 , … ,  𝑣𝑟) + 𝑏𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑢𝑖, … , 𝑣𝑟) 

 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna r−lineer fonksiyon adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

2.1.10. Tanım 𝑀̃, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑞 ∈  𝑀̃ noktasında 

bulunan tanjant uzayı 𝑇𝑀̃(𝑞)  olsun. 𝑇𝑀̃(𝑞) 'nin dual uzayı, 𝑀̃ manifoldunun q noktasındaki 

kotanjant uzayı olarak adlandırılır. 𝑀̃ manifoldunun q noktasında bulunan kotanjant uzayı 

ise 𝑇𝑀̃
∗ (𝑞)  ile ifade edilir. Bu durumda 

 

𝑇𝑀̃
∗ (𝑞) = {𝜔 | 𝜔 ∶  𝑇𝑀̃(𝑞)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→    ℝ} 

 

olur. 𝑀̃ manifoldunun q noktasındaki kotanjant vektörlerinin oluşturduğu uzay 𝑇𝑀̃
∗ (𝑞) olarak 

adlandırılır ve bu uzayın elemanlarına ise 𝑀̃ nın q noktası üzerindeki kotanjant vektörleri 

adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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2.1.11. Tanım Reel sayıların cismi üzerindeki bir vektör uzayı 𝑉 olsun. 𝑉∗ ise 𝑉 vektör 

uzayının dual uzayı olarak tanımlansın 

 

                                        𝐿(𝑉𝑟 , 𝑉∗s; ℝ) = {𝑓|𝑓 ∶ 𝑉𝑟 × 𝑉∗s
𝑟+𝑠−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→        ℝ}    

 

vektör uzayındaki iç ve dış işlemler sırası ile 

 

 (𝑓 ⊕ 𝑔)(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) = 𝑓(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) + 𝑔(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) 
 

ve 

 

(𝜆𝑓)(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) = 𝜆𝑓(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) 
 

olarak tanımlanırlar. Bu uzay, s. mertebeden kontravaryant ve r. mertebeden kovaryant 

tensör uzay olarak adlandırılır. Bu uzayın öğelerine de (𝑟, 𝑠)-tipinde bir tensör adı verilir 

(Boothby, 1986). 

 

Manifoldlar üzerinde tanjant vektörleri kullanarak vektör alanları tanımlanabilir. 𝑀̃ bir 

manifold olsun ve 𝑇𝑀̃(𝑞) bu manifoldun q noktasına karşılık gelen tanjant uzayı olsun. Her 

𝑞 ∈ 𝑀̃ noktasına karşılık gelen χ  diferansiyellenebilir dönüşümü, 𝑇𝑀̃(𝑞) uzayında bir 

tanjant vektörü üretir ve bu dönüşüme vektör alanı adını veririz. Bu şekilde vektör alanları 

aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

 

2.1.12. Tanım 𝑀̃ diferansiyellenebilir  bir manifold ve 𝑀̃ üzerindeki diferansiyellenebilir 

fonksiyonların cümlesi  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) ve 𝑘, 𝑡 ∈  ℝ için 

χ : 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) dönüşümü  

 

i. 𝜒(𝑘𝑓 + 𝑡𝑔) = 𝑘𝜒(𝑓) + 𝑡𝜒(𝑔) 

 

ii. 𝜒(𝑓𝑔) = 𝜒(𝑓)𝑔 + 𝑓𝜒(𝑔) 
 

şartlarını sağlıyorsa  𝜒′e 𝑀̃ manifold üzerinde vektör alanı adı verilir. 𝑀̃ manifolduna ait 

tüm vektör alanlarının kümesi 𝜒(𝑀̃) şeklinde gösterilir (Boothby, 1986). 

 

Böylece manifold üzerindeki bir vektör alanı, her noktaya bir tanjant vektörü atar. 
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2.1.13. Tanım Diferensiyellenebilir bir manifold olan 𝑀̃'daki vektör alanları χ(𝑀̃) ile ifade 

edilsin. 𝜌1, 𝜌2 ∈ χ(𝑀̃) olmak üzere 

 

[ , ] ∶ χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃) →χ(𝑀̃)  
 

              (𝜌1, 𝜌2) → [𝜌1, 𝜌2] 
 

dönüşümü     

 

i. 2-lineer, yani ∀ 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ ve  𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) için 

 

 [𝑎𝜌1 + 𝑏𝜌2, 𝜌3] = 𝑎[𝜌1, 𝜌3] + 𝑏[𝜌2, 𝜌3]  
 

ii. Anti-simetrik yani her 𝜌1, 𝜌2∈ χ(𝑀̃) için 

 

[𝜌1, 𝜌2] = −[𝜌2, 𝜌1]  
 

iii. Her  𝜌1, 𝜌2, 𝜌3∈ χ(𝑀̃) için 

 

[[𝜌1, 𝜌2], 𝜌3] + [[𝜌3, 𝜌1], 𝜌2] + [[𝜌2, 𝜌3], 𝜌1] = 0 (I. Bianchi eşitliği) 

 

koşullarını sağlayan bir [,] operatörü 𝑀̃ manifoldu üzerinde Lie operatörü olarak adlandırılır 

(Boothby, 1986). 

 

2.1.14. Tanım  𝑀̃ diferansiyellenebilir bir manifold olsun. ∀ 𝜌1,𝜌2 ∈ χ(𝑀̃) için 

 

                                [ , ] χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃)   →χ(𝑀̃)   
 

(𝜌1, 𝜌2) → [𝜌1, 𝜌2] 
 

dönüşümü her  𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) fonksiyonu için  

 

                             [𝜌1, 𝜌2]𝑓 = 𝜌1(𝜌2(𝑓)) − 𝜌2(𝜌1(𝑓))                                                (2.1.1) 

 

olarak tanımlanır. Burada [,] oparatörü, χ(𝑀̃) üzerindeki bir Lie operatörüdür. Eşitlikteki 

𝜌1(𝑓) ye 𝑓’nin 𝜌1 vektör alanına göre yöne göre türevi olarak ifade edilir. 
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𝑀̃ diferansiyellenebilir manifold olsun. ∀ 𝜌1, 𝜌2 ∈ χ(𝑀̃) için  𝑓, 𝑔 ∈  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) 

fonksiyonları ile birlikte λ ∈ ℝ için Lie operatörü 

 

i. [𝜌1, 𝜌2](𝑓 + 𝑔) = [𝜌1, 𝜌2](𝑓) + [𝜌1, 𝜌2](𝑔) 
 

ii. [𝜌1, 𝜌2](𝜆𝑓) = 𝜆[𝜌1, 𝜌2]𝑓 

 

iii. [𝜌1, 𝜌2](𝑓𝑔) = 𝑔[𝜌1, 𝜌2](𝑓) + 𝑓[𝜌1, 𝜌2](𝑔) 
 

özelliklerini sağlar (Lotta, 1998). 

 

2.1.1. Teorem: 𝑀̃ diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere ∀  𝜌1, 𝜌2 ∈ χ(𝑀̃) ile 𝑓, 𝑔 ∈ 

 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) için 

 

                [𝑓𝜌1, 𝑔𝜌2] = (𝑓𝑔)[𝜌1, 𝜌2] + 𝑓𝜌1(𝑔)𝜌2 − 𝑔𝜌2(𝑓)𝜌1                                    (2.1.2) 

 

dir (Yano ve Kon 1984). 

 

2.1.15.Tanım  𝑀̃ ile 𝑁̃ manifoldları sırası ile m ile n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar 

olsun. 𝑓: 𝑀̃ → 𝑁̃ olarak tanımlanan fonksiyon 𝑞 noktası üzerinde diferensiyellenebilir 

fonksiyon olmak koşuluyla    

 

                𝑓∗: 𝑇𝑀̃(𝑞) →  𝑇𝑁̃(𝑓(𝑞))                                          

 

                                                𝑉𝑞 → 𝑓∗|𝑞(𝑉𝑞) =  (𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑞[𝑓1]|𝑓(𝑞), … , 𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑞[𝑓n]|𝑓(𝑞)) 

 

ile tanımlanan 𝑓∗ dönüşümü f fonksiyonunun türev dönüşümü olarak adlandırılır. Eğer 

g∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ), 𝑓(𝑞) nin komşuluğu altında diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise 

 

(𝑓∗(𝑉𝑞))𝑔 = 𝑉𝑞(𝑔𝑜𝑓) 

 

şeklinde verilir (Lotta, 1998). 

 

2.1.2. Teorem  𝑀̃ ve 𝑁̃ manifoldları diferensiyellenebilir manifoldlar olmak üzere 𝑓: 𝑀̃ →

𝑁̃ diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Bu koşulda 𝑓∗ türev dönüşümü lineer ve 𝑀̃ 

üzerinde seçilen eğriden bağımsız olur (Lotta, 1998). 
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2.1.16. Tanım 𝑀̃, diferansiyellenebilir bir manifold olarak tanımlansın. 𝑀̃  manifoldu 

üzerindeki  𝐶∞ vektör alanının cümlesi χ(𝑀̃) ve 𝑀̃ manifoldundan ℝ ye olan  𝐶∞ 

fonksiyonlarının cümlesi ise  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) olarak ifade edilsin. Her 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) ve 𝑎, 𝑏 ∈

 ℝ için 

 

                                                     𝑔: χ(𝑀̃)  ×  χ(𝑀̃) → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)   
 

dönüşümü  

 

i. Simetrik, yani  

 

𝑔(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝜌2, 𝜌1),  
 

ii. Pozitif tanımlı 

 

𝜌1 ≠ 0  için 𝑔(𝜌1, 𝜌1) > 0 ve 𝑔(𝜌1, 𝜌1) = 0 ⇔ 𝜌1  =  0, 

 

iii. Bilineer;  

 

𝑔(𝑎𝜌1 + 𝑏𝜌2, 𝜌3) = 𝑎𝑔(𝜌1, 𝜌3) + 𝑏𝑔(𝜌2, 𝜌3), 
 

şartlarını sağlıyor ise 𝑔 ye 𝑀̃ üzerinde (2, 0)-mertebeli metrik tensör ya da Riemann metriği 

denir. (𝑀̃, 𝑔) çifti ise Riemann manifoldu olarak adlandırılır (O’Neill 1983). 

 

2.1.16. Tanım  𝑀̃, bir diferensiyellenebilir manifold olsun ve 𝑀̃ manifoldu üzerinde bulunan 

𝐶∞ vektör alanlarının cümlesi χ(𝑀̃) olarak adlandırılsın 

 

𝛻̃: χ(𝑀̃)xΓ(𝑇𝑀̃)
2−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→      χ(𝑀̃) 

 

                            (𝜌1, 𝜌2) → ̃(𝜌1, 𝜌2) = ̃𝜌1𝜌2 

 

dönüşümü ∀  𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) için 

 

i. ̃𝜌1(𝜌2 + 𝜌3) = ̃𝜌1𝜌2 + ̃𝜌1𝜌3  

 

ii. ̃𝑓𝜌1+𝑔𝜌2𝜌3 = 𝑓̃𝜌1𝜌3 + g̃𝜌2𝜌3  
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iii. ̃𝜌1(𝑓𝜌2) = 𝑓̃𝜌1𝜌2 + 𝜌1(𝑓)𝜌2  

 

belirtilen şartları taşıyorsa ̃ ya 𝑀̃ üzerindeki bir afin konneksiyon denir. ̃𝜌1 ise 𝜌1’e göre 

kovaryant türev operatörü olarak adlandırılır (Yano ve Kon, 1979). 

 

2.1.17.Tanım  𝑀̃ manifoldu n-boyutlu ve 𝑀̃ manifoldu üzerindeki konneksiyon ̃ olmak 

üzere 

 

𝑇: χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃)  → χ(𝑀̃)                                        
 

                                            (𝜌1, 𝜌2) → 𝑇(𝜌1, 𝜌2) = ̃𝜌1𝜌2 − ̃𝜌2𝜌1 − [𝜌1, 𝜌2] 

 

olarak tanımlanmış vektör değerli tensöre 𝑀̃ manifoldu üzerinde tanımlı olan ̃ 

konneksiyonunun torsiyon tensörü adı verilir. Basitçe görülebilir ki torsiyon tensörü anti 

simetriktir. 

 

2.1.18.Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifoldu olsun. ̃ ise 𝑀̃ üzerinde tanımlı bir afin 

konneksiyon olmak üzere ∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) için ̃ konneksiyonu  

 

i. ̃𝜌1𝜌2 − ̃𝜌1𝜌2 = [𝜌1, 𝜌2] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özelliği )  

 

ii. 𝜌1𝑔(𝜌2, 𝜌3) = 𝑔(̃𝜌1𝜌2, 𝜌3) + 𝑔(𝜌2̃𝜌1𝜌3) (Konneksiyonun metrik ile bağdaşma 

özelliği )  

 

koşullarını sağlanıyor ise, ̃ konneksiyonuna 𝑀̃ manifoldu üzerindeki sıfır torsiyonlu 

konneksiyon (Riemann konneksiyonu) ya da Levi-Civita konneksiyonu adı verilir (Yano ve 

Kon, 1979). 

 

(𝑀̃, 𝑔) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere ̃ konneksiyonu 𝑀̃ manifoldu 

üzerinde tanımlı Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) için 

 

2𝑔(̃𝜌1𝜌2, 𝜌3) = 𝜌1𝑔(𝜌2, 𝜌3) + 𝜌2𝑔(𝜌3, 𝜌1) − 𝜌3𝑔(𝜌1, 𝜌2)                                             

 

        −𝑔(𝜌1, [𝜌2, 𝜌3]) − 𝑔(𝜌2, [𝜌1, 𝜌3]) + 𝑔(𝜌3, [𝜌1, 𝜌2])                                               (2.1.3) 

 

ile ifade edilen eşitliğe Kozsul formülü denir.  
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2.1.19. Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifoldu olmak üzere 𝜌1 ∈ χ(𝑀̃) için 𝐿𝜌1, keyfi 

(𝑟, 𝑠) −tipindeki bir tensör alanını yine (𝑟, 𝑠) −tipindeki bir tensör alanına götürür ise 𝐿𝜌1 

oparatörü 𝜌1 vektör alanına göre  Lie türev operatörü olarak tanımlanır. 

 

(𝐿𝜌1𝜙)(𝜌1, … , 𝜌𝑟 , 𝑞1, … , 𝑞𝑠) = 𝜌1𝜙(𝜌1, … , 𝜌𝑟 , 𝑞1, … , 𝑞𝑠) 

−𝜙(𝐿𝜌1𝜌1, … , 𝜌𝑟 , 𝑞1, … , 𝑞𝑠) − 𝜙(𝜌1, … , 𝜌𝑟 , 𝑞1, … , 𝐿𝜌1𝑞𝑠) 

 

şeklinde gösterilir. Özel olarak  𝑞1 ∈ 𝜒(𝑀̃) olmak üzere, 

𝐿𝜌1𝑞1 = [𝜌1, 𝑞1] 

 

biçiminde tanımlıdır. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐶(𝑀̃, ℝ) için 𝐿𝜌1𝑓 = 𝜌1(𝑓) dir. Her 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) 

olmak üzere 𝑔 −Riemann metrik tensörünün 𝜌1 vektör alanına göre Lie- türevi ise  

(𝐿𝜌1𝑔)(𝜌2, 𝜌3) = 𝐿𝜌1𝑔(𝜌2, 𝜌3) − 𝑔(𝐿𝜌1𝜌2, 𝜌3) − 𝑔(𝜌2, 𝐿𝜌1𝜌3) 

 

                                                  = 𝜌1(𝑔(𝜌2, 𝜌3)) − 𝑔([𝜌1, 𝜌2], 𝜌3) − 𝑔(𝜌2, [𝜌1, 𝜌3]) 

 

                                                 = 𝑔(𝜌1𝜌2, 𝜌3) + 𝑔 (𝜌2,𝜌1
𝜌3) − 𝑔(𝜌1𝜌2, 𝜌3) 

 

                                                       +𝑔(𝜌2𝜌1, 𝜌3) − 𝑔 (𝜌2,𝜌1
𝜌3) + 𝑔 (𝜌2,𝜌3

𝜌1) 

 

   = 𝑔(𝜌2𝜌1, 𝜌3) + 𝑔 (𝜌2,𝜌3
𝜌1) 

 

olarak tanımlanır. Burada 𝐿𝜌1𝑔 = 0  olması durumunda 𝜌1 vektör alanı Killing vektör alanı 

olarak adlandırılır (Chen, 1973).  

 

2.1.20. Tanım  (𝑀̃, 𝑔) bir Riemann manifoldu olmak üzere, 𝑀̃ manifoldu üzerinde verilmiş 

olan her bir r-forma karşılık gelen bir (r+1)-formu karşılık getiren ve d ile gösterilen bir 

diferansiyel operatöre "dış türev operatörü" adı verilir. 

 

Eğer 𝜔 bir r−form ise,  𝜌0,  𝜌1, … , 𝜌𝑟 ∈ χ(𝑀̃) için  

 

𝑑ω(𝜌0,  𝜌1, … , 𝜌𝑟) =  
1

𝑟 + 1
{∑(−1)𝑖𝜌𝑖(ω(𝜌0, … , 𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖 , … , 𝜌𝑟)

𝑟

𝑖=1
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+
1

𝑟+1
∑ (−1)𝑖+𝑗ω([𝜌𝑖 , 𝜌𝑗], 𝜌0, … , 𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖, … , 𝜌𝑟)}
𝑟
𝑖,𝑗=0 , 

 

şeklinde ifade edilir. Özel olarak 1−form ile 2−form için 𝑑 operatörü ∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃)  

için 

 

                                       2𝑑ω(𝜌1) = 𝜌1(ω(𝜌2)) − 𝜌2(ω(𝜌1)) − ω([𝜌1, 𝜌2])                  (2.1.4) 

 

ve  

 

3𝑑ɸ(𝜌1, 𝜌2, 𝜌3) = 𝜌1(ɸ( 𝜌2, 𝜌3)) + 𝜌2(ɸ(𝜌1, 𝜌3)) + 𝜌3(ɸ(𝜌1, 𝜌2)) 
 

                                         −ɸ([𝜌1, 𝜌2 ], 𝜌3) −  ɸ([ 𝜌2, 𝜌3], 𝜌1) − ɸ([𝜌1, 𝜌3], 𝜌2)           (2.1.5) 

 

şeklinde tanımlanır (Yano ve Kon 1984). 

 

2.1.21. Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifold olmak üzere ̃ konneksiyonu 𝑀̃ manifoldu 

üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ve ∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ χ(𝑀̃) için  

 

𝑅̃: χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃)  → χ(𝑀̃) 
 

                                                                    (𝜌1, 𝜌2, 𝜌3) → 𝑅̃(𝜌1, 𝜌2), 𝜌3 ) 
 

olmak üzere  

                       𝑅̃(𝜌1, 𝜌2), 𝜌3 ) = ̃𝜌1̃𝜌2𝜌3 − ̃𝜌2̃𝜌1𝜌3 − ̃[𝜌1,𝜌2]𝜌3                      (2.1.6) 

 

olarak ifade edilen 𝑅̃ tensörü 𝑀̃ manifoldu üzerinde (3,1)-tipindeki tensör alanı olarak 

tanımlanır. Bu tensör 𝑀̃ manifoldunun Riemann eğrilik tensörü diye ifade edilir. Ayrıca ∀ 

𝜌1, 𝜌2, 𝜌3, 𝜌4 ∈ χ(𝑀̃) için K̃( 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3, 𝜌4 ) = 𝑔(R̃(𝜌1, 𝜌2, 𝜌3), 𝜌4) biçiminde tanımlı olan 𝐾̃ 

tensörüne ise Riemann Christoffel eğrilik tensörü denir. Manifold'un Riemann eğrilik 

tensörü sıfır ise, flat manifold olarak adlandırılır. Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔)  üzerindeki 

konneksiyon ̃ için ̃𝑅̃ = 0 eşitliği sağlanıyorsa, 𝑀̃'ya lokal simetrik manifold adı verilir. 

∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3, 𝜌4 ∈ χ(𝑀̃) için, Riemann eğrilik tensörü  𝑅̃ 

 

i. 𝑅̃(𝜌1, 𝜌2)𝜌3 = −𝑅̃(𝜌2, 𝜌1)𝜌3  

 

ii. 𝑔(𝑅̃( 𝜌1, 𝜌2)𝜌3, 𝜌4) = −𝑔(𝑅̃(𝜌1, 𝜌2)𝜌4, 𝜌3) 
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iii. 𝑅̃( 𝜌1, 𝜌2)𝜌3 + 𝑅̃( 𝜌2, 𝜌3)𝜌1 + 𝑅̃( 𝜌1, 𝜌3)𝜌2 = 0 (II. Bihanchi özdeşliği) 

 

iv. 𝑔(𝑅̃( 𝜌1, 𝜌2)𝜌3, 𝜌4) = 𝑔(𝑅̃(𝜌3, 𝜌4)𝜌1, 𝜌2) 
 

özelliklerine sahiptir (O’Neill 1983). 

 

2.1.22. Tanım n-boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve χ(𝑀̃) üzerindeki lokal ortonormal 

{𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛} vektör alanları baz kabul edilsin. 

 

                                   𝑄: χ(𝑀̃)  → χ(𝑀̃)                                                                                   
     

                                                 𝜌1 → 𝑄(𝜌1) = 𝑄𝜌1 = ∑ 𝑅̃(𝜌1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1                                 (2.1.7) 

 

ile tanımlı 𝑄 operatörü 𝑀̃ manifoldunun Ricci operatörü olarak adlandırılır (Khan ve 

Arkadaşları 2011). 

 

n− boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve  𝑅̃  𝑀̃ nin Riemann eğrilik tensörü olmak üzere, 

χ(𝑀̃) ortonormal vektör alanlarının cümlesi {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛} olması durumunda ∀𝜌1, 𝜌2 ∈

χ(𝑀̃) için  

 

                        𝑆: χ(𝑀̃)  × χ(𝑀̃) ) → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)   
 

                                    (𝜌1, 𝜌2) → 𝑆(𝜌1, 𝜌2) = ∑ 𝑔(𝑅̃(𝜌2, 𝑒𝑖)𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝜌1)                      (2.1.8) 

 

şeklinde tanımlanan (2, 0)− tipinde tensöre 𝑀̃ nın Ricci tensörü denir. Ricci tensörünün 

simetrik olduğu kolayca görülebilir. 𝑀̃ nin Ricci oparatörü 𝑄 ile ifade edilir. Bu oparatör, 

 

                                                  𝑆(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝑄𝜌1, 𝜌2)                                                      (2.1.9) 

 

şeklinde tanımlanabilir (Yano ve Kon 1984). 

 

n-boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve lokal ortonormal  vektör alanı 

{𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛} olmak üzere 

 

                                              𝜏 = ∑ 𝑆(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1                                                  (2.1.10) 
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değeri, 𝑀̃ manifoldunun skaler eğrilik fonksiyonu olarak adlandırılır (Yano ve Kon 1984). 

 

Diğer yandan bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) nin 𝜌1  doğrultusunda Ricci eğriliği 

 

                                             𝑘(𝜌1) =
𝑆(𝜌1,𝜌1)

𝑔(𝜌1,𝜌1)
                                                              (2.1.11) 

 

ile tanımlanır. 

 

n−boyutlu Riemann manifold (𝑀̃, 𝑔) olmak koşuluyla, ∀ 𝜌1, 𝜌2 ∈ χ(𝑀̃)  için 

 

                                        𝑆(𝜌1, 𝜌2) = 𝜆𝑔(𝜌1, 𝜌2)                                                          (2.1.12) 

 

olacak şekilde 𝑀̃ üzerindeki bir λ fonksiyonu var ise, 𝑀̃ ya Einstein manifoldu denir. (2.2.12) 

eşitliğinde 𝜌1 = 𝜌2 = 𝑒𝑖 𝑣𝑒  1 ≤  i ≤  n ortonormal bazı seçilmesi halinde   λ =  
τ

𝑛
 olduğu 

görülür. 

 

n− boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔), ve Ricci tensörü S olmak üzere ∀ 𝜌1, 𝜌2∈ χ(𝑀̃) için 

 

                              𝑆(𝜌1, 𝜌2) = 𝑎𝑔(𝜌1, 𝜌2) + 𝑏𝜂(𝜌1)𝜂( 𝜌2)                                     (2.1.13) 

 

eşitliği sağlanıyor ise 𝑀̃ manifolduna η−Einstein manifoldu denir. Eşitlikte ki a ile b, 𝑀̃ 

manifoldu üzerindeki fonksiyonlar ve 𝜂’da 1-form  dur (Yano ve Kon, 1979).  

 

2.1.23. Tanım Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve 𝑇𝑀̃(𝑞) tanjant uzayına ait iki boyutlu alt 

uzay Π olsun. Tanjant vektörleri olan 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝛱 için  

 

𝑔(𝜌1, 𝜌1)𝑔(𝜌2, 𝜌2) − 𝑔(𝜌1, 𝜌2)
2 ≠ 0 

 

olmak üzere  

 

                𝐾(𝜌1 ∧ 𝜌2) =
𝑔(𝑅(𝜌1,𝜌2)𝜌2,𝜌1)

𝑔(𝜌1,𝜌1)𝑔(𝜌2,𝜌2)−𝑔(𝜌1,𝜌2)2
                                           (2.1.14) 
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ile tanımlanan 𝐾(𝜌1 ∧ 𝜌2)’ye 𝛱 düzleminin kesit eğriliği adı verilir. 𝐾(Π)  ile sembolize 

edilir. Eşitlikten görüldüğü gibi kesit eğriliği olan 𝑇𝑀̃(𝑞) tanjant uzayının 2-boyutlu bir alt 

uzayı 𝛱’den seçilmiş olan bazlardan bağımsız olur (Yano ve Kon, 1979). 

 

∀ q ∈ 𝑀̃ olmak üzere 𝜌1𝑞 , 𝜌2𝑞 ∈ 𝑇𝑀̃(𝑞)  için 𝐾(𝜌1𝑞 , 𝜌2𝑞) sabitse 𝑀̃ manifolduna reel uzay 

form ya da c-sabit kesit eğrilikli uzay adı verilir. 𝑀̃ uzay formu n-boyutlu olmak üzere 

𝑀̃𝑛(𝑐) ile gösterilir. 𝑀̃ manifoldunun 𝑅̃ Riemann eğrilik tensörü c-sabit kesit eğrilikli olmak 

koşuluyla ∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3, 𝜌4 ∈ χ(𝑀̃) için 

 

𝑔(𝑅̃(𝜌1, 𝜌2)𝜌3, 𝜌4) = 𝑐{𝑔(𝜌2, 𝜌3)𝑔(𝜌1, 𝜌4) − 𝑔(𝜌1, 𝜌3)𝑔(𝜌2, 𝜌4)}                          (2.1.15) 

 

şeklindedir. Eğer;  

 

i. c = 0 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝐸𝑛 Öklid uzay 

 

ii. c = 
1

𝑟2
 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝑆𝑛(r) Eliptik uzay 

 

iii. c = − 
1

𝑟2
 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝐻𝑛(r) Hiperbolik uzay olur.  

 

Bu durumda, sabit eğriliğe sahip bir Riemann manifoldunun eğriliği pozitifse eliptik olarak 

adlandırılır, negatifse hiperbolik olarak adlandırılır ve sıfırsa düzlemsel (flat) veya lokal 

öklidyen manifold olarak adlandırılır. 

 

2.2. Altmanifoldlar 

 

Bu bölümde, yüzeyler teorisinin daha genel bir hali olan Riemann manifoldunun alt 

manifoldları ele alınmaktadır.  

 

2.2.1. Tanım  𝑀 ve 𝑀̃ Riemann manifoldları sırası ile m ve n boyutlu olsun(m˂n). 

 

𝑓:𝑀 → 𝑀̃ 

 

diferensiyellenebilir dönüşümü için, 𝑏𝑜𝑦(𝑓∗(𝑇𝑀(𝑞))) = 𝑝 olmak üzere f’nin 𝑞 ∈  𝑀 

noktasında rankı 𝑝 olur ve 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑞(𝑓) = 𝑝 ile ifade edilir.  



17 

 

 
 

 

Eğer 𝑏𝑜𝑦(𝑀)  =  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓) olursa 𝑓 ye daldırma (immersiyon) adı verilir. 𝑓(𝑀) ise 𝑀̃ 

manifoldunun gömülmüş (immersed) altmanifoldu olarak adlandırılır.  

 

Eğer 𝑓 bire-bir bir immersiyonsa, 𝑓’ye gömme (imbeding) denir. 𝑓(𝑀)’ye ise 𝑀̃ nın 

altmanifoldu veya farklı bir ifade ile gömülen altmanifoldu adı verilir (Chen, 1973). 

 

2.2.2. Tanım: (𝑀, 𝑔) ile (𝑀̃, 𝑔̃) Riemann manifoldları sırasıyla m ve n boyutlu olsun. 𝑓:𝑀 →

𝑀̃  immersiyon olmak koşuluyla ∀ 𝜌1, 𝜌2 ∈  𝑇𝑀(𝑞) için  

 

𝑔̃(𝑓∗𝑞𝜌1, 𝑓∗𝑞𝜌2) = 𝑔(𝜌1, 𝜌2) 

 

ise f ye metrik koruyan immersiyon (izometrik immersiyon) denir (Chen, 1973). 

 

2.2.3. Tanım  𝑀̃, m-boyutlu bir manifold olsun ve 𝑀̃'nın q noktasındaki tanjant uzayı 𝑇𝑀̃(𝑞) 

olsun. 𝑀̃ üzerindeki bir r-boyutlu 𝐷 distribüsyonu, 𝑀̃ manifoldunun her q noktasını r-

boyutlu bir altuzayına götüren bir dönüşümdür. Yani 

 

𝐷: 𝑀̃ → 𝑇𝑀̃(𝑞) 
 

                                                                  𝑞 → 𝐷𝑞 ⊂ 𝑇𝑀̃(𝑞)  

 

ile tanımlanan 𝐷 dönüşümüne distribüsyon adı verilmektedir. ∀ 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀̃) ve 𝑞 ∈  𝑀̃ 

olmak üzere  𝜌1 ∈ 𝐷𝑞 olduğunda 𝜌1 vektör alanına 𝐷 distribüsyonuna ait denir. ∀ 𝑞 noktası 

için 𝐷'de r adet diferansiyellenebilir, lineer bağımsız vektör bulunuyorsa 𝐷 distribüsyonuna 

diferensiyellenebilir bir distribüsyon adı verilir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

2.2.4. Tanım  Bir 𝑀̃, 𝐶∞ manifoldunun alt manifoldu 𝑀 olmak üzere, 𝐷 distribüsyonu 𝑀 

manifoldu üzerinde 𝑞 −boyutlu bir 𝐶∞ distribüsyon olsun. Eğer 𝑀 manifoldunun her 

𝑞 noktasındaki tanjant uzayıyla 𝐷𝑞 aynı oluyorsa 𝑀 manifolduna 𝐷’nin integral manifoldu 

denir. Bu halde,  

 

𝑓:𝑀 → 𝑀̃ 
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bir gömme (imbedding) olacak şekilde her 𝑞 ∈  𝑀 için,  

 

𝑓∗(𝑇𝑀(𝑞)) = 𝐷𝑞 

 

dir. Eğer 𝑀 manifoldundan başka 𝐷 distribüsyonunu kapsayan bir integral manifoldu yoksa 

𝑀 manifoldu 𝐷 distribüsyonunun bir maksimal integral manifoldu olarak adlandırılır.  

 

𝑀̃ diferansiyellenebilir manifoldunun bir alt manifoldu 𝑀 olmak üzere her 𝑞 ∈ 𝑀 için 𝐷 nin 

𝑞 noktasını içeren bir maksimal integral manifoldu mevcutsa 𝐷 integrallenebilirdir denir 

(Duggal ve Bejancu, 1996). 

  

̃, 𝑀̃ manifoldu üzerindeki lineer konneksiyon olmak üzere.  Eğer 𝜌1, 𝜌2 ∈ Γ(𝐷)  için 

̃𝜌1𝜌2 ∈ Γ(𝐷)  ise 𝐷 distribüsyonu paraleldir denir. 

 

n-boyutlu bir Riemann manifoldu olan 𝑀̃ üzerindeki 𝐷 distribüsyonunu verilsin. 𝜌1, 𝜌2 ∈

Γ(𝐷) için [𝜌1, 𝜌2] ∈ Γ(𝐷) ise 𝐷 distribüsyonu involutive olarak adlandırılır. Ayrıca, 

𝑀 altmanifoldu üzerindeki bir distribüsyonun integrallenebilmesi için gerekli ve yeterli 

koşul, 𝐷 distribüsyonun involutive olmasıdır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

2.2.5. Tanım  Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) ve 𝑀, 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu olmak 

üzere ∀ 𝑞 ∈  𝑀 için  

 

𝑇⊥𝑀 = {𝑉𝑞 ∈ 𝑇𝑀̃(𝑞): 𝑔̃ (𝜌1𝑞 , 𝑉𝑞) = 0, ∀𝜌1𝑞 ∈ 𝑇𝑀(𝑞)} 

 

olarak tanımlı altuzaya 𝑀̃ nın normal uzayı adı verilir. 𝑀 nin normal vektörü 𝑉𝑞 olmak üzere 

𝑉𝑞 nin birim vektör olarak tanımlanması durumunda, 𝑉𝑞 vektörüne 𝑀 altmanifoldunun birim 

normal vektörü adı verilir. 𝑀 altmanifoldunun bütün normal olan vektörlerini içermekte olan 

𝑇⊥𝑀 uzayına ise 𝑀 altmanifoldunun normal demeti denir.  

 

  𝑀, 𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. 𝑀 nin tanjant demeti 𝜒 (𝑀 ) ve 𝜒(𝑀)⊥ 

ise 𝑀 nin tüm normal vektörlerinin vektör demetini temsil etsin. O halde, 𝑀̃ nın tanjant 

demeti 



19 

 

 
 

 

                                                      𝜒(𝑀 ̃) = 𝜒(𝑀)⊕ 𝜒(𝑀)⊥  

 

şeklinde yazılır.  

 

2.2.6. Tanım Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) olmak üzere 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu 

𝑀 olarak tanımlansın. ̃ ile 𝛻 konneksiyonları sırasıyla 𝑀̃ ile 𝑀  manifoldları üzerinde 

Riemann konneksiyonları olsun. ∀ 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀)olmak üzere 

 

                                            𝜎: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀)⊥  

 

                             (𝜌1, 𝜌2) → 𝜎(𝜌1, 𝜌2) = ̃𝜌1𝜌2 − 𝜌1𝜌2 

 

olarak tanımlanan 𝜎 simetrik bilineer form M altmanifoldunun ikinci temel formu olarak 

adlandırılır. 𝜎 = 0 olması durumunda M altmanifolduna total geodezik altmanifold denir.  

 

                                                  ̃𝜌1𝜌2 = 𝜌1𝜌2 + 𝜎(𝜌1, 𝜌2)                                                  (2.2.1) 

 

ile tanımlı eşitlik Gauss formülü olarak adlandırılır. Eşitlikteki 𝜎(𝜌1, 𝜌2) 𝑣𝑒 𝜌1𝜌2, ̃𝜌1𝜌2 

nin sırası ile normal ve teğet bileşenleri olarak adlandırılır. 𝑀 nin ikinci temel formu olan 

𝜎 ın kovaryant türevi olarak ifade edilen ∇ 𝜎 ise ∀ 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

                 (
𝜌1
𝜎)(𝜌2, 𝜌3) = 𝜌1

⊥  𝜎(𝜌2, 𝜌3) − 𝜎(𝜌1𝜌2, 𝜌3) − 𝜎(𝜌2,𝜌1𝜌3)                (2.2.2) 

 

olarak ifade edilir. 𝜎 ikinci temel formunun kovaryant türevi olan  𝛻𝜎’a ise 

𝑀 altmanifoldunun üçüncü temel formu denir (Chen, 1973). 

 

n−boyutlu bir altmanifold olan 𝑀, (𝑀̃, 𝑔̃) Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. 

𝑀 altmanifoldu üzerinde bulunan 𝑞 ∈  𝑀 için 𝑇𝑀(𝑞)’nin lokal otonormal bazı ise 

{𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛}  olma şartıyla M altmanifoldunun ikinci temel formu olan 𝜎 ın normu ise 

 

                                          ||𝜎||2 = ∑ 𝑔 (𝜎(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝜎(𝑒𝑖, 𝑒𝑗))
𝑛
𝑖,𝑗=1                                  (2.2.3) 

 

olarak ifade edilir. 
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2.2.7. Tanım 𝑀̃  Riemann manifoldunun bir altmanifoldu  𝑀 olsun. 𝑀 altmanifoldunun 

ikinci temel formu 𝜎, 𝑞 ∈  𝑀 olmak üzere 𝑇𝑀(𝑞)’nin lokal ortonormal bazı {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛}  

olsun.  

 

    𝐻 =
1

𝑛
∑ 𝜎(𝑒𝑖, 𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1 )                                                  (2.2.4) 

 

şeklinde tanımlanan vektöre 𝑀 altmanifoldunun ortalama eğrilik vektörü adı verilir. Eğer 

𝐻 = 0 ise M altmanifoldu minimal altmanifold olarak adlandırılır (Pandey ve Gupta, 2008). 

 

2.2.8.Tanım  𝑀̃ Riemann manifoldunun bir altmanifoldu 𝑀 olmak üzere, M altmanifoldunun 

ikinci temel formu 𝜎 ve 𝑀 altmanifoldunun ortalama eğrilik vektörü  𝐻 olsun.  ∀ 𝜌1, 𝜌2 ∈

𝜒(𝑀) için 

  

𝜎(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝜌1, 𝜌2)𝐻                                                  (2.2.5) 

 

oluyorsa 𝑀 altmanifoldu 𝑀̃ manifoldunun total umbilik altmanifoldu olarak adlandırılır. 

Eğer 

 

                                  𝑔(𝜎 (𝜌1, 𝜌2),𝐻) = 𝜆𝑔(𝜌1, 𝜌2),   𝜆 ∈ 𝐶( 𝑀, 𝑅)                                     (2.2.6) 

 

koşulu sağlanıyorsa 𝑀 altmanifolduna 𝑀̃ manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu adı 

verilir. Görüleceği üzere her total umbilik altmanifold ayrıca pseudo-umbilik altmanifold 

olur. Ancak tersi doğru değildir (Pandey ve Gupta, 2008). 

 

2.2.9. Tanım  Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) nin bir altmanifoldu 𝑀 olsun. 𝑀 altmanifold-

unun normal demetindeki konneksiyonu ⊥ olmak üzere her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)⊥  

için 

 

𝐴: 𝜒(𝑀)⊥  × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 
 

(𝑉, 𝜌1) → 𝐴(𝑉, 𝜌1) = 𝐴𝑉𝜌1 = 𝜌1
⊥ 𝑉 − ̃ρ1𝑉 

 

olarak tanımlanan bilineer dönüşüme 𝑀 altmanifoldunun şekil operatörü adı verilir (Chen, 

1973). 
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̃𝜌1𝑉 = −𝐴𝑉𝜌1 + 𝜌1
⊥ 𝑉                                               (2.2.7) 

 

eşitliğine ise Weingarten formülü adı verilir. 𝑀 altmanifoldunun  şekil operatörü 𝐴𝑉 nin 

kovaryant türevi ise 

 

                           (
𝜌1
𝐴)𝑉𝜌2 = 𝜌1𝐴𝑉𝜌2 − 𝐴𝜌1

⊥ 𝑉𝜌2 − 𝐴𝑉𝜌1𝜌2                                (2.2.8) 

 

şeklinde tanımlanır (Chen, 1973). 

 

∀ 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀)ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)⊥   için 𝑔(𝜌2, 𝑉) = 0 eşitliğinin 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀)’ye göre kovaryant 

türevinin alınması durumunda  

 

                     𝜌1𝑔(𝜌2, 𝑉) = 𝑔(̃ρ1𝜌2, 𝑉) +  𝑔(𝜌2, ̃𝜌1𝑉) = 0                                      (2.2.9) 

 

olur. Burada (2.2.1) ve (2.1.7) formülleri kullanılırsa 

 

𝑔 (𝜌𝜌1
𝜌2, 𝑉) + 𝑔(𝜎(𝜌1, 𝜌2), 𝑉) − 𝑔(𝜌2, 𝐴𝑉𝜌1) + 𝑔(𝜌2,𝜌1

⊥ V) = 0 

 

olur. Gerekli sadeleştirme işlemleri yapılırsa 

 

                      𝑔(𝐴V𝜌2, 𝜌1) = 𝑔(𝜎(𝜌1, 𝜌2), 𝑉)                                                          (2.2.10) 

 

olacağı görülür. Bu son eşitlik 𝑀 altmanifoldunun şekil operatörü 𝐴𝑉 ile ikinci temel formu 

𝜎 arasındaki bağıntıyı verir (Chen, 1973).  
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3.  (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-KONTAK METRİK MANİFOLDLAR 

 

3.1. Hemen Hemen  (𝜅 , 𝜇, 𝑣) −-Kontak Metrik Manifoldlar 

 

3.1.1. Tanım Diferansiyellenebilir bir 𝑀̃ manifoldunun her 𝑞 noktası için 𝐽2 = −𝐼 olacak 

şekilde 𝑇𝑀̃(𝑞) tanjant vektör uzayının bir 𝐽 lineer dönüşümünün olması durumunda 𝐽 tensör 

alanına 𝑀̃ manifoldu üzerinde bir hemen hemen .kompleks yapı adı verilir. Bir 𝐽  hemen 

hemen. kompleks yapısıyla belirtilen manifolda da bir hemen hemen. kompleks manifold 

adı verilir. 

 

Diferansiyellenebilir bir  𝑀̃ manifoldu üzerinde (1,1) -tipinden tensör alanı 𝐽 olsun. O zaman 

her 𝜌1, 𝜌2 ∈𝜒(𝑀̃) için, 

 

𝑁𝐽(𝜌1, 𝜌2 ) = 𝐽
2[𝜌1, 𝜌2 ] + [𝐽𝜌1, 𝐽𝜌2 ] − 𝐽[𝐽𝜌1, 𝜌2 ] − 𝐽[𝜌1, 𝐽𝜌2  ] 

                                         = −[𝜌1, 𝜌2 ] + [𝐽𝜌1, 𝐽𝜌2 ] − 𝐽[𝐽𝜌1, 𝜌2 ] − 𝐽[𝜌1, 𝐽𝜌2  ] 

 

biçiminde tanımlı N𝐽 tensör alanına 𝐽  hemen hemen .kompleks yapısının Nijenhuis tensörü 

denir (Yano ve Kon, 1984; Yano ve Kon, 1979). 

 

3.1.2. Tanım Bir hemen hemen kompleks manifold (𝑀̃, 𝐽)’nin Nijenhuis tensörü sıfır  

oluyorsa yani N𝐽 = 0 ise  𝑀̃ manifolduna bir kompleks manifold adı verilir (Yano ve Kon, 

1984; Yano ve Kon, 1979). 

 

𝑀̃ manifoldu üzerinde her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀̃) için, 

  

𝑔(𝐽𝜌1, 𝐽𝜌2)  =  𝑔(𝜌1, 𝜌2) 

 

oluyorsa bu duruda 𝑔 Riemann metriği Hermitian metrik olarak adlandırılır. Hermitian 

metriği ile verilen hemen hemen .kompleks manifolda hemen hemen Hermitian manifold 

denir. Ayrıca, Hermitian metriği ile verilen kompleks manifolda da Hermitian manifold 

denir (Yano ve Kon 1984). 
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𝑀̃ hemen hemen Hermitian manifold  olmak üzere hemen hemen Hermitian yapısının temel 

2 −formu, aşağıdaki 𝛷 dönüşümü ile verilir. 

 

𝛷(𝜌1, 𝜌2) =  𝑔(𝜌1, 𝐽𝜌2) 

 

𝑀̃ hemen hemen kompleks manifold olmak üzere eğer temel 2-formun türevi sıfır, yani 

(𝑑𝛷 = 0)  oluyorsa o zaman  𝑀̃ manifoldundaki 𝑔 Hermitian metriği, Kaehlerian metrik 

olarak adlandırılır. 𝑀̃ kompleks manifoldu Kaehlerian metriğine sahip ise bu durumda 

manifolda Kaehlerian manifold denir (Yano ve Kon, 1979). 

 

3.1.3. Tanım  (2𝑛 + 1) −boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold 𝑀̃ olsun. , 𝑀̃ üzerinde 

birinci mertebeden kovaryant ve birinci mertebeden kontravaryant yani (1, 1) -tipinden bir  

tensör, 𝜉 bir vektör alanı, 𝜂 da 𝜉 nin duali (1−form) olmak üzere her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀̃) için, 

aşağıdaki eşitlik sağlanıyorsa (, 𝜉, 𝜂) yapısına hemen hemen. kontak yapı denir. 

 

                 2𝜌1  = −𝜌1 + (𝜌1),  =  0,    (𝜌1) =  0, () = 1.           (3.1.1) 

 

Hemen hemen kontak yapı ile verilen manifolda da hemen hemen kontak manifold denir 

(Yano ve Kon 1984). 

 

3.1.4.Tanım  (, ξ, η) hemen hemen kontak yapısına sahip (2𝑛 + 1) −boyutlu 𝑀̃ manifoldu, 

hemen hemen kontak manifold olsun. Bu durumda her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

𝑔: 𝜒(𝑀̃)  × 𝜒(𝑀̃)  → ℝ 

 

olmak üzere 

 

                                                        𝜂(𝜌1) = 𝑔(𝜌1, )                                                  (3.1.2) 

 

ve 

 

                                      𝑔(𝜌1,𝜌2) =  𝑔(𝜌1, 𝜌2)–  𝜂(𝜌1)𝜂(𝜌2)                            (3.1.3) 
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koşullarına sahip bir 𝑔 Riemann metriği varsa 𝑀̃ üzerinde (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına hemen hemen 

kontak metrik yapı, bu yapıya sahip 𝑀̃ manifolduna da hemen hemen kontak metrik 

manifold denir (Yano ve Kon 1984). 

 

3.1.1. Teorem  (2𝑛 +  1) −boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold 𝑀̃(, ,, 𝑔) 

olsun. O zaman manifold üzerinde aşağıdaki 𝑔 Riemann metriği her 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀̃)  için, 

daima vardır (Yano ve Kon, 1979). 

 

𝑔(𝜌1,𝜌2) =  𝑔(𝜌1, 𝜌2)–  𝜂(𝜌1)𝜂(𝜌2) 

 

3.1.1. Sonuç  (2𝑛 +  1) −boyutlu 𝑀̃(, ,, 𝑔) hemen hemen kontak metrik manifoldu 

verilmiş olsun. Her 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀̃) için     : 𝜒(𝑀̃) → 𝜒(𝑀̃) olmak üzere 

 

                          𝑔(𝜌1, 𝜌2) = − 𝑔(𝜌1,𝜌2),                                      (3.1.4) 

 

eşitliği vardır. Bu eşitlik   nin 𝑔 Riemann metriğine göre anti-simetrik bir tensör alanı 

olduğunu  gösterir ( Yano ve Kon 1984). 

 

3.1.5. Tanım  𝑀̃(, ,, 𝑔), (2𝑛 +  1) −boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde, 

(, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen kontak metrik yapısı verilsin. Bu durumda her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀̃) için, 

 

                                      𝛷(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝜌1,𝜌2)                                           (3.1.5) 

 

biçimindeki 𝛷 dönüşümü  hemen hemen kontak metrik yapının temel 2 −formu olarak 

adlandırılır. O zaman her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

                     𝛷(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝜌1,𝜌2) = −𝑔(𝜌2, 𝜌1) = −𝛷(𝜌2, 𝜌1)                         (3.1.6) 

 

dir. Bu da  𝛷 temel 2 −formun anti-simetrik olduğunu gösterir (Yano ve Kon, 1979). 

 

3.1.6. Tanım 𝑀̃(, ,, 𝑔) hemen hemen kontak metrik manifold  olsun. 𝑀̃(, ,, 𝑔) 

üzerinde tanımlı  (1,1) −tipindeki  tensör alanı  için her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀̃)  olmak üzere 
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𝑁(𝜌1, 𝜌2) = 2[𝜌1, 𝜌2] + [𝜌1,𝜌2] − [𝜌1, 𝜌2 ] − [𝜌1,𝜌2]                   (3.1.7) 

 

biçiminde tanımlı (1,2) −tipinden 𝑁 tensör alanı varsa bu tensör alanına manifoldun 

Nijenhuis tensörü denir. 

 

3.1.7. Tanım  𝑀̃(, ,, g) bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Bu durumda 

𝑀̃(, ,, 𝑔) × ℝ  üzerinde herhangi bir vektör alanı 

 

 (𝜌1, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) 

 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝜌1, 𝑀̃(, ,, 𝑔) manifolduna teğet bir vektör alanı; 𝑡, ℝ nin 

bir koordinatıdır. 𝑀̃(, ,, 𝑔) × ℝ deki bir hemen hemen karmaşık yapı 

 

                                                         𝐽 (𝜌1, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) = (𝜌1 − 𝑓,(𝜌1)

𝑑

𝑑𝑡
)                    (3.1.8) 

 

 biçiminde tanımlanır. Böylece (3.1.8) de  gerekli işlemler yapılırsa 

 

                                                             𝐽2 (𝜌1, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) = −(𝜌1, 𝑓

𝑑

𝑑𝑡
)                        (3.1.9) 

 

olduğu açıktır. Bu durumda 𝐽 lineer dönüşümünün 𝑀̃(, ,, 𝑔) × ℝ  hemen hemen 

kompleks yapı olması, 𝐽2 = −I  olduğu anlamına gelir (Yano ve Kon 1984). 

 

3.1.8. Tanım  2𝑛 −boyutlu bir Hemen hemen kompleks manifold 𝑀̃ olsun. Bu manifold 

üzerinde tanımlı 𝐽 hemen hemen kompleks yapısının Nijenhuis tensörü 𝑁𝐽 = 0 oluyorsa 𝐽 

dönüşümüne integrallenebilirdir denir. 

 

(2𝑛 +  1) −boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold 𝑀̃(, ,, 𝑔) ve reel doğru ℝ 

olmak üzere 𝑀̃(, ,, 𝑔) × ℝ’deki 𝐽 ile verilen hemen hemen kompleks yapı 

integrallenebilirse (, ,, 𝑔) hemen hemen kontak metrik yapısına normaldir denir (Yano 

ve Kon 1984). 
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3.1.9. Tanım 𝑀̃(, ,, 𝑔), (2𝑛 +  1) −boyutlu  hemen hemen kontak metrik manifold 

olsun. Eğer 

 

                                                               𝑁 + 2𝑑  = 0                                        (3.1.10) 

 

oluyorsa 𝑀̃(, ,, 𝑔) manifolduna normaldir denir. Burada 𝑑𝜂 dış türev operatörü her  

𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀̃) için, 

 

                   2𝑑( 𝜌1, 𝜌2) = 𝜌1 𝜂(𝜌2) − 𝜌2𝜂(𝜌1) −  𝜂([𝜌1, 𝜌2])                               (3.1.11) 

 

ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). 

 

3.1.10. Tanım  Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu 𝑀̃(, ,, 𝑔)’nın altmanifoldu 𝑀 

olsun. O zaman 𝑀̃(, ,, 𝑔) deki 𝑔 Riemann metriği 𝑀 üzerine  indirgenmiş olur. Böylece 

(𝑀, 𝑔) de bir Riemann manifoldu olur .  Her  𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀)  ve 𝑉 𝜒⊥(𝑀) için 

 

                                                 𝜌1 = 𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1                                                     (3.1.12) 

 

ve 

 

                                                𝑉 = 𝐵𝑉 + 𝐶𝑉                                                        (3.1.13) 

 

şeklinde gösterilebilir. Burada ρ1 in teğet ve normal bileşenleri sırasıyla 𝐸𝜌1 ile 𝐹𝜌1, 𝑉 

nin teğet ve normal bileşenleri de sırasıyla 𝐵𝑉 ile 𝐶𝑉 şeklindedir. Bu durumda alt manifolda 

indirgenen tensörler,  

 

E : 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) ,      F : 𝜒(𝑀) → 𝜒⊥(𝑀) 

 

ve 

 

B: 𝜒⊥(𝑀) → (𝑀) ,     C: 𝜒⊥(𝑀)→ 𝜒⊥(𝑀) 
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şeklinde tanımlı lineer dönüşümlerdir. Burada 𝐹 =  0 ise 𝑀 ye invaryant, 𝐸 =  0  ise  𝑀 ye 

𝑀̃(, ,, 𝑔) nın anti-invaryant altmanifoldu denir (Pandey ve Gupta, 2008). 

 

Şimdi her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀) için, (3.1.12) denklemine   uygulanırsa 

 

2𝜌1  = (𝜌1) = (𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1)  

 

yazılır. Burada (3.1.1) denklemi kullanılırsa 

 

−𝜌1 + (𝜌1) =  (𝐸𝜌1) + (𝐹𝜌1) 

                                                                    = 𝐸𝐸𝜌1 + 𝐹𝐸𝜌1 + 𝐸𝐹𝜌1 + 𝐹𝐹𝜌1   

                                               = 𝐸2𝜌1 + 𝐹𝐸𝜌1 + 𝐵𝐹𝜌1 + 𝐶𝐹𝜌1            (3.1.14) 

 

olduğu görülür. (3.1.14) denkleminin teğet bileşenlerinden 

 

𝐸2𝜌1 + 𝐵𝐹𝜌1 = −𝜌1 + 𝜂(𝜌1),    

 

yazılır. O halde  

                

                                            𝐸2 = −𝐼 + 𝜂 − 𝐵𝐹                                             (3.1.15) 

 

dir. Şimdi (3.1.14) eşitliğinin normal bileşenlerinden, 

 

𝐹𝐸𝜌1 + 𝐶𝐹𝜌1 = 0   

 

yazılır. Bundan   

 

                                               𝐹𝐸 + 𝐶𝐹 = 0                                                    (3.1.16) 

 

eşitliği bulunur. 

 

Benzer olarak 𝑉𝜒⊥(𝑀) için, 
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2𝑉 = −𝑉 + 𝜂(𝑉),   

 

eşitliği yazılır. Burada (3.1.13) denklemi ve (3.1.12) eşitliği  kullanılırsa 

 

 −𝑉 = (𝑉) = (𝐵𝑉) + (𝐶𝑉) 

                                       = 𝐸𝐵𝑉 + 𝐹𝐵𝑉 + 𝐵𝐶𝑉 + 𝐶2𝑉                               (3.1.17) 

 

bulunur. Böylece (3.1.17) eşitliğin teğet bileşenlerinden 

 

𝐸𝐵𝑉 + 𝐵𝐶𝑉 = 0    

 

dir. O zaman 

 

                                               𝐸𝐵 + 𝐶𝐵 = 0                                                     (3.1.18) 

 

eşitliği yazılır. (3.1.17) denkleminin normal bileşenlerinden 

 

 

𝐹𝐵𝑉 + 𝐶2𝑉 = −𝑉 

 

dir. Buradan da 

 

                                                          𝐹𝐵 + 𝐶2 = −𝐼                                                 (3.1.19) 

 

bulunur. 

 

Ayrıca, her 𝜌1, 𝜌2 𝜒(𝑀) için (3.1.4) denkleminden  

 

𝑔(𝜌1, 𝜌2) = −𝑔(𝜌1,𝜌2)  

 

yazılabilir. Böylece (3.1.12) denklemi kullanılırsa 

 

𝑔(𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1, 𝜌2) = −𝑔(𝜌1, 𝐸𝜌2 + 𝐹𝜌2), 
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           𝑔(𝐸𝜌1, 𝜌2) = −𝑔(𝜌1, 𝐸𝜌2)                                        (3.1.20) 

 

dir. Benzer olarak her 𝑉, 𝜌4 𝜒
⊥(𝑀) için (3.1.4) denkleminden 

 

𝑔(𝑉, 𝜌4) = −𝑔(𝑉,𝜌4) 

 

yazılır. Burada (3.1.13) eşitliği kullanılırsa 

 

𝑔(𝐵𝑉 + 𝐶𝑉, 𝜌4) = −𝑔(𝑉, 𝐵𝜌4 + 𝐶𝜌4), 

𝑔(𝑉, 𝐶𝜌4) = −𝑔(𝐶𝑉, 𝜌4)                                        (3.1.21) 

 

dir. Benzer şekilde her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑉 𝜒⊥(𝑀) için (3.1.4) denkleminden 

 

𝑔(𝜌1, 𝑉) = −𝑔(𝜌1,𝑉) 

 

yazılır. Böylece (3.1.12) ile (3.1.13) eşitlikleri kullanılırsa 

 

𝑔(𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1, 𝑉) = −𝑔(𝜌1, 𝐵𝑉 + 𝐶𝑉) 

                                               𝑔(𝐹𝜌1, 𝑉) = −𝑔(𝜌1, 𝐵𝑉)                                             (3.1.22) 

  

eşitliklerinin olduğu görülür. 

 

Ayrıca, 𝑀̃(, ,, 𝑔) hemen hemen kontak metrik manifoldu üzerinde ̃ Levi-Civita 

konneksiyonunu belirtmek üzere 𝜑 tensörünün kovaryant türevi her 𝜌1, 𝜌2 𝜒(𝑀̃) için  

 

                                (̃𝜌1)𝜌2 = ̃𝜌1𝜌2 − ̃𝜌1𝜌2                                        (3.1.23) 

 

biçimindedir. 

 

Burada altmanifolda indirgenen tensörlerin kovaryant türevleri de her 𝜌1, 𝜌2∈ 𝜒(𝑀) ve 

𝑉𝜒⊥(𝑀)   için  

 

               (𝜌1𝐸)𝜌2 = 𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐸𝜌1𝜌2  𝑣𝑒  (𝜌1𝐹)𝜌2 = 𝜌1
⊥ 𝐹𝜌2 − 𝐹𝜌1𝜌2        (3.1.24) 
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ve 

 

           (𝜌1𝐵)𝑉 = 𝜌1𝐵𝑉 − 𝐵𝜌1
⊥ 𝑉    𝑣𝑒  (𝜌1𝐶)𝑉 = 𝜌1

⊥ 𝐶𝑉 − 𝐶𝜌1
⊥ 𝑉           (3.1.25) 

 

şeklinde tanımlanırlar (Pandey ve Gupta, 2008). 

 

 𝑀̃(, ,, 𝑔), (2n+1) boyutlu kontak metrik manifold olsun. R̃ eğrilik tensörü, 𝜉 karakterstik 

vektör alanı olmak üzere her  𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝑀̃ için R̃(𝜌1, 𝜌2)𝜉 = 0 koşulu sağlanır. Bu koşulu 

sağlayan kontak metrik manifold aynı zamanda  

 

               R̃(𝜌1, 𝜌2)𝜉 = 𝜂(𝜌2)(𝜅𝚤 + 𝜇ℎ)𝜌1 −  𝜂(𝜌1)(𝜅𝚤 + 𝜇ℎ)𝜌2                               (3.1.26) 

 

koşulunu da sağlar ise bu koşula (𝜅, 𝜇) - sıfırlık koşulu denir. Burada  ℎ kendine eşlenik (1,1) 

tipinde tensör alanıdır. (Boeckx,2000 ) ve D. E. Blair ve arkadaşları (Blair ,1995) kontak 

metrik manifoldlarındaki (𝜅, 𝜇)  sıfırlık koşullarını dikkate almıştır. Bu durumda 𝜅, 𝜇 birer 

sabittir. E. Boeckx 𝜅, 𝜇 sabitleri için Sasakian olmayan kontak metrik manifoldun tamamen 

lokal olarak boyutuna göre belirlendiğini kanıtladı.  

 

Eğer ξ vektör alanı (𝜅, 𝜇) − sıfırlık distribüsyonu ile ilişkiliyse , bu durumda (3.1.26) koşulu 

sağlanır ve  𝑀̃(, ,, 𝑔) manifoldu (𝜅, 𝜇)-kontak metrik manifold olarak tanımlanır.    

Özellikle eğer 𝜅 ve 𝜇  difransiyelenebilir sabit fonksiyonlar değilse, bu durumda 

𝑀̃(, ,, 𝑔) ye genelleştirilmiş (𝜅, 𝜇) kontak metrik manifold adı verilir. 

 

R̃ Riemann eğrilik tensörü olmak  üzere 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀)  için (𝜅, 𝜇, 𝜈) −kontak metrik 

manifoldunun eğrilik tensörü 

 

R̃(𝜌1, 𝜌2)𝜉 = 𝜅[𝜂(𝜌2)𝜌1 −  𝜂(𝜌1)𝜌2] + 𝜇[𝜂(𝜌2)ℎ𝜌1 −  𝜂(𝜌1)ℎ𝜌2] 

                                        +𝜈[𝜂(𝜌2)𝜑ℎ𝜌1 −  𝜂(𝜌1)𝜑ℎ𝜌2]                                                                 (3.1.27) 

 

olarak tanımlanır. Burada 𝜅, 𝜇, 𝑣 ∈ 𝐶∞(𝑀2𝑛+1, ℝ) dir. 
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𝑀̃(, ,, 𝑔) ,(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. 𝑀̃ üzerinde   

𝑑𝜂 = 0 ve 𝑑𝛷 = 2𝜂𝛬𝛷  eşitlikleri sağlanıyorsa bu durumda  manifolda bir hemen hemen 

Kenmotsu manifoldu denir.  Ayrıca 

 

                                       𝛷(𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(𝜌1, 𝜑𝜌2)                                                      (3.1.28) 

 

 dir. Burada 𝛷, 𝑀̃ 2𝑛+1 üzerinde temel 2-formdur. T.Koufogiorgas ve arkadaşları 

tarafından  (𝜅, 𝜇, 𝑣) − kontak metrik manifoldları tanımlanmıştır (Koufogiorgas ve ark, 

2008).   

Hemen hemen Kenmotsu manifoldu bir (𝜅, 𝜇, 𝑣)-distrubüsyonunu sağlıyorsa bu durumda 

hemen hemen Kenmosu manifolduna hemen hemen (𝜅, 𝜇, 𝑣) − Kenmotsu uzayı adı verilir 

(Carriazo ve ark, 2013).  Daha sonra kontak metrik yapıya sahip olmayan ancak (3.1.27) 

koşulunu sağlayan manifoldlar incelenmiştir. Hemen hemen (𝜅, 𝜇, 𝑣)- kosimplektik uzayı P. 

Dacko ve Olzak tarafından tanımlanmıştır(Dakko ve ark, 2005) .  Takip eden çalışmalarda 

M.Atçeken (𝜅, 𝜇, 𝑣) −Kenmotsu uzayında çok önemli karekterizasyonlar elde 

etmiştir(Atçeken, 2021). Atçeken, ayrıca bir çok farklı yapının pseudo-paralel 

altmanifoldlarını araştırmıştır. 

 

Bir 𝑀̃(, ,, 𝑔) kontak metrik manifoldunda 𝐿 Lie türevi, ℎ simetrik tensörü olmak üzere; 

                                           ℎ : 𝜒(𝑀̃) → 𝜒(𝑀̃) 

                                     𝜌1 → ℎ(𝜌1) =
1

2
(𝐿)𝜌1 =

1

2
{𝐿𝜌1 − 𝐿𝜌1}           (3.1.29) 

 

şeklinde tanımlı (1,1)-tipinden ℎ tensör alanı verilsin. Bu durumda ℎ simetrik tensörü 

aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

 

ℎ = −ℎ, ℎ = 0, 𝑖𝑧(ℎ) =  𝑖𝑧(ℎ) = 0,                             (3.1.30) 

 

𝑀̃(, ,, 𝑔), (2𝑛 +  1) −boyutlu (𝜅 , 𝜇, 𝑣) −Kenmotsu uzayı  olmak üzere 

 

                                   ℎ2 = (𝜅+ 1)2,    𝜅 ≤ −1 için                                   (3.1.31) 

𝜉(𝜅) = 2(𝜅 + 1)(𝑣 − 2) 
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dir. Ayrıca (2𝑛 +  1) −boyutlu bir (𝜅 , 𝜇, 𝑣) − Kenmotsu uzayı  her 𝜌1, 𝜌2𝜒(𝑀̃) için,  

 

          (̃𝜌1)𝜌2  = 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)− ( 𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1)                                 (3.1.32) 

 

eşitliğini sağlar. Burada ̃, Riemann konneksiyon, 𝑔 de Riemann metriğidir, (3.1.32)’da 

 𝜌2= alınırsa 

 

                                ̃𝜌1 = −𝜑
2𝜌1 − ℎ𝜌1                                                  (3.1.33) 

 

elde edilir (Venkatesha, Srikantha ve Siddesha, 2019). 

 

3.1.1.Teorem  𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), Bir hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) − Kenmotsu uzayının altmanifoldu 

𝑀 olsun. Bu durumda her 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀)için 

 

(∇𝜌1𝐸)𝜌2 = 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 +  𝐵𝜎(𝜌1, 𝜌2) + 𝜂(𝜌2)(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1) 

                                                      +𝑔(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉                                             (3.1.34) 

 ve  

 

           (∇𝜌1𝐹)𝜌2 =-𝜎(𝜌1, 𝐸𝜌2) +  𝐶𝜎(𝜌1, 𝜌2) +  𝜂(𝜌2)(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1)                         (3.1.35) 

 dir. 

 

İspat:  Her 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀) için   (3.1.32) denkleminden 

 

(∇𝜌1𝜑)𝜌2 = 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 − 𝜂(𝜌2)(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1) 

 

yazılır. Buradan  (3.1.23) kullanılırsa 

 

∇̃𝜌1𝜑𝜌2 − 𝜑∇̃𝜌1𝜑𝜌2 − 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 − 𝜂(𝜌2)(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1) = 0 

 

yazılır. Böylece denklem  (2.2.1) ve (3.1.12) den 
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             ∇̃𝜌1𝐸𝜌2 + ∇̃𝜌1𝐹𝜌2 − 𝜑 (∇𝜌1𝜌2 + 𝜎(𝜌1, 𝜌2)) −  𝑔(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 - 

               𝜂(𝜌2)(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1) −  𝜂(𝜌2)(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1)=0, 

 

elde edilir. Buradan  (2.2.1), (3.2.17),  (3.1.12) ve (3.1.13) denklemlerinden 

 

∇𝜌1𝐸𝜌2 + 𝜎(𝜌1, 𝐸𝜌2) − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 + ∇𝜌1
⊥𝐹𝜌2 − 𝐸∇𝜌1𝜌2 − 𝐹∇𝜌1𝜌2 

−B𝜎 (𝜌1, 𝜌2) −  𝐶𝜎(𝜌1, 𝜌2) +  𝑔(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 

− 𝜂(𝜌2)(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1) −  𝜂(𝜌2)(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1)=0, 

 

olur.  Yukarıdaki denklemin teğet parçalarından 

 

∇𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐸∇𝜌1𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐵𝜎(𝜌1, 𝜌2) 

−𝜂(𝜌2)(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1) +  𝑔(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 = 0, 

 

yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

(∇𝜌1𝐸)𝜌2 = 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 +  𝐵𝜎(𝜌1, 𝜌2) + 𝜂(𝜌2)(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1) 

+𝑔(𝐸𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)𝜉 

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemin normal parçalarından 

 

𝜌1
⊥ 𝐹𝜌2 −  𝐹∇𝜌1𝜌2 + 𝜎(𝜌1, 𝐸𝜌2) −  𝐶𝑎(𝜌1, 𝜌2) −  𝜂(𝜌2)(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1) = 0 

 

yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

(∇𝜌1𝐹)𝜌2 =-𝜎(𝜌1, 𝐸𝜌2) +  𝐶𝑎(𝜌1, 𝜌2) +  𝜂(𝜌2)(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1) 

 elde edilir. 

 

3.1.2.Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉. 𝜂, 𝑔)   hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) - Kenmotsu - uzayının alt 

manifoltu 𝑀 olsun. Her  𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑉𝜖 𝜒(𝑀)⊥   için  
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           (∇𝜌1𝐵)𝑉 = 𝐴𝐶𝑉𝜌1 + 𝐸𝐴𝑉𝜌1 − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉                                    (3.1.36) 

 

ve 

 

                (∇𝜌1𝐶)𝑉=−F𝐴𝑉𝜌1 − 𝜎(𝜌1, 𝐵𝑉)                                                            (3.1.37) 

 

dir. 

 

İspat: Her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀)  ve 𝑉𝜖 𝜒(𝑀)⊥  için (3.1.32) kullanılırsa 

 

(∇̃𝜌1𝜑)𝑉 = 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 − 𝜂(𝑉)(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1), 

Yazılır.  Buradan gerekli işlemler yapılırsa 

 

∇̃𝜌1𝜑)𝑉 − 𝜑∇̃𝜌1𝑉 − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 = 0 , 

 

 böylece   (2.2.7) ve (3.1.12) denklemlerinden 

 

∇̃𝜌1𝐵𝑉 + ∇̃𝜌1𝐶𝑉 − 𝜑(−𝐴𝑉𝜌1 + ∇
⊥
𝜌1𝑉) − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 = 0 , 

 

yazılır.  (2.2.1)  ve (3.1.13) denklemleri de kullanılırsa 

 

∇𝜌1𝐵𝑉 + 𝑎(𝜌1, 𝐵𝑉) − 𝐴𝐶𝑉𝜌1 + ∇
⊥
𝜌1𝑉 + 𝐸𝐴𝑣𝜌1 + 𝐹𝐴𝑉𝜌1 

−𝐵∇⊥𝜌1𝑉 − 𝐶∇
⊥
𝜌1 − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 = 0, 

 

olur. Buradan son denklemin teğet parçasından  

 

∇𝜌1𝐵𝑉 − 𝐵∇
⊥
𝜌1𝑉 − 𝐴𝐶𝑉𝜌1 +  𝐸𝐴𝑉𝜌1 − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 = 0 

 

Böylece (3.1.24) denkleminden 
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(∇𝜌1𝐵)𝑉 = 𝐴𝐶𝑉𝜌1 + 𝐸𝐴𝑉𝜌1 − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉)𝜉 

 

elde edilir. 

 

Diğer taraftan  yukarıdaki denklemin normal parçasından  

 

∇⊥𝜌1𝐶𝑉 − 𝐶∇
⊥
𝜌1𝑉 + 𝐹𝐴𝑉𝜌1 + 𝜎(𝜌1, 𝐵𝑉) = 0, 

 

 olduğundan  (3.1.25)  denkleminden 

 

(∇𝜌1𝐶)𝑉=−F𝐴𝑉𝜌1 − 𝜎(𝜌1, 𝐵𝑉)   

 elde edilir. 
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4. KONTAK PSEUDO-SLANT ALTMANİFOLDLAR 

 

4.1. Bir Hemen Hemen  (𝜅 , 𝜇, 𝑣) − Kenmotsu Uzayının Kontak Pseudo-Slant 

Altmanifoldları   

 

4.1.1. Tanım  Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu 𝑀̃(, ,, 𝑔) nın bir altmanifoldu  

𝑀 olmak üzere, 𝑀 nin her bir 𝑝 noktasındaki 𝑇𝑀(𝑞)  tanjant uzayını 𝑟 −boyutlu 𝐷𝑞 alt uzaya 

götüren dönüşüm 𝐷 olsun. 𝜉 ∈  𝜒(𝑀) olmak üzere her 𝑞 ∈ 𝑀 ve her  𝜌1𝑞 ∈ Γ(Dq) vektörü 

için,  𝜑𝜌1𝑞 ve 𝐷𝑞 vektör alt uzayının arasındaki 𝜃𝐷(𝑞)   açısı bağımsız ve sabit yani 𝑞 ∈  𝑀 

ve 𝜌1𝑞  ∈ Γ(Dq) seçiminden bağımsız ise  𝑀 üzerinde 𝐷 distribüsyonuna slant distribüsyon 

denir. 𝜃𝐷 sabit açısına da 𝐷 distribüsyonunun slant açısı denir. Bundan sonra slant 

distribüsyon 𝐷𝜃  ile gösterilecektir. 

 

4.1.1. Teorem  𝑀̃(, ,, g)  hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu 𝑀 

ve Dθ da 𝑀 üzerinde 𝜉 ye ortogonal distribüsyon olsun. O zaman Dθ distribüsyonunun slant 

olması için gerek ve yeter şart her 𝜌1 ∈  𝛤(𝐷𝜃) için 

 

(𝑤𝑇)2𝜌1 = −𝜆𝜌1 

 

olacak şekilde bir 𝜆 ∈  [0,1] ( 𝜆 =  𝑐𝑜𝑠2 𝜃) sabitinin var olmasıdır. Burada 𝑤, 𝐷𝜃 üzerinde 

bir ortogonal projeksiyondur (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 1999). 

 

4.1.2. Tanım  𝑀̃(, ,, 𝑔)   hemen hemen kontak metrik manifoldun bir altmanifoldu 𝑀 ve 

𝑞 ∈ 𝑀 için 𝜉𝑞 ile lineer bağımlı olmayan sıfırdan farklı bir vektör 𝜌1 olsun. 𝐸𝜌1 ile φ𝜌1 in 

arasındaki açıya slant açısı denir. Bu açıyı 𝜃(𝑞) ile gösterirsek ∀ 𝑞 ∈  𝑀  noktası ve ∀𝜌1 ∈ 

𝑇𝑀(𝑞) − {𝜉𝑞} için 𝜃(𝑞) slant açısı sabit ise 𝑀 ye 𝑀̃(, ,, 𝑔) nin slant altmanifoldudur 

denir.  Ayrıca  𝜃(𝑞)  ∈ [0,
𝜋

2
 ] dir (Cabrerizo ve Arkadaşları 2000). 

 

Buna göre bir hemen hemen kontak metrik manifoldunu 

i. Anti-invaryant altmanifoldları özel olarak 𝜃 =  
𝜋

2
  slant açılı slant altmanifoldlardır. 
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ii. İnvaryant altmanifoldları ise 𝜃 =  0 slant açılı slant altmanifoldlardır. 

 

Bir slant altmanifold ne invaryant ne de anti-invaryant altmanifold ise proper slant 

altmanifold olarak adlandırılır. 

 

4.1.2. Teorem Bir hemen hemen kontak metrik manifold 𝑀̃(, ,, 𝑔) nin 𝜉 ye teğet 

altmanifoldu  𝑀 olsun. O zaman   𝑀 bir slant altmanifolddur ancak ve ancak 

 

                                     𝐸2 = −𝜆(𝐼 − 𝜂 )                                                  (4.1.1) 

  

olacak biçimde bir 𝜆 ∈ [0, 1] sabiti vardır. Ayrıca 𝑀 nin slant açısı 𝜃 ise  𝜆 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 dir 

(Cabrerizo ve Arkadaşları 2000). 

 

4.1.1. Sonuç  Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu 𝑀̃(, ,, 𝑔) nın 𝜃  slant açılı bir 

slant altmanifoldu 𝑀 olsun. O halde 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝜒(𝑀)  için 

 

                      𝑔(𝐸𝜌
1
, 𝐸𝜌

2
) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃{𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)}                           (4.1.2) 

 

ve 

 

                       𝑔(𝐹𝜌
1
, 𝐹𝜌

2
) = 𝑠𝑖𝑛2𝜃{𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)}                             (4.1.3) 

 

dir (Cabrerizo ve Arkadaşları 2000). 

 

İspat : (3.1.20) denkleminde 𝜌1 yerine  𝐸𝜌1 alınır ve (4.1.1) denklemi kullanılırsa 

 

𝑔(𝐸𝜌
1
, 𝐸𝜌

2
) = −𝑔(𝐸2𝜌

1
, 𝜌
2
) 

                                                                      = 𝑔(𝑐𝑜𝑠2𝜃(𝜌
1
− (𝜌

1
), 𝜌

2
) 

                                                                      = 𝑐𝑜𝑠2𝜃{𝑔(𝜌
1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)} 

 

yazılır. Böylece (4.1.2) eşitliği ispatlanmış olur. Diğer taraftan (4.1.3) eşitliğini ispatlamak 

için (3.1.3) ve (3.1.12) denklemleri kullanılırsa 
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𝑔(𝜑𝜌
1
,𝜑𝜌

2
) =  𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
), 

𝑔(𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1, 𝐸𝜌2 + 𝐹𝜌2) = 𝑔(𝜌1, 𝜌2) − (𝜌1)(𝜌2)                        

𝑔(𝐸𝜌
1
, 𝐸𝜌

2
) + 𝑔(𝐹𝜌

1
, 𝐹𝜌

2
)  = 𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)     

 

dir. Burada, (4.1.2) denklemi kullanılırsa 

 

𝑔(𝐹𝜌
1
, 𝐹𝜌

2
)  =  𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
) − 𝑐𝑜𝑠2𝜃{𝑔(𝜌

1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)} 

                                 = 𝑠𝑖𝑛2𝜃{𝑔(𝜌
1
, 𝜌
2
) − (𝜌

1
)(𝜌

2
)}  

 

dir. Böylece (4.1.3) denklemi de ispatlanmış olur. 

 

4.1.3. Tanım  Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu 𝑀̃(, ,, 𝑔) nin bir altmanifoldu 

𝑀 olsun. Bu durumda 

 

i. 𝑇𝑀 = 𝐷⊥⊕ 𝐷𝜃 , 𝜉 ∈  𝛤(𝐷𝜃), 
 

ii. 𝐷⊥ distribüsyonu, anti-invaryant distribüsyon, yani,  𝜑𝐷⊥ ⊂ ( 𝑇⊥𝑀), 
 

iii. 𝑀 üzerinde 𝐷𝜃,  𝜃 −slant açılı slant distribüsyon olacak şekilde 𝐷𝜃 ve 𝜑(𝐷𝜃) arasındaki 

sabit slant açı  𝜃 ≠  𝜋/2 dir, 

 

şartlarını sağlayan iki ortogonal distribüsyon 𝐷⊥ ve  𝐷𝜃 varsa 𝑀 ye 𝑀̃(, ,, 𝑔) nin kontak 

psedo-slant alt manifoldu denir (Khan ve Khan 2007). 

 

Bu tanımda 𝜃 = 0  ise kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifold adını alır. 

Böylece kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifoldların bir genellemesidir. 

Diğer taraftan eğer, 𝑏𝑜𝑦(𝐷⊥)  =  𝑑1 ve 𝑏𝑜𝑦(𝐷𝜃)  = 𝑑2  ile gösterilirse aşağıdaki koşulları 

elde edilir. 

 

i. 𝑑2 =  0 ise 𝑀, bir anti- invaryant altmanifolddur. 

 

ii.  d1 =  0 ve 𝜃 =  0 ise 𝑀, bir invaryant altmanifolddur. 

 

iii. d1 =  0  ve 𝜃 ∈  (0,
𝜋

2
)  ise 𝑀,  𝜃 slant açılı proper-slant altmanifoldur. 
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iv. Eğer d1. d2 ≠ 0 ve 𝜃 ∈  (0,
𝜋

2
) ise 𝑀 proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.  

 

Bir hemen hemen kontak metrik manifold 𝑀̃(, ,, 𝑔) nin kontak pseudo-slant 

altmanifoldu 𝑀 olsun. 

𝑤1 : 𝜒(𝑀)→ Γ(𝐷⊥) ,     𝑤2   : 𝜒(𝑀)→ Γ(𝐷𝜃) 

 

ortogonal projeksiyonları göstersinler. Her 𝜌1 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

                                           𝜌1 = 𝑤1 𝜌1 + 𝑤2𝑋𝜌1+(𝜌1)                                         (4.1.4) 

 

şeklinde yazılabilir. O halde 𝑤1𝜌1 ∈ Γ(𝐷⊥) ile 𝑤2𝜌1 ∈ Γ(𝐷𝜃) dir. 

 

Şimdi (4.1.4) denklemine 𝜑 uygulanırsa, 

 

 𝜑𝜌1 = 𝜑𝑤1𝜌1 + 𝜑𝑤2𝜌1 

 

yazılır. Burada (3.1.12)  eşitliği kullanılırsa 

 

𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1 = 𝐸𝑤1𝜌1 + 𝐹𝑤1𝜌1 + 𝐸𝑤2𝜌1 + 𝐹𝑤2𝜌1 

 

olduğu görülür. 𝑤1𝜌1 ∈  𝛤(𝐷
⊥)  olduğundan 𝐸𝑤1𝜌1  =  0 dir. 

 

                         𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1 = 𝐸𝑤2𝜌1 +  𝐹𝑤1𝜌1 + 𝐹𝑤2𝜌1                                   (4.1.5) 

 

olur. Böylece bu denklemin teğet ile normal bileşenleri sırasıyla 

 

𝐸𝜌1 = 𝐸𝑤2𝜌1   

ve 

𝐹𝜌1 = F 𝑤1𝜌1 + 𝐹𝑤2𝜌1    

 

olduğu görülür. Burada 

 

𝜑 𝑤1𝜌1,      E 𝑤1𝜌1 = 0 
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ve  

𝜑𝑤2𝜌1  = 𝐸𝑤2𝜌1  + 𝐹𝑤2𝜌1 ,      𝐸𝑤2𝜌1 ∈ Γ(𝐷𝜃) 

 

dir. 

 

𝐷⊥ ve 𝐷𝜃,  𝑀 üzerinde ortogonal distribüsyonlar olduğundan her 𝜌1 ∈ Γ(𝐷𝜃) ve 𝑞1 ∈ Γ(𝐷⊥) 

için 

 

                                         𝜑𝜌1 = 𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1                                            (4.1.6) 

ve 

                                        𝜑𝑞1 = 𝐸𝑞1 + 𝐹𝑞1 = 𝐹𝑞1 ∈ 𝐹(𝐷
⊥),       𝐸𝑞1 = 0                 (4.1.7) 

 

dir. Şimdi (3.1.3) eşitliğinden 

 

𝑔(𝜑𝜌1, 𝜑𝑞1)  =  𝑔(𝜌1, 𝑞1) −  𝜂(𝜌1)𝜂(𝑞1) 

 

yazılır. O halde (4.1.6) ile (3.1.12) denklemleri kullanılırsa  

 

𝑔(𝐸𝜌1 + 𝐹𝜌1, 𝐹𝑞1) =  𝑔(𝜌1, 𝑞1) −  𝜂(𝜌1)𝑔(𝑞1, )   

𝑔(𝐸𝜌1, 𝐹𝑞1) + 𝑔(𝐹𝜌1, 𝐹𝑞1) =  𝑔(𝜌1, 𝑞1)                                                

𝑔(𝐹𝜌1, 𝐹𝑞1) =  0,                                 

 

olduğu görülür. Burada 𝐹𝜌1  ∈  𝐹(𝐷𝜃) ve 𝐹𝑞1  ∈  𝐹(𝐷
⊥) olduğundan, 𝐹(𝐷⊥) ve 𝐹(𝐷𝜃) 

distribüsyonlarının birbirlerine ortogonal olduğunu gösterir. Böylece 𝑇⊥𝑀 −normal uzayı 

 

𝑇⊥𝑀 = 𝐹(𝐷⊥) ⊕  𝐹(𝐷𝜃) ⊕ µ
′,      𝐹(𝐷⊥)⊥ 𝐹(𝐷𝜃) 

 

biçiminde ifade edilebilir. Burada  µ′, 𝜑(𝑇𝑀) nin 𝑇⊥𝑀 deki ortogonal tümleyenidir. 

 

4.1.3. Teorem Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen (𝜅 , 𝜇,𝑣) − Kenmotsu uzayının kontak   

pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda anti-invariant distribüsyonu 𝐷⊥ daima 

integrallenebilirdir  
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İspat : Her 𝜌1, 𝜌2(𝐷
⊥)  için, (3.1.32) denkleminden 

 

(̃𝜌1)𝜌2  = 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)− (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) 

                                                 = 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)  

 

eşitliği vardır. Bu  denklemde (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) , (3.1.13) ve (3.1.23) eşitlikleri 

kullanılırsa 

 

̃𝜌1𝜌2 − ̃𝜌1𝜌2 − 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2) = 0, 

̃𝜌1𝐹𝜌2 − (𝜌1𝜌2 + (𝜌1, 𝜌2)) − 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2) = 0, 

−𝐴𝐹𝜌2𝜌1 + 𝜌1
⊥ 𝜌2 − 𝐸𝜌1𝜌2 − 𝐹𝜌1𝜌2 −  𝐵(𝜌1, 𝜌2) 

−𝐶(𝜌1, 𝜌2) − 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2) = 0 

 

elde edilir. Bu denklemlerin teğet bileşenlerinden 

 

              −𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌1𝜌2 −  𝐵(𝜌1, 𝜌2) − 𝑔(𝐹𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2) = 0             (4.1.16) 

 

denklemi bulunur. (4.1.16) denkleminde 𝜌1 ve 𝜌2 yer değiştirirse 

 

            −𝐴𝐹𝜌1𝜌2 − 𝐸𝜌2𝜌1 −  𝐵(𝜌2, 𝜌1) − 𝑔(𝐹𝜌2 + ℎ𝜌2, 𝜌1) = 0              (4.1.17) 

 

eşitliği elde edilir. (4.1.16) denkleminden (4.1.17) denklemini çıkararak ve  ile ℎ’nin 

simetrik olduğu kullanılırsa,  

 

𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐴𝐹𝜌1𝜌2 + 𝐸[𝜌1𝜌2 − 𝜌2𝜌1] = 0, 

                                                    𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐴𝐹𝜌1𝜌2 + 𝐸[𝜌1, 𝜌2] = 0,  

                                                    𝐸[𝜌2, 𝜌1] = 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐴𝐹𝑍1𝜌1𝜌2.                             (4.1.18)    

                    

olur. Öte yandan, her 𝑈 ∈ 𝜒(𝑀) için, (2.2.1), (2.2.7), (2.2.10), (3.1.23) ve (3.1.32) 

kullanılırsa, 

 

𝑔(𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐴𝐹𝜌1𝜌2, 𝑈) = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) − 𝑔((𝜌2, 𝑈), 𝐹𝜌1) 
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                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) − 𝑔(̃𝑈𝜌2, 𝐹𝜌1)  

                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) + 𝑔(̃𝑈𝜌2, 𝜌1)  

                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) + 𝑔(̃𝑈𝜌2 − (̃𝑈)𝜌2, 𝜌1)  

                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) + 𝑔(−𝐴𝐹𝜌2𝑈 + 𝑈
⊥𝐹𝜌2, 𝜌1)  

                                                                −𝑔(𝑔(𝑈 + ℎ𝑈, 𝜌2), 𝜌1)  

                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) − 𝑔(𝐴𝐹𝜌2𝑈, 𝜌1)  

                                                            = 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) + 𝑔((𝜌1, 𝑈), 𝐹𝜌2) = 0  

 

eşitliği sağlanır. Burada 

 

𝐴𝐹𝜌2𝜌1 = 𝐴𝐹𝜌1𝜌2 

 

olduğu ortaya çıkar. Bu eşitlik gereğince (4.1.18) denkleminde [𝜌2, 𝜌1] ∈  𝛤(D
⊥) 

olduğundan 𝐸[𝜌2, 𝜌1] = 0 dır. Böylece D⊥ daima integrallenebilirdir.  

 

4.1.4. Teorem Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) -Kenmotsu uzayının kontak 

pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda  𝐷𝜃 slant distribüsyonu integrallenir. Ancak 

ve ancak her 𝜌1, 𝜌2 ∈  𝛤(𝐷𝜃) için, 

 

𝑤1{𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌2𝜌1 −  𝐵(𝜌1, 𝑌1) + (𝜌2)(𝐸𝜌1 +  ℎ𝜌1)  

                      +(𝜌2)(𝐹𝜌1 +  ℎ𝜌1)}=0 

 

dir. 

 

İspat 𝐷⊥ ve 𝐷𝜃 üzerindeki projeksiyonları sırasıyla 𝑤1 ve 𝑤2 ile gösterelim. Her 𝜌1, 𝜌2 ∈

𝛤(𝐷𝜃) için, (3.1.32) denkleminden   

 

(̃𝜌1)𝜌2  = 𝑔(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1, 𝜌2)− (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) 

 

eşitliği vardır. (3.1.23) uygulanırsa   

 

̃𝜌1𝜌2 − ̃𝜌1𝜌2 − 𝑔(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1, 𝜌2)+ (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) = 0 
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yazılır. (2.2.1) ve (3.1.12) denklemleri kullanılırsa 

 

̃𝜌1𝐸𝜌2 + ̃𝜌1𝐹𝜌2 −  (𝜌1𝜌2 + (𝜌1, 𝜌2)) 

−𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)+ (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) = 0. 

 

Böylece (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) ve (3.1.13) denklemlerinden  

 

               𝜌1𝐸𝜌2 + (𝜌1, 𝐸𝜌2) − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 + 𝜌1
⊥ 𝐹𝜌2 − 𝐸𝜌1𝜌2 −  𝐹𝜌1𝜌2  

           −𝐵(𝜌1, 𝜌2) − 𝐶(𝜌1, 𝜌2) − 𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)+ (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) = 0 

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin teğet bileşenlerinden 

 

𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌1𝜌2 −  𝐵(𝜌1, 𝜌2) 

−𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2) + (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) = 0. 

 

yazılır. Yukarıdaki denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌2𝜌1 + 𝐸𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌1𝜌2 − 𝐵(𝜌1, 𝜌2) − 

𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)+ (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) = 0, 

 

elde edilir.     

𝐸[𝜌1, 𝜌2] = 𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌2𝜌1 −  𝐵(𝜌1, 𝜌2) 

                                                 −𝑔(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝜌2)+ (𝜌2)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1). 

 

Burada 𝜌1, 𝜌2 ∈ 𝛤(𝐷𝜃), [𝜌1, 𝜌2] ∈ 𝛤(𝐷𝜃) dir. Böylece, yukarıdaki denklemin her iki   

tarafına 𝑤1 uygulanırsa 𝑤1𝐸[𝜌1, 𝜌2] = 0 olduğundan  

 

𝑤1{𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌2𝜌1 −  𝐵(𝜌1, 𝜌2) + (𝜌2)(𝐸𝜌1 +  ℎ𝜌1) + +(𝜌2)(𝜑𝐹 +

 ℎ𝜌1)}=0 

 

elde edilir. Bu da teoremi ispatlar. 
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4.1.4. Tanım  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-

slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

 

i. Her  𝜌1, 𝜌2(𝐷𝜃) için  ( 𝜌1, 𝜌2) = 0 ise 𝑀’ye 𝐷𝜃 −total geodezik altmanifold, 

 

ii. Her ρ3, ρ4(D
⊥) için, (𝜌3, 𝜌4) = 0 ise 𝑀’ye 𝐷⊥ −total geodezik altmanifold, 

 

iii. Her ρ1(Dθ) ve ρ3(D
⊥) için, (𝜌1, 𝜌3) = 0 ise 𝑀’ye mixed-total geodezik 

altmanifold denir. 

 

4.1.5. Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-

slant altmanifoldu olsun. Bu durumda  𝑀 altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da mixed-

total geodezik altmanifolddur. 

 

İspat  Her ρ1(Dθ), ρ2(D
⊥) ve 𝑉𝜒⊥(𝑀) için  (3.1.10), (3.1.23), (3.1.25), (3.1.28) ve 

(3.1.29) ve (3.1.32)  kullanarak, 

 

𝑔(𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) = 𝑔(̃𝜌1𝜌2, 𝑉) = −𝑔(̃𝜌1𝑉, 𝜌2) − 𝑔(̃𝜌1𝑉,𝜌2) 

= 𝑔 ((̃𝜌1)𝑉 − ̃𝜌1𝑉,𝜌2)               

                                            = 𝑔((𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1, 𝑉),𝜌2) − 𝜂(𝑉)(𝜑𝜌1 + ℎ𝜌1) −

                                                     𝑔(̃𝜌1𝐵𝑉 +  ̃𝜌1𝐶𝑉, 𝐹𝜌2) 

                                            = −𝑔((𝜌1, 𝐶𝑉), 𝐹𝜌2) − 𝑔(𝑋1
⊥ 𝐶𝑉, 𝐶𝜌2) 

 

bulunur.  Buradan gerekli işlemler yapılırsa 

 

𝑔(𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) = −𝑔((𝜌1, 𝐵𝑉), 𝐹𝜌2) − 𝑔 ((𝜌1
𝐶)𝑉 + 𝐶𝜌1

⊥ 𝑉, 𝐹𝜌2) 

                                         = −𝑔((𝜌1, 𝐵𝑉), 𝐹𝜌2) − 𝑔(−(𝜌1, 𝐵𝑉) − 𝐹𝐴𝑉𝜌1, 𝐹𝜌2) 

                                         = 𝑔(𝐹𝐴𝑉𝜌1, 𝐹𝜌2) = −𝑔(𝐵𝐹𝐴𝑉𝜌1,𝜌2)             

 

 elde edilir. Böylece gerekli işlemler yapılır ve (3.1.15) denklemi kullanılırsa 
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𝑔(𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) = −𝑔(−𝐴𝑉𝜌1 + (𝐴𝑉𝜌1)− 𝐸
2𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) 

     = 𝑔(𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) + 𝑔(𝐸
2𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2), 

 

yazılır. Yani; 

 

−𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔(𝐴𝑉𝜌1 + (𝐴𝑉𝜌1), 𝜌2) = −𝑐𝑜𝑠
2𝜃𝑔(𝐴𝑉𝜌1, 𝜌2) = 0 

 

dır. Bu ise  𝑀 nin ya mixed-total geodezik ya da bir anti-invaryant altmanifold olduğunu 

gösterir. 

 

4.1.6. Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen (𝜅 , 𝜇,𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-

slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 𝑀 altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da 𝐷⊥-total 

geodezik altmanifolddur. 

 

İspat Her ρ1(Dθ), ρ2(D
⊥) ve 𝑉𝜒⊥(𝑀) için (3.1.13), (3.1.23), (3.1.25) ve (3.1.32) 

kullanılırsa, 

 

𝑔((𝜌1, 𝜌2), 𝑉) = −𝑔(̃𝜌2𝑉, 𝜌1) = −𝑔(̃𝜌2𝑉,𝜌1) 

                                                        = 𝑔 ((̃𝜌2)𝑉 − ̃𝜌2𝑉,𝜌1) 

                                                        = −𝑔(̃𝜌2𝐵𝑉, 𝐹𝜌1) − 𝑔(̃𝜌2𝐶𝑉, 𝐹𝜌1) 

                                                            −𝑔((𝜌2, 𝐶𝑉), 𝐹𝜌1) − 𝑔(𝜌2
⊥ 𝐶𝑉, 𝐹𝜌1) 

 

elde edilir.  Buradan da  (3.1.15) denklemi kullanılırsa 

 

𝑔((𝜌1, 𝜌2), 𝑉) = −𝑔((𝜌2, 𝐵𝑉), 𝐹𝜌1) − 𝑔((𝜌2
𝐶)𝑉, 𝐹𝜌1 

                                                     = −𝑔((𝜌2, 𝐵𝑉), 𝐹𝜌1) + 𝑔((𝜌2, 𝐵𝑉) + 𝐹(𝐴𝑉𝜌2, 𝐹𝜌1) 

                                                     = 𝑔(𝐹𝐴𝑉𝜌2, 𝐹𝜌1) = −𝑔(𝐵𝐴𝑉𝜌2, 𝜌1) 

                                                        −𝑔(−𝐴𝑉𝜌2 + (𝐴𝑉𝜌2)+ 𝐸
2𝐴𝑉𝜌2, 𝜌1) 

                                                     = 𝑔(𝐴𝑉𝜌2, 𝜌1) + 𝑔(𝐸
2𝐴𝑉𝜌2, 𝜌1) 

 

veya 
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−𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔(𝐴𝑉𝜌2 − (𝐴𝑉𝜌2), 𝜌1) = −𝑐𝑜𝑠
2𝜃𝑔(𝐴𝑉𝜌2, 𝜌1) = 0 

 

elde edilir. Buradan  𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔((𝜌1, 𝜌2), 𝑉) = 0 dir.  Bu da 𝑀 'nin 𝐷⊥  −total geodezik ya 

da bir anti-invaryant altmanifold olduğu anlamına gelir. 

 

4.1.7.Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) -Kenmotsu uzayının kontak pseudo-

slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda  𝐵 paralel ise 𝑀 ya mixed geodezik ya da anti-

invariant altmanifolddur.  

 

İspat Her ρ1 ∈ Γ(Dθ) ve , ρ2(D
⊥) için, Eşitlik (3.1.24) ve (3.1.25)  𝐵 paralelse 𝐹 

paraleldir. Yani 𝐹 = 0  dir. Böylece 

 

𝐶(𝜌1, 𝜌2) − (𝜌1,𝐸𝜌2) = 0 

 

yazılır. Burada  ρ2 ∈ Γ(D
⊥), 𝐸𝜌2𝑌1 = 0 olduğundan yukarıdaki denklemde 𝜌1'in yerine 𝐸𝜌1 

yazılırsa  

 

𝐶(𝐸𝜌1, 𝜌2) = 0 

 

denklemi elde edilir. Tekrar yukarıdaki denklemde  𝜌1 in yerine 𝐸𝜌1 kullanılır ve (4.1.1) 

uygulanırsa 

 

𝐶 (𝐸2𝜌1, 𝜌2) = −𝐶 𝑐𝑜𝑠
2𝜃(𝜌1, 𝜌2) = 0 

 

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla ya (𝜌1, 𝜌2) = 0  (𝑀 mixed geodezik) ya da 𝜃 =  
𝜋

2
 (𝑀 anti-

invariant) dir. 

 

4.1.8. Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak 

pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda  𝐵 paralel ise, 𝑀 ya minimaldir ya da anti- 

invaryant altmanifolddur.  

 

İspat  Her ρ1 ∈ Γ(Dθ) ve  ρ2(D
⊥) için, (3.1.24) ve (3.1.25) dan 𝐵 paralel ise 𝐹 paraleldir. 

Yani 𝐹 = 0 dır. Bu da 
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𝐶(𝜌1,𝜌2) − (𝜌1,𝐸𝜌2) = 0 

 

anlamına gelir. Buradan   ρ2 ∈ Γ(D⊥) ve 𝐸𝜌2 = 0 için 

 

𝐶(𝜌1,𝜌2) = 0 

 

olur. Yukarıdaki denklemde 𝜌1 in yerine 𝐸𝜌1 kullanılırsa.  

𝐶(𝐸𝜌1,𝜌2) = 0 

 

denklemi elde edilir. 𝑀 total umbilik olduğundan 

 

𝐶 𝑔(𝐸𝜌1,𝜌2)𝐻 = 0 

 

dir. Tekrar yukarıdaki denklemde𝜌1 in yerine 𝐸𝜌1 kullanılır ve (4.1.1) uygulanırsa 

 

𝐶𝑔(𝐸2𝜌1, 𝜌2 )𝐻 = −𝐶 𝑐𝑜𝑠
2𝜃𝑔(𝜌1, 𝜌2)𝐻 = 0 

 

elde edilir. Buradan da ya 𝜃 =  
𝜋

2
  (𝑀 anti-invariant)  ya da 𝐻 = 0 (𝑀 minimal) dir. 

 

4.1.9. Teorem  Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen  (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak 

pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda,  eğer 𝐹  tensörü 𝐷𝜃 slant distribüsyon 

üzerinde paralel ise  𝑀 𝐷𝜃 −geodeziktir ya da (𝜌1,𝜌2), 𝐷𝜃 üzerinde −𝑐𝑜𝑠2𝜃 karakteristik 

değeri ile 𝐶2'nin bir karakteristik vektörüne sahiptir. 

 

İspat: Her ρ1,ρ2 ∈  Γ(Dθ) için, (3.1.25) den,  

 

                                           𝐶 (𝜌1,𝜌2) − (𝜌1,𝐸𝜌2) = 0                                   (4.1.12) 

 

denklemi vardır. Diğer taraftan 𝐷𝜃  slant olduğundan 𝜌2 yerine  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  yazılırsa 

 

𝐶 (𝜌1,  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  ) − (𝜌1,, 𝐸𝜌2) = 0 



48 

 

 
 

 

olur. Böylece 

 

𝐶 (𝜌1,  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  ) = (𝜌1,, 𝐸𝜌2)                                 (4.1.13) 

 

eşitliği vardır. Şimdi 𝐶  tensörü (4.1.13)’e uygulanırsa 

 

                                        𝐶2 (𝜌1,  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  ) = 𝐶(𝜌1,, 𝐸𝜌2)                            (4.1.14) 

elde edilir. (4.1.12)’de 𝜌2 yerine  𝐸𝜌2alınırsa, 

 

                                                (𝜌1, 𝐸
2𝜌2) = 𝐶(𝜌1,, 𝐸𝜌2)                                        (4.1.15) 

 

bulunur. Dolayısıyla (4.1.1), (4.1.14) ve (4.1.15)’yı kullanılırsa  

 

𝐶2 (𝜌1,  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  ) = 𝐶(𝜌1,, 𝐸𝜌2) = (𝜌1, 𝐸
2𝜌2) = − 𝑐𝑜𝑠

2𝜃(𝜌1,  𝜌2 − 𝜂(𝜌2)  ) 

 

eşitliklerini elde edilir. Burada ya   = 0’dır. Bu da 𝑀’nin 𝐷𝜃 −geodezik yada , − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 

karakteristik değerli 𝐶2 nin bir karakteristik vektörüdür.  

 

4.1.10.Teorem Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen  (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak 

pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun.  Bu  durumunda aşağıdaki önermelerden en az biri doğru 

olur. 

 

i. 𝑀 proper kontak pseudo-slant altmanifolddur. 

 

ii. 𝐻 ∈  𝛤(µ′). 
 

iii. 𝑏𝑜𝑦 (𝐷⊥) = 1. 
 

İspat  ρ1 ∈ Γ(D⊥) olsun. (3.1.32) kullanılırsa,  

 

(̃𝜌1)𝜌1 = 𝑔(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1, 𝜌1)− (𝜌1)(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1) 

 

yazılır. Buradan  (2.2.1) ve (3.1.12) uygulanırsa 
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̃𝜌1𝐹𝜌1 −  (𝜌1𝜌1 + (𝜌1, 𝜌1)) − 𝑔(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1, 𝜌1) = 0,   

 

olur. Buradan (2.2.7) ve (3.1.13), uygulanırsa 

 

                             −𝐴𝐹𝜌1𝜌1 + 𝜌1
⊥ 𝐹𝜌1 −  𝐹𝜌1𝜌1 − 𝐵(𝜌1, 𝜌1) 

                                 −𝐶(𝑋1, 𝑋1) − 𝑔(𝑋1 +  ℎ𝑋1, 𝑋1) = 0 

 

denklemleri elde edilir. Bu denkllemin teğet bileşenlerinden 

 

−𝐴𝐹𝜌1𝜌1 + 𝐵(𝜌1, 𝜌1) + 𝑔(𝜑𝜌1 +  ℎ𝜌1, 𝜌1) = 0. 

                 

yazılır. Bu denklemin her iki tarafı 𝜌2∈ Γ(D⊥) ile çarpılırsa 

 

𝑔(𝐴𝐹𝜌1𝜌1, 𝜌2) + 𝑔(𝐵(𝜌1, 𝜌1), 𝜌2) = 0 

 

elde edilir. 𝑀 total umbilik altmanifold olduğundan, 

 

                                    𝑔(𝐴𝐹𝜌1𝜌2, 𝜌1) + 𝑔(𝐵(𝜌1, 𝜌1), 𝜌2) = 0 

                                    𝑔((𝜌2, 𝜌1), 𝐹𝜌1) − 𝑔((𝜌1, 𝜌1), 𝐹𝜌2) = 0 

 𝑔(𝜌2, 𝜌1)𝑔(𝐻, 𝐹𝜌1) − 𝑔(𝜌1, 𝜌1)𝑔(𝐻, 𝐹𝜌2) = 0 

 𝑔(𝜌1, 𝜌1)𝑔(𝐵𝐻, 𝜌2) − 𝑔(𝜌2, 𝜌1)𝑔(𝐵𝐻, 𝜌1) = 0 

 

eşitliği elde edilir. Yani  

 

𝑔(𝐵𝐻, 𝜌2)𝜌1 − 𝑔(𝐵𝐻, 𝜌1)𝜌2 = 0 

 

olur. Burada 𝐵𝐻 = 0 yada 𝜌1 ve 𝜌2 lineer bağımlıdır. Eğer 𝐵𝐻 ≠  0 ise bu 𝐻 ∈  𝛤(µ) 

demektir. Eğer 𝜌1 ve 𝜌2 lineer bağımlı ise bu da anti-invaryant distribüsyon D⊥’in bir 

boyutlu olduğunu gösterir.  Dolayısıyla boy(D⊥) = 1 dir. 𝑀 kontak pseudo-slant altmanifold 

olduğundan boy(𝐷𝜃) ≠ 0 ve 𝜃 ≠  0 dir. 𝑑1𝑑2 ≠  0 ve 𝜃 ≠  0 olduğundan 𝑀 proper kontak 

pseudo-slant altmanifolddur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, bir hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant 

altmanifoldlarının diferansiyel geometrisi çalışıldı. Bir hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu 

uzayının kontak pseudo-slant altmanifold olması için gerek ve yeterli şartlar verilip, bir 

hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣)-Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant altmanifoldunun 

tanımından ortaya çıkan distribüsyonların integrallenebilirliği için gerek ve yeter şartlar 

araştırıldı. Son olarak, distribüsyonların geodeziklik kavramları tanımlandı ve bazı sonuçlar 

elde edildi. Bu sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

 

Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) −Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant 

altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda, 

 

i.  Anti-invariant distribüsyonu 𝐷⊥ daima integrallenebilirdir . 

ii. 𝐷𝜃 slant distribüsyonu integrallenir. Ancak ve ancak her 𝜌1, 𝜌2 ∈  𝛤(𝐷𝜃) için, 

 

𝑤1{𝜌1𝐸𝜌2 − 𝐴𝐹𝜌2𝜌1 − 𝐸𝜌2𝜌1 −  𝐵(𝜌1, 𝑌1) + (𝜌2)(𝐸𝜌1 +  ℎ𝜌1)  

                      +(𝜌2)(𝐹𝜌1 +  ℎ𝜌1)}=0 

 

dir. 

 

Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen (𝜅 , 𝜇, 𝑣) − Kenmotsu uzayının kontak pseudo-slant 

altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda, 

 

i. 𝑀 altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da mixed-total geodezik altmanifolddur. 

ii. 𝑀 altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da 𝐷⊥-total geodezik altmanifolddur. 

iii. 𝐵 paralel ise 𝑀 ya mixed geodezik ya da anti-invariant altmanifolddur.  

iv. 𝐵 paralel ise, 𝑀 ya minimaldir ya da anti- invaryant altmanifolddur.  

v. Eğer 𝐹  tensörü 𝐷𝜃 slant distribüsyon üzerinde paralel ise  𝑀 𝐷𝜃 −geodeziktir ya da 

(𝑋1, 𝑌1), 𝐷𝜃 üzerinde −𝑐𝑜𝑠2𝜃 karakteristik değeri ile 𝐶2'nin bir karakteristik vektörüne 

sahiptir. 

Aşağıdaki önermelerden en az biri doğru olur. 
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i. 𝑀 proper kontak pseudo-slant altmanifolddur, 

 

ii. 𝐻 ∈  𝛤(µ′), 
 

iii. 𝑏𝑜𝑦 (𝐷⊥) = 1. 
 

Yukarıdaki teoremlerden elde edilen sonuçlar başka manifoldlarda da çalışılabilir ve farklı 

sonçlar elde edilebilir. 
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