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1. GIRIS VE LITERATUR OZETI

Son yillarda, matematik ve fizik alaninda kontak geometri genis uygulama alani nedeniyle
geometricilerin zengin bir arastirma konusu olmustur. Altmanifoldlarin geometrisi kavrami
ylizeyin digsal geometrisi fikri ile baglamis olup zamanla ortam uzayi i¢in gelistirilmistir.
Giliniimiizde bu teori, bilgisayar tasariminda, goriintii islemede, ekonomik modellemede

oldugu kadar matematiksel fizik ve mekanikte de 6nemli rol oynar.

Bir manifoldu formal olarak su sekilde tanimlayabiliriz. M bir topolojik uzay olsun. M deki
her noktanin bir komsulugu n —boyutlu Oklid uzayindaki bir a¢ik komsuluga homeomorf
oluyorsa M, n —boyutlu manifold olarak adlandirilir. Bir M manifoldunun herbir g
noktasinin komsulugunda manifolda teget olan vektor uzay1 manifoldun tanjant uzayi olarak
adlandirilir ve T5;(q) ile gosterilir. M iizerinde bir metrik tanimli olmas1 durumunda M’ye
bir Riemann manifoldu denir. Baz1 sartlar altinda bir Riemann manifoldu Oklid uzayinin bir
alt kiimesi olarak diisiiniilebilir, bu durum Riemann manifoldunun Oklid uzayma gémiilmesi
olarak adlandirilir. Oklid uzaymnn yapisal durumlar1 Riemann metrigi yardimi ile manifold

yapist iizerine indirgenebilir.

Bu tezimizde kontak pseudo slant problem ¢alisilacagindan problemin tarih¢esine bakacak
olursak, Slant altmanifoldlar, invariant ve anti-invariant altmanifoldlarin bir genellemesi
olarak 1990 yilinda B.Y. Chen tarafindan tanitildi. Ilerleyen zamanlarda konu bircok
geometrici tarafindan genis capta incelendi. Diferansiyellenebilir manifoldlarin farkl
tirlerinde slant altmanifoldlar, semi-slant, pseudo slant, bi-slant altmanifoldlar bashg:

altinda genellestirildi.

Hemen hemen bir Hermityen manifoldunun slant altmanifoldlar1 konusunu B. Y. Chen
tarafindan ortaya atilmistir (Chen 1990). C? ile C* kompleks manifoldlarin slant altmanifold
ornekleri B. Y. Chen ile Y. Tazawa vermistir (Chen ve Tazawa 1990). ilk olarak A. Lotta
hemen hemen kontak metrik manifoldunun slant altmanifoldunu tanimlamis ve incelemistir
(Lotta, 1996). Lotta aym1 zamanda bir K kontak manifoldun anti-invaryant olmayan 3
boyutlu slant altmanifoldlarinin geometrisinde ¢aligmisir (Lotta, 1998). L. Cabrerizo ve
arkadaslar1 da bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldunu incelemis ve 6nemli sonuglar

elde etmistir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez 2000; Cabrerizo, Carriazo,



Fernandez ve Fernandez, 2000). M. Atgeken de Riemanniann product, paracontact metrik
manifold ile Kenmotsu manifoldlarinda Semi - slant altmanifoldlarinin geometrisi iizerinde
calismalar yiritmiistiir (At¢eken, 2010). 2007 ile 2011 yillinda M. Khan ile arkadaslari,
calismlarini proper slant ve pseudo slant altmanifoldlar tizerinde yiiriitmiislerdir. (Khan ve
Arkadaglar1 2011; Khan ve Khan 2007). 2013 yilinda da M. Atgeken bir (LCS),, -manifoldun
kontak pseudo slant altmanifoldu tizerinde ¢alismistir (Atgeken ve Hui. 2012; Atgeken, Dirik
ve Yildirim, 2015). S. Dirik kontak pseudo-slant altmanifoldlar tizerinde bir ¢ok c¢alisma
yapmustir (Dirik, 2019; Dirik ve Atgeken 2014; Dirik ve At¢eken 2016).

Bu tez ¢alismasinda, bir hemen hemen (x, u, v)-Kenmotsu uzayinin kontak pseudo-slant
altmanifoldlarinin diferansiyel geometrisi ¢alisildi. Bir hemen hemen (k¢ , &, v)-Kenmotsu
uzayinin kontak pseudo-slant altmanifold olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar verilip, bir
hemen hemen (x,u, v)-Kenmotsu uzayinin kontak pseudo-slant altmanifoldunun
tanimindan ortaya ¢ikan distribiisyonlarin integrallenebilirligi i¢in gerek ve yeter sartlar

arastirildi. Son olarak, distribiisyonlarin geodeziklik kavramlari tanimlandi ve bazi sonuglar

elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilan temel kavramlara yer verilmistir.

2.1. Manifoldlar

Bu alt bolimde manifoldlara ait temel kavramlar verildi.

2.1.1. Tanim Bir Hausdorff uzay1 X olmak iizere U c X agik ciimlesi iizerinden V ¢ R"

bolgesine tanimlanan

¢:U -V cR?

Homeomorfizmine X iizerinde harita ya da n— boyutlu koordinat sistemi denir. U agik
ciimlesine de, koordinat bolgesi ya da ¢ haritasinin koordinat komsulugu adi verilir. Bu

harita (U, ¢) ile gosterilir. Eger, g € U ise

¢(q) = (ql' qz, .-, qn) € R"

seklindedir. Buradaki q, q, , ... , q, reel sayilarina ise ¢ haritas {izerinde q noktasinin

koordinatlar1 ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

2.1.2. Tanim M bos olmayan bir ciimle olsun. M nin herbir noktasimin R e ya da R™ nin
bir U acik alt ciimlesine homeomorf olacak sekilde bir koordinat komsulugu varsa, M

manifolduna n—boyutlu topolojik manifold adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.3. Tamm R" uzayina ait bir U ag¢ik ciimlesi iizerinde tanimlanan reel degere sahip bir
fonksiyon f olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevi var ve k < r olmak
kosulu ile stirekli ise f fonksiyonuna r. mertebeden diferansiyellenebilirdir ad1 verilir. f € C”
(U, R) ile gosterilir. Eger Vr € Z* i¢in feC"(U, R) oluyorsa f fonksiyonu

diferansiyellenebilir denir. Bu fonksiyon f € € (U, R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.4. Tamm M bir topolojik manifold olmak tizere M nin acik bir ortiisii {U,} ile

tanimlansin. U, agik climlesinin a indisinin ciimlesi A olmak kosuluyla {U,} ac¢ik Ortiisii



icin {Uy}aea yazilabilir. Eger R™ i¢indeki her U,, bir homeomorfizm ¢, ile homeomorf
ise, 0 zaman (¢, U,) haritalarmin {(¢p,, Uy)}eea koleksiyonu bir koordinat komsulugu

sistemi (atlas) olarak adlandirilir(Hacisalihoglu, 1980).

2.1.5. Tamim n—boyutlu bir topolojik manifold M olmak iizere, S = {U,, ¥y}, de M

manifoldunun bir atlasi olsun. = 1 kosulu igin, eger S atlast Uy, N Ug # @ olmasi

durumundaV a,f € A igin

d)otB = Lljaoqj[;l: LDB(UOL n UB) - Pe(Ug N UB)

ve

¢Ba = LDBOch_xl: Pe(Ug N UB) = LpB(Uoc n UB)

ozelligine sahipse Sye C"-smifindadir denir. Bu durumda, her biri ikiser ikiser bir
homeomorfizmanin bileskesi olan fonksiyonlar olan ¢, Ve ¢,z de birer homeomor-
fizmadir. S6z konusu ¢qg ile ¢g, fonksiyonlari C"-smifindan diferansiyellenebilirlerse
S atlasina C"-sinifindan diferansiyellenebilirdir denir. Eger M iizerindeki S atlast C7-
smifindan ise 0 zaman S’ye bir C”-smifindan diferansiyellenebilir yap: denir. M bir manifold

olsun ve bu manifoldda r. mertebeden diferansiyellenebilir bir atlas var ise, M'ya r.

mertebeden diferansiyellenebilir manifold adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.6. Tamm M ile N iki manifold ve ¢p: M — N, diferensiyellenebilir doniisiimiiniin tersi
mevcut ve bu doniisiimiin tersi de diferensiyellenebilirse, ¢p donlisiimiine diffeomorfizma
denir. Eger M dan N ya bir diffeomorfizma mevcutsa, M ile N manifoldlar1 diffeomorfiktir
olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1980).

Manifoldlar tizerinde 6nemli bir kavram da tanjant vektorleridir. Manifold, temel olarak bir
topolojik uzaydir ve bu uzay iizerinde diferensiyel yap: tanimlayarak diferensiyel teknikler

kullanmak mimkiindiir.

2.1.7. Tamm M topolojik manifold ve ¢ € M olsun. M manifoldunun g noktasmin bir

komsulugu U olmak iizere



CPWR) = {f|f: UL Ry

ciimlesi verilsin. Her fve g € C*(U, R) ve kve t € R igin

i. Lineerlik

Vo (kf + tg) = kVa(f) +tV(9)

ii.  Leibnitz kurali

Vo (F-9) =Vq(Ng(@) + f(DV,(9)

ozellikleri saglantyorsa V; fonksiyonuna M’nin q noktasindaki tanjant vektorii ad1 verilir.

T (q), M manifoldunun g noktasindaki tanjant vektdrlerinin kiimesi

lineer, Leipnitz

Tii(q) = {Vg | Vg: C*(M,R) —— > R}

bi¢imindedir. Bu climlede i¢ islem

D: Ti(q@) X Tir(q) - Tu(q)

Vp W) >V, @ W,: C*(M,R) >R
ve f € C*(M,R) igin
Vg + Wl T=VolfT +W [f]

olarak tanimlanir. Bu sekilde (T 5 (q),@®) ikilisi Abel grup olur. Bu ciimledeki dis islem ise

O:RxTy(q) - Tir(q)

(4, V,) > A0V,: C*°(M,R) » R

ve f € C*°(M,R) igin
QAOV)If] = AV [f]



olarak tamimlanir. Tj;(q) reel sayilar cismi iizerindeki bir vektdr uzaydir ve bu uzay M

manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay1 olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.8. Tanim f:R™ — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 17; € Trn(q) olsun. Buna

gore I_/(; = P_Q—) olmak tizere

‘7;1[](] = % (f(P1+t(Q1—P1)),...,f(Pn-Hf(Qn—Pn)))t:O

ifadesine f fonksiyonunun 17; vektorii yoniindeki tiirevi adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.9. Tanim Reel sayilar cismi lizerindeki r adet vektor uzay1 V;, V,, Vs,..., V. seklinde

verilsin.

fVixV,xVs...,V. >R

fonksiyonu1l < i < r veu;, v; € V; olmak iizere a,b € R igin

f(ul, e, Ui, av; + bui, Vig1s o) 177-)
= af (U1, v, Vic1, Uiy ooes V) + Df (U1, oo, ViZ1, Uiy oe, V)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna r—lineer fonksiyon adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

2.1.10. Tanim M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ¢ € M noktasinda
bulunan tanjant uzay1 Tz (q) olsun. Tz (q) nin dual uzay1, M manifoldunun g noktasindaki
kotanjant uzay1 olarak adlandirilir. M manifoldunun g noktasinda bulunan kotanjant uzay1

ise Ti;(q) ile ifade edilir. Bu durumda

" lineer
Ti(@) ={w|w: Ty(q) — R}
olur. M manifoldunun g noktasindaki kotanjant vektdrlerinin olusturdugu uzay Ty (q) olarak

adlandirilir ve bu uzayin elemanlarina ise M nin q noktas1 iizerindeki kotanjant vektorleri

adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).



2.1.11. Tanim Reel sayilarin cismi lizerindeki bir vektdr uzayr V olsun. V* ise V vektor

uzayinin dual uzayi olarak tanimlansin

r+s—lineer

LT, V'S R) = {f|f : V" xV*s —— R

vektor uzayindaki i¢ ve dis islemler sirasi ile

(f ® 9 (ar, ..., 0, By ooes Bs) = [, ey @y Bry ey Bs) + g (04, -on, 0, By v, Bs)

ve

(A’f)(ali B O(T' Bl’ et BS) = A‘f(al’ "t a'r’ Bl’ ) BS)

olarak tanimlanirlar. Bu uzay, s. mertebeden kontravaryant ve r. mertebeden kovaryant

tensOr uzay olarak adlandirilir. Bu uzayin 6gelerine de (7, s)-tipinde bir tensor adi verilir

(Boothby, 1986).

Manifoldlar iizerinde tanjant vektorleri kullanarak vektor alanlari tamimlanabilir. M bir
manifold olsun ve Tz (g) bu manifoldun g noktasina karsilik gelen tanjant uzayi olsun. Her
q € M noktasina karsilik gelen x diferansiyellenebilir doniisiimii, T3 (q) uzayinda bir
tanjant vektori iiretir ve bu doniisiime vektor alan1 adini veririz. Bu sekilde vektor alanlar

asagidaki gibi tanimlanabilir.

2.1.12. Tanim M diferansiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin ciimlesi C® (M, R) olsun. Her f,g € C®(M,R) ve k,t € Rigin
x:C®(M,R) —» C*(M,R) doniisiimii

i x(kf +tg) = kx(f) + tx(9)

ii. x(fg)=x(fHg+rx)

sartlarin1 sagliyorsa y'e M manifold iizerinde vektor alani adi verilir. M manifolduna ait

tiim vektor alanlarinin kiimesi y (M) seklinde gosterilir (Boothby, 1986).

Boylece manifold tizerindeki bir vektor alani, her noktaya bir tanjant vektorii atar.



2.1.13. Tamim Diferensiyellenebilir bir manifold olan M'daki vektor alanlar1 x(M) ile ifade

edilsin. py, p, € x(M) olmak iizere

[,1:x(M) x x(M) —x(M)
(1, p2) = [p1, P2]

dontlistimii

i.  2-lineer,yaniVa,b € Rve py,p,, p3 € x(M) icin

[ap; + bpa, ps] = alpy, p3] + b[py, p3]

ii.  Anti-simetrik yani her p;, p,€ x(M) igin

[p1, p2] = —[p2, p1]

iii.  Her py,py ps€ x(M) igin

[[p1, P2), p3] + [[P3, P11, p2] + [[P2, p3], p1] = O (I Bianchi esitligi)

kosullarmi saglayan bir [,] operatorii M manifoldu iizerinde Lie operatorii olarak adlandirilir

(Boothby, 1986).

2.1.14. Tamm M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. ¥ p;,p, € x(M) igin

[L1x(M) x x(M) —x(M)

(p1,P2) = [p1, P2]

doniisiimii her f € C®(M, R) fonksiyonu i¢in

[p1, p21f = p1(p2(F)) — p2(p1 () (2.1.1)

olarak tanimlamir. Burada [,] oparatérii, (M) iizerindeki bir Lie operatoriidiir. Esitlikteki

p1(f) ye f’nin p; vektor alanina gore yone gore tiirevi olarak ifade edilir.



M diferansiyellenebilir manifold olsun. V p;,p, € (M) icin f,g € C®(M,R)

fonksiyonlari ile birlikte A € R i¢in Lie operatorii

L [pupd(f + 9) = [Py, p2](f) + [p1, p21(9)
i [le Pz](/lf) = /1[,01' Pz]f

. [p1,p21(f9) = glp1, p21(F) + flp1, p21(9)

ozelliklerini saglar (Lotta, 1998).

2.1.1. Teorem: M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere V py, p, € x(M)ile f,g €
C*(M,R) igin

[fp1, gp2] = (FPlp1, p2] + Fr1(9)p2 — gp2(f)p1 (2.1.2)

dir (Yano ve Kon 1984).

2.1.15.Tanim M ile N manifoldlar1 siras1 ile m ile n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar
olsun. f:M — N olarak tanimlanan fonksiyon g noktas: iizerinde diferensiyellenebilir

fonksiyon olmak kosuluyla

f:Ta(@ ~ Ta(f(@)

Vg f*'f{(%) = (Vq[flnf(q)' ""Vq[fn“f(q))

ile tanimlanan f, doniisimi f fonksiyonunun tiirev doniisiimii olarak adlandirilir. Eger

ge C* (M, R), f(g) nin komsulugu altinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(£.(%)) g = Va(gor)

seklinde verilir (Lotta, 1998).

2.1.2. Teorem M ve N manifoldlar: diferensiyellenebilir manifoldlar olmak iizere f: M —
N diferansiyellenebilir bir déniisiim olsun. Bu kosulda f, tiirev doniisiimii lineer ve M

tizerinde segilen egriden bagimsiz olur (Lotta, 1998).
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2.1.16. Tanim M, diferansiyellenebilir bir manifold olarak tanimlansin. M manifoldu
iizerindeki C® vektdr alaninin ciimlesi x(M) ve M manifoldundan R ye olan C®
fonksiyonlarinin ciimlesiise € (M, R) olarak ifade edilsin. Her p;, p,, ps € x(M)vea,b €

R i¢in
g:x(M) x x(M) — C*(M,R)
doniistimii

i.  Simetrik, yani

9(p1,p2) = 9(P2,p1),

ii. Pozitif tanimh

p1 # 0 i¢in g(py,p1) > 0ve g(p1,p1) =0 p; = 0,
iii. Bilineer;

g(apy + bp,, p3) = ag(py, p3) + bg(ps, ps),

sartlarini sagliyor ise g ye M iizerinde (2, 0)-mertebeli metrik tensér ya da Riemann metrigi

denir. (M, g) cifti ise Riemann manifoldu olarak adlandirilir (O’Neill 1983).

2.1.16. Tamim M, bir diferensiyellenebilir manifold olsun ve M manifoldu iizerinde bulunan

C* vektér alanlarmin ciimlesi x(M) olarak adlandirilsin

~ ~ ~_ 2—lineer ~
V: x(M)xT (T M) —— x(M)
(p1,p2) — ﬁ(PLPz) = vplpz

doniisiimii V py, p,, p3 € x(M) ve f,g € C®(M,R) igin

i Vo (o2 +p3) =V, 0.+, p3

i Vipgp,Ps = V5,03 +8V,03



11

ii. Y, (fp) = V.02 + p1(Fpz

belirtilen sartlar1 tasiyorsa V ya M iizerindeki bir afin konneksiyon denir. ?p , ise p;’e gore

kovaryant tiirev operatorii olarak adlandirilir (Yano ve Kon, 1979).

2.1.17.Tanim M manifoldu n-boyutlu ve M manifoldu iizerindeki konneksiyon ¥V olmak
uzere
T: x(M) x x(M) — x(M)
(p1,p2) = T(p1,p2) = vplpz - vpzp1 — [p1, p2]

olarak tamimlanmis vektor degerli tensore M manifoldu iizerinde tanimli olan V
konneksiyonunun torsiyon tensorii adi verilir. Basitge goriilebilir ki torsiyon tensorii anti

simetriktir.

2.1.18.Tamim (M, g) Riemann manifoldu olsun.V ise M iizerinde tamimli bir afin

konneksiyon olmak iizere V p;, p,, p3 € x(M) icin V konneksiyonu

I. Wplpz - Wplpz = [py, p2] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi )

ii.  p19(p2p3) = 9V, p2,p3) + g(p2V,, p3) (Konneksiyonun metrik ile bagdasma
ozelligi )

kosullarim1 saglamiyor ise, V konneksiyonuna M manifoldu iizerindeki sifir torsiyonlu
konneksiyon (Riemann konneksiyonu) ya da Levi-Civita konneksiyonu adi verilir (Yano ve
Kon, 1979).

(M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere V konneksiyonu M manifoldu

{izerinde taniml1 Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her p4, p,, p3 € x(M) igin

29(V,,p2,p3) = p19(Pp2,p3) + p29(p3, p1) — p39(p1, P2)

—g(p1, [p2, p3]) — g(p2. [p1, p3]) + g(ps, [p1, P2]) (2.1.3)

ile ifade edilen esitlige Kozsul formiilii denir.



12

2.1.19. Tamm (M,g) Riemann manifoldu olmak iizere p; € x(M) igin L, , keyfi

p1’

(r,s) —tipindeki bir tensér alanini yine (7, s) —tipindeki bir tensor alanina gotiiriir ise Ly,

oparatorii p; vektor alanina gore Lie tiirev operatorii olarak tanimlanir.

(Lp1¢)(p1r ---',Dr' ql’ L] qs) = p1¢(,011 ---;,Dr; q1; ey qs)
_(P(Lplpl' o Proqay ey QS) - d)(pl' 0 Pryq1, "-erlqs)

seklinde gosterilir. Ozel olarak q; € y (M) olmak iizere,
Ly, q1 = [p1,q1]

bi¢iminde tammhdir. Ayrica f € C(M,R) i¢inL, f = py(f) dir. Her py,p,, p3 € x(M)
olmak iizere g —Riemann metrik tensoriinlin p; vektor alanina gore Lie- tiirevi ise

(Lp,9)(p2,p3) = Ly, (P2, p3) — g(Lp,p2r p3) — 9(P2s Ly p3)

= p1(9(p2, p3)) = 9([p1, P21, p3) — g2, [p1, P31
= 9(Vp,02.03) + 9 (P2, p3) = 9(V0,92. P3)
+9(Vp,p1.03) = 9 (P2 V,.p3) + 9 (P2, V. 1)
= 9(Yp,p1.03) + 9 (P2 V1)

olarak tamimlanir. Burada L, g = 0 olmasi durumunda p; vektér alam Killing vektor alan

olarak adlandirilir (Chen, 1973).
2.1.20. Tanim (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere, M manifoldu {izerinde verilmis
olan her bir r-forma karsilik gelen bir (r+1)-formu karsilik getiren ve d ile gosterilen bir

diferansiyel operatore "d1s tiirev operatorii" adi verilir.

Eger w bir r—form ise, py, p1, ..., py € x(M) igin

T
1 .
dw(po, p1, - Pr) = H—l{Z(—l)‘pi(w(po, s Pim1 Pis s Pr)
i=1
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1 . .
+ 3 o (=D &([pi, pj1, Pos s Pi=1, Pis s Pr )},

seklinde ifade edilir. Ozel olarak 1—form ile 2—form igin d operatdrii V py, ps, p3 € x(M)

igin

2dw(pq) = p1(w(p2)) — p2 ((D(P1)) — w([p1, p2D) (2.1.4)

ve

3dd(p1, 2, p3) = p1((p2,p3)) + p2(S(p1, p3)) + pa(d(p1, p2))

—d[p1, p21,03) — U p2, p3], p1) — o1, P31, P2) (2.1.5)

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

2.1.21. Tamim (M, g) Riemann manifold olmak iizere V konneksiyonu M manifoldu

iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu ve Y py, p,, p3 € x(M) igin

R:x(M) x x(M) xx(M) — x(M)
(p1, P2, P3) = R(p1,p2), p3)

olmak tzere

R(pl’pz)’ p3 ) = §p1§p2p3 - §p2§p1p3 - ﬁ[pl,pz]p3 (2'1'6)

olarak ifade edilen R tensorii M manifoldu iizerinde (3,1)-tipindeki tensor alani olarak
tanimlanir. Bu tensér M manifoldunun Riemann egrilik tensorii diye ifade edilir. Ayrica V
P1, P2, P3, P € X(M) iin K( p1, p2, p3,ps ) = g(R(p1, p2, p3), ps) bigiminde tamml olan K
tensoriine ise Riemann Christoffel egrilik tensorii denir. Manifold'un Riemann egrilik
tensorii sifir ise, flat manifold olarak adlandirilir. Riemann manifoldu (M, g) iizerindeki
konneksiyon V igin VR = 0 esitligi saglaniyorsa, M'ya lokal simetrik manifold ad: verilir.

Y p1, P2, P3, P4 € X(M) igin, Riemann egrilik tensorii R

i, R(p1,p2)ps = —R(pz p1)ps

ii.  g(R(p1,p2)ps ps) = —g(R(ps, p2)pa p3)
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iii.  R(p1,p2)ps + R(p2 p3)py + R(py, p3)pz = 0 (11 Bihanchi 6zdesligi)

iv. g(ﬁ(Pl»Pz)P&PtL) = Q(E(P3:P4)P1;P2)

ozelliklerine sahiptir (O’Neill 1983).

2.1.22. Tamim n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve x(M) iizerindeki lokal ortonormal

{e1, €y, ..., e,} vektor alanlari baz kabul edilsin.
Q: x(M) - x(M)
p1 = Q(p) = Qpy = X1, R(py, e))e; (2.1.7)

ile tamml1 Q operatorii M manifoldunun Ricci operatorii olarak adlandirilir (Khan ve

Arkadaslar1 2011).

n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve R M nin Riemann egrilik tensérii olmak iizere,

X(M) ortonormal vektor alanlariin ciimlesi {e;, e,, ..., €,} olmasi durumunda Vp,, p, €

X(M ) igin

S:x(M) x x(M)) - C*(M,R)

(p1,p2) = S(p1, p2) = X1 g(R(p2. €)e;, p1) (2.1.8)

seklinde tanimlanan (2, 0)— tipinde tensore M nin Ricci tensorii denir. Ricci tensoriiniin

simetrik oldugu kolayca goriilebilir. M nin Ricci oparatorii Q ile ifade edilir. Bu oparatér,

S(p1,p2) = 9(Qp1, p2) (2.1.9)

seklinde tanimlanabilir (Yano ve Kon 1984).

n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve lokal ortonormal vektor alan

{eq, ey, ..., e,} olmak lizere

T= Z{LlS(ei, el-) (2110)
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degeri, M manifoldunun skaler egrilik fonksiyonu olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

Diger yandan bir Riemann manifoldu (M, g) nin p; dogrultusunda Ricci egriligi

_ S(p1p1)
k(py) = 9(p1.P1) (21.11)

ile tamimlanir.
n—boyutlu Riemann manifold (M, g) olmak kosuluyla, ¥ p;, p, € x(M) igin

S(p1,p2) = 2g(p1,p2) (2.1.12)

olacak sekilde M iizerindeki bir A fonksiyonu var ise, M ya Einstein manifoldu denir. (2.2.12)
esitliginde p; = p, = e; ve 1 < i < nortonormal baz1 se¢ilmesi halinde A = ioldugu

goriiliir.
n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g), ve Ricci tensérii S olmak iizere V p;, p, € x(M) igin

S(p1, p2) = ag(p1, p2) + bn(p)n( p2) (2.1.13)

esitligi saglaniyor ise M manifolduna n—Einstein manifoldu denir. Esitlikte ki a ile b, M

manifoldu lizerindeki fonksiyonlar ve n’da 1-form dur (Yano ve Kon, 1979).

2.1.23. Tanim Bir Riemann manifoldu (M, g) ve T3 (q) tanjant uzayna ait iki boyutlu alt

uzay II olsun. Tanjant vektorleri olan p;, p; € Il i¢in

9(p1,p1)9(p2, p2) — g(p1,p2)* # 0

olmak lzere

_ g(R(p1,p2)P2,P1)
K(pi A p2) = 9(p1,p1)9(P2.p2)~g(p1.p2)? (21.14)
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ile tanimlanan K(p; A p,)’ye I1 dizleminin kesit egriligi adi verilir. K(IT) ile sembolize
edilir. Esitlikten goriildiigh gibi kesit egriligi olan T3 (q) tanjant uzaymin 2-boyutlu bir alt

uzayi IT’den se¢ilmis olan bazlardan bagimsiz olur (Yano ve Kon, 1979).

V q € M olmak iizere P1 P2, € Tia(q) i¢in K(py,,pa,) sabitse M manifolduna reel uzay

form ya da c-sabit kesit egrilikli uzay adi verilir. M uzay formu n-boyutlu olmak iizere

M™(c) ile gosterilir. M manifoldunun R Riemann egrilik tensérii c-sabit kesit egrilikli olmak

kosuluyla V py, py, p3, pa € X(M) igin

9(R(p1, p2)p3, pa) = c{g(p2, p3)9(p1, P2) — 9(p1, P3) (P2, P4)} (2.1.15)

seklindedir. Eger;
i. c=0ise M(c) = E"™ Oklid uzay
.. 1 . ~ .
. c=-ise M (c) = S™(r) Eliptik uzay

ii. c=- riz ise M(c) =~ H™(r) Hiperbolik uzay olur.

Bu durumda, sabit egrilige sahip bir Riemann manifoldunun egriligi pozitifse eliptik olarak
adlandirilir, negatifse hiperbolik olarak adlandirilir ve sifirsa diizlemsel (flat) veya lokal

oklidyen manifold olarak adlandirilir.
2.2. Altmanifoldlar

Bu bdliimde, ylizeyler teorisinin daha genel bir hali olan Riemann manifoldunun alt

manifoldlar ele alinmaktadir.
2.2.1. Tamm M ve M Riemann manifoldlari siras1 ile m ve n boyutlu olsun(m<n).

fiM—>M

diferensiyellenebilir doniisiimii igin, boy(f.(Ty(q))) =p olmak iizere fnin q€ M

noktasinda ranki p olur ve rank, (f) = p ile ifade edilir.
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Eger boy(M) = rank(f) olursa fye daldirma (immersiyon) adi verilir. f(M) ise M

manifoldunun gémiilmiis (immersed) altmanifoldu olarak adlandirilir.

Eger f bire-bir bir immersiyonsa, f'ye gémme (imbeding) denir. f(M)'ye ise M nn
altmanifoldu veya farkli bir ifade ile gdmiilen altmanifoldu ad1 verilir (Chen, 1973).

2.2.2. Tamim: (M, g) ile (M, §) Riemann manifoldlari sirastyla m ve n boyutlu olsun. f: M —

M immersiyon olmak kosuluyla V p4, p, € Ty (q) icin

G(feqPr fiqP2) = 9(P1,P2)

ise f ye metrik koruyan immersiyon (izometrik immersiyon) denir (Chen, 1973).

2.2.3. Tamim M, m-boyutlu bir manifold olsun ve M'nin g noktasindaki tanjant uzay1 T (q)
olsun. M iizerindeki bir r-boyutlu D distribiisyonu, M manifoldunun her ¢ noktasmi r-

boyutlu bir altuzayina gétiiren bir doniistimdiir. Yani

D:M - Tw(q)

q— Dq c TIVI(Q)

ile tanimlanan D déniisiimiine distribiisyon adi verilmektedir. V p; € (M) ve ¢ € M
olmak tizere p; € Dy oldugunda p; vektor alanina D distribiisyonuna ait denir. V q noktasi
icin D'de r adet diferansiyellenebilir, lineer bagimsiz vektor bulunuyorsa D distribiisyonuna

diferensiyellenebilir bir distribiisyon adi verilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.4. Tamm Bir M, C*® manifoldunun alt manifoldu M olmak iizere, D distribiisyonu M
manifoldu iizerinde q —boyutlu bir C* distribiisyon olsun. Eger M manifoldunun her
q noktasindaki tanjant uzaytyla D, ayni oluyorsa M manifolduna D’nin integral manifoldu

denir. Bu halde,

fiM—>M
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bir gdmme (imbedding) olacak sekilde her ¢ € M igin,
f(Tu(@)) = Dq

dir. Eger M manifoldundan bagka D distribiisyonunu kapsayan bir integral manifoldu yoksa

M manifoldu D distribiisyonunun bir maksimal integral manifoldu olarak adlandirilir.

M diferansiyellenebilir manifoldunun bir alt manifoldu M olmak iizere her ¢ € M icin D nin
q noktasini i¢eren bir maksimal integral manifoldu mevcutsa D integrallenebilirdir denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

V, M manifoldu iizerindeki lineer konneksiyon olmak iizere. Eger p;,p, € ['(D) icin

V,,p2 € T(D) ise D distribiisyonu paraleldir denir.

n-boyutlu bir Riemann manifoldu olan M {izerindeki D distribiisyonunu verilsin. p;, p, €
I'(D) i¢in [p1,p,] € T(D) ise D distribiisyonu involutive olarak adlandirilir. Ayrica,
M altmanifoldu iizerindeki bir distriblisyonun integrallenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul, D distribiisyonun involutive olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.5. Tamm Bir Riemann manifoldu (M, §) ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak

iizere Vq € M i¢in

TM = (Vg € Tg(9): § (p1oVa) = 0.Yp1, € T ()}

olarak taniml1 altuzaya M nin normal uzay1 ad1 verilir. M nin normal vektorii V; olmak lizere
V nin birim vektdr olarak tamimlanmas: durumunda, V;, vektoriine M altmanifoldunun birim
normal vektorii adi verilir. M altmanifoldunun biitiin normal olan vektdrlerini igermekte olan

T+M uzayina ise M altmanifoldunun normal demeti denir.

M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. M nin tanjant demeti y (M ) ve y(M)*
ise M nin tiim normal vektorlerinin vektor demetini temsil etsin. O halde, M nin tanjant

demeti
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x(M) = x(M) @ x(M)*

seklinde yazilir.

2.2.6. Tamm Riemann manifoldu (M, §) olmak iizere M manifoldunun bir altmanifoldu
M olarak tanimlansin. V ile V konneksiyonlari sirastyla M ile M manifoldlari iizerinde

Riemann konneksiyonlari olsun. V p;, p, € y(M)olmak iizere

o: x(M) X x(M) - x(M)*

(p1,p2) = 0(p1,p2) = vp1P2 = Vp.P2

olarak tanimlanan o simetrik bilineer form M altmanifoldunun ikinci temel formu olarak

adlandirtlir. o = 0 olmasi durumunda M altmanifolduna total geodezik altmanifold denir.

Wplpz = Vp,p2 +0(p1,p2) (2.2.)

ile tamml1 esitlik Gauss formiilii olarak adlandurilir. Esitlikteki o (pq, p2) ve V. pa, V. pa
nin sirast ile normal ve teget bilesenleri olarak adlandirilir. M nin ikinci temel formu olan

o 1n kovaryant tiirevi olarak ifade edilen Vo ise V py, p,, p3 € (M) igin

(Vpla)(pz,p3) = V[él o(pz, p3) — G(vp1p2' P3) — (P2, Vp,P3) (2.2.2)

olarak ifade edilir. o ikinci temel formunun kovaryant tiirevi olan Vo’a ise

M altmanifoldunun tigilincii temel formu denir (Chen, 1973).
n—boyutlu bir altmanifold olan M, (M, §) Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun.

M altmanifoldu iizerinde bulunan q € M i¢in Ty (q)’nin lokal otonormal bazi ise

{eq, ey, ..., e,} olma sartryla M altmanifoldunun ikinci temel formu olan ¢ 1n normu ise

011> = £j=19 (o(es ). 0 (es ) (223)

olarak ifade edilir.
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2.2.7. Tamm M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M altmanifoldunun
ikinci temel formu o, q € M olmak iizere Ty;(q) nin lokal ortonormal bazi {e;, e, ..., e,}

olsun.

H==%",0(ee) (2.2.4)

n

seklinde tanimlanan vektore M altmanifoldunun ortalama egrilik vektorii adi verilir. Eger

H =0 ise M altmanifoldu minimal altmanifold olarak adlandirilir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.8.Tanim M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olmak iizere, M altmanifoldunun

ikinci temel formu ¢ ve M altmanifoldunun ortalama egrilik vektoérii H olsun. V p;,p, €
x(M) i¢in

0(p1,p2) = g(p1, p2)H (2.2.5)
oluyorsa M altmanifoldu M manifoldunun total umbilik altmanifoldu olarak adlandirilir.
Eger

g(O' (,01; pz),H) = Ag(plr pZ)' 1E C( M'R) (226)

kosulu saglaniyorsa M altmanifolduna M manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu ad:
verilir. Goriilecegi tizere her total umbilik altmanifold ayrica pseudo-umbilik altmanifold

olur. Ancak tersi dogru degildir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.9. Tamm Bir Riemann manifoldu (M, ) nin bir altmanifoldu M olsun. M altmanifold-
unun normal demetindeki konneksiyonu V* olmak iizere her p; € y(M) ve V € y(M)*

i¢in
A: x(M)* x x(M) > x(M)
V,p1) = AV, py) = Aypy = V;V - ﬁplv

olarak tanimlanan bilineer doniisiime M altmanifoldunun sekil operatorii adi verilir (Chen,
1973).



21

Vo,V =—Avps + V5,V (2.2.7)

esitligine ise Weingarten formiilii ad1 verilir. M altmanifoldunun sekil operatorii A, nin

kovaryant tiirevi ise

(VplA)sz = V,,Ayps — Aviljlvpz —AyV,. P2 (2.2.8)

seklinde tanimlanir (Chen, 1973).

Y p, € y(M)ile V € y(M)* icin g(p,, V) = 0 esitliginin p; € y(M)’ye gore kovaryant

tirevinin alinmasi durumunda

p19(02,V) = 9(Vp,02,V) + 9(p2,V,,V) =0 (2.2.9)

olur. Burada (2.2.1) ve (2.1.7) formiilleri kullanilirsa

g (Vpplpz. V) +9(0(p1,p2),V) = g(p2, Avp1) + g(p2, Vi, V) = 0
olur. Gerekli sadelestirme iglemleri yapilirsa

9(Aypa, p1) = g(a(p1, p2),V) (2.2.10)

olacagi goriiliir. Bu son esitlik M altmanifoldunun sekil operatorii Ay, ile ikinci temel formu

o arasindaki bagmtiy1 verir (Chen, 1973).
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3. (x,u,v)-KONTAK METRIiK MANiFOLDLAR

3.1. Hemen Hemen (k, u, v) — Kontak Metrik Manifoldlar

3.1.1. Tamim Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun her g noktas: icin J?> = —I olacak
sekilde T (q) tanjant vektor uzayinin bir J lineer doniisiimiiniin olmast durumunda J tensor
alanina M manifoldu iizerinde bir hemen hemen kompleks yapi adi verilir. Bir J hemen
hemen kompleks yapisiyla belirtilen manifolda da bir hemen hemen kompleks manifold

adi verilir.

Diferansiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde (1,1) -tipinden tensor alan1 J olsun. O zaman

her py, p, €x(M) igin,

N](Plrpz) = J?[p1, p2 1+ Upidp2 1 = 1Upwp2 1 = Jlp1.Jp2 |
= —lpup2 1+ Upn 21 =JUpu 021 —Jlp1,lp2 ]

bigiminde tamiml1 N; tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensorii

denir (Yano ve Kon, 1984; Yano ve Kon, 1979).

3.1.2. Tamim Bir hemen hemen kompleks manifold (M,]) nin Nijenhuis tensorii sifir
oluyorsa yani N; = 0 ise M manifolduna bir kompleks manifold ad: verilir (Yano ve Kon,
1984; Yano ve Kon, 1979).

M manifoldu iizerinde her p;, p, € x (M) igin,

gdpei.Jp2) = g(p1,p2)

oluyorsa bu duruda g Riemann metrigi Hermitian metrik olarak adlandirilir. Hermitian
metrigi ile verilen hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermitian manifold
denir. Ayrica, Hermitian metrigi ile verilen kompleks manifolda da Hermitian manifold
denir (Yano ve Kon 1984).
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M hemen hemen Hermitian manifold olmak iizere hemen hemen Hermitian yapisinin temel

2 —formu, asagidaki @ dontisiimii ile verilir.

D(p1,p2) = g(p1,]p2)

M hemen hemen kompleks manifold olmak iizere eger temel 2-formun tiirevi sifir, yani
(d® = 0) oluyorsa o zaman M manifoldundaki g Hermitian metrigi, Kaehlerian metrik
olarak adlandilir. M kompleks manifoldu Kaehlerian metrigine sahip ise bu durumda

manifolda Kaehlerian manifold denir (Yano ve Kon, 1979).

3.1.3. Tamm (2n + 1) —boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold M olsun. ¢, M iizerinde
birinci mertebeden kovaryant ve birinci mertebeden kontravaryant yani (1, 1) -tipinden bir
tensor, & bir vektdr alani,  da & nin duali (1—form) olmak iizere her p; € y(M) igin,

asagidaki esitlik saglaniyorsa (¢, &, 1) yapisina hemen hemen kontak yapi denir.

?*p1 = —p1+ n(p)é& &= 0, nlpp) = 0, n(d = 1. (3.1.1)

Hemen hemen kontak yapr ile verilen manifolda da hemen hemen kontak manifold denir
(Yano ve Kon 1984).

3.1.4.Tanim (o, % 1) hemen hemen kontak yapisina sahip (2n + 1) —boyutlu M manifoldu,

hemen hemen kontak manifold olsun. Bu durumda her p,, p, € x(M) igin

g:x(M) x x(M) - R

olmak tlizere

n(p1) = g(p1, &) (3.1.2)

ve

9(op1, pp2) = g(p1, p2)- n(pIN(P2) (3.1.3)
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kosullarina sahip bir g Riemann metrigi varsa M iizerinde (¢, &,7, g) yapisina hemen hemen
kontak metrik yapi, bu yapiya sahip M manifolduna da hemen hemen kontak metrik
manifold denir (YYano ve Kon 1984).

3.1.1. Teorem (2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold M(g, & 7, g)
olsun. O zaman manifold iizerinde asagidaki g Riemann metrigi her p;, p, € y(M) igin,

daima vardir (Yano ve Kon, 1979).

9Cop1, pp2) = g(p1, p2)- n(pIN(P2)

3.1.1. Sonu¢ (2n + 1) —boyutlu M(g, & i, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu
verilmis olsun. Her py, p, € x(M) icin ¢ : y(M) — y(M) olmak iizere

9(op1, p2) = — g(p1, PP2), (3.1.4)

esitligi vardir. Bu esitlik ¢ nin g Riemann metrigine gore anti-simetrik bir tensor alani

oldugunu gosterir (' Yano ve Kon 1984).

3.1.5. Tamm M(¢, & n,g), (2n + 1) —boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu {izerinde,
(¢, €,1, g) hemen hemen kontak metrik yapist verilsin. Bu durumda her py, p, € y(M) igin,

@ (p1,p2) = g(p1, 02) (3.1.5)

bi¢imindeki @ doniisimii hemen hemen kontak metrik yapinin temel 2 —formu olarak

adlandirlir. O zaman her p;, p,€ y(M) igin

D (p1,p2) = g(p1, pp2) = —g(p2, 9 p1) = —P(p2, p1) (3.1.6)

dir. Buda @ temel 2 —formun anti-simetrik oldugunu gosterir (Yano ve Kon, 1979).

3.1.6. Tanim M (g, & 17, g) hemen hemen kontak metrik manifold olsun. M(g, & 1, g)

tizerinde tamimli (1,1) —tipindeki ¢ tensor alani igin her p;, p, € x(M) olmak iizere
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N,(p1,p2) = ¢*[p1, p2] + [wp1, pp2) — olops, p2 1 — @lp1, 0p2] (3.1.7)

bi¢iminde tanimli (1,2) —tipinden N, tensér alami varsa bu tensér alanina manifoldun

Nijenhuis tensorii denir.

3.1.7. Tanim M (¢,&,m, g) bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Bu durumda

M(p, & 1,9) X R iizerinde herhangi bir vektor alan

s

bigiminde tanimlanir. Burada p;, M (@, & 7, g) manifolduna teget bir vektér alani; ¢, R nin

bir koordinatidir. M (¢, & 1, g) X R deki bir hemen hemen karmasik yapi

I (o0 £ 5) = (900 = FE oD %) (31.8)

bigiminde tanimlanir. Boylece (3.1.8) de gerekli islemler yapilirsa

2 (pnf5)=—(puf %) (3.0.9)

oldugu aciktir. Bu durumda J lineer déniisimiinin M(g, & n,g) X R hemen hemen

kompleks yap1 olmasi, /2 = —I oldugu anlamina gelir (Yano ve Kon 1984).

3.1.8. Tamm 2n —boyutlu bir Hemen hemen kompleks manifold M olsun. Bu manifold
lizerinde taniml1 / hemen hemen kompleks yapismin Nijenhuis tensérii N; = 0 oluyorsa J

doniistimiine integrallenebilirdir denir.

(2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold M(g, & n, g) ve reel dogru R
olmak iizere M(¢ & n,g9) X Rdeki ] ile verilen hemen hemen kompleks yapi
integrallenebilirse (¢, & 1, g) hemen hemen kontak metrik yapisina normaldir denir (YYano
ve Kon 1984).
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3.1.9. Tanim M (¢, & n,g),(2n + 1) —boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold

olsun. Eger

N,+2dn®&=0 (3.1.10)

oluyorsa M (¢, & 1, g) manifolduna normaldir denir. Burada dn dis tiirev operatérii her

p1,p2 € x(M) igin,

2dn( p1, p2) = p11(p2) — p2n(p1) — nlpw, p2D) (3.1.11)

ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

3.1.10. Tanim Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g)’nin altmanifoldu M
olsun. O zaman M (¢, & 7, g) deki g Riemann metrigi M iizerine indirgenmis olur. Boylece

(M, g) de bir Riemann manifoldu olur . Her p; € y(M) ve Ve y*(M) igin

@p1 = Ep1 + Fpy (3.1.12)
Ve

oV =BV +CV (3.1.13)
seklinde gosterilebilir. Burada @p; in teget ve normal bilesenleri sirasiyla Ep, ile Fp,, ¢V

nin teget ve normal bilesenleri de sirasiyla BV ile CV seklindedir. Bu durumda alt manifolda

indirgenen tensorler,

E:x(M)— x(M), F:x(M)— xy*(M)

ve

B: x*(M) —> (M), C:x*(M)— x(M)



27

seklinde tanimli lineer dontisiimlerdir. Burada F = 0 ise M ye invaryant, E = 0 ise M ye

M (o, & n, g) min anti-invaryant altmanifoldu denir (Pandey ve Gupta, 2008).

Simdi her p; € y(M) i¢in, (3.1.12) denklemine ¢ uygulanirsa

?*p1 = p(op1) = @(Epy + Fpy)

yazilir. Burada (3.1.1) denklemi kullanilirsa

—p1+ n(p)é= e(Epy) + o(Fpq)

= EEp, + FEp, + EFp; + FFp,

= Ezpl +FEp1 +BFp1 + CFpl

oldugu goriiliir. (3.1.14) denkleminin teget bilesenlerinden

E?p, + BFp; = —p; +11(p1)&

yazilir. O halde

E?2=—]+3n®&— BF

dir. Simdi (3.1.14) esitliginin normal bilesenlerinden,

yazilir. Bundan

FE+CF =0

esitligi bulunur.

Benzer olarak V ey (M) igin,

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)
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PV =-V+nV)S

esitligi yazilir. Burada (3.1.13) denklemi ve (3.1.12) esitligi kullanilirsa

=V = p(¢V) = p(BV) + ¢p(CV)
= EBV + FBV + BCV + C?V (3.1.17)

bulunur. Boylece (3.1.17) esitligin teget bilesenlerinden

EBV + BCV =0

dir. O zaman

EB+CB=0 (3.1.18)

esitligi yazilir. (3.1.17) denkleminin normal bilesenlerinden

FBV 4+ C?*V =-V

dir. Buradan da

FB +C%?=—I (3.1.19)

bulunur.

Ayrica, her py, p, ex(M) igin (3.1.4) denkleminden

9(op1, p2) = —g(p1, Pp2)

yazilabilir. Boylece (3.1.12) denklemi kullanilirsa

g(Epy + Fpy,pz) = —g(p1, Eps + Fpy),
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9(Ep1,pz2) = —9(p1, Eps) (3.1.20)

dir. Benzer olarak her V, p, ex*(M) i¢in (3.1.4) denkleminden
9(@V,ps) = —g(V, gps)
yazilir. Burada (3.1.13) esitligi kullanilirsa

9BV +CV,p,) = —g(V,Bpy + Cpy),
gV,Cpy) = —g(CV,ps) (3.1.21)

dir. Benzer sekilde her p; € y(M) ve V € y+(M) igin (3.1.4) denkleminden
9(pp1,V) = —g(py, V)
yazilir. Boylece (3.1.12) ile (3.1.13) esitlikleri kullanilirsa

g(Epy + Fpy, V) = —g(py, BV + CV)
g(Fp,V) =—g(py, BV) (3.1.22)

esitliklerinin oldugu goriiliir.

Ayrica, M(¢, & n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu iizerinde V Levi-Civita

konneksiyonunu belirtmek iizere ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevi her p;, p, € y(M) icin
(Vp,0)p2 =V, 00, — 0V, 0 (3.1.23)
bi¢imindedir.

Burada altmanifolda indirgenen tensorlerin kovaryant tiirevleri de her pq, p, € (M) ve

Vext(M) igin

(Vp,E)p2 =V, Epy —EV, p; ve (V, F)p, =V, Fp, —FV, p,  (3.1.24)



30

ve
(V,,B)V =V, BV —BV, V ve (V, C)V =V, CV—CV,V (3.1.25)
seklinde tanimlanirlar (Pandey ve Gupta, 2008).

M (o, & 1, 9), (2n+1) boyutlu kontak metrik manifold olsun. R egrilik tensérii, & karakterstik
vektor alan1 olmak iizere her p;,p, € M icin R(py, p2)é = 0 kosulu saglanmir. Bu kosulu

saglayan kontak metrik manifold ayn1 zamanda
R(p1, p2)§ = n(p2) (it + uh)py — n(py) (et + ph)p, (3.1.26)

kosulunu da saglar ise bu kosula (x, ) - sifirlik kosulu denir. Burada h kendine eslenik (1,1)
tipinde tensor alanidir. (Boeckx,2000 ) ve D. E. Blair ve arkadaslar1 (Blair ,1995) kontak
metrik manifoldlarindaki (x, u) sifirlik kosullarini dikkate almistir. Bu durumda x, u birer
sabittir. E. Boeckx k, u sabitleri i¢in Sasakian olmayan kontak metrik manifoldun tamamen

lokal olarak boyutuna gore belirlendigini kanitladi.

Eger & vektor alan1 (x, u) — sifirlik distribiisyonu ile iliskiliyse , bu durumda (3.1.26) kosulu
saglamir ve M (g, & 17,g) manifoldu (x, u)-kontak metrik manifold olarak tamimlanr.
Ozellikle eger k ve u difransiyelenebilir sabit fonksiyonlar degilse, bu durumda

M(p, & 1, g) ye genellestirilmis (x, u) kontak metrik manifold ad1 verilir.

R Riemann egrilik tensorii olmak {iizere py,p, € ¥(M) igin (x,u,v) —kontak metrik

manifoldunun egrilik tensorii

R(p1, p2)€ = k[n(p2)p1 — n(p1)p2] + 1in(p)hps — n(ps)hp,]
+v[n(p2)phps — n(p)php,] (3.1.27)

olarak tanimlanir. Burada k, u, v € C*°(M?"*1, R) dir.
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M(p, & 1, g) ,(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. M iizerinde
dn = 0ve d® = 2nAd esitlikleri saglaniyorsa bu durumda manifolda bir hemen hemen
Kenmotsu manifoldu denir. Ayrica

P(p1,p2) = 9(P1, 9P2) (3.1.28)

dir. Burada @, M ?™*1 {izerinde temel 2-formdur. T.Koufogiorgas ve arkadaslar
tarafindan (x, u, v) — kontak metrik manifoldlar1 tanimlanmistir (Koufogiorgas ve ark,
2008).

Hemen hemen Kenmotsu manifoldu bir (k, u, v)-distrubiisyonunu sagliyorsa bu durumda
hemen hemen Kenmosu manifolduna hemen hemen (x, u, v) — Kenmotsu uzayi adi verilir
(Carriazo ve ark, 2013). Daha sonra kontak metrik yapiya sahip olmayan ancak (3.1.27)
kosulunu saglayan manifoldlar incelenmistir. Hemen hemen (x, u, v)- kosimplektik uzay1 P.
Dacko ve Olzak tarafindan tanimlanmistir(Dakko ve ark, 2005) . Takip eden ¢alismalarda
M.Atgeken (K, pu,v) —Kenmotsu uzayinda ¢ok Onemli Kkarekterizasyonlar elde
etmistir(Atceken, 2021). Atgeken, ayrica bir ¢ok farkli yapmin pseudo-paralel

altmanifoldlarini arastirmistir.

Bir M(¢, & 1, g) kontak metrik manifoldunda L Lie tiirevi, h simetrik tensérii olmak iizere;
h: )((1\71) — )((1\71)

1 1
p1— h(p1) = 2 (Lep)pr = E{Lé(Ppl — ¢L:pq} (3.1.29)

seklinde tanimli (1,1)-tipinden h tensor alani verilsin. Bu durumda h simetrik tensorii

asagidaki esitlikleri saglar:
hp=—¢h, h&=0, iz(h) = iz(ph) =0, (3.1.30)
M(p &n,9), (2n + 1) —boyutlu (k , 4, v) —Kenmotsu uzay1 olmak iizere

h?2 = (k+ 1)¢’, k< —1licin (3.1.31)
) =2(k+ 1D(v-2)
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dir. Ayrica (2n + 1) —boyutlu bir (k, 4, v) — Kenmotsu uzay1 her py, p, ex(M) icin,

(Vo,0)p2 = g(@ps + hp1, p2)E— n( p2)(@py + hps) (3.1.32)

esitligini saglar. Burada V, Riemann konneksiyon, g de Riemann metrigidir, (3.1.32)’da

p,=¢& alinirsa

Vo, &= —0?p1 — php, (3.1.33)
elde edilir (Venkatesha, Srikantha ve Siddesha, 2019).

3.1.1.Teorem 1\7I(<p, &,1m,9), Birhemen hemen (x , u, v) — Kenmotsu uzayinin altmanifoldu
M olsun. Bu durumda her p4, p, € y(M)igin

(VplE)Pz = App,p1 + Ba(py, p2) + n(p2)(Epy + hp,)
+g(Epy + hpy, p2)§ (3.1.34)

ve

(Vo F)pz =-0(p1, Ep2) + Ca(py, p2) + n(p2)(Fpy + hpy) (3.1.39)
dir.

Ispat: Her py, p, € (M) icin (3.1.32) denkleminden

(Vp,0)p2 = g(@p1 + hp1, p2)E —1(p2) (@p1 + hpy)

yazilir. Buradan (3.1.23) kullanilirsa

V,,002 — 9V, 0p; — g(@ps + hpy, p2)é —n(p2)(@ps + hpy) =0

yazilir. Boylece denklem (2.2.1) ve (3.1.12) den



Vo Ep, +V, Fp, — @ (Vp1p2 + a(pl.pz)) — g(Epy + hpy, p2)8 -
n(p2)(Epy + hp1) — n(p2) (Fpy + hp,)=0,

elde edilir. Buradan (2.2.1), (3.2.17), (3.1.12) ve (3.1.13) denklemlerinden

Vo, Epy +0(p1, Epy) = App,p1 + Yy, Fp, —EV, p, — FV,, p,
—Bao (p1,p2) — Ca(p1,p2) + g(Epy + hpy, p2)E
—n(p2)(Ep; + hpy) — n(p2)(Fp; + hp1)=0,

olur. Yukaridaki denklemin teget parcalarindan

Vo Eps —EVy p3 — App,p1 — Ba(py, p2)
—1n(p2)(Epy + hpy) + g(Ep; + hpy,p)€ =0,

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(VplE)Pz = App,p1 + Ba(py, p2) +n(p2)(Epy + hpy)

+9(Epy + hpy, p2)€
elde edilir. Yukaridaki denklemin normal pargalarindan
V. Fp2 — FV, ps +0(p1, Epy) — Calpy, p;) — n(p2)(Fps + hpy) =0

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(VplF)Pz =-0(p1, Ep;) + Ca(py, p2) + n(p2)(Fpy + hpy)

elde edilir.

3.1.2.Teorem Bir M(¢,&.1,g) hemen hemen (k, i, v) - Kenmotsu - uzayinin alt

manifoltu M olsun. Her p; € y(M) ve Ve y(M)* icin
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(Vp,B)V = Acypy + EAypy — g(Fpy + hpy, V)E

Ve

(Vp1 C)V:_FAVP1 —a(py, BV)

dir.

Ispat: Her p; € (M) ve Ve y(M)* igin (3.1.32) kullanilirsa

Vo, @)V = g(@ps + hpy, VIE —=n(V)(@p; + hpy),

Yazilir. Buradan gerekli islemler yapilirsa

V,, @)V =9V, V—g(Fps+hp,V)E=0,

boylece (2.2.7) ve (3.1.12) denklemlerinden

Vp,BV +V,,CV — @(=Ayps + V*,,V) = g(Fpy + hpy, V) =0,

yazilir. (2.2.1) ve (3.1.13) denklemleri de kullanilirsa

VP1BV + a(pl, BV) - ACVpl + VJ‘pr + EA‘UpI + FAV,Dl

—BV*, V —CVt, —g(Fpy+ hp;, V)¢ =0,

olur. Buradan son denklemin teget pargasindan

Vp, BV — BlelV —Acypr+ EAypr —g(Fpr + hpy, V)E =0

Boylece (3.1.24) denkleminden
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(3.1.36)

(3.1.37)



(Vp,B)V = Acypy + EAypy — g(Fpy + hpy, V)E

elde edilir.

Diger taraftan yukaridaki denklemin normal pargasindan

VL, CV —CVY, V + FAyp; + a(py, BV) = 0,

oldugundan (3.1.25) denkleminden

(v,,C)V=—FAyp;, — a(py, BV)

elde edilir.
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4. KONTAK PSEUDO-SLANT ALTMANIFOLDLAR

4.1. Bir Hemen Hemen (k, i, v) — Kenmotsu Uzayimin Kontak Pseudo-Slant
Altmanifoldlan

4.1.1. Tamm Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) nin bir altmanifoldu
M olmak lizere, M nin her bir p noktasindaki Ty (q) tanjant uzayi r —boyutlu D, alt uzaya

gotiiren doniistim D olsun. £ € y(M) olmak lizere her ¢ € M ve her p1, € ['(Dg) vektori
icin, ®py, Ve D, vektor alt uzaymin arasindaki 6, (q) agis1 bagimsiz ve sabit yaniq € M
vep;, € I'(Dq) seg¢iminden bagimsiz ise M lizerinde D distribiisyonuna slant distriblisyon

denir. 8, sabit agisina da D distribiisyonunun slant agist denir. Bundan sonra slant

distribiisyon Dy ile gosterilecektir.

4.1.1. Teorem M(¢,&,m,g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M
ve Dg da M iizerinde ¢ ye ortogonal distribiisyon olsun. O zaman Dg distribiisyonunun slant

olmasi igin gerek ve yeter sart her p; € I'(Dg) igin

(wT)?p; = —Ap;

olacak sekilde bir A € [0,1] (A = cos? 0) sabitinin var olmasidir. Burada w, Dy iizerinde

bir ortogonal projeksiyondur (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 1999).

4.1.2. Tanom M (g, & 17,g) hemen hemen kontak metrik manifoldun bir altmanifoldu M ve
q € M igin &, ile lineer bagimli olmayan sifirdan farkl bir vektor p; olsun. Ep; ile gp; in
arasindaki ag¢iya slant agis1 denir. Bu ag1y1 6(q) ile gosterirsek V q € M noktasi ve Vp; €

Ty(q) — {&4} icin B(q) slant agis sabit ise M ye M (o, & n, g) nin slant altmanifoldudur
denir. Ayrica 8(q) € [0,%] dir (Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

Buna gore bir hemen hemen kontak metrik manifoldunu

I.  Anti-invaryant altmanifoldlar1 6zel olarak 8 = g slant ag1l1 slant altmanifoldlardir.
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ii. Invaryant altmanifoldlari ise & = O slant ag1l1 slant altmanifoldlardar.

Bir slant altmanifold ne invaryant ne de anti-invaryant altmanifold ise proper slant

altmanifold olarak adlandirilir.

4.1.2. Teorem Bir hemen hemen kontak metrik manifold M (¢, & 7, g) nin & ye teget

altmanifoldu M olsun. O zaman M bir slant altmanifolddur ancak ve ancak
E?= -1 —n®& (4.1.1)

olacak bigimde bir A € [0, 1] sabiti vardir. Ayrica M nin slant agis1 8 ise A = cos?8 dir
(Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

4.1.1. Sonug Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) min 6 slant agil1 bir
slant altmanifoldu M olsun. O halde p,, p, € y(M) igin

9(Epy, Ep,) = cos*0{g(p,, p,) — n(p,) n(p,)} (4.12)

ve

9(Fpy, Fp,) = sin?0{g(p,, p,) — n(e,)n(p,)} (4.13)
dir (Cabrerizo ve Arkadaslar1 2000).

Ispat : (3.1.20) denkleminde p, yerine Ep; alinir ve (4.1.1) denklemi kullanilirsa

9(Ep,,Ep,) = —g(E?p,,p,)
= g(cos?0(p, — n(p,)Ep,)
= cos?0{g(p,, p,) — n(p,)n(p,)}

yazilir. Boylece (4.1.2) esitligi ispatlanmig olur. Diger taraftan (4.1.3) esitligini ispatlamak
icin (3.1.3) ve (3.1.12) denklemleri kullanilirsa
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g(ep, 00,) = 9(pyp,) — nle) n(p,),
g(Epy+Fp1,Ep, + Fp,) = g(py, p,) = n(p,) np,)
9(Epy,Ep,) + g(Fp,, Fp,) = g(pyp,) — n(py) n(p,)

dir. Burada, (4.1.2) denklemi kullanilirsa

9(FpyFpy) = g(pyp,) — 1(py) u(p,) — cos?0{g(p,, p,) — n(p,) 1(p,)}
= sin*6{g(p,, p,) — 1(p,) 1(p,)}

dir. Boylece (4.1.3) denklemi de ispatlanmis olur.

4.1.3. Tanim Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (¢, & 7, g) nin bir altmanifoldu

M olsun. Bu durumda

i. TM =D*@ Dy,§ € I'(Dp),
ii. D+ distribiisyonu, anti-invaryant distribiisyon, yani, @D+ c (TM),

lii. M iizerinde Dy, 0 —slant ag1l1 slant distribiisyon olacak sekilde Dy ve ¢ (Dy) arasindaki

sabit slanta¢1 6 # /2 dir,

sartlarini saglayan iki ortogonal distribiisyon D+ ve Dy varsa M ye M (¢, & 1, g) nin kontak
psedo-slant alt manifoldu denir (Khan ve Khan 2007).

Butanimda 8 = 0 ise kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifold adin1 alir.
Boylece kontak pseudo slant altmanifold semi-invaryant altmanifoldlarin bir genellemesidir.
Diger taraftan eger, boy(D*) = d; ve boy(Dy) = d, ile gosterilirse asagidaki kosullart

elde edilir.

i. d,= 0ise M, biranti- invaryant altmanifolddur.

ii. d; = 0ved = 0ise M, bir invaryant altmanifolddur.

. dy =0 vefd € (O,g) ise M, O slant agil1 proper-slant altmanifoldur.



39

iv. Egerd;.d, #0vef € (0, g) ise M proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

Bir hemen hemen kontak metrik manifold M(g & 7r,9) nin kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun.
wy I x(M)— (DY), wy @ x(M)— I(Dy)
ortogonal projeksiyonlar1 gostersinler. Her p; € y(M) igin
p1 = w1 p1 + wXp1+n(p1)é (4.1.4)
seklinde yazilabilir. O halde w,p; €I(D%) ile w,p; €I(Dp) dir.
Simdi (4.1.4) denklemine ¢ uygulanirsa,
Pp1 = PW1p1 + WPy
yazilir. Burada (3.1.12) esitligi kullanilirsa
Epy + Fp; = Ewip; + Fwip1 + Ewyp1 + Fwypy
oldugu goriiliir. wyp; € I'(D*) oldugundan Ew,;p; = 0 dir.
Ep, + Fpy = Ew,p; + Fwyp; + Fw,p, (4.1.5)
olur. Boylece bu denklemin teget ile normal bilesenleri sirastyla
Epy = Ew,pq
ve

Fpy = Fwipy + Fw,py

oldugu goriiliir. Burada

pwip, Ewp =0
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ve

Pwzp1 = Ewyp; + Fwapy,  Ewypy €1(Dy)

dir.

D+ ve Dg, M iizerinde ortogonal distribiisyonlar oldugundan her p; €I (Dy) ve q; €I(D?)

i¢in
¢p1=Eps +Fp; (4.1.6)
ve
¢q, = Eq, + Fq, = Fq, € F(D*), Eq; =0 (4.1.7)
dir. Simdi (3.1.3) esitliginden

9(wp1, 9q1) = g(p1,91) — n(p1In(q1)

yazilir. O halde (4.1.6) ile (3.1.12) denklemleri kullanilirsa

g(Eps + Fpy,Fqi) = g(p1,91) — n(p1)g(qs, &)
9(Ep1,Fqy) + g(Fpy, Fq1) = g(p1,q1)
g(Fpy,Fq) = 0,

oldugu goriiliir. Burada Fp, € F(Dy) ve Fq; € F(D%) oldugundan, F(D*) ve F(Dg)

distribiisyonlarinin birbirlerine ortogonal oldugunu gosterir. Bdylece T*M —normal uzay1
T'M=F(DY) @ F(Dg) ® W, F(D*)LF(Dy)

bigiminde ifade edilebilir. Burada p’, @ (TM) nin T-M deki ortogonal tiimleyenidir.

4.1.3. Teorem Bir M(g,&,1,g) hemen hemen (x,u,v) — Kenmotsu uzayimmin kontak

pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda anti-invariant distribiisyonu D+ daima

integrallenebilirdir
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Ispat : Her py, p, eI1D?) igin, (3.1.32) denkleminden

(V,,0)p2 = gleps + hpy, p)E— 1(p2) (0py + hpy)
= g(@p1 + hp1, p2)&

esitligi vardir. Bu denklemde (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) , (3.1.13) ve (3.1.23) esitlikleri

kullanilirsa

Vo002 = 9V, p2 — g(@p1 + hpy, p2)E =0,
Vo Fpz = @(Vy,p2 + 0(p1,p2)) — g(ppy + hpy, p2) &= 0,
—Arpp,p1 + Vélpz —EV,,p2 —FVy,p2 — Bo(ps, p2)
—Co(py,pz) — g(@py + hpy,p2)E=0

elde edilir. Bu denklemlerin teget bilesenlerinden
—App,p1 — EVyp,p2 — Bo(py,p2) — g(Fpy + hpy,p2)E=0 (4.1.16)

denklemi bulunur. (4.1.16) denkleminde p; ve p, yer degistirirse

—App,p2 —EVp,p1 — Bo(pa, p1) — g(Fpz + hpyp)E=0 (4.1.17)

esitligi elde edilir. (4.1.16) denkleminden (4.1.17) denklemini ¢ikararak ve o ile h’nin

simetrik oldugu kullanilirsa,

AFp2P1 - AFp1p2 + E[Vp1p2 - ‘7,32/31] =0,
App,p1 — App,p2 + Elp1,p2] =0,
Elp2, p1] = Arp,p1 — Arz,p1P2- (4.1.18)

olur. Ote yandan, her U € y(M) igin, (2.2.1), (2.2.7), (2.2.10), (3.1.23) ve (3.1.32)

kullanilirsa,

9(App,p1 — App pa, U) = g(o(py, U), Fpy) — g(o(ps, U), Fpy)
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= g(o(py, U), Fp2) = g(Vypz, Fpy)

= g(o(p1, U), Fp2) + g(#Vyp2, p1)

= g(o(py, U), Fp2) + g(Vyop2 — Vyp)p2, p1)

= g(o(p1, U),Fpy) + g(—Ar,,U + ViFp2 p1)
—g(gU + hU, p3)¢ p1)

= g(o(p1, U), Fpz) — g(App,U, p1)

= g(o(py, U), Fpz) + g(o(py, U),Fpz) = 0

esitligi saglanir. Burada
App,P1 = App,P2

oldugu ortaya cikar. Bu esitlik geregince (4.1.18) denkleminde [p,, p;] € I'(D})
oldugundan E[p,, p;] = 0 dir. Béylece D+ daima integrallenebilirdir.

4.1.4. Teorem Bir M(¢,&,1m,9) hemen hemen (k,u,v)-Kenmotsu uzaymin kontak

pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda Dy slant distribiisyonu integrallenir. Ancak

ve ancak her p4, p, € I'(Dy) igin,

W1{Vp1EP2 — App,p1 — EVjp,p1 — Bo(py, Y1) + n(p2)(Epy + hpq)
+n(p2)(Fpy + hp1)}=0

dir.

Ispat D+ ve Dy iizerindeki projeksiyonlari sirasiyla wy ve w, ile gosterelim. Her py, p, €

I'(Dy) igin, (3.1.32) denkleminden

(V,,.0)p2 = glops + hpy, p2)é— n(p)(@ps + hpy)

esitligi vardir. (3.1.23) uygulanirsa

Vo, 002 — oV, 02 — g(@ps + hps, p2)E+ 1n(pa)(@ps + hpy) =0
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yazilir. (2.2.1) ve (3.1.12) denklemleri kullanilirsa

Vo, Epa + ¥V, Fpy — ¢7(Vp1P2 + O'(P1'P2))

—9g(pp1 + hpy, p2)E+ n(p2) (@p1 + hpy) = 0.

Boylece (2.2.1), (2.2.7), (3.1.12) ve (3.1.13) denklemlerinden

Vo, Epz + o(py, Epy) — App,p1 + Vélez —EV,.p2— FV, p2
—Bo(py, p2) — Colpy, p2) — g(@ps + hpy, p2)E+ nlp2)(@py + hpy) =0

esitligi elde edilir. Bu esitligin teget bilesenlerinden

V. Eps — App,p1 — EVy,p; — Bo(py, p2)
—9g(@p1 + hpy,p) &+ 1n(p2)(@py + hpy) = 0.

yazilir. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

Vo Epz = App,p1 — EVy,p1 + EVj,p1 — EVy p; — Bo(py, p2) —
9(@ps + hp, p2) &+ 1(p2) (@p1 + hpy) =0,

elde edilir.
Elp1, p2]l =V, Epz — App,p1 — EVy,p1 — Bo(py, p2)
—g(pp1 + hpy,p2) &+ 1(p2) (Pp1 + hpy).

Burada pq,p, € I'(Dg), [p1,p2] € I'(Dg) dir. Boylece, yukaridaki denklemin her iki

tarafina w,; uygulanirsa w; E[p,, p2] = 0 oldugundan

wi{V,,Epy — App,p1 — EV,,01 — Bo(py, p2) + 1(p2) (Epy + hpy) + +1(p2) (@F +
hp1)}=0

elde edilir. Bu da teoremi ispatlar.
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4.1.4. Tamm Bir M(¢,&,1,9) hemen hemen (i, i, v)-Kenmotsu uzayinin kontak pseudo-

slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

i. Her py,p,el’'(Dyg) ig¢in o( pq, py) = 0 ise M’ye Dy —total geodezik altmanifold,
ii. Her ps, p,el(DY) igin, o(ps, ps) = 0 ise M’ye D+ —total geodezik altmanifold,

iii. Her p;el’(Dg) ve pzel(DY) icin, o(py,p3) =0 ise M’ye mixed-total geodezik

altmanifold denir.

4.1.5. Teorem Bir M (¢, é,1, g) hemen hemen (k , i, v)-Kenmotsu uzaymin kontak pseudo-
slant altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da mixed-

total geodezik altmanifolddur.

Ispat Her p;eI’(Dg), p,l (D) ve V ey (M) igin (3.1.10), (3.1.23), (3.1.25), (3.1.28) ve
(3.1.29) ve (3.1.32) kullanarak,

9(Avp1,p2) = 9(V,,p2.V) = —9(V,,V.p2) — 9(oV,.V, 0p,)
= 9((V0,0)V = V5,0V, 90;)

= g((@p1 + hp, VIE @p2) —n(V)(@py + hpy) —
9(V, BV + ¥, CV,Fp,)

= —g(o(p1, CV), Fp;) — g(Vx,CV,Cp,)

bulunur. Buradan gerekli islemler yapilirsa

9(Avps, p2) = —g(o(p1, BV),Fp;) — g ((VplC)V +CV,V, sz)

= —g(o(py, BV), Fp;) — g(—=o(py, BV) — FAypy, Fp;)
= g(FAypy,Fp;) = —g(BFAypq,p2)

elde edilir. Boylece gerekli islemler yapilir ve (3.1.15) denklemi kullanilirsa
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g(Aypy, p2) = —g(=Ayps + n(Ayp1) E— E*Aypy, p2)
= g(Aypy, p2) + g(EZAVPpPz),

yazilir. Yani,

—cos?0g(Aypy + n(Ayp1)é pz) = —cos?*8g(Aypy, p2) = 0

dir. Bu ise M nin ya mixed-total geodezik ya da bir anti-invaryant altmanifold oldugunu

gosterir.

4.1.6. Teorem Bir M (¢, &,1, g) hemen hemen (k , 4, v)-Kenmotsu uzayiin kontak pseudo-
slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da D-*-total

geodezik altmanifolddur.

ispat Her p, eI’ (Dg), p, (DY) ve V ext(M) icin (3.1.13), (3.1.23), (3.1.25) ve (3.1.32)

kullanilirsa,

9(o(p1,p2), V) = =g(V,, V. p1) = —g(&V,,V, 9p1)
= 9((Vp,0)V = Vo, 0V, 9p1)
=—g(V,,BV,Fp,;) — g(V,,CV,Fp,)
—g(o(p2, CV), Fps) — g(V5,CV,Fpy)

elde edilir. Buradan da (3.1.15) denklemi kullanilirsa

g(o(p1,p2),V) = —g(olp2, BV), Fp:) — g((V, OOV, Fp;

= —g(o(p,, BV),Fp,) + g(o(p,, BV) + F(Ayp,, Fp1)
= g(FAyp,, Fpy) = —g(BAypa, p1)

—g(=Ayp, + n(Aypz) &+ E*Ayp,, pr)
= g(Aypa, p1) + g(E*Aypa, p1)

veya
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_COSZHQ(AV.DZ — n(Ayp) & p1) = —COSZGQ(AVP2:P1) =0

elde edilir. Buradan cos268g(o(py,p,),V) = 0 dir. Bu da M 'nin D —total geodezik ya

da bir anti-invaryant altmanifold oldugu anlamina gelir.

4.1.7.Teorem Bir M (¢, &,n, g) hemen hemen (k , 4, v) -Kenmotsu uzayinin kontak pseudo-
slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda B paralel ise M ya mixed geodezik ya da anti-

invariant altmanifolddur.

Ispat Her p; € I'(Dg) ve , p,el(D1) igin, Esitlik (3.1.24) ve (3.1.25) B paralelse F
paraleldir. Yani VF = 0 dir. Boylece

Co(p1,p2) — O'(PLEPZ) =0

yazilir. Burada p, € I'(D4), Ep,Y; = 0 oldugundan yukaridaki denklemde p,'in yerine Ep,

yazilirsa

CG(Epll pZ) =0

denklemi elde edilir. Tekrar yukaridaki denklemde p, in yerine Ep; kullanilir ve (4.1.1)

uygulanirsa

C o(E?py, p;) = —C cos*0o(py, pz) = 0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla ya o(py, p,) = 0 (M mixed geodezik) yada 6 = g (M anti-

invariant) dir.

4.1.8. Teorem Bir M(¢,&,n,9) hemen hemen (k,u, v)-Kenmotsu uzaymin kontak
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda B paralel ise, M ya minimaldir ya da anti-

invaryant altmanifolddur.

Ispat Her p; € I'(Dg) Ve p,el’(D4)igin, (3.1.24) ve (3.1.25) dan B paralel ise F paraleldir.
Yani VF = 0 dir. Buda
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CU(Pl,Pz) - U(PLEPZ) =0
anlamina gelir. Buradan p, € I'(D*) ve Ep, = 0 i¢in

C 0(01,P2) =0

olur. Yukaridaki denklemde p, in yerine E p, kullanilirsa.

Co(Epyp;) =0
denklemi elde edilir. M total umbilik oldugundan
C g(Epypz)H =0
dir. Tekrar yukaridaki denklemdep; in yerine E p, kullanilir ve (4.1.1) uygulanirsa
Cg(E?py, p; )H = —C cos?8g(py,p2)H =0

elde edilir. Buradan daya 6 = g (M anti-invariant) yada H = 0 (M minimal) dir.

4.1.9. Teorem Bir M(¢,& n,g9) hemen hemen (k,u, v)-Kenmotsu uzaymin kontak
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda, eger F tensorii Dy slant distribiisyon
lizerinde paralel ise M Dy —geodeziktir ya da o(p, p,), Dy iizerinde —cos?6 karakteristik

degeri ile C?'nin bir karakteristik vektoriine sahiptir.

Ispat: Her py p, € T'(Dp) igin, (3.1.25) den,

¢ G(PLPZ) - U(PLEPZ) =0 (4.1.12)

denklemi vardir. Diger taraftan Dy slant oldugundan p, yerine p, —n(p,)<& yazilirsa

C 0(P1, p2 —n(p2)é ) - 0(P1,'EP2) =0
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olur. Boylece

C o(p1, p2 —n(p)¢ ) = o(ps, Ep;) (4.1.13)

esitligi vardir. Simdi £ tensorii (4.1.13)’e uygulanirsa

C? 0(01, pz —n(p2)¢ ) = CG(PL'EPz) (4.1.14)
elde edilir. (4.1.12)’de p, yerine Ep,alinirsa,

o(py, E*p;) = CO'(PL:EPZ) (4.1.15)

bulunur. Dolayisiyla (4.1.1), (4.1.14) ve (4.1.15)’y1 kullanilirsa

C? o(ps, p2 —n(p2)E ) = Co(ps, Ep;) = o(ps, E2py) = — cos?00(py, p, —n(p) <)

esitliklerini elde edilir. Buradaya o = 0’dir. Bu da M’nin Dy —geodezik yada o, — cos?8

karakteristik degerli C2 nin bir karakteristik vektoriidiir.

4.1.10.Teorem Bir M(¢,&,1m,9) hemen hemen (k,u, v)-Kenmotsu uzaymin kontak
pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumunda asagidaki 6nermelerden en az biri dogru

olur.

i. M proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.
ii. H € I'(y).

iii. boy (DY) =1.

Ispat p; € T(D') olsun. (3.1.32) kullanilirsa,

(V,,0)p1 = g(@py + hpy, p)E— n(py) (@ps + hpy)

yazilir. Buradan (2.2.1) ve (3.1.12) uygulanirsa
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Vp, Fpy — qo(Vplpl + o(pl,pl)) —9(@ps + hpy,p1)E=0,
olur. Buradan (2.2.7) ve (3.1.13), uygulanirsa

—App,p1 + Vélel — FV,,p1 — Bo(p1, p1)
—Co(X1,X1) —g(X1 + hX1,X)E=0

denklemleri elde edilir. Bu denkllemin teget bilesenlerinden

—Agp,p1 + Bo(py, p1) + g(@ps + hpy,p) &= 0.

yazilir. Bu denklemin her iki tarafi p,€ (D) ile ¢arpilirsa

9(App,p1,p2) + g(Bo(p1,p1),p2) =0

elde edilir. M total umbilik altmanifold oldugundan,

9(Arp, P2, 1) + 9(Bo(ps,p1),p2) =0
9(o(p2,p1), Fp1) — g(o(p1, p1), Fpz) =0
9(p2,p1)g(H,Fp1) — g(p1,p1)g(H,Fp;) =0
9(p1,p1)9(BH, p;) — g(p2, p1)9(BH, p;) = 0

esitligi elde edilir. Yani

g9(BH, py)p; — g(BH,p1)p, =0

olur. Burada BH = 0 yada p; ve p, lineer bagimhidir. Eger BH # 0 ise bu H € I'(p)
demektir. Eger p; ve p, lineer bagiml ise bu da anti-invaryant distribiisyon D’in bir
boyutlu oldugunu gésterir. Dolayisiyla boy(D) = 1 dir. M kontak pseudo-slant altmanifold
oldugundan boy(Dg) # 0 ve 8 # 0 dir. dyd, # 0ve 6 # 0 oldugundan M proper kontak

pseudo-slant altmanifolddur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, bir hemen hemen (k , u, v)-Kenmotsu uzayinin kontak pseudo-slant
altmanifoldlarinin diferansiyel geometrisi ¢alisildi. Bir hemen hemen (k , i, v)-Kenmotsu
uzaymin kontak pseudo-slant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeterli sartlar verilip, bir
hemen hemen (k,u, v)-Kenmotsu uzaymin kontak pseudo-slant altmanifoldunun
tanimindan ortaya ¢ikan distribiisyonlarin integrallenebilirligi i¢in gerek ve yeter sartlar
arastirildi. Son olarak, distribiisyonlarin geodeziklik kavramlari tanimlandi ve baz1 sonuglar

elde edildi. Bu sonuglar asagida verilmistir.

Bir M(¢,&1n,g9) hemen hemen (k,u,v) —Kenmotsu uzaymin kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda,

i.  Anti-invariant distribiisyonu D+ daima integrallenebilirdir .

ii. Dy slant distriblisyonu integrallenir. Ancak ve ancak her p;, p, € I'(Dg) igin,

W1{Vp1EP2 — App,p1 —EVjp,p1 — Bo(py, Y1) + n(p2)(Epy + hpq)
+n(p2)(Fpy + hp1)}=0

dir.

Bir M(g,&,1m,9) hemen hemen (x,u,v) — Kenmotsu uzaymin kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda,

i. M altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da mixed-total geodezik altmanifolddur.

ii. M altmanifoldu ya bir anti-invaryant ya da D--total geodezik altmanifolddur.

iii. B paralel ise M ya mixed geodezik ya da anti-invariant altmanifolddur.

iv. B paralel ise, M ya minimaldir ya da anti- invaryant altmanifolddur.

V. Eger F tensorii Dy slant distribiisyon tizerinde paralel ise M Dy —geodeziktir ya da
o(X1,Y1), Dg tizerinde —cos?@ karakteristik degeri ile C2'nin bir karakteristik vektoriine
sahiptir.

Asagidaki onermelerden en az biri dogru olur.
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i. M proper kontak pseudo-slant altmanifolddur,
ii. H eI,
iii. boy (DY) =1.

Yukaridaki teoremlerden elde edilen sonuglar baska manifoldlarda da ¢alisilabilir ve farkli

sonclar elde edilebilir.
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