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Hazirlanan tez bir ve iki degiskenli Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerine (MKZ) ait
literatiirde yer alan bazi onemli ¢alismalarin bir araya toplandigi hem tek degiskenli hem de
iki degiskenli MKZ operatorlerinin g-modifikasyonlarinin temel yaklasim o6zelliklerinin

incelendigi onemli bir ¢aligmadir.

Tez alt1 béliimden olusmaktadir. ilk boliim tezde kullanilacak temel tanim ve teoremlere

ayrilmistir.

Ikinci boliimde MKZ operatorlerine iliskin sekiz farkli arastirmaya yer verilmistir.

Ugiincii boliimde ise Rempulska ve Skorupka tarafindan hazirlanan iki degiskenli MKZ

operatorii ve yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii bolim bes farkli aragtirmacinin ¢aligmalarini iceren g-MKZ operatoriine iliskin

ozelliklerin verildigi boliimdiir.
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OZET (devam ediyor)

Besinci bolimde Dogru ve Gupta’ nin yaptigr calismalar kapsaminda iki degiskenli g-MKZ

operatoriiniin yaklagim durumlari incelenmistir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

APPROACH CHARACTERISTICS OF ONE AND TWO VARIABLE MKZ AND g-
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The prepared thesis is an important study examining the main approach features of g-
modifications of both two veriables and one veriable MKZ operators, where some important
studies in the literature of one and two variables Meyer-Konig and Zeller Operators (MKZ)

are gathered.

The thesis consists of six parts. The first part is devoted to the main definitions and theorems

to be used in the thesis.

In the second part, eight different studies related to MKZ operators are included.

In the third part, the two veriables MKZ operator and approach features prepared by

Rempulska and Skorupka are examined.

The fourth part is the part where the features of the qg-MKZ operator are given, which

includes the work of five different researchers.



ABSTRACT (continued)

In the fifth part, the approaches of the two veriables g-MKZ operator are examined within the

scope of the studies carried out by Dogru and Gupta.

The last part is devoted to conclusions and recommendations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

SIMGELER

Cla, b] : Her x € [a, b] i¢in a’ da soldan b’de sagdan siirekli fonksiyonlar uzay1

Il cra,p] : C[a, b] uzayinda norm

II1l » : C, ve B, uzaylarinda norm

L,(f;x) : Dogrusal pozitif operatorler dizisi

0 : f ve g fonksiyonlar1 i¢in llm E ; = 0 oluyorsa x — oo iken f’ nin mertebesi

g’ den daha kiigiiktiir bu, f = o(g) seklinde belirtilir.

)

0 : x yeterince biiyiikken, f(x) ve g(x) pozitif olsunlar. ; Ex) < M, olacak sekilde

pozitif bir M tamsayis1 varsa, f en fazla g mertebesindedir, bu durum f = O0(g) olarak

gosterilir.
M, (f;x) : Meyer-Konig Zeller operatorler dizisi

M, q(f;x)  :q-Meyer-Konig Zeller operatorler dizisi

(@), . a reel ya da kompleks bir sayi, r sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak {izere
(@), =ala+1)(a+2)..(a+r—1) seklindeki (a), = F;OE:;) (W)yy1 = ala+1)

0zelliklerini saglayan Pochhammer sembolii

Fi(a,B;7;x): a,f ve y reel ya da kompleks sabitler, Pochhammer sembolii gz 6niine

alinarak Z (OE)T)(B Jr v seklinde yazilabilen hipergeometrik serisi
r=0 7

M, (f, by, x) : Agirlikli uzayda tanimli Meyer-Konig Zeller operatérler dizisi
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINi (devam ediyor)

M:(f,by;x) : Her fEC, ve r €N, icin 1<b, <b,,;, limb, =00, lim=Z=0
n—-oo

n-oo N
ozelliklerini saglayan (b,,) dizisi yardimiyla n € N ,x € [0, b,,) i¢in genellestirilmis Meyer-

Konig ve Zeller operatorler dizisi

M,..(f;x,y) :n7 €N sabit sayilar, f € C(I*) fonksiyonlarinin n.dereceden Meyer-Kénig

ve Zeller modifikasyonu

KISALTMALAR

MKZ : Meyer-Konig Zeller

q-MKZ : g-Meyer-Konig Zeller

Xii



1.BOLUM
GIRIS

Yaklasim teorisi; 6zellikle fonksiyonel analiz teorisinde ortaya koyulan problemlerin ¢éziimii
icin 6nemli bir ara¢ niteligindedir. Siirekli fonksiyonlara yaklasim problemi ilk defa 1885
yilinda Weierstrass tarafindan ele alinmistir. Weierstrass, kapali bir [a,b] araliginda siirekli
olan fonksiyonlara diizglin yakinsayan polinomlarin varligin1 gostermistir. Bu teorem daha
sonra Bernstein tarafindan [0,1] araliginda kendi adiyla anilan polinomlar yardimiyla tekrar

kanitlamistir.

1952 de Bohman ve 1953 te Korovkin bu teoremden yola ¢ikarak, dogrusal pozitif
operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgili olduk¢a dnemli bir teoremi
kanitlamislardir. Bu teoremle sonlu aralikta diizglin yakinsamanin saglanmasi i¢in yalnizca ii¢
kosulun aragtirilmasinin yeterli olacagi kanitlanmistir. Daha sonra ¢ok sayida arastirmaci
tarafindan yeni dogrusal pozitif operatorler tanimlanarak Korovkin tipi teorem yardimiyla
yaklagim Ozellikleri incelenmistir. Bu operatorlerden bazilar1  sunlardir:  Bernstein
Chlodowsky operatorleri, Szasz operatorleri, Gadjiev Ibragimov operatorleri, Meyer-Konig ve

Zeller operatorleri vb.

Bu operatorlerden 1960 yilinda Meyer-Konig ve Zeller tarafindan

0

k
_ n+1 n+k k < :
M, = (1-x) 2f<n+k+1)( K )x, 0<x<1lise (1)

k=1
(1), x = 1lise

seklinde tanimlanan operatdr literatiirde Meyer-Konig ve Zeller operatorii olarak adlandirilir.

Kisaca MKZ operatdrii olarak gosterilir.

Bir¢ok arastirmaci bu operatoriin r-inci dereceden, 6zellikle de r = 2 inci dereceden momenti

ile ilgilenmislerdir (Gupta and Rassias, 2019).



Bernstein, Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorleri i¢in Korovkin Teoremi i¢in gerekli olan
e,(x) 1 belirlemek kolaydir. MKZ operatorleri icin ise literatiirde M, (e,,x) nin agik bir
ifadesi yerine birgok yazar, sadece ikinci moment olan M, (e,, x) — x? ile ilgilenmistir.
Miiller (1967), Sikkema (1970), Lupas and Miiller (1970), Becker and Nessel (1978) ve
Alkamade (1984) bu c¢alismalardan bazilaridir. 1984 de Alkamade ikinci moment igin
hipergeometrik seriler yardimiyla M, (e,,x) i elde etti (Miiller, 1967), (Sikkema, 1970),
(Lupas and Miiller, 1970), (Becker and Nessel, 1978), (Alkamade, 1984).

Daha sonra MKZ operatorii i¢in degisik modifikasyonlar tanimlanmustir.

MKZ operatoriiniin bir genellemesi 2007 yilinda Rempulska ve Skorupka tarafindan
asagidaki sekilde tanimlamistir. n € N, x € [0, b,) ve C, = {f € C(I): f™ € C(I)} olsun.

1< b, <byyq,limb, =, lim Pn — 0 olmak iizere her f € C, igin
n—-oo

n—-oo N

Moy (f, by, %) = (1‘1)1);,f (nikb"xnzk)(%)k‘ R (1.2)
_ fG), x=b,

Rempulska ve Skorupka yaptiklar1 c¢alismada bu operatorlerle agirlikli  uzaylarda
diferensiyellenebilir fonksiyonlara yaklasim icin bazi 6zellikleri incelemistir (Rempulska and

Skorupka, 2007).

g-analizin 20. ylzyilin ikinci yarisinda matematik alanindaki cesitli uygulamalar1 ortaya
cikmaya bagladiktan sonra Bernstein operatorlerinin bir g-genellemesi tanimlanmigtir.
Bernstein operatorlerinin g-genellemesi ilk defa 1987 de Lupas tarafindan yapilmistir. Daha
sonra 1996 yilinda Philips yeni bir genelleme tanimlayarak, yaklasim 06zelliklerini
incelemistir. Boylece diger operatorlerin de g-genellemelerinin olusturulmasi fikri 6nem

kazanmustir.

(1.1) ile verilen MKZ operatorlerinin, g-genellemesi ilk olarak 2000 yilinda Trif tarafindan

tanimlanarak, yaklagim ve monotonluk 6zellikleri incelenmistir (Trif, 2000).

q € (0,1) igin g-MKZ operatorlerini Trif;

My q(f;x) = Q(l —xqs);[nzk]quf <%> 0<x<1



bi¢iminde tanimlamigtir. Bu genellemede M, 4(ey, x) ifadesinin acik formiiliiniin elde

[klq
[n+klq

edilememesinden dolayr 2006 yilinda Dogru ve Duman (f ( )) ifadesi yerine

k
( f (%)) seklinde bir modifikasyon yapmiglardir.

Buna gore,

n€N, A€ (0,1) ve g € (0,1] olmak tizere x € [0,4] ve f € C[0, A] olsun.

n

w00 = | | (1= xa%)

s=0

olmak tizere,

M,(f;q,x) —unq(x)z (ﬁ) [n-llc-k]qu

seklinde tanimlanan operatorler bir g-Meyer-Konig ve Zeller operatoriidiir (g-MKZ) (Dogru
and Duman, 2006).

Daha sonra Erengin, Ince ve Olgun 2012 yilinda (1.2) operatdrlerinin g—genellemesini
tanimlayarak bu operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklasim 6zelliklerini incelemiglerdir. Bu
operatorler (b,) pozitif artan ve sinirsiz bir dizi olmak tizere g € (0,1),n € N ve x € [0, b,,)
i¢cin
N n+k k
et = [0-05) 3 (55 14, 6)
s=0 k=1

seklinde tanimlanmistir (Erengin vd., 2012).

Iki boyutlu uzayda yaklasim arastirmalar1 kapsaminda Dogru ve Gupta 2006 da Dogru ve
Duman tarafindan verilen q-MKZ operatorlerinin iki degiskenli bir genellemesini

tanimlayarak, bu operatorlerin yaklasim ozelliklerini hem Volkov (1957) teoremi hem de

Heping (2005) teoremi yardimiyla incelemislerdir (Volkov, 1957), (Heping, 2005).



Bu c¢alismada hem tek hem de iki degiskenli MKZ ve q-MKZ operatorlerine iliskin

literatiirdeki baz1 6nemli ¢aligmalar1 bir araya getirmek amaglanmistir.

Tezimizde ilk olarak tezde kullanilacak 6n bilgiler verilecektir. ikinci béliimde tek degiskenli
MKZ operatorlerine iliskin 8 farkli arastirmacinin yaptigi calismalardan bahsedilecektir.
Uciincii  bolimde iki degiskenli MKZ operatorlerine, dordiincii boliimde 5 farkh
arastirmacinin yaptig1 tek degiskenli g-MKZ operatorlerine deginilecektir. Besinci boliimde

ise iki degiskenli g-MKZ operatorlerine yer verilecektir.

Temel amacgtan uzaklasmamak i¢in bazi teoremlerin uzun ve karmasik olan kanitlari

verilmeyecektir.

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kesimde tez igin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tanim 1.1.1

[a,b] sonlu aralig: iizerinde taniml ve araligin tiim noktalarinda siirekli olup fazladan a da
soldan b de sagdan siirekli olan f:[a, b] — R fonksiyonlar uzayma [a, b] aralig: {izerinde
tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1 denir ve kisaca Cl[a, b] seklinde gosterilir. Agik¢a Cla, b]

uzay1 dogrusal bir uzaydir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim 1.1.2

f:la, b] » R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda C[a, b] uzayinda norm
Iflle = max 1)l (13)

ile tanimlanir. C[a, b] dogrusal uzay: agik¢a normlu bir uzaydir (Hacisalihoglu ve Haciyev

1995).
Tanim 1.1.3

X normlu uzay, Y c X alt kiimesi ve x € X verilen bir nokta olsun. Y kiimesinin x € X
elemanina en yakin noktasina x elemani i¢in en iyi yaklasim adi verilir. Bir bagka deyisle,
||x — y|| ifadesini en kii¢iik yapan y € Y noktasina x € X i¢in en iyi yaklasim denir. Genel

olarak, en iyi yaklasim noktas1 y* seklinde gosterilir (Rivlin, 1969).



Tanim 1.1.4 (Minimaks Yaklasim)

P, derecesi en ¢ok n olan tim p, polinomlarinin kiimesini belirtmek iizere, maksimum
normuna gore en iyi yaklasgimin [—1,1] fzerinde |f(x)—pn(x)| hata degerinin
maksimumunun P, deki biitiin p,, ler lizerinden minimumu alinarak elde edilen yaklagima
minimaks yaklasim denir. Minimaks yaklasim ayni zamanda diizglin yaklasim olarak da

adlandirilir (Phillips, 2003).

Weierstrass’ 1n {inlii teoremi bu dogrultuda asagidaki sekilde sekillenmistir.

Teorem 1.1.1 (Weierstrass Teoremi)

Her f € C[—1,1] ve € > 0 i¢in bir p polinomu vardir dyleki her x € [—1,1] igin
lf(x) —p()| < e

esitsizligi saglanir (Phillips, 2003).

Tamm 1.1.5

Bir E(x) fonksiyonu [—1,1] lizerinde tanimli olsun. Her —1 < x; < x5, < -+ < X402 < 1i¢in

|E(x)| = _rlrg)élIE(x)l, 1<j<n+2
E(xj41) = —E(x;), 1<j<n+1

esitlikleri gecerli ise E(x) fonksiyonu n + 2 noktada es salinimlidir denir (Phillips, 2003).

Ornek 1.1.1

. 1 . .
[—1,1] tizerinde E (x) = |x| — 5= x? fonksiyonu i¢in agik¢a

E(-1) = —E (— %) = E(0) = —E (%) — E(1)

esitligi gecerli olur. E fonksiyonu [—1,1] {izerinde tiirevlenebilirdir ve x = 0 da tiirevi vardir.
Her 0 <x <1 i¢in E(x) = x —%—xz olacagindan E'(x) =1 —2x =0 ise x =§ dir. E,

x = 1 de bir doniim noktasina sahiptir, benzer sekilde E nin bir diger doniim noktas1 x = —%



N | =
I+
—

dir. Boylece E, [—1,1] lizerinde maksimum modiile sahip olur. Bu bes nokta x = 0, + =,

dir ve E bu noktalarla es salinimlidir (Phillips, 2003).
Teorem 1.1.2

f,C[—1,1] uzayinda bir fonksiyon ve bir p € P, i¢in f — p fonksiyonu , [—1,1] araligina ait
n + 2 noktada es salinimli olsun. Bu durumda p polinomu [—1,1] iizerindeki her f

fonksiyonu i¢in P, de bir minimaks yaklasima sahiptir (Phillips, 2003).
Uyan 1.1.1
Yukaridaki 6rnekte §+ x? polinomu [—1,1] iizerinde |x| igin P; de bir minimaks yaklagima

sahiptir. Dikkat edilmelidir ki % + x? polinomu ikinci derece bir polinom olmakla birlikte bu

polinomun P; deki biitiin polinomlarin disinda [—1,1] tizerinde |x| e minimaks yaklagimi

vardir (Phillips, 2003).

Lemma 1.1.1

Kompakt bir metrik uzayin her agik ortiisii sonlu bir alt ortii icerir (Cheney, 1966).
Teorem 1.1.3 (Stone Yaklasim Teoremi)

X kompakt bir metrik uzay ve A; 1’i ve X deki ayrik noktalari igeren C[X] in bir alt cebiri
olsun. Bu durumda A , C[X] de yogundur (Cheney, 1966).

Kanit

A; (A min kapanist) A” daki diizgiin yakinsak fonksiyon dizilerinin limitleri olan tiim f lerin

kiimesini belirtsin. Burada ama¢ A = C[X] esitligini gdstermektir. Bunu kanitlamak i¢in
feEA>|f|eA
oldugu gosterilerek kanita baglansin.

Weierstrass teoreminden [—[|f]|, [|f|l] da B,(1) — |A| diizgiin olacak sekilde P, polinomlari
dizisi vardir. Boylece |f| = lim B,(f)’ dir.
n



A, C[X] in bir alt cebiri ise A da C[X] in bir alt cebiri olacagindan A, C[X] in bir alt cebiridir.
Boylece P,(f), A ya ait olur. Dolayistyla her P,(f), A da bir f,, dizisinin limitidir.

Buradan |f| fonksiyonu A daki bir dizinin limiti olmak tizere

IFT = faell < WFT = BaCON + B = farll,

esitsizligi saglanir.

Daha sonra A kiimesinin asagidaki iki latis islemi altinda kapali oldugu géz dniine alinsin.
(f v 9)(x) = max{f (x), g(x)}

(f A 9)(x) = min{f (x), g(x)}

Bu iki esitligin sonucu olarak
1
fvg=5(f+g+If—gh

1
frg=5(+g-1If —gD
esitlikleri yazilabilir.

Kanittaki son adim, X kiimesinde iki nokta p ve q ile A ve u sayilar1 verildiginde F(p) = A ve
F(q) = u olacak sekilde bir F € A bulundugunu gostermektir. A, X’deki noktalari
ayirdigindan f(p) # f(q) gibi bir f € A vardir. Bu durumda f ve 1’ in dogrusal bir

kombinasyonu asagidaki gibi olusur.

A—u u]”(zo)—/1f(cz)1

£ I+ o @ -

TOEI0

Burada
F(p) =A1,F(q) = uve F € A oldugunu gormek kolaydir.
Simdi kanit igin, eger A # C[X] ise

geEA=|lg—fll>e¢ (1.4)



olacak sekilde bir f € C[X] ve bir € > 0 bulunabilir.

Her bir p ve g noktas: ¢ifti icin f,,(p) = f(p) ve fpq(q) = f(q) olacak sekilde f,, € A

bulunabilir.

Vogi = {x € X: fpq(x) < f(x) +£}

agik kiimesi tanimlansin. Sabit bir g i¢in p € V,, iken

X =\ Jgrex)

oldugu agiktir. Lemma 1.1.1 e gore X in Ortiilerinin sayisi sonludur ve V, 4, ..., V;, 4 olur.

fa = min{Vplq' ""Vpnq}

olarak yazilsin.

Herhangi bir x € X i¢in, f;(x) < fp,q(x) < f(x) + € oldugundan x € V}, ; olacak sekilde bir

altindis i vardir.

Boylece f; < f + € dir. Simdi
Vg = {x:fq(x) > f(x) — e}
olarak tanimlansin.

Tiim p’ ler i¢in f,,(q) = f(q) > f(q) — € oldugundan, f,(q) > f(q) — & dir. Yani q €V,

ve sonug olarak acik V; kiimeleri X” in Ortlistidiir. Lemma 1.1.1 e gore X’ in bu Ortiilerinin

sonlu bir sayis1 V; , ...,V dir.

g:= max{fql, ...,fqm}

olarak tanimlansm. Tiim q’ lar i¢in f; < f + € esitsizligi gegerlidir. Ote yandan baz1 Vg, lerde

x ler bulunur, béylece g(x) > f;.(x) > f(x) — € dir.

Dolayisiyla f — e < g < f + € oldugu kamitlanmis oldu. Bu ise g € A demektir. Bu durum
yukarida belirtilen (1.4) ile ¢elismektedir. Bu ise kanit1 tamamlar.



Uyan 1.1.2
Trigonometrik polinomlar kiimesi C,,, de yogun kiime olusturur (Cheney, 1966).
Uyan 1.1.3

X ,n degiskenli uzayda kompakt bir kiime olsun. n degiskenli polinomlar C[X] de yogun bir
kiime olusturur (Cheney, 1966).

Tanim 1.1.6
n
T = ) ay
k=0

T(cos x) = cos(nb)
esitliklerini saglayan polinoma Cebisev (Chebyshev) polinomu denir.
x; = cos(2i — D)m/2n

n. polinomun sifirlar1 olmak iizere

n
T = ) ayx

k=0
ve
The1(x) = 2xT, (%) — Tpoq (%)
esitlikleri gecerlidir (Cheney, 1966).
Tamm 1.1.7 (Lagrange interpolasyonu)

Xg, X1, -, Xn; N+ 1 tane farkli nokta ve f in bu noktalarda aldigi degerler belirli olsun. Bu

durumda her i = 0,..,n i¢in

n




olmak tizere

P(x) = f(xo)lo(x) + fx)ly (%) + - + f () 1 (%)

olacak sekilde n. dereceden bir tek P polinomu vardir (Cheney, 1966).
Uyan 1.1.4

T,, nin sifirlarindaki digiimler i¢in 6; = (2i — 1)m/2n ve x; = cos 6; olmak iizere Lagrange

interpolasyon formiilii

T,(x)(—1)""1sin 6;
X — X

1 n
PO == ()
i=1

olarak belirlidir (Cheney, 1966).
Lemma 1.1.2

n — 1 den kiiciik ya da esit dereceli P polinomlar1 i¢in

g POOl < [T =22 eo)

esitsizligi gecerlidir (Cheney, 1966).

Kanit

M, bu esitsizligin sag tarafini saglayan bir say1y1 gostersin. Tim x € [—1,1] i¢in
POl <M

oldugu gosterilmelidir. n-inci Cebisev (Chebyshev) polinomunun T, sifirlari

& = cos[(2i — 1) n/2n]

noktalar1 olmak iizere eger x, [§,,, &;] araligindaysa,

i T 1
\/1—x22J1—€f=\/1—coszﬂ=sin—2£

esitsizligi saglanir.
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Dolayisiyla boyle her x i¢in

|P(x)] < nV1—x?|P(x)| <M

olur. [—-1,1]" in kalan noktalar1 i¢in, Lagrange interpolasyon formiilii (§; diigiimlii) polinom

P’ ye uygulanirsa

R A

1
P() = EZ PEI———¢

esitligi gegerli olur.

x < &, veya x > &; durumlarinda, x — ¢; sayisinin isareti ayni olacagindan

n

M
PEOI<— >

i=1

n

2t

=1

T (x)
x=¢

M
T nZ

esitsizligi dogrudur.

T,(x) = 2" 1 [I(x — &) esitligi kullanilarak

| n | =
Ti(x) = ; Ilzn_l g(x - Ei)JI = £, In_(x;i
Jj#i

esitligi bulunur.
x = cos @ alinir ve tiimevarimla |sin nf /sin 8| < n esitsizligi kullanilirsa,
|T,(x)| = n|sinnd/sin O] < n?

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla iddia edildigi gibi |P(x)| < M dir. Boylece kanit tamamlanmis

olur.m

Asagidaki Lemma trigonometrik polinomlarla ilgilidir. Burada

11



n
S(0):= Z(ak cos kB + by sink0)
k=0
olmak tizere

lan| + |by| # 0

ise S polinomu n-inci derecedendir. Eger S ¢ift bir fonksiyon ise,
1
5(0) =5 [5(0) + S(=0)]

olur ve S sadece kosiniis teoremiyle yazilabilir. Benzer sekilde tek trigonometrik polinomlar

sadece siniis terimlerini igerir (Cheney, 1966).
Lemma 1.1.3

S, n den kii¢iik ya da esit dereceli tek bir trigonometrik polinom olsun. Bu durumda

0)
<
sin@| — IlnrsrgcaélS(B)l

max
—TMSX<TT

esitsizligi saglanir (Cheney, 1966).

Kanit

Tlimevarimla

sin(k + 1) = sin k6O cos 6 + sin 6 cos kO
esitligi gosterilebilir.

sin k6
sin @

nin cos @ cinsinden k — 1 dereceli bir polinom oldugu agiktir. Bu nedenle derecesi

n — 1 den kiiciik ya da esit olan bir cebirsel polinom P vardir, dyle ki

P(cos0) = S(8)/sin6b

esitligi saglanir. Lemma 1.1.2 nin P ye uygulanmasi ile istenen esitsizlik kolayca elde edilir.

Bu ise kanit1 tamamlar.
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Tanim 1.1.8
p: R — [1, o0[ siirekli monoton artan bir fonksiyon ve her x € R igin p(x) = 1 ve

lim p(x) =

| x| —00
olsun. Bu durumda her x € R i¢in
|f G| < Mgp(x) (1.5)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B,(R) uzay1 denir. Burada p fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir (Gadjiev, 1976).

Tanim 1.1.9

Cp(R) = {fe B,(R): f siirekli} seklinde tanimli uzay R {izerinde bir dogrusal uzaydur.
Tanim 1.1.10

p agirlik fonksiyonu ve f € B,(R) olmak iizere

)
171l = sup= =5 (1.6)

X€ER

ile B,(R) iizerinde bir norm tanimlanir. Bu norm ile B,(R) ve C,(R) birer normlu uzaydir

(Gadjiev, 1976).

Tamm 1.1.11

p:R - R siirekli, her x € R i¢in p(x) = 1 ve

&%Tw p(x) = oo

seklinde monoton artan bir fonksiyon olmak iizere her f € C,(R) icin

lim 22 = k. < o (1.7)

| x| =00 p(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayi CY(R) ile gosterilir. Agik¢a Cx(R) uzayr C,(R)

uzayinin bir alt uzayidir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

13



Tanimm 1.1.12
X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. Her f € X igin,

L(f,x) = g(x) (1.8)

olacak sekilde g € Y fonksiyonu varsa L doniisiimiine X uzaymdan Y’ ye bir operatordiir

denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Ornek 1.1.2

i) (b,,) dizisi monoton artan

. . n
lim b, =c0ovelim— =0
n—oo n-«o N

kosullarin1 saglayan gercel terimli pozitif say1 dizisi ve 0 < x < b,, olmak lizere

n

=3 ()t () (-2

k=0

esitligi ile tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky Polinomlar1 (Operatorleri) denir

(Chlodowsky, 1937).

ii) D c C[0, oo[ olmak tizere L: D — C[0, oo[ olsun. Her x € [0, o[ i¢in

S
L(f) = e ) )
k=0

bir operatordiir. Bu operatdr Szasz-Mirakjan operatorii olarak adlandirilir (Szasz, 1950).
Tamm 1.1.13

X, Y dogrusal uzaylar, a;, a, € Rve f;, f, € X olsun.

L: X — Y operatorii i¢in,

L(aifi + azfz,x) = ayL(f1, x) + ayL(f3, x)

14



kosulunu saglayan X {izerindeki L operatoriine dogrusal operator denir (Hacisalihoglu ve

Haciyev, 1995).

Tamm 1.1.14

Xt:={feX:f(x)=0},YT:={geY:g(x) =0}

seklinde tanimli fonksiyon uzaylari ve L:X — Y dogrusal operatorii i¢in,

L(X*) c Y7 oluyorsa L’ ye dogrusal pozitif operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Ornek 1.1.3

1) 0 < x < 1ve f €[0,1] olmak lizere;
2 k\ m
Balfi) = ) £ (2) () x4 o (19)
k=0
seklinde taniml1 polinom Bernstein operatdrii olarak bilinir, agik¢a dogrusal ve pozitiftir.

Asagidaki operatorler agikca dogrusal ve pozitiftir.

ii) f € C[0, 0] ve x € [0, ) olmak {iizere,

Sa(f3x) = e—nxi f (E) (nlf!)k

n
k=0
ifadesine Szazs operatorii denir.

iii) f € C[0,1] ve n € N olmak iizere

many

La(f;2) = i Gins®@ Y Pragu@f (), xe€ (0]
m=1 k=0 n

ile taniml1 operatdre Szazs- Bernstein-Mirakyan (SBM) operatorii denir; burada

e ™™ (nx)™

qn.m(x) = ) m e N0

15



seklinde tanimlidir.

Uyan 1.1.5

i) L dogrusal pozitif operatorii, negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara doniistiiriir.
i1) Dogrusal pozitif operatdrler monotondur.

Uyan 1.1.6

IIfllx # O olmak iizere, L: X — Y sinirli dogrusal operatérii igin L operatoriiniin normu

ILCF, 0y

irix=o  Ifllx (1.10)

LIl x-y =

esitligi ile verilir (Rudin, 1991).
Onerme 1.1.1
L: X — Y tanimli, dogrusal pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda her f € X i¢in

IL(F, 01 < LAfLx)

esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Cla, b], uzayindaki fonksiyonlara yaklagim i¢in 6nemli bir teorem olan Korovkin Teoremi

asagida kanitlanmistir.
Teorem 1.1.4 (Korovkin Teoremi)

L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi olsun. Her x € [a, b] i¢gin m = 0,1,2 olmak tlizere L,

dogrusal pozitif operatorler dizisi

im 1L (€7, ) = 2™l g,y = 0

seklindeki ti¢ kosulu sagliyorsa bu durumda [a, b] de siirekli fazladan a da soldan b de

sagdan siirekli olan tiim R de sinirlt her f fonksiyonu igin

lm 1L () = (lctas) = 0

16



esitligi gecerlidir (Korovkin, 1960).

Kanit

Kabulden f, R’de sinirli oldugundan her x € R igin
lfol <M

olacak sekilde en az bir M > 0 vardir.

f € Cla, b] oldugundan her € > 0 igin en az bir § > 0 vardir, O6yle ki x,t € [a, b] igin
|t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)| < € olur.

Hert € Rve x € [a, b] i¢in |t — x| < § oldugunda da |f(t) — f(x)]| < € esitsizligi dogrudur.
Soyle ki

x € [a,b] vet & [a, b] olsun.

i) |t — x| < & oldugunda |f(t) — f(x)| < € esitsizligi f fonksiyonu a da soldan b de

sagdan siirekli oldugu i¢in yine dogrudur.

t—x|?
62

ii) Diger taraftan |t — x| = 6 oldugunda ise | > 1 olup agikca

2M < 33|t —x|?
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikler ve liggen esitsizligi kullanilarak her € > 0 icin
2M
If(t) — fF(x)] s2M<F|t—x|2+s (1.11)
esitsizligi yazilabilir. Operatoriin dogrusalligindan
Lo (f, %) = F O lcrap) = ILa(f (&) = FOO) + £, %) = fF(Dll¢lan)
= ILy(f () = (), ) +Ln (f (), ) = F I cla,p)
< La(f @) = fF0, Dllerapy + 1If Cllcrap1Ln (L, %) — Llcia,p)

esitsizligi gecerli oldugundan hipotezden &, sifir dizisi i¢in

17



”Ln(l' x) - 1”C[a,b] < é&n

esitsizligi gecerli olacaktir. Dolayisiyla

2M
ILn(f,2) = FCONcrap) < €llln(l, ) = lctap) + € + 55 I1Ln(t% %) = **llclap)

—2allL,(t,x) — x“C[a,b] + b2||Ln(1, x) — 1"C[a,b]

esitsizligi bulunur. (1.11) esitsizligi kullanilarak son esitsizligin her iki tarafinin limiti

alinacak olursa;
111i_r)£10||Ln(f, x) = f(@llcap) =0

esitligi gosterilmis olur. Boylece her f € Cla,b] i¢in L,(f,x); f fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.

Cp(R) ve Ctl; (R) uzaylarinda Korovkin tipli teoremin varligi asagida arastirilmistir. Sonlu

aralikta taniml siirekli fonksiyonlar i¢in gecerli olan Korovkin Teoreminin gercel sayilar
kiimesi tlizerinde siirekli olan fonksiyonlar i¢in gegerli olmadigin1 veren asagidaki teorem

Haciyev tarafindan kanitlanmis olup Haciyev Teoremi olarak bilinir.
Lemma 1.1.4

M,; p fonksiyonuna bagli bir sabit olmak Uzere L, dogrusal pozitif operatorler dizisinin C,

dan B, uzayina dontisiim yapmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul

ILn(p, )l < M,
esitsizliginin saglanmasidir (Gadjiev, 1976).
Teorem 1.1.5 ( Haciyev Teoremi)

Ly, dogrusal pozitif operatorler dizisi C, dan B, uzayina doniisim yapsin. m = 0,1,2 olmak

uzere

lim||L, (£™, ) = ™|, = 0
n—oo
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seklindeki ti¢ kosulu saglayan L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi alindiginda en az bir f* €

C,/ Cl’,‘ fonksiyonu ig¢in
}L_@OIILn(f*,X) — @, >0
esitsizligi gecerli olur (Gadjiev, 1976).

C, agirlikli uzayinda gegerli olmamakla birlikte Sonug 1.1.1 de de verildigi tizere C[)‘ alt

uzayinda Korovkin Tipli bir teorem gegerlidir.
Sonug 1.1.1

C, dan B, uzayina doniisiim yapan L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi i¢in m = 0,1,2 olmak

uzere
lim||L, (™, %) = x™l, = 0
seklindeki ti¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € Cé‘ igin
lim||La(f, %) = F@l, = 0

esitligi saglanir.

Asagida operatorlerin yaklasim hizi hesabi yontemlerinden biri olan siireklilik modiili ve

kanit1 bir¢cok kaynakta bulunabilecek temel 6zellikleri verilecektir.
Tamm 1.1.15 (Siireklilik Modiilii Tanimi)

f € C[a, b] olsun. Herhangi bir § > 0 i¢in

w(f;8) = sup|f(t) — f(x)| (1.12)

t,x€la,b]
|t—x|<8

ile tanimlanan w(f;d) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modilii denir (Altomare and

Campiti, 1994).
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Lemma 1.1.5

Stireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

) w(f;8) =0.

ii) §; < 6, ise w(f; 1) < w(f;b,).

iii) m € N i¢in w(f; mé) < mw(f; §).

iv) Her 2 € R* i¢in w(f; 16) < (A + Dw(f; 8).

V) 511%1+w(f; 6) =0.

vi) IF(®) = F()] < (3 1t - xD.

vii) I (6) = f (o)l < (52 + 1) w(f; 6).

Teorem 1.1.6 (Bernstein pol. i¢cin Lorentz teoremi)

B,(f;x), (1.9) da verildigi gibi tanimli olsun. Bu durumda [0,1] araliginda siirekli f

fonksiyonu i¢in

3 1
1Ba(f2) = fO)] < Sw(fin2)
esitsizligi gecerlidir (Lorentz, 1953).

Kanit

Ppn(x) = (Z) x¥(1 —x)"* olmak iizere Onerme 1.1.1 ve Bernstein polinomlarmin

dogrusalligindan

£ (5) Pn@ — £

=

1B (f; %) = f(0)] =

&
1]

0

I
NgE

(f (5)- f(x)) i)

&
Il

0
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Pk n(x)

Z\ (£)-re

esitsizligi gecerlidir. Siireklilik modiiliiniin vii) 6zelliginde t = S alinirsa;

(-1

esitsizligi vardir. Yukaridaki esitsizlikle birlikte diistintiliirse

If—xl
+1 | w(f; )

no(lE—
IBa(fi) = F()] < ) M“ W (f3 8) Pen(®)
k=0 n
1Ok
= o(f;8,) [me 5D |Pkn(x>]
k=0

esitsizligi gecerlidir. Sag taraftaki ikinci toplama Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

|B,(f;x) — f()| < w(f;6,) |1+ %(i Pk,n(x)>_ (i (- — x) Pk,n(x)>5

k=0 k=0

esitsizligi gecerlidir. Boylece

1Balf; ) = ()] < w(f36,) |1 +—<Z (E-) Pknoo) (113)

k=0

esitsizligi yazilabilir. Operatoriin dogrusalligi kullanilarak
B,((t — x)%;x) = B,(t% x) — 2xB,(t; x) + x%B,,(1; x)

x(1—x
=x2+¥—2x2+x2

_x(1—x)
==
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esitligi gegerli olup son esitlik (1.13) te yerine yazilirsa

1yxt-% x)] (1.14)

1Ba(f3) = fGOI < W (f; 6n>[ -

esitsizligi gecerli olur. Her x € [0,1] i¢in

Vx(1l—x) < Orgixl\/x(l —-x) ==

esitsizligi dogru oldugundan (1.14) esitsizligi

|Bn(f; %) = f(X)]| < w(f; 6n)l

On 2n2

1
olarak ifade edilebilir. §,, = n" 2 sec¢imiyle,

1Bo(f;x) = F@)I < 0 (f; "'%) (1 +%)

o

esitsizligi bulunabilir. Bu son esitsizlik her x € [0,1] i¢in B,(f;x) polinomlarinin f

fonksiyonuna yaklasim hizinin nin 0 a yaklasma hizindan daha kiiciik oldugunu

L
> Vn
gostermektedir.

Tanim 1.1.16
f € €7(0,) olsun. Herhangi bir § > 0 i¢in

. |f(x + h) — f(X)]
|h|s§,xe$0,bn) (1+h?)(1 +x?)

Qf;6) =

olarak tanimhi Q(f; &) ifadesine f fonksiyonu igin Cg (0,0) wuzayinda agirhikli siireklilik
modiilii denir (Ispir, 2001).
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Lemma 1.1.6

f € Cg(O, o) olsun. Bu durumda Tanim 1.1.16 ile verilen agirlikli siireklilik modiilii igin

asagidaki ozellikler gecerlidir (Ispir, 2001).
)6 >0icinQ(f;6)=0

esitsizligi gecerlidir.

ii) 81 < 6, ise Q(f; 61) < Q(f; 57)
esitsizligi gecerli olacaktir.

iii) Her § > 0 i¢in 7li_l)lgoﬂ(f; 6)=0

olur.

iv) m € N olsun. Bu durumda

Q(f;mé) < 2m(1 + §HA(f; 6)
esitsizligi saglanir.

v) Her A > 0 i¢in

Q(f; 26) < 2(1+ D)1 + 6H)Q(f; 6)
esitsizligi gecerlidir.

Vi) If () = FO)] < (1 +x2) (A + (t — 0S5 [t — xD.

VIDIF(8) = FI < 2(1 + 631+ %) (1+53) (1 + (£ = DA 6)
esitsizligi saglanir (Ispir, 2001).

Teorem 1.1.7

—o < a<b<o vel, dogrusal pozitif operatorleri icin D  [a, b] araliginda e;(x) = x°

ve i = 0,1,2 olmak tizere
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im [|L,(e;, %) — e ()]l = 0

olsun. Her n € Ny i¢in L, (1,x) in smirl oldugu kabul edilsin. f fonksiyonu D araliginda

stirekli ve w; f in siireklilik modiilii olsun. Bu durumda her n € N i¢in

b 1= | Ll =) ]| (115)
seklinde tanimli ve ||-||, [a, b] tizerindeki sup normu olmak iizere

If () = Lo (f, 11 < NF LR (L, %) = 1 + @) ILn (1, %) + 1] (1.16)
esitsizligi gecerlidir (Shisha and Mond, 1968).

Burada L, (1,x) = 1 ise (1.16) esitsizligi

1f () = Lo (f, Ol < 200 (i) (1.17)

esitsizligine doniisiir.
Kanit
X € [a, b] ve § pozitif bir say1 olsun. Verilen bir t € [a, b] i¢in eger [t — x| > § ise

If (@) = f()| < w(|t —x])
= w(|t —x|67168)
<A+ t—x|6"DHw(s)
< [1+4 (t—x)%62w(d)

olur.

If(®) = fGI < [1+ (t—x)?6*]w(8)

esitsizliginde |t — x| < & olursa da sonug dogrudur. n pozitif bir say1 olsun. Bu durumda

1L (f, %) = FCOLn(L,20)] £ 0(8)[Ln(1,%) + 67 2L ([t — x]?,%)]

< w(é) [Ln(l'x) + (l%)z]
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esitsizligi yazilabilir.
i) Eger u,, > 0 ve 6 = pu,, alinirsa
|Ln(f, %) = f () Ln(1,0)] < () llLy (1, %) + 1],
|=f () + f)Ln(1,20] < IfII-ILn (1, ) — 1] (1.18)
esitsizligi elde edilir. Boylece (1.16) kanitlanmais olur.
i) Eger p,, = 0 ve § herhangi bir pozitif say1 olarak alinirsa,
|(Ln(f, %) = FOOL (L, 0)]| < w(pn) Ly (1, %)
esitsizligi gecerli olur. § — 0 alinarak
Lo(f, %) = f(X)Ln(1, x)
esitligi elde edilir. Boylece (1.18) den
I ) = Lo (f, )1 < NIf Il 1Ln (L, %) — 1]
esitsizligi bulunur. Bu ise (1.16) esitsizligi demektir.
Dolayisiyla 1) ve i1) den kanit tamamlanmais olur.
Uyan 1.1.7
n=1,2,..i¢in (1.15) te ¢ = max(|al, |b]) alirsa
Hn? < NLn(t?,2) = 22| + 2cllLn (6, ) — x|l + ?[|L, (1, %) — 1]
olur.

Bu nedenle, k = 0,1,2 icin [a,b] de L,(t*,x) fonksiyonlar1 x* fonksiyonlarma diizgiin

yakinsarsa, p,, = 0 olur (Shisha and Mond, 1968).
Teorem 1.1.8

—oo < a<b <o, L, dogrusal pozitif operatér olmak iizere D C [a, b] tanim kiimesine

sahip fo, f1, f> [a, b] araliginda sinirli fonksiyonlar ve n € N i¢in L,(1,x) smrli olsun.
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ay(x),a;(x),a,(x),[a,b] de tanimli, simirli ve gergel degerli fonksiyonlar olmak {izere her

t,x € [a, b] i¢in K; x ve t den bagimsiz,

2
F(t,x) = Z 4 (Of(t) = K(t —x)2, F(x,x) =0 (1.19)
k=0

esitligini saglayan pozitif bir sabit olsun.

w, [a, b] tizerinde siirekli olan f fonksiyonu igin siireklilik modiiliinii gostersin. Bu durumda

. {nLnF(t,x)(x)u}l/z
K
seklinde tanimlanmak iizere ||*||; [a, b] lizerindeki sup normunu temsil etsin.
Bu durumda
If = La(F, N < F LR (L, %) — 1 + w () ILn (1, x) + 1] (1.20)

esitsizligi gecerlidir.

Dikkat edilmelidir ki L,,(1,x) = 1 ise genel durumda oldugu gibi, (1.20) esitsizligi 6zel

olarak

If () = Lo (f, Ol < 20 (pn)
esitsizligine doniisiir (Shisha and Mond, 1968).
Kanit

x € [a,b],8 > 0vet € [a,b]olsun. Eger |t — x| > & ise

lf(©) = fF(O] < w(|t —x|)

w(|t —x|57168)

(1 + |t — x|6~ ) (5)
<[1+ (t—-x)?%62]w(s)
<[1+4+ K 1F(t,x)6 2w (d)

IA

esitsizligi dogru olur. Boylece
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() = fOI < [1+KHF (%) ]w(8)
esitsizligi yazilabilir. Agikga |t — x| < & olursa da sonug dogrudur. n pozitif bir say1 olsun.
Bu durumda

(Lo (f, %) — f()L,(1,x)] < w(8)[L,(1,x) + § 2K 1L, F(t, x)]

< w(8) [Ln(l'x) + (/%)2]

esitsizlikleri gecerlidir. Daha sonra kanita Teorem 1.1.7 nin kanit1 gibi devam edilerek sonuca

ulasilir.

Uyan 1.1.8

1P (& OGN < D laxNfic = Lafell. (1= 12,...)
k=0

esitsizliginden k = 0,1,2 i¢in (L, fx) ,[a, b] Uizerinde f;,’ ye diizglin yakinsaksa bu durumda
Un = 0 olur. p, dizisinin yakinsamasmin hizi L, f,, L, f; ve L,f, yardimiyla hesaplanabilir

(Shisha and Mond, 1968).
Teorem 1.1.9 (Banach-Steinhaus Teoremi)

X ve Y Banach uzaylari, L(X,Y), X den Y ye siirekli lineer operatorlerin kiimesi ve (L,,) de
L(X,Y) uzaymnda bir dizi olsun. X uzayindaki her x i¢in (L, (x)) dizisi Y uzayinda smirliysa
ve X uzayinda yogun olan bir A kiimesindeki her y noktasi i¢in (L,(y)) dizisi Y uzayinda

yakinsaksa, bu durumda lim L, = L olacak sekilde bir L € L(X,Y) donlisiimii vardir

n—-oo

(Terzioglu, 1998).

Heping tarafindan verilen agagidaki teoremde herhangi bir dogrusal pozitif operatorler dizisi

icin hangi kosullarda lim ||L,,(f,x) — Lo (f, x)|| = 0 esitliginin dogru oldugu arastirilmstir.
n—->oo
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Teorem 1.1.10

C[0, A] uzayinda tanimli herhangi bir (L,;) dogrusal pozitif operatorler dizisi ve i = 0,1,2 igin

e;(x) = x* olmak iizere

i) C[0,1] uzayinda L, (e, x) dizisi bir L, (e,, x) fonksiyonuna yakinsak,

ii) x € [0,1] olmak tizere konveks bir f fonksiyonu i¢in (Ln (f; x)) dizisi artmayan
kosullar1 saglansin. Bu durumda her f € C[0,1] igin

1im 1L (F) = Leo (Nl egoy = 0

olacak sekilde C[0,1] uzayinda bir L, operatdrii vardir (Heping, 2005).m

Ayrica
An = |Lp(ez,x) — Lo (€2, %)
olarak tanimlanir ve ¢ yalnizca ||L;(ey)]|| a bagl bir sabit olarak alinirsa
ILn () = Loo(f, 2] < cos(f, /21 ()
esitsizligi saglanir.
Not 1.1.1

Her i = 0,1,2 igin (L,(e;)) dizisinin C[0,1] uzayinda yakimsak olmast L, (f,x) operatérler

dizisinin yakinsakligini1 garanti eder.

Dogru ve Gupta, Heping’ in bu teoreminden esinlenerek asagidaki Heping tipli Korovkin

teoremini kanitlamiglardir.
Teorem 1.1.11

C[0, A] vzayinda taniml1 bir L, (f, x) dogrusal pozitif operatorler dizisi;
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i) Her i = 0,1,2 igin L, (e;, x) dizisi bir L, (e;, x) fonksiyonuna C[0, A] uzaymnda yakinsar,
ii) x € [0, A] olsun. Konveks ve artan bir f fonksiyonu i¢in L, (f, x) artmayandir,

kosullarini saglasin. Bu durumda her f € C[0, A] i¢in
rl"glolan(fJ x) - Loo(f} x)”C[O,A] =0
olacak sekilde C[0, A] uzayinda tanimli bir L, operatorii vardir (Dogru and Gupta, 2006).

Kanit

Herhangi bir (L,,) dogrusal pozitif operatdrler dizisi i) ve ii) kosullarini saglasin. Bu durumda

keyfi bir f dogrusal fonksiyonu ve n,m € N i¢in

Ln(f,x) = Lin(f,x) (1.21)

esitligi saglansin. (L,,) operatorler dizisinin diizgiin normu sup||L,, || olmak iizere
nz1

sup||Ly |l < supl|L, (eo)llcro,a) = IL1(e)llco.a; <

nz1 nz1

esitsizlikleri saglanir. C?[0,A] uzayi, (f,f’,f" fonksiyonlarinin C[0,A] ya ait oldugu
fonksiyonlar uzay1 olmak tizere) C[0,A] uzaymnda yogun olup Banach-Steinhaus teoremi
geregi herhangi bir f € C?[0,4] icin (L,(f,x)) operatorler dizisinin C[0,A] uzayinda

yakinsak oldugunu kanitlamak yeterlidir.

g1(x): = Il “<2+2x> f(x) (1.22)
ve

IIfIIC 04l ..,
920 = =04 (2 1 25) 4 £ () (1.23)

fonksiyonlar1 tanimlansin. g;ve g, fonksiyonlar1 artan, konveks ve dogrusaldir. Soyle ki
91() = Ifllczpo,a(x + 1) = f'(x)

') < f'llcro.a < Ifllczpo,a

29



esitsizliklerinden kolayca

Ifllczfo,a1Cx + 1) = lIfllczpo.a) < If lcz[o,a1(x + 1) — f/(x) = g1(x)
ve

x||f||c2[0,A] < g1(%)

bulunur. x € [0, A] oldugundan normun tanimi geregi g; (x) = 0 dir. Dolayisiyla g, artandir.

g1 fonksiyonunun tanimindan

91" () = |lIfllczjo.a) = f ()

esitligi dogru olup,

") < Mf"llepo,a) < I1f llezpo,a)

esitsizligi ile

=lIfllczpo.a) = =" ()

esitsizligi yazilabilir. Iki esitsizlik birlikte diisiiniilerek
Ifllczgo,a) = Wf lczp0,a) < Wfllczgo, = F7 (X)) = 91" (%)
esitsizligi bulunur. Boylece

g1"(x) =0

olacaktir. Dolayisiyla g; fonksiyonu konvekstir.
Benzer yolla g, fonksiyonunun tanimindan

92(0) = Ifllczo.(x + 1) + f'(x)

esitligi gegerli olup, f fonksiyonunun artanligi ve norm tanimindan g5(x) = 0 dir. Boylece

g» fonksiyonu artandir. Ayrica

92" (%) = llfllczjo,a) + f ()
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esitligi dogru olup, f fonksiyonu konveks oldugundan normun tanimi geregi g5 (x) = 0 dur.

O halde g, fonksiyonu konvekstir. g, fonksiyonunun tanimindan

||f||c2[0,A]

5 (¢F +2%) — g:(%)

f&x) =
esitligi yazilabilir. Teoremin ii) kabuliinden her n,p > 0 ve i = 1,2 i¢in
Ln(gi; x) - Ln+p(gi; x) =0

esitsizligi gecerlidir. Bunun yaninda

”f”cz[o,A]

Ln(fr x) = T{Ln(ezix) + ZLn(elfx)} - Ln(gl'x)
ve
) _ ”f”cz[o,A]
Ln+p(f' x) - T{Lnﬂ) (ez,x) + 2Ln+p(eltx)} - Ln+p (91,x)

esitlikleri dogru olup mutlak degere gecilerek

”f”cz[o,A]

|Ln(f,X)—Ln+p(f,X)| = 2

(Ly(ez,x) — Ln+p(821 x) + 2(Ly (e, x)

_Ln+p (61, x))) - Ln (91, x) + Ln+p (gl' x) |
esitligi yazilabilir.

Bu son esitlige tiggen esitsizligi uygulanarak her iki tarafin x € [0, A] lizerinden maksimumu

alinirsa

”f”cz[o,A]

||Ln(f) - Ln+p(f)||C[O,A] < 2

(nCe2) = Lusp(e2)l g 5y + 2 CnCen) = Lnap(ell g0 )

+|| Ln(gl) + Ln+p(gl)||C[O,A]

esitsizligi elde edilir.
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Esitsizligin sag tarafindaki terimler (1.21) ve hipotez i) den sifira yakinsar. Dolayisiyla
L,(f,x) operatorler dizisi C[0,A] uzayinda bir Cauchy dizisi olup C[0,A] uzayinda
yakinsaktir (C[0, A] uzay1 tam oldugundan). Boylece C[0, A] uzayindaki f fonksiyonu i¢in

Aggolan(f) — Loo(Fllcroa; =0
olacak sekilde C[0, A] uzayinda tanimli bir L, operatori vardir.

Benzer sekilde g, fonksiyonunun tanimindan

Fi) =~ 004 (124 5y 4 gy0)

esitligi yazilabilir. Daha sonra yukaridaki sekilde kanit tamamlanir.

Asagida matematiksel analiz ve bilgisayar bilimlerinde yaygin olarak kullanilan “kiiciik 0” ve

“biiyiik 0” gosterimleri tanitilacaktir.
Tamm 1.1.17 (Kiiciik-o0)

f ve g fonksiyonlari i¢in

e
Jim o = °

oluyorsa x — oo iken f’ nin mertebesi g’ den daha kiiciiktiir denir. Bu, f = 0(g) seklinde

belirtilir.

x — oo iken, f = o(g) ifadesi x — oo iken f’ nin g’ den yavas biiyiidiiglinii sdylemenin

baska bir yoludur (Thomas vd., 2005).

Ornek 1.1.4 (Kiiciik-o notasyonunun kullanimi)

a) x —» oo iken Inx = o(x) tir, ¢linkii lim % =0.
X—00

2
~— = 0 (Thomas vd., 2005).

b) x - oo iken x? = o(x3 + 1) dir, giinkii lim — =
X—00

P
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Tamm 1.1.18 (Biiyiik-o)

x yeterince bliylikken, f(x) ve g(x) pozitif olsunlar. x yeterince biiyiikken

olacak sekilde pozitif bir M tamsayist varsa, f en fazla g mertebesindedir denir. Bu durum

f = 0(g) olarak gosterilir (Thomas vd., 2005).

Ornek 1.1.5 (Biiyiik-o notasyonunun kullanimi)

a) x — oo iken x + sinx = O(x)’ tir, ¢linkii x yeterince biiyiikken m% < 2 olur.

2

b) x — oo iken ¥ + x2 = 0(e¥)’ tir, giinkii x — o0 iken *—— — 1 olur.

c) x = oo iken x = 0(e”*)’ tir, ¢linkii x — oo iken eix — 0 olur (Thomas vd., 2005).

Tanimlara yeniden bakilirsa yeterince biiyiik x degerlerinde pozitif olan fonksiyonlar i¢in f =
0o(g)’nin, f = 0(g) anlamina geldigi goriiliir. Ayrica, f ve g ayni oranda biiyiiyorsa, f =
0(g) ve g = O(f) olur.

Lokal (yerel) hata hesabini igeren asagidaki iki teoremle polinom operatorleri ile yaklasimin

derecesi kanitsiz olarak verilecektir.

Teorem 1.1.12

(Ly) trigonometrik polinom operatérlerinin bir dizisi olsun. g(x) = 1, cosx, sinx olmak tizere
ILn(g, %) = g()ll = o(n™?)

kosulu saglaniyorsa bu durumda her x, € [—m, 7] i¢in ¢; ve ¢, sabitleri vardir dyleki,

L, (sin2 (t ; x), x)

2

= con”
[xo—cin~Lxg+cin™1]

esitsizligi saglanir (DeVore, 1972).
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Teorem 1.1.13

(L,,) cebirsel polinom operatorlerinin pozitif bir dizisi ve 0 < § < a olsun. Eger her i = 0,1,2

igin
lILn(ei, %) — €;(X)l[-q.a) = 0(n7%)

esitligi saglaniyorsa bu durumda cy, ¢, ve n sabitleri vardir 6yleki her x, € [—6§,5] ven = N

igin

D =[xy —cin"1xy +cnl

olmak iizere

L ((E = )% 0)lp = cp(a? — xB)n~?

esitsizligi saglanir (DeVore, 1972).

Teorem 1.1.14

(L), C[—a,a] tizerinde pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her i = 0,1 i¢in
ILn (e, x) — €1()l[-g,a) = 0(n7?)

esitligi saglandig halde
ILn(e2, %) — €2(0)l[-g,q) = 0(n7?)

durumu saglanmaz (DeVore, 1972).

Teorem 1.1.15
Lol = sup  |[Ln(f, X)llcan)
fliclap=1

olmak iizere C[a, b] siirekli fonksiyonlarin uzay1, E bir 6klidyen uzay, K*, k-inc1 dereceden

konveks fonksiyonlarin uzay1 olsun. L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi

Ly:Cla,b] = C[a, b] olsun. Eger herw € E ve j = 0,1 i¢in

lim [|L,, (¢, w) — ef(W)HC[a,b] =0
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esitligi saglaniyorsa bu durumda her n > n, igin ||L, || < 8 esitsizligini saglayacak sekilde bir

ng pozitif sabiti vardir (Radu, 2004).

Kanit

1 1 b—a}

= mlrl{240’120’1 +lal

olsun. E bir dklidyen uzay oldugundan
tim | (e, w) — )], = 0

esitliginden ||w|| = 1 olmak iizere j ile w arasinda diizgiin bir bagint1 ve bir n, dogal sayisi

vardir oyleki herw € E, j = 0,1 ve n > nq igin
ey w) = )1l < 0

esitsizligi gecerli olur. n > n, sabit bir nokta olsun. ||f||;4s; < 1 olan her f € C[a, b] i¢in
I (f, X)|l¢ca,p) = 8 oldugu kabul edilsin. Bir z € [a, b] i¢in ||L,,(f, 2)|| = |[Ln(f, %)l c[a,p]

olsun. O halde iki durum s6z konusudur.
1.Durum
Her x € [a, b] icin

1
ILn(f, %) = L (f, DIl < 55 ILn(f, )l a1

olur. Her x,y € [a, b] i¢in

31
>

In(F, 01 = 55

ILn(F)llcpab)

esitsizligi saglanir. Boylece her x € [a, b] igin

1
ILn () = La(F I < 7 ILn(Fllcrapy

esitsizligi gecerlidir. Burada
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L,(f,a)

YL ol
4
U= T L, (f, a)ll,
u
8= 50—y (20— 30eq +en)w — f

tanimlamalar1 yapilsin. g € K~! oldugu gosterilmelidir. Bunun igin x,y € [a,b] ve t > 0

olsun. 4 > 6 oldugu dikkate alinarak

lg(x) + tgIl = llgC)ll = [|(1 + g + t(g() — g)|| = NGl

= t(llgCll — llglx) — gD

2 1114 55— ) Wl =20 G
~IF I —u%nwn)
1
2¢(34-3)
=0

esitsizlikleri elde edilir. L,, pozitif oldugundan L, (g, x) € K~ dir, fakat bu bir geliskidir.

Ciinkii

5
ln(& @) + Ln(e DIl = a8 @ < |50 = Ln(F,0) = Lu(F,B)|| = law = L, @)1

3|a| 3
+u <<3 + m) IL,(eow) — eoWll[a,p] + 20-a) IL,(eqw) — €1W||[a,b])

—a

1w
< La(f, @) = La(f D)l = g0+ 55

1 9
< = Ia(Pllctan = 55 ILa(f @I
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<0
olur.
2.Durum

X € [a, b] olsun.

1
”Ln(f: x) - Ln(fJ Z)” = ﬁ ”Ln(f)”C[a,b]

olacak sekilde u,w, g

1
U= g L, (f,x) + 4L, (f, 2)|l,

1
W= 5(Ln(f,x) + 4L, (f,2)),

g = pegw — f
seklinde tanimlanirsa

4 1 3 24
w> < iLn(f, DN = S ILa(f, O 2 S lLn(Pllcrapy 2 =

esitsizligi dogru olacaktir. Her x4, x, € [a, b] ve t > 0 igin
llgCx1) + tgCx) Il = llgCx) Il = t(llgCell = llg(x1) — g
= t(ullwll = 211 f CeDll = 11 Cx2) 1D

>t(p—3)

=0

esitsizligi gecerli olur. Boylece g € K~1 dir. Dolayisiyla L,(g x) € K~! olur ki bu bir
celigkidir. Ciinkii

IL7(8 x) + 4Ly (8 2|l — [ILn (g X) | < 6pullLn(eow) — eqwllciap) — luw — Ly (f, X))

4
< 6up = <llLn(f,2) = La(f, )
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1
< e (F O llctans (66 - 75)

<0
esitsizligi yazilabilir.
Bu ¢eliskilerden her iki durumda da

ILn(Plcia,p < 8

oldugu elde edilir. ||f|[¢q,p) < 1 keyfi olarak verildiginden teorem kanitlanmus olur.

Teorem 1.1.16 (Popoviciu Teoremi)

f (x) siirekli fonksiyon ve w(38), f (x) fonksiyonunun siireklilik modiilii olsun. Bu durumda

5 _1
f () = Ba ()| < 70 (n2) (1.24)
esitsizligi gecerlidir (Lorentz, 1953).
Kanit

& > 0 ve [0,1] arahgindaki herhangi bir x4, x, i¢in A = A(xq, x,; §) tamsay1 [|x; — x,|671];
f(x1) — f(xp) farki < § uzunluk araliklariyla f(x) fonksiyonunun A+ 1 farklarinin

toplamidir. Bu nedenle

If Ce) = f(x2) | < (A + Dw(6) (1.25)

esitsizligi yazilabilir. Buradan

n

F0) = Bal < ) [f - £(5)

v=0

< w(a)zn:{1 + A(x,g;(S)}Pv - w(S){l + Zl(x,%:f?)m}
0

A>1
< w(5){1 + 5—12 e -2
n

1>1

Py ()

n

pv} < w(d) {1 +572

G-+ »)

v=0
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< w(8){1 + (4n8?)~1)

1
esitsizligi elde edilir. § = n 2 segilerek (1.24) elde edilir.

C sabitinin en kiigiik degeri

1

f () = B0 < Cwo (n72) (1.26)

her f fonksiyonu i¢in dogrudur ve her n bilinmemektedir; her durumda C < 5/4 vardir.

1
Ayrica, asagidaki 6rnekte gorildiigi gibi € > 1'dir. §, = o(n 2) olsun ve f,(x) 'in xy, 0 <
x, <1 degerinde sifira, [0,xy — §,] ve [xo + 6,] de 1 e esit olan fonksiyon oldugunu

varsayalim ve [0,1] in geri kalaninda dogrusal olsun. Biiyiik n icin f, fonksiyonunun

_1
W (n 2) = 1 dir. Ayrica,
o) = Bal)l = BaGo) = DT pu) =1 =20 200
2 e
gecerlidir. Bu nedenle (1.26) C < 1 ise dogru olamaz.

Dolayisiyla w(8) fonksiyonu, (1.26) da daha hizli sifira yaklagan baska bir fonksiyonla

degistirilemez. Bu ayn1 zamanda tek bir siirekli fonksiyon ornegi ile de gosterilebilir. Sabit

1
2

0 <x9 <1,0 <a <1 olan f(x) = |(x—x0)|* islevi Lipa smifina aittir. § =n

olmak tizere w(6) = 6% olsun, belirli bir sabit C > 0 igin

FG0) = Bule)| = BuG) = Y |- = x| poCi) 2075 Y py(xg) = Cn

— v
v=0 |;—x0|2n—1/2

ifadesi elde edilir.

Asagida g-analiz i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Tanimm 1.1.19

q pozitif bir gercel say1 olmak {izere, negatif olmayan bir k sayisinin g-genellemesi
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1—qg*

[klg=9 1-q°
k q=1

q+1

seklinde tanimlanir (Andrews vd., 1999).

k=1,23,..,nigin [k], ;

[k]q={1; 1+q, 1+q+q¢%,..,1+q+q¢*+q3 ... 1+q+

seklinde de gosterilir.
Tanim 1.1.20
q —faktoriyel

{ el [k — 114 -+ [1],, k=12,..
1 , k=0

[k]q' =
seklinde tanimlidir (Andrews vd., 1999).
Tamm 1.1.21

q-binom katsayisi;

n [n],!
), = i 2k=0

seklinde tanimlanir (Andrews vd., 1999).
Teorem 1.1.17 (q-pascal kurali)

1 < j £ n — lolmak iizere g-binom katsayilar1 i¢in;

AR

ve

(1= 5]
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esitlikleri gegerlidir (Goodman vd., 1999).
Teorem 1.1.18

yx =qxy , xq =qgx , yq = qy esitliklerini saglayan komiitatif g-binom formiilii
n
n o
Gryr=) 7] vy (1.32)
—i L],
j=0

seklinde verilir (Goodman vd., 1999).
Sonug 1.1.2
Bir q paremetresi i¢in

yx=qxy , xq =49gx , yq =4qy

olsun. Bu durumda

=
x¥(1—x)v k=1 (1.33)
ST,
ve
x+x))"=x"1+y)A1+qy)..(1+q" 1y (1.34)

esitlikleri gecerlidir.

Uyan 1.1.9

q pozitif gergel sayilari icin
n—k-1

D (1= )k = 1—[ (1 - ¢°x) (1.35)
s=0

n—k—1

ii) Zn: [Z] Xk 1_[ (1—qx) =1 (1.36)
k=0 1 s=0

[Klg _ qlk —1]4 +1
[n]q [n]q

iii)

(1.37)

41



esitlikleri gecerlidir.

Tanim 1.1.22
n—-1
Con=] Ja-en (138)
s=0
Ve
1 N n+k—-1 k
= x, x| <1 1.39
G.n ;[ e, (159

olup, k = 0 i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir (Andrews vd., 1999).

[klqg = qlk —1]; + 1 (1.40)
[kl; = ¢°lk—2],+q+1 (1.41)
[kl =q°lk =3l +q* +q+1 (1.42)
Tamm 1.1.23

12 =[0,4] x [0,A] olmak iizere C(I?), I?> iizerinde taniml gercel degerli siirekli

fonksiyonlar uzay1 olsun. C(I?) uzayi;

||f||c(12) =

(max, |f Cx, )

normu ile bir Banach uzayidir (Dogru and Gupta, 2006).
Tamm 1.1.24

( fn'm), C(1?) iizerinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere

lim ”fn,m _f||C(12) = lim max |fn,m(x'y) - f(x'y)l =0

n,m-oo n,m-—oo (x,y)el?

kosulu saglantyorsa (f;, ,) fonksiyon dizisi I? iizerinde f ye diizgiin yakinsar denir (Dogru

and Gupta, 20006).
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Teorem 1.1.19 (Volkov Teoremi)

D, I? de kompakt bir bolge, C(D), bu D bolgesinde taniml siirekli ve gergel degerli
fonksiyonlarmn kiimesi ve L, ,(f(t,s);x,y), C(D) lzerinde tanimli dogrusal pozitif bir
operatorler dizisi olsun. fy = eyo(t,s) =1, fi = e o(t,s) =t, f, =ep1(t,s) =5 ve f3 =

e50(t, ) + ega(t,s) = t? + 52
olmak tizere (L,, ) dogrusal pozitif operatorler dizisi
i [l (i) = iG]y =0 0= 0123 (mn— )
kosullarini sagliyorsa bu durumda her f € C(D) i¢in D iizerinde
i [Ln(f %) = FC gy =0 (mn = )
esitligi saglanir (Volkov, 1957).
Tanim 1.1.25

81,8, > 0 ve f € C(I?) olmak iizere, iki degiskenli fonksiyonlar igin siireklilik modiilii

w(f;81,62) = sup{lf(t,s) — fCx, Y (£, 5), (x,¥) € I%, |t — x| < &1, |s —y| < &}
seklinde tanimlidir. Her f € C(I?) igin

81,6, = 0 i¢in w(f; 81, 5,) monoton oldugundan

If(t,s) = fOu ) < w(f; 1t —x],|s = yD)

< w(f; 51,52)<|t;x| +1> (Is;yl +1> (1.43)
1 2

esitsizligi gecerlidir (Stancu, 1972), (Barbosu, 2000).
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BOLUM 2
TEK DEGISKENLI MEYER-KONIiG VE ZELLER OPERATORLERI

1960’da Meyer-Konig ve Zeller, Bernstein kuvvet serileri yardimiyla bir dogrusal pozitif
operatdrler dizisi tanitti. Cheney ve Sharma 1964 te bu operatorleri modifiye etti. Daha sonra

Alkamade 1984 te bu modifikasyon i¢in M, (e,, x) 1 agik olarak hesaplayabilmistir.

Burada Meyer-Konig ve Zeller’ in tanimladigi operator hatirlatilarak bu operatoriin
dogrusallig1 ve pozitifligi gosterilecektir.
a € [0,1] ve f € C[0, a] olsun.

0

n+1 k k .
M., (f,x) = (1-x) Zf<—n+k+1>(n-lt )xk, 0<x<1lise (1)

f(].), x =1ise

seklinde tanimlanan operator Meyer-Konig ve Zeller operatoriidiir (Meyer-Konig and Zeller,

1960).
(1.1) ile verilen M,,(f, x) MKZ operatorleri dogrusal ve pozitiftir.

i) Gergekten M, (f,x) in dogrusallig1 i¢in 0 < a < 1 olsun, her a,8 € R ve f,g € C[0,a]

i¢in;
et +60.0 = 1=y (“f () 09 (ﬁ)) ("% )
k=1
=@ —x)””Zaf(n+Z+ 1) (n;crk)xk

+(1 —x)"+! Zﬁg (ﬁ) (n Z k) xk
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0

W e |G ES

k=1

N k
+B(1 = x)mH1 ;g (m) (n ;(r k) xk
= aMy(f,x) + BMy(g, x)

olup M,,(f, x) dogrusal bir operatordiir.

ii) My, (f, x) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.

Mo(f,0) = (L= Y (M) kg (ﬁ) (x € [0,1);n € N)

k=1

oldugundan x € [0,a],0 < a < 1 igin

(1—x)”+120,(”1'k)20

veE

f = 0 oldugundan f( >0

n+k+1)_

bulunur ki bu da M, (f, x) operatdriiniin pozitif olmas1 demektir.
2.1 Cheney ve Sharma’ nin MKZ Operatoriiyle flgili Calismalar

Asagidaki teoremde Cheney ve Sharma tarafindan kanitlanan M, (f,x) operatoriiniin

monotonlugu ile ilgili 6zellik verilecektir.

[k olarak Cheney ve Sharma’ nin Meyer-Kénig ve Zeller’ in tammladizt MKZ operatdriinde

f (U+Z+1) yerine f (v:—n) olarak modifiye ettikleri operatoriin dogrusal ve pozitif oldugu

gosterilecektir.
Tamm 2.1.1

D[0,1]; [0,1) iizerinde tanimlanan gercel fonksiyonlar kiimesi olsun. Bu durumda DJ[0,1)

tizerinde M,, MKZ operatorleri su sekilde tanimlhidir:
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o0

Mo(fx) = (1=t Y (PR kg (x € [0,1);n € N) (2.1)
X X ;( ) ( ) X € ne
My (f,1) = £(1) 2.2)

seklinde tanimlanir.
Burada f (1) var ve f, 1’ de soldan siirekli iken
lim(M, )C0) = f(1) (n € N)
esitliginin gegerli olmasi ile M, (f, 1) tanimlidir (Cheney and Sharma, 1964).
Lemma 2.1.1
(2.1) ile verilen MKZ operatdrleri dogrusal ve pozitiftir.

Kanit

i) Gergekten M, (f,x) in dogrusalligi i¢in 0 < a < 1 olsun, her a,8 € R ve f,g € C[0,a]
1¢in;

00

Mn(af+ﬁg.X)=(1—x)"+1z<af( )+ 89 k,))("{")xk

k=0

o]

==Y o () (1)

k=0

)mzﬁg(

o0

=a(1l—x)"*? Z f (%) (n —lic_ k) xk

k=0

) n+k)xk

[ee]

=0 3o () (1)

k=0

= aMn(f: x) + BMn(grx)
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olup M, (f, x) dogrusal bir operatordiir.

il) M, (f, x) pozitiftir. Ger¢ekten f > 0 olsun.

Ma(F,0) = (L=t Y (M) kg (nkﬁ) (x €[01);n € N)

k=0

oldugundan x € [0, a] igin

(1—x)"+120,(n;€rk)20

ve
> 0 oldugund ( i )>0
f = 0 oldugundan f )

bulunur ki bu da M,,(f, x) operatoriiniin pozitif olmas1 demektir.
Lemma 2.1.2

Her x € [0,1) ve i = 0,1 igin; e;:x — x* seklinde tanimlansmn. Bu durumda n € N olmak

iizere (2.1) ile verilen MKZ operatorleri igin

1) M,(ep,x) =1

ve

ii) M,(e1,x) = x (2.3)
esitlikleri saglanir (Cheney and Sharma, 1964).

Kanit

v+n v

Mu(f) = (L= ) (=) (M)
v=0

esitligi icin

) .
A - Zof(vj-n) ("3 ")
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seri agilimi1 kullanilarak

[ee]

DM, (f,x) = (1 — x)n*1 Z L("TY)xr

=0 v
— (1 _ X)n+1. (1 _ x)—‘n—l
=1
1) My (f, ) = (1 =0 Y —— ("7 V)
v=0

v+n nlv(v —1)!

k
=(1_x)n+111<i—r)§o<z 4 (Tl+v)(n+v—1)!xv>

v=1

“ (n+ 1)!
n+v-—1)!
=(1—-x)""1x Ilcim ( "‘1>

NICIEE)
v=1
k+1
— _ n+1 g n+v v
a3
v=0
— _ n+1 n+v 1
=(1—x) xz ( . )x
v=0
— Al n+1 _ -n-1
1-2)""'x(1-x)
(1 _ x)n+1
= (1— x)n+t X
=x

esitlikleri kolayca elde edilir.
Teorem 2.1.1

f fonksiyonu [0,1] araliginda tanimli konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda M, (f,x)

MKZ operator dizisi azalmayandir (Cheney and Sharma, 1964).
Kanit

f fonksiyonu konveks olsun. Bu durumda a; > 0,a, > 0 ve a; + a, = 1 olmak iizere

flaix, + azx;) = agf(x1) + azf(x2)

esitsizligi kullanilarak
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Mn(f» x) = Mn+1(f: x)

oldugu gosterilmelidir.

Mu(f0) = =0t ) f(—==) ("7

v

veE

Mua(f0) = =202 ) f(———=) ("2 H )
v=0

oldugundan

v+n v

Ma(f ) = Mua () = (L =01 ) f (=) (VT ™)
v=0

~a-o ) ) ()

v=0

esitligi gegerlidir. Iki toplam (1 — x)™*? ortak parantezine alinirsa,

o0

120 =0 S (1 1) 0 )

v=0

-G (DO R ) ()

ey 1 () ()]
v=
esitligi bulunur.

v = 0 i¢in agik¢a
@) (") =0

esitligi gegerli oldugundan son esitlik
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M () = My (£, = (1= 0™ ) f (=) (V)0
—Zlf(#ﬂ) (")

e

olarak yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki son toplamda v — v — 1 alinirsa toplamdaki terim

Zf(i:b v

seklinde yazilabilir. Bu durumda f fonksiyonunun konveksliginden

o0

Mn(f;x)_Mn+1(f;X)=(1—X)n+12(f( v )(v+n)_f( v )(v+n+1)

v+n v

v=1

v—1\ w+n\\_,
EAC ()R
olur. Boylece

My, (f;x) = Mpyq1(f5) >0

elde edilir. Burada M,,(f,x) — M,,.,(f, x) farkinin durumunu agik¢a géstermek igin a,, a,

yukarida belirtilen kosullar1 saglamak tizere her v i¢in

“1=(U+Z+1)_1(if’f)'

azz(v+;l+1)_1(v;l;n)

Ve
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v

_v+n

X2

olarak alinsin. Agik¢ca a; ve a, negatif deger almaz ve a; + a, toplami igin

(v+n)! (v+n)! +1
_ (n+D)(w-1)! niy! _ v n _
a +a; = (v4+n+1)! (v+n+1)!)_v+n+1+v+n+1_
vi(n+1)! v!(n+1)!

esitligi yazilabilir. ayx; + a,x, i¢in de

v v—1 n+1 v v
+ =
v+n+lv+n v4+n+lv+n v4+n+1

aq1X1 + A, Xy =
esitligi gegerlidir. Boylece f fonksiyonu konveks oldugundan

v
f (m) = a1f(x1) + azf (x3)
esitsizligi yardimryla

Mn(f,X) i Mn+1(f,X) >0

esitsizligi  gosterilmis  olur. Burada M,(f,x) = M,;1(f,x) durumunun yalnizca

f (U+Z+1) = a,f(x1) + ayf (x;) igin gegerli olduguna dikkat edilmelidir. Bu ise M, (f,x)

operatOr dizisinin azalmayan olmas1 demektir.

Lemma 2.1.3

If'"| <k,0<a,0<pBvea+ p =1olsun. Bu durumda
laf () + BF ()~ f(ax + fy)| < 3hx — ¥’
esitsiziligi gecerlidir (Cheney and Sharma, 1964).
Teorem 2.1.2

|f"| < k olsun. Bu durumda

My (f, %) = Mys1 (f, 0] < %k(l —on?
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veE

1
IMaf,) = FCO1 < k(1= 20~
esitsizlikleri gegerlidir (Cheney and Sharma, 1964).

Kanit

f konveks oldugunda M,,(f, x) in monotonluguna iligkin teoremden

0

Ma(F,) = Mya () = =0 (VFPE D) 0 £ ) + auf () = flrm + @)l

v=1
yazilabilir. Yukaridaki lemma uygulanip x, ile x, i¢in ifadeler eklenirse

o0

M, (f,x) — My (f,0)] < (1 —x)"*? z (

v=1

v+n+1

k
_ i 2.
y )4(x1 X)X

n+1E - (v+n+1x"
=(@=x) 417:1 (v+n)(n2+n)(

v+;1—1)

< k 1
_4n2( X)

esitsizligi elde edilir. Ikinci esitsizlik

G = Ma(£ 01 < ) My (F,2) = My f, )]

v=n
k > 1
<31-0) 5
v=n
< k 1
_3n( x)

esitsizliginden kolayca elde edilir.
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2.2 Lupas ve Miiller’ in MKZ Operatoriiyle flgili Calismalari

K =[0,1] ve K iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzayt C(K) olsun. Her n € N ve f € C(K)
icin n.MKZ operatorii

My (%) = (1 — x)"*1xk (n ;IC- k)

ve n.Bernstein kuvvet serisi yardimiyla 0 < x < 1 olmak lizere

Ma(f, ) = i MmO () 24
k=0

seklinde tanimlanir.

K' =[0,1) olmak ftizere bu operator C(K) uzayindan C(K') uzayma doniisim saglar.
M, (f,1) Meyer-Konig and Zeller (1960) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir (Meyer-
Konig and Zeller, 1960).

Ma(f, 1) = lim Ma(f, ) = £(1) (25)
M,, in normu;
Myl = sup [|M,f]l =1
i<y
esitligi ile belirlidir.
Uyar: 2.2.1

Meyer-Konig ve Zeller tarafindan e;(x) := x! olmak iizere Korovkin Teoreminin kosullart

olanhern =1,2,...ve i = 0,1 icin
M,e; = e;, (2.6)
esitlikleri kolayca elde edilebilmistir.

Ancak i = 2 i¢in bu tarzda bir esitlik elde edilememis fakat her n € N i¢in R, (x) fonksiyonu

|R,(x)| < Tnm=1)
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esitsizligini saglayan bir fonksiyon olmak lizere

My (e, %) = &(x) = x(1 — x) Z

+ k + 1mn—1,k(x)

1-— 2
X(n_91€) [zmn 2 (x) — 2 Zm My - Z,k(x)]

_ 2
= X1 -x) — Rp(x)

seklinde bir ifade elde edilmistir. Béylece n — oo iken i = 2 i¢in

Malez ) = e2(0) + 2o (1) 27)

esitligi saglanmistir.
Uyan 2.2.2

t=01,..,n=12,..,ve x €K' olsun. Miiller (1967), Miiller (1968) Bernstein kuvvet
serileri ile baglantili olarak kullanigh bir esitlik vermistir (Miiller, 1967), (Miiller, 1968).

1 < nx '

Sen() === (k= ==) M) 28)
k=0

Burada

1
Son(x) = T

X

Sin(x) = m )

esitlikleri kolayca hesaplanabilir.
t > 2 i¢in Sy ,,(x) 1 hesaplamak amactyla asagidaki rekiirans bagimtis1 kullanilir.

ntx d
a—x2 —Stn(x),

St+1,n(x) = dx

St—l,n(x) +x
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Ayrica t iizerinden timevarim hesabiyla

W, (2t)nt )
0< SZt,n(x) < m ) x €K (2.9)

esitsizliginin gegerli oldugu gosterilebilir.
Buradaki W, (2t); sabit bir t i¢in n de monoton azalan bir fonksiyondur.
Tanim 2.2.1

C®)(K) uzay1 p-kez diferansiyellenebilir fonksiyonlarin dogrusal alt uzay olsun. 8 € [1,2]

ve N pozitif sabit olmak tizere Z;;V, her h € [0, %] ve 0 <x+2h <1igin

|f (x + 2h) — 2f (x + h) + f(x)| < N|h|#
esitsizligi saglayan C(K) daki fonksiyonlarin dogrusal bir alt uzayi olsun.

a € (0], f € CVD(K) ve f' € Lipya olsun. 01,0, € (0,1) olmak iizere ortalama deger

teoremini ve

|f (e +2h) = 2f(x + h) + fFOIl = |f'[x + (61 + Dh] = f'(x + O,h)]. |l
< M[(1+ 6, + 02)|h|]*|Al
< 3M|h|**1,

esitsizligini saglayan bu fonksiyonlar kisaca f € Z>, ile gosterilir.

Teorem 2.2.1 (Mamedov Teoremi)

Q@ (xy), x, € [a, b] sabit noktasindaki ikinci tiirevin bulundugu Q(a, b) fonksiyonlarmin alt

kiimesini belirtsin.

fe Q(Z)(xo) olsun. Her n € N i¢in (L,) operatorler dizisi @(n) # 0, p(n) — o iken x,

noktasinda

L,(1;x0) =140 (go(ln))
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. _ Y1(xo) 1
Ly (t; x0) = %o + o) ¢ <<p(n))

2. 2 P2 (x0) L
L, (t% xo) = xo° + o) +O(<p(n))

esitliklerini saglasin. Eger

1
Lo{(t — x0)*™*?; %0} = 0 (@) (n - o)

esitligini saglayan bir m sayis1 varsa bu durumda

291 (xo) f' (x0) + {W2(x0) — 2x011 (x0)3f " (x0) to ( 1 )
2¢(n) o)

L (f x0) = f(x0) =
esitligi saglanir (Mamedov, 1959).
Uyan 2.2.3

Mamedov tarafindan bazi asimptotik yaklagim formiillerinin tiirevi i¢in Teorem 2.2.1 in bazi

uygulamalari verilmistir.
Teorem 2.2.2

Her f € C®(K) fonksiyonu i¢in

_2 1
IMaf = Fll < o= llf "l +0(5) Gus o0),

esitsizligi saglanir (Lupas and Miiller, 1970).
Kanit

f € CPD(K) olsun. Kalan terimin normu dogrusal pozitif operatér dizilerinin yaklasiminin
asimptotik degeri ile ilgili yukaridaki Mamedov (1959) teoremi kullanilarak hesaplanacaktir
(Mamedov, 1959) (Schurer, 1965) (Miiller, 1967). x € K' sabit bir nokta

Q@) =It—x/,j=01,.. (2.10)

olmak iizere ¢ (n) dizisi
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em) #0, lim @(n) = oo ve m > 1 tamsayisi i¢in
n—->oo

lim @(n)M,,(Qym, x) =0,

n—-oo

esitligini saglayan bir dizi olsun.

Ayrica M,, operatdrleri n — oo iken

1
M, (eg,x) = eo(x) + 0 ((p(n))

ve heri = 1,2 i¢in

- 0i(x) 1
Mn(ei,x) = el(x) + (P(n) to ((p(ﬂ,))

ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda

2f"(x)e1(x) + f" () [e2(x) — 2x0:(x)] N

1

Mn(frx) - f(x) = ZQD(TL)

esitligi gegerlidir. (2.6) ve (2.7) yi kullanarak
01(x) =0,

02(x) = x(1 —x)?,

p(n) =n

esitlikleri yazilabilir. Ustelik

C Kk
M, (024, x) = Z Mg ()02, (m) )
k=0
esitligi gecerlidir. Burada
k 1—x nx
n+k_x_n+k( _1—x)

esitligi (2.9) da kullanilarak
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o)

1-x)* 4
oM, 0y 0) < LN (- N o
k=0
(1-x)°

=) TSM(X)

Wa(4)
n3

esitsizligine ulagilir.

Yani (2.11) kosulu m = 2 i¢in de saglanmistir. Dolayisiyla (2.12) denkleminden

1 _ 211 1
M, (f,x) — f(x) = il ;lf ) +o (E) (n > ) (2.13)

esitligi gegerlidir. Son olarak

4
x(1—-x)% < 77

esitsizligi ve (2.13) esitliginin x = 1 i¢in de dogru olmasindan kanit tamamlanmais olur.

Elde edilen bu sonu¢ Cheney and Sharma (1964) nin elde ettigi sonugtan daha kesin bir

sonugctur.

Dikkat edilmelidir ki Teorem 2.2.2 de her f"' # 0 i¢in n € N olmak {izere M,,(f, x) dogrusal
pozitif dizisi ile f € C® (K) e yaklagimin derecesi 0(n™1) dir.

Asagida genel bir dogrusal pozitif operatdr dizisi i¢in iki genel teorem verilecektir.
Teorem 2.2.3

Her n € N ve L,: C(K) — C(K) dogrusal pozitif dizisi i¢in L,e, = e, saglansin. Herhangi bir
6 > 0 igin f nin w(f, ) siireklilik modiilii olsun. £2,,,, (2.10) da tanimlandig1 sekilde olmak

uzere
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laf = IS inf {1+ 8727y (om0} (£, 5) (214)

esitsizligi saglanir (Lupas and Miiller, 1970).
Kanit

A gergel bir pozitif sayisi i¢in [A] , 4 nin tam kismini belirtmek {izere, siireklilik modiiliiniin

sagladigi

w(f;48) = (1 + [ADw(f; 6),

esitsizligi kullanilacaktir. Keyfi bir x € K i¢in

F@) = f(®) — fx),
e(t) =t—x,

le()]
A(t) = T, (6 > 0)

tanimlamalar1 yapilsin. Burada
\Lnf = fI < Lp(IF1, %) < o(f; 8)[1 + L, ([21, X)] (2.15)
esitsizligi gegerlidir.

Dikkat edilmelidir ki her A < 1 i¢in [A] = 0 oldugundan L,, nin monoton artan bir operator

oldugunu dikkate alinarak

Ln([[ﬂ-]]r x) < Ln (A: x) < Ln (/12; x) < < Ln (AZm’ X) < Ln(lzm' X) = S_Zan(-QZm: X)
A>1 A>1 A>1

esitsizligi bulunur. Bu son esitsizlik (2.15) ve (2.5) esitsizlikleri birlikte diisiiniilerek (2.14)
elde edilir.

Uyan 2.2.4

M,, operatorler dizisi n € N ve f € C(K) fonksiyonu i¢in

1Mo = 111 < 370 (Fi =),

60



esitsizligi gecerlidir (Lupas and Miiller, 1970).
Kanit

(2.6) ve

4
sup n[M,(ey x) —e,(x)] = >7
n=1,2,...

x€[0,1]

esitliginden

M, 02, = M, e, — 2e;M,e; + e;M, e,
= M,e, — e,

esitligi vardir, bdylece

4
M. < —
17,02, | < -

1/2

esitsizligi gecerli olacaktir. Bu esitsizlik (2.5) te yerine yazilir ve m = 1,6 = n~"/* alinirsa

kanit kolayca elde edilmis olur.
Teorem 2.2.4

Her n €N i¢in L,:C(K) = C(K) dogrusal pozitif dizisi i = 0,1 igin L,(e;, x) = e;(x)
esitligini saglayan operatérler dizisi olsun. f € C®Y(K) olsun. w(f’,8); f' fonksiyonunun

stireklilik modiilii olmak iizere herhangi bir § > 0 sayisi i¢in

Inf = IS inf {ILa(@2 D12 4+ 8Ly @mss, D (F5 ). (2.16)
esitligi gegerli olur (Lupas and Miiller, 1970).

Kanit

Burada Teorem 2.2.3 iin kanitiyla aym gosterim kullanilacaktir. f € C(W(K) olsun. K deki

sabit bir x i¢in

min(x, t) < T = T(x,t) < max(x, t)
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olmak tizere

F(t) = e(®)f'(x) + e(O[f'(T) = f'(x)]

esitligi gegerlidir.

L, operatorleri dogrusal, pozitif ve L, (e, x) = 0 oldugundan

Fi(0):=e@[f'(T) - f' ()]

olmak iizere

|Lnf = f1 < Ln(IFyl, %)

esitsizligi kolayca yazilir. Ayrica yukaridaki siireklilik modiilii 6zelliginde § > 0 olmak iizere

T —x]

A: 5

alinarak

Ly (IF1], %) < w(f"; 8)[Ln(lel, x) + Ly(lel, x) [A]]

esitsizligi bulunur. Schwarz esitsizliginden

Ly(lel,x) < vV (Lnf2y)

durumu gecerli olup boylece

Ln(|€|[[/1]].x) < Ln (lell’x) < < Ln (lel/lm’x) < S_an(-Qm+1'x)
A>1 A>1

esitsizligi bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

Uyan 2.2.5

-1/2

M,, operatorleri i¢in (2.16) esitsizliginde m = 1ve § = n almsm. €M (K) uzaymnda

g — 1 < 2EER) (L

, n=1.2..
27\n )

esitsizligi gecerlidir (Lupas and Miiller, 1970).
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Elde edilen bu sonug, Teorem 1.1.6 da verilen Bernstein polinomlar1 i¢in Lorentz (1953)
teoremine benzer oldugu icin, bu esitsizlige M,, operatorleri i¢cin Lorentz Teoremi denilebilir

(Lorentz,1953), (Lupas and Miiller, 1970).
Uyarn 2.2.6

f' € Lipya ,0 < a < 1 olsun. Bu durumda

2(2+ 3x/§)n

~(a+1)/2
27 ’

IMnf = £l <

esitsizligi gegerlidir. Yani M,,(f, x) dizisi ile f ye yaklasimin derecesi en az (n~@*1/2) dir.
Uyar 2.2.7

L:C(K) —» C(K) dogrusal porzitif bir operatér olsun. Freud, f nin asagidaki ikinci kismi
stireklilik modiilii yardimiyla ||Lf || diizgiin normunu hesaplamistir (Freud, 1959).

1 .
0<6< > olmak Uzere

w(f;6) = max|f(x + 2h) = 2f (x + h) + f(x)] (2.17)

X€EK

seklinde tanimli siireklilik modiilii kullanilmastir.
Teorem 2.2.5
w4 (f; 6), (2.17) de tamml f € C(K) nin ikinci siireklilik modiilii olsun. Bu durumda her n €

N i¢in

19 1
IMf —fll < 9 @2 (f:m),

esitsizligi gecerlidir (Lupas and Miiller, 1970).
Kanit

Teoremin kamitin1 K = [0,1] aralig1 2j ¢ift serit yerine sadece j bélme olarak degistirilirse

1
ILEN < (LI + 2|12 ws (f;]—.),(j ~12..), (2.18)
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esitsizligi yazilabilir.
Burada ||L|| , L operatériiniin normudur ancak her f € C @) (K) i¢in

IZ®]| = sup [ILfI
I i1

normu bir yar1 normdur. Her n € N igin (M,, — I) nin normu

My, = 11| := sup ||[My,f = fl <2
Iflls1
esitligi ile verilir. C® (K) uzaymnda Teorem 2.2.2 uygulanilarak
@ i
(M, = D®P| = sup [IM.f — £l S
lf" =1 n

esitsizligi bulunur. Son iki esitsizligin (2.18) de yerine yazilmasi ve j = [[\/ﬁ]] alimmasiyla
istenen sonug elde edilmis olur.

Uyan 2.2.8
Her f € Zév ve f € [1,2] i¢in
19
IMaf = Il < 5 N2
esitsizligi gecerlidir. Bagka bir deyisle bir f € Z[I;V fonksiyonuna M, (f, x) dizisi ile yaklagimin
derecesi n™#/2 den azdir.

2.3 Sikkema’ min (1970a) Operatorlerle Asimptotik Yaklasima Iliskin Cahsmasi

Sikkema’ nin bir sonraki kesimde verilecek olan MKZ operatorleriyle yaptigi calismalara
gecmeden Once bu kesimde yine Sikkema tarafindan herhangi bir operatdr igin verilen

asagidaki tanim, teorem ve uyarilar verilecektir.
Tanim 2.3.1

H® (&) ile, gercel x ekseni iizerinde tammlanan ve asagidaki ozelliklere sahip olan tiim

gergel degerli f(x) fonksiyonlarinin kiimesi belirtilecektir (Sikkema, 1970a).
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i) s = 1 olmak tizere f(x), x = & da s kere diferansiyellenebilirdir,
i) f(x) x-ekseninin sonlu her alt araliginda sinirlidir,

iii) |x| = oo iken f(x) = O|x|® dir.

Teorem 2.3.1

q ¢ift sayis1 g = 2 olacak sekilde verilsin, n € N ve ¢ < ¢ < d olmak iizere (L,;) dogrusal

pozitif operatérler dizisi L,: H@ (&) — C[c, d] olarak tanimlansin. k € {0,1, ..., q} i¢in

() 1
an, (&) = o) + 0<p(n) (2.19)
ve her n € N i¢in ¢(n) # 0, rlll—r};)lo @(n) = oo ve Y, (&), n den bagimsiz olmak tizere
Ln(tk; E) = Ek + ank(f) (2.20)

seklinde taniml1 olsun.

Ayrica her n € N i¢in L,, operatorleri m > q olacak sekilde bir ¢ift say1 i¢in (t — &)™ e

uygulanabilir ve

1
Lo((t—8)™8) = e (n - ). (2.21)

olsun. Her bir f(x) € H@ (&) igin

q r r
@ =) {2(—1)“5 () er-suulL @ 2.22)

r!
r=0 \s=0

olmak tUizere n — oo iken

a(€)+0 1
pm) o)

Ly(f(t) 8 - f(&) =

esitligi gegerlidir (Sikkema, 1970a)
Kanit

f(x) € HD (&) oldugundan tim t ler i¢in
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a r
FO=F©O+) @ﬂ” @O+ =t -9) (2:23)
r=1

olur. Burada h(u) tiim u-ekseninde sinirlhi ve lim h(u) = 0 dir. A(0) = 0 tamimlandiginda
uUu—>00

u = 0 da stirekli olur. Bunun anlami her € > 0 i¢in |t — &| < 1 olacak sekildeki her t i¢in
lh(t-98)| < e (2.24)
esitsizligi saglanacak sekilde n > 0 var olmasidir.

h(u) nun tim u-eksenindeki smirhiligindan her t i¢in |h(t — &)| < N olacak sekilde bir

N > 0 sayisinin var oldugu goriiliir.

0,|t —&| <nise

A (t) :{1,|t—€| > 7 ise

ifadesi yerine yazilirsa |t — &| = n ig¢in |h(t — &)| < NA,(t) elde edilir. Bu esitsizlik (2.24)

ile birlikte diistiniiliirse
|h(t —&)| < &+ NA,(t) (2.25)

sonucuna ulasilir. L,, operatorii (2.23) e uygulanirsa

0@

r!

q
Ly (f(2);8) = fF(OLn(1;6) — Z L ((t=8)"5¢) = Lo ((t = 8)Th(t = £);8) (2.26)
r=1

esitligi elde edilir. Sag taraf i¢in (2.25) ve L,, operatoriiniin monotonlugundan
Ly ((t = ETh(t = $);§) < €Ly ((€ = 8)%8) + NLp((t — §)924,(); §)
= gLn((t -8 f) + QLn((t - E)m; E)

_ P _aym.
= £ o+ QL= O™ ) (2:27)

esitsizligi gecerli olur. Burada Q belirli bir sabittir ve (2.20) ile (2.19) dan

q
P = ) (D7 (1) £7u(©) + o(1)
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seklindedir. (2.26) da (2.20) ve (2.19) un uygulanmasi ve (2.21) ile (2.27) nin kullanilmasiyla
a(§), (2.22) de tamimlandig1 sekilde olmak tizere
a(®)  bu(@)| _PE) ()

Li(f@:8) = f&) = o5+ os < o ot

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikte b, (&) ve ¢, (§), n = oo iken sifira yakinsayan dizilerdir.
Uyan 2.3.1

Teorem 2.3.1 in kosullar1 altinda

lim @ (){L, (f();$) = f(§)} = a(§)
esitligi gecerlidir (Sikkema, 1970a).
Teorem 2.3.2

Teorem 2.3.1 de (2.19) da

1 1
p(m)=n, o o)~ n? (2.28)

yazilmasiyla ve m (m > q) ¢ift sayisinin varlhigi ile ilgili kosul yerine

1
Ly((t =5 =0 (2.29)
alinirsa

1
La(f(0); ) — (&) = @ Lo

esitligi gegerli olur (Sikkema, 1970a).
Kamt
(2.19),(2.20) ve (2.28) den (2.26) kullanilarak n — oo iken d,, (&) sinirli olmak tizere

dp
Ly(f(£);€) — f(&) _@Jr n(zf)

S NL,((t =69 8) (2.30)
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esitsizligi gecerlidir. (2.29) nedeniyle (2.30) un sag tarafi O n_12 dir. Bu ise teoremi kanitlar.

Teorem 2.3.3

q = 2 olacak sekilde bir ¢ift say1 olsun. Her n € N igin ¢ < ¢ < d olmak iizere (L,;) dogrusal

pozitif operatdrler dizisi L,: H9 (&) — Clc, d] olarak tanimlansm. L,, operatérleri (t — &)9+1

ve (t — £)7%2 a uygulanabilir ve

1
L ((t—f)r f)_ (T'T/Z)] (T'ZO,].,...,C[+2)

olsun. Bu durumda her bir £ (t) € H@ (§) igin

q
Ly T
L9 =y T p 4o

r=0 nz
esitligi gegerli olur (Sikkema, 1970a).
Uyan 2.3.2

(2.32) esitligi asagidaki sekilde de yazilabilir.

. = L ((t f)r £)
lim n2? {Ln(f(t):f) =Z k fO@E=0

r=0

Uyan 2.3.3
Eger
1
L -5 =2y L
nz nz

ise (2.33) esitligi asagidaki sekilde yazilabilir (Sikkema, 1970a).

q
1 Ln r. (@)
o0 = Y 2D ) - 0 L0

r=0
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Kanit

(2.26) ve (2.27) den m = q + 2 alinirsa

Ly ((¢ E)r $)

La(f (0 ) - Z FOE@ < eLa((t = D% + QLA - O )

esitsizligi yazilabilir. Teorem 2.3.3 deki (2.31) esitliginden Uyar1 2.3.3 kanitlanmis olur.
2.4 Sikkema’ min (1970b) MKZ Operatorii ile Ilgili Cahsmalar:

M,,, MKZ Operatorleri (2.1) de tanimlandig1 sekilde kullanilacaktir.

Teorem 2.4.1

f(t) € B[0,1) ve t = 1 de soldan siirekli f fonksiyonu igin ¢ € [0,1] de f nin 4. tiirevi sonlu

olmak tizere,

0,0 - 1©) = e+ L - o2 - @

1 1
+2E(1 =3 = 5O @) + 821 = OV (O] + on? (235)

esitligi gecerlidir. Bu esitlikte f ¢ift & de sonlu bir 6. tiireve sahipse (2.35) esitligindeki on ™2

yerine On~3 gelir (Sikkema, 1970b).
Kanit, agagidaki {i¢ teorem, lemma ve sonu¢ yardimiyla elde edilir.
Teorem 2.4.2

K@ (§); q = 2 cift sayis1 igin f € B[0,1) olup fazladan t = 0 da soldan siirekli ve & € [0,1]
icin f@ (&) tiirevleri var olan fonksiyonlarm bir siifi olsun. L,: K@ (&) - €[0,1] dogrusal
pozitif operatorlerin bir dizisi olmak iizere L,, (t —&)7*! ve (t — &)7*? ye uygulanabilir

olsun. Bu durumda
L,((t =, &) =on7 D2l (r=0,1,..q+2)

oluyorsa bu durumda her f € K@ (§) i¢in
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q
1 1
L(f0.6) = ) 3 (= ONOF OO +on ™
r=0

esitligi gecerlidir (Sikkema, 1970b).
Bu teorem Sikkema (1970a) daki Teorem 3 iin bir sonucudur.
Teorem 2.4.3

& € [0,1] olmak tizere f(t) € K@*?) (&) ve Teorem 1 deki kosullar saglansin. Bu durumda L,,

operatorler dizisi i¢in

q
1 1
La(F(©68) = ) Lo (£ = T OFVE) + On 6T
r=0

esitligi gecerlidir (Sikkema, 1970b).
Kanit

Bu teoremin kanit1 Sikkema (1970a) daki Teorem 2 ve Teorem 3 {in kanitindan kolayca elde

edilir.
Lemma 2.4.1

[0,1] tizerinde r = 0,1,2,3,4 olmak lizere MKZ operatorleri M,,((t — x)",x) i¢in asagidaki
ifadeler gecerlidir (Sikkema, 1970b).

i) Her x € [0,1] i¢in M,,(1,x) = 1.

ii) Her x € [0,1] i¢in M,,(t — x,x) = 0.
iii) Her r,n € N i¢in M,,((t — 1)",1) = 0.
iv) Her x € [0,1] ve n = 3 igin

N2  V2(Dy
x(1—x) +x(1 x)*(2x 1)+

> on=3.
n n

M, ((t — %)% x) =

v) Her x € [0,1] ve n = 3 igin
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x(1—x)3(1 - 5x) + on-

3
nZ

Mn((t - X)3,X) =

vi) Her x € [0,1] ve n = 3 igin

3x2(1 —x)*

-3
2 + 0On™">.

Mn((t - X)4,X) =

Kanit

i) ve ii) [0,1] tzerinde M,,(1,x) = 1 ve M, (t,x) = x oldugundan (Miiller, 1967) her n € N

igin

M, (1,x) =1,M,(t —x,x) =0 (2.36)
esitlikleri yazilabilir.

i) M, (f(t),1) = lg?;(f(t),x) = f(1) oldugundan agik¢a her r,n € N i¢in

M, ((t—-1",1)=0 (2.37)
esitligi gegerlidir.

iv) M,,(1,x) = 1 ve M, (t,x) = x oldugundan her x € [0,1) noktasinda n > 2 i¢in

My ((t — )% %) = Mp(t%x) — x?

— (1 — ,\n+1 n+ky K .2
1=x) Z( k )x (n + k)? x
k=0
_ _ n+1Oo n+k\ k+1 a2
=x(1=x) Z( ML ntk+1
k=0
=x(1—x)n+1§:(n+k)xk{ k + n }—xz
o k n+k (m+k)(n+k+1)
— nx(l _ x)n+1 i (Tl + k) xk
i k /n+k)(n+k+1)
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® k

-1 x
=x(1‘x)”“z(n+lz§ )n+k+1

k=0

oo

_ 1 2
=x(1—x)”+12(n+l]: 1)xk{n+k+1_(n+k—1)(”+k+1)}

k=0

_x(1—x)?

———0,(®)

_x(1—x)? N x(1—x)?

" R op(x) +0n—3 (2.38)
esitlikleri gegerlidir. Burada g, (x);
1 < n+k—-1 xk
= 2x(1 — )™ Z
(%) = 2x(1 =) k_o( k )(n+k—1)(n+k+1)
= o (1 — x)n+1 i (n + k- 2) —xk (2.39)
n—1 r k n+k-—1) '

esitligi ile tanimhidir. Ayrica n = 3 igin

(0]

2x n+ k — 1 3
on(x) = — (1 -x) 1;(n+k 2)xk{n+k—2_(n+k—2)(n+k+1)}

2x(1 —x)3

R CED R

_ 2x(1-x)°

— +0n3 (2.40)

esitlikleri yazilabilir. Sonug olarak [0,1) aralig1 iizerinde (2.38) - (2.40) esitlikleri kullanilarak

x(1—x)? N x(1— x)? C2x(1- x)3 N

on—3
n n? n?

M, ((t —x)%x) =

x(1—x)?% x(1—-x)%?2x-1
_ ( )+ ( )2( )+0n_3
n n

(2.41)
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esitligine ulasilir. Bu formiil (2.37) nin bir sonucu olarak [0,1] aralig1 lizerinde bir noktada

dogrudur.
v) [0,1] lizerinde
M, ((t —x)3,x) = M, (t3,x) — 3xM,,(t?, x) + 2x3, (2.42)

esitligi yazilabilir. Burada [0,1) aralig1 iizerinde agagidaki

[0e]

M,(t3,x) = (1 —x)"*! Z (Tl + k) ok k3

i k (n+k)3
~ Ntk (R+1)?
=x(1—-x) ;( ' )xk—(n+k+1)2

(0]

_ nt n+k k? 2nk
=x(1-%) 1;( K )xk{(n+k)2+(n+k)2(n+k+1)

2
+
n+k)?*n+k+ 1)2}
=xM,(t3,x)+ T, + T, (2.43)
esitlikleri gecerlidir.

Burada T; ve T, asagidaki sekilde ayr1 ayr1 hesaplanacaktir. T; icin

(o]

B _anl n+k\ k k
Ty = 2nx(1 —x) ;( k )x n+k)Mn+k+1)
5 1 C n+k x*
_ _ n+
= 2nx“(1—x) ;)( k )(n+k+1)(n+k+2)
— 2(1 — y\n+1 n+k k{ - - : } 1
2nx*(1—x) ;( k )x n+k (Mm+k(n+k+D))n+k+2
N n+k—1 x"
= 2x%(1 — x)"*1 Z ( k )m
k=0
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o)

k

n+ n+k-1 -
—2x%(1 —x) 1}{20( k )(n+k+1)(n+k+2)

oo

n+ k- ! °
= 2x%(1 - x) 1Z(n+k 1)xk{n+k—1_(n+k—1)(n+k+2)}

k=0
2 1oo n+k—-1 x >
9x2(1 — n+z -
P k—O( k )(n+k—1)(n+k_2)+0n
2x%(1—x)%  6x2 N - Xt
e L N (e P
n—1 n—1 k n+k—-2
k=0
2x%(1 —x)3
_ ( ) +0n3
n—-1Dn-2)

_ 2x*(1—x)? n 2x*(1-x)? 8x*(1-x)°

: nz nz OTl_3 (244‘)

esitlikleri gecerlidir. Benzer sekilde T, i¢in

n+k X
T2="2x(1‘x)n+1x2( k )(n+k)2(n+k+1)2
k=0

k

(o]

k

_ ot n+k—-1 X

=nx(1—x) 1;( k )(n+k)(n+k+1)2

- — 4+l S n+k—1 xk )
== ;)( k )(n+k—1)(n+k—2)(n+k—3)+0n 3
=x(1n—ZX) + on-3 (2.45)

esitlikleri yazilabilir. (2.38),(2.40),(2.41),(2.43)-(2.45) esitlikleri birlikte diisiliniiliirse her x €
[0,1) noktas1 i¢in

3x2(1 —x)2  x(1—x)2(1 — 9x + 11x2
(1-x?°  x(1-0% ),

M, (£3,x) = x* + 2
n

On-3 (2.46)
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veE

x(1—x)3(1 - 5x) -

My (£ = )%, %) = -

(2.47)

esitlikleri gecerlidir. Bu formiiller (2.37) nin bir sonucu olarak [0,1] aralig1 iizerinde de

dogrudur.

vi) Yine [0,1] aralig1 iizerinde (t — x)* i¢in

M, ((t — x)* x) = M, (t*, x) — 4xM,,(t3,x) + 6x*M,(t?,x) — 3x* (2.48)
esitligi gecerlidir. Simdi dncelikle [0,1) aralig lizerinde M,, (t*, x) ifadesi hesaplanacaktir.

Tanimdan

[0}

M, (t* %) = (1 — x)"*? Z (n Z k) x %
k=0

(0]

_ A n+k k3 3nk?
=x(1-x) 1;( k )xk{(n+k)3+(n+k)2(n+k+1)2

N 3nk N n3
m+k)32Mn+k+12%2 (n+k)3(n+k+1)3

=xM,(t3,x)+ U, + U, + On~3 (2.49)

esitligi gegerli olup U; ve U, asagidaki sekilde ayr1 ayr1 hesaplanacaktir. Burada U; esitligi

icin asagidaki
N n+k k?
— k
U1—3""<1—x>"“2( k )x m+ 2+ k + 1)2
k=0
_ 2(1 _ +\n+1 n+k\ k+1
= 3nx*(1 = x) ;( k )x m+k+1Dn+k+2)2
— 2(1 _ +~\n+1 n+k k{ k n } 1
3nx*(1-2) ;( M ntk Mt Rt kt D))tk +2)?
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co

k
k X
=anca-0m) (") e

k=0
1) k
X
2,2(1 — n+1z n+k
+3n°x"(1 - x) k_o( k )(n+k)(n+k+1)(n+k+2)2

co

_ 371 _ \n+1 n+k k{ 1 _ 3 } 1
3nx*(1 - x) Z( k )x n+k (Mm+kn+k+3)n+k+3

k=0
2 100 Tl-l-k—l xk
1_ n+ Z
+3nx*(1 - x) k_o( k )(n+k—1)(n+k+2)2
. N (ntk—1y_ %
_ _ Nt 4
3x°(1 = x) kZO( k )n+k+3

oo

n+1 k i
—9nx®(1 - x) Z ("Z )(n+ ) (n+k + 3)?

k=0

(o]

2 01 AT +1 n+k—-1 k{ A

2 1
_(n+k—1)(n+k+1)}(n+k+2)2

oo

n+ k— ! i
= 3x3(1 — x) 1Z(n+k 1)xk{n+k—1_(n+k—1)(n+k+3)}

k=0
C k-1 X
_931_ n+12 - D ——
x*(1=x) ( k )(n+k+3)2
k=0
3n C +k—2 xk
G X on
o7 1-0) k_O( k )(n+k+2)2+0n
3x3(1 — x)? C k-1 x*
= —21x%(1 - "“Z
— x*(1—x) k_o( k )(n+k—1)(n+k+3)
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® Kk

3nx? +k—2 x
1— n+1z n -3
+n -2 ( )(n+k—2)(n+k+2)+0n

-1 k
k=0
=3x3(1—x)2_ 21x3 (1—x)"+12(n+k_2) xk
n—1 n—1 ) k n+k+3
3nx? — _ xk
_an+l n+k—3 -3
oD Y kZ_O( Kk )n+k+2+0n
=3x3(1—x)2_ 21x3 (1—x)”+12(n+k_2) xk
n—1 n—1 k n+k—-2
k=0
3nx? = _ xk
L n+k-—3 -3
T Dm—2 Y kZ_O( k )n+k—3+0n

3x3(1 —x)? 3x3(1—2x)% 21x3(1—x)% 3x?2(1 —x)*
_ ( )+ ( )_ ( )+ ( )+

-3
- = = = on (2.50)

esitlikleri gecerlidir. U, i¢in de

o)

— _ n+1 Tl+k k k
Uz = 3nx(1 = x) kZO( M e ey
2 +1 N n+k X"
— i n
3nx(1=x) kz;)( k )(n+k+1)(n+k+2)2
2 +100 n+k\ x 3
= — n —_
3nx*(1 = x) ;( ) m+Rm+k—Dm+k—2 T o"
_ 3x%(1 —x)3 T On-3
n-1Dn-2)
3x%(1—x)3
= % + on3 (251)

esitlikleri gecerli olur. (2.46),(2.48)-(2.51) ifadeleri kullanilarak her x € [0,1) noktasi i¢in
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3x%(1 — x)*
3x7A = x)"

M, ((t —x)*x) = 2

on=3 (2.52)

esitligi yazilabilir. (2.37) nin bir sonucu olarak bu formiil x = 1 de de dogrudur. Boylece [0,1]

deki her nokta i¢in kanit tamamlanmis olur.
Sonu¢ 2.4.1

Miiller (1967) de M,,((t — x)%, x) ve M,,((t — x)®,x) in [0,1] araligmnin her noktasinda On~3
iincli dereceden hesaplarin1 yapmistir. Bu sonug ile (2.27),(2.32),(2.47),(2.52) esitlikleri ve

Teorem 2.4.2 ve 2.4.3 iin uygulanmasiyla asagidaki teorem verilebilir (Miiller, 1967),
(Sikkema, 1970Db).

Teorem 2.4.4

f € K® (&) olsun. n — oo iken M,,(f(t), &) nin f(§) ye yaklasim hizi i¢in asimptotik bagnti

-2

1 /1
Ma(FD,) = F(O) = === F1(©) + (5601 - 928 = DF'®)

1 3 " 1. 41V 1
+=E1— D A= 5HF ) + 582 A - DYV | +0—
ile verilir. Burada f € K© (&) olmasi durumunda da on~? yerine On~3 alinmast ile teorem
yine gecerli olur (Sikkema, 1970b).
Uyan 2.4.1
Boylece Teorem 2.4.1 de verilen (2.35) esitsizligi gosterilmis olur (Sikkema, 1970b).
Uyan 2.4.2

n € N olsun. L,: C[0,1] = C[0,1] olan dogrusal pozitif operator dizisi [0,1] arali1 {izerinde
hern € N ve k = 0,1,2 i¢in

L,(t*, x) = x* + a,, (x) (2.53)
seklinde tanimli olsun. Burada ¢ € [0,1] noktasi ve k = 0,1,2 igin

lim e (6) = 0 258
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esitligi gecerli olmak tizere [0,1] tizerinde f(t) ve stireklilik modiilii w(§) yardimiyla,

ILn(f ;) = FOI S IFONLA(1;8) = 1 + {Ln(1;,8) + 67 2L, ((t — % H}w(8) (2.55)

esitsizligi gecerlidir. Yani Shisha and Mond (1968) tarafindan L, (e;, x) = e;(x) olarak
Teorem 1.1.7 de kanitlanan (2.55) esitsizligi (2.53) te verilen operatorler icin de gegerlidir
(Shisha and Mond, 1968), (Sikkema, 1970b).

Sonuc 2.4.2

(2.55) esitsizliginde 6zel olarak M,, MKZ operatoriiniin alinmast durumunda [0,1] {izerinde

(2.27) ve (2.53) iin bir sonucu olarak

M,(1,x) =1, Mu(t,x) =x, My((t—x)%x) = an,(x) (2.56)
esitlikleri gecerlidir (Sikkema, 1970b).

Uyar1 2.4.3

(2.55) esitsizliginde M,, operatdriiniin kullanilmasiyla

IMy(f(£);:8) = I < {1+ 672} () (=12,..) (2.57)
esitsizligi elde edilebilir.

M,, pozitif bir operator oldugundan Teorem 2.4.5 te kanitlanacak olan ¢ € (0,1) i¢in

anz(f) >0 (2'58)

1
esitsizligi € € (0,1) ve § = {@,5(&)}z kullanilirsa (2.55) esitsizligi

ML (F(0:6) — F©] < 20 (e ©F)  (=12,..). (2.59)

esitsizligine doniistir. Bu esitsizlik her £ =0 i¢in (2.1), (2.2) ve w(0) =0 oldugunda
dogrudur. Ayrica ¢ =1 olmasi ve @,;(1) =0 durumunda da (2.59) formiili gegerlidir
(Sikkema, 1970b).

Asagidaki teoremde (2.59) dan a,,, (&) i¢in bir tiirev hesab verilecektir.
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Teorem 2.4.5
[0,1] lizerinde her n € N i¢in

x(1—-x)% x2(1-x)(2—x)

< <
0= an(x) < n+1 (n+ 1)2

(2.60)

esitsizligi gecerlidir (Sikkema, 1970b).
Kanit

(2.2) nin bir sonucu olarak x = 1 de (2.60) esitsizligi dogrudur. Bu yiizden x € [0,1) kabul

edilsin. Kanit n = 3,n = 1 ve n = 2 seklinde 3 kisma boliinecektir.
1.Kisim
(2.56) ve (2.38) den [0,1) iizerinde her n = 3,4, ... i¢in

t

t)=1—-—-—

9® (n+1-2¢)
olmak lizere

U (x) = Mn(tzix) - x?

(o]

k
_ _ n+1 n+k—1 X
=x(1-%) ;)( k )n+k—1
1 nel n+k-—1 k( k )
x(1—x) kz(;( I )x g m— (2.61)

esitligi gegerlidir. y = g(t) hiperbolii t = 0 dogrusunu A(0,1/(n + 1)) noktasinda keser, bu

noktadaki tegetin egimi;
m=—(n-1)/(n+ 1)
ye esittir. Ayn1 zamanda

1 n—1 t2

) = T~ D i D?

(2.62)
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olmak tizere y = h(t) parabolii (0,1] lizerinde A da ayn1 tegete sahiptir ve boylece n > 3 i¢in

h(t) > g(t) (2.63)

esitsizligi gecerli olur. (2.61) ve (2.63) ten [0,1) lizerinde

(0]

Az (x) < x(1 - x)n+1z (Tl * ]lz - 1) x*h (n + Ili - 1)
k=0

o

_ n+1 n+k-—1 1 (n+ Dk
=x(1—x) ;}( k )xk{n+1+(n+1)2(n+k_1)

k2
T+ D2+ k- 1)2}

1 n—1 1
n+1 (n+1)2x (n+1)?

=x(1- X){ (Xz + “n—1,2(x))}

< £(1 1 n—1 x?
= x( _x){n+1_(n+1)2x_(n+1)2}
_x(1-x)? x*(1-x)(2—-x)

T on+1 (n+1)2

esitsizligi saglanir. Boylece n = 3 i¢in (2.60) gosterilmis olur.
2.Kisim
[0,1) aralig1 izerinde n = 1 i¢in

a1 (x) = My (% x) — x?

o)

k=0

it 2
=(1—x)22xk k — x?
P k+1
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o)

1
=(1—x)22xk{k—1+kT}—x2
=
2 NS
—x(-x) Zk+2
=

® k
X
-y
=22 71
k=0

x(1-x)? 200 xk
=— + x%(1 —x) kz_()k+3

2
< x(1—x)
2

1 1 1 x?
21_ 2)_ _ -
+ x%(1—x) {3+4x+41_x}

1 1 x
2 _ 2) " i
Tl {3+41—x}

~x(1—x)?
===

_ 2
< x(1—x)
2

1 1 x
o= i)
+ x4( X) 2+41—x

_x(1-x)? x*(1-x)(2—x)
Y 4

esitsizlikleri gecerlidir. Boylece [0,1) {izerinde n = 1 i¢in (2.60) esitsizligi elde edilir.
3.Kisim
[0,1) aralig1 lizerinde n = 2 i¢in de

gz (x) = My(t%x) — x2

o)

= Y (L)

k=0

o)

(1 _ N3 k+1\ k&,
=a ")Z(k_l)x k+2

k=1

o)

k k-1 2 5
:(1_x)32(kti)xk{k+1+(k+1)(k+2)}_x

k=1
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o)

k
i 3N (k1 x
=2(1-x kz_l( 2 )(k+1)(k+2)
k41
_ _ +)\3 k
=x(1—-x) k+3x
k=0

1 2 3 4 5
=x(1—x)3{§+zx+§x2+€x3+§x4+---}

esitlikleri gecerlidir. Boylece n = 2 i¢in (2.60) 1n sag tarafi i¢in

}Sx(l—x)z_l_xz(l—x)(Z—X) (2.64)

1 2 3 4 5
x(1—x)3 {—+—x +ox? 4 oxt 3 5

3 4 5 6 7

esitsizligi saglanir. Burada son (2.64) esitsizligi x = 0 i¢in (0,1) aralifinda dogru oldugundan

her iki taraf x(1 — x) e boliiniirse (0,1) aralig1 iizerinde

}_1—x_x(2—x)<

0
3 9 _

1 2 3 4 5
(1—x)2 {§+Zx+§x2 +8X3 +7x4 + ---

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik

(1—x){%+<z—l)x+(§—g>x2+(f—§>x3+~--}—1_X—x(2_x)SO

43 5 4 6 5 3 9
ya da
1 {1+2 P S } 27Xy
A= +a5*T56% T57* =

seklinde de yazilabilir. Boylece (0,1) aralig iizerinde

1 {1+1 1+x+x%+ } 2% )
( x)6 1Ox( xX+x ) g =
veya

1(1 )+1 2-x _

6o Tt T T9 =

esitsizlikleri dogrudur. Yani (2.64) esitsizliginin dogrulugundan n = 2 durumunda da (2.60)

esitsizligi gegerlidir.
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Sonug olarak her n € N i¢in (2.60) kanitlanmis olur.

(2.61) in ilk kismindan agik¢a x € [0,1] i¢in @, (x) > 0 dir. Bu ise Teorem 2.4.5 in kanitin

tamamlar.
Teorem 2.4.6

f € C[0,1] olsun. Bu durumda her x € [0,1] ve n € N i¢in

x(1—x)?% x*(1—-x)(2—x)
n+1 (n+1)2

|M,(f (0, %) = ()] < 20 j (2.65)

Ve

2(1 - x)(2 — .
M, @0 - f = {1+ xa =02+ ZELDEE o (@) oo

esitsizlikleri gegerlidir (Sikkema, 1970b).
Kanit

(2.53) esitligi her & € [0,1] i¢in saglansin. Burada L,, yerine M,, operatorleri M, (1,x) = 1,
M, (t,x) = x ve lim M, (t?, x) = x? esitlikleri dikkate alinabilir. (2.59) ve (2.60) tan (2.65)
n—-oo

hemen vardir.

1
(2.57) ve (2.60) birlikte diisiiniilerek § = (n + 1) 2 alinarak (2.66) esitsizligi elde edilmis
olur. Dikkat edilmelidir ki Teorem 2.4.6 da hata ¢ ve n ye baglhdir.

Simdi asagidaki lemmada tiirev yardimiyla yalnizca n ye bagl olan hata hesab1 verilecektir.
Lemma 2.4.2

[0,1] lizerinde her n = 2,3, ... i¢in

(2.67)

— )2 201 _ _ 2 _
n{x(l x) +x(1 x)(2 x)}<247<1 n®—>5 >

n+1 (n + 1)? 27\"  4(mz-1)2
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esitsizligi gecerlidir. Burada n = 1 i¢in (2.67) nin sol tarafi 0,1113 den daha kiigiiktiir
(Sikkema, 1970b).

Kanit
x = 0 ve x = 1 igin esitsizlik acik¢a gecerlidir. Bu yiizden x € (0,1) alinsin. Bu durumda
L) :=x(1—-—x){(n+ 1)1 —x) — 2x}

olmak lzere

, {x(l -x)? x*(1—-x)(2—x) L(x) (n=12.) (2.68)

n+1 (n+1)? }<(n+1)2
esitsizligi yazilabilir. Acikea (0,1) lizerinde L, (x) negatif degildir. Bu durumda her n > 2 i¢in
x=02n—-+yn2+3)/3n—1)
noktasinda mutlak maksimumu vardir. (2.68) in sag tarafindaki bu nokta i¢in

n 2n

T m{"3 —9n + n(n? + 3)(1 + 3n2)z}

2n

< m{ﬁ —9n + n(n® + 3) (1 + ;n‘z)}

4 . n®—>5 _,
_ﬁ< _—4(n2—1)2> n=23,..)

esitsizlikleri gegerlidir. Bu ise (2.67) yi kanitlar.

n =1 icin benzer metotla (2.67) nin sol tarafinin 0,1113 den daha kiigiik olacagi

gosterilebilir. Boylece Lemma 2.4.2 nin kanit1 tamamlanmais olur.
Teorem 2.4.7
f(t) € C[0,1] olsun. Bu durumda n = 2,3, ... olmak tizere x € [0,1] araligindaki her nokta

i¢in

4 n? -5 1
|Mn(f(t),X') - f(X)l < {1 + ﬁ(l - m)} w (Tl 2) (269)
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ve

M, (f(t),x) — f(x)] < 1,1113 w(1) (2.70)
esitsizlikleri gegerlidir (Sikkema, 1970b).

Kanit

(2.54) kosulundan her ¢ €[0,1] noktast i¢in M,(1,x) =1,M,(t,x) =x ve
lim M,,(t%, x) = x? kullanilarak L,, = M,, almsin. (2.57) ve (2.60) birlikte diisiiniilerek her
n—-oo

6 >0, n € Nicin

x(1-x)% x*(1-x)2- x))} ()

1
My (F (8,50 = ()] < {1 * Mzn( — ERY

1
esitsizligi gegerlidir. Burada 6 =n 2 alimir ve Lemma 2.4.2 kullanilirsa teoremin kaniti
tamamlanmis olur.
Uyan 2.4.4

Teorem 2.4.7 den her f € C[0,1] i¢in x € [0,1] noktasinda

IM,(f(£); %) — f(x)] < 1%0) (n‘%) n=12.) (2.71)

esitsizligi gecerlidir. Bu sonu¢ Teorem 2.4.7 den kesinlikle daha kiiciik bir sonug verir. (2.71)
de < durumu Lupas and Miiller (1970) deki ¢alismalarinda verilmistir (Lupas and Miiller,
1970), (Sikkema, 1970b).

2.5 Hélzle’ nin MKZ Operatériine iliskin Yaptigi Calismalar
Tanim 2.5.1

Belirli bir dogrusal pozitif operatorler dizisi L,, i¢in, Uy, 0zdes dagilimli rastgele bagimsiz

degiskenlerin toplami olmak iizere (D,,) dizisi

Dp(Ln, B) = sup{llLnf — fllw(f,n""*)"": f € C(B)}

olarak tanimlanir.
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Burada ||-|| normu Cebsev-normu ve B, R igerisinde uygun bir kompakt araligi

belirtmektedir. (D,,) nin yakinsama hizinin O (h(\/ﬁ)_l) oldugu kanitlanmistir, burada h;
(le - Ele)Zh(le - Ele)

siirlt olacak sekilde uygun bir fonksiyondur.

Uyan 2.5.1

Hélzle bu (L,,) dogrusal pozitif operatdr dizisini 6zel olarak M,, MKZ operatér dizisinin bir

modifikasyonu i¢inde uygulamis ve bu operator igin

37 —16V3

sup{D,(M,,[0,1]):n € N} = 5

olarak bulmustur.

Asagidaki uyarida bu kesimde kullanilacak gosterim ve kabuller verilecektir.
Uyan 2.5.2

A, R de (smrliligi gerekli olmayan) bir aralik olsun. Her x € A igin, (Uyy: k € R) asagidaki

ozelliklere sahip 6zdes dagilimli rastgele degiskenlerin bagimsiz bir dizisini gdsterecektir.

i) x € A i¢in u(x) :== EUy, olsun; u fonksiyonu A da siireklidir, A" nin iginde iki kez
diferensiyellenebilirdir ve A" da p’ # 0 dir. u"" de A" nin herhangi bir kompakt alt araliginda

sinirli olup p niin tersi 0 ile gosterilecektir.

ii) V(x) == E(Uy, — u(x))? varyans: vardir ve x € A’ igin pozitiftir. 1/V fonksiyonu A’ nin

herhangi bir kompakt alt araliginda sinirhdir.
ii1) Asagidaki ozelliklere sahip bir h: R = R, ¢ift fonksiyonu vardir.

a) h, R, da azalmayandir,
b) lim h(y) = oo,
y—00

¢) y = y/h(y) fonksiyonu tanimlidir ve R, da azalmayandir,
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d) E(Uy, — u(x))zh(le — u(x)), A’ nmin herhangi bir kompakt alt araliginda siirhidir.
iv) Uy, in sadece u(A) daki degerleri alinacaktir.
Lemma 2.5.1

ngy € N olsun ve her n = n,, tamsayisi i¢in g,, u' > 0 igin artan ve u’ < 0 i¢in azalan nu(A)
y1 A ya doniistiiren bir fonksiyon olsun. g, nin tersi g, i¢in (g,(x) — nu(x):n = ngy) dizisi

A’ nin herhangi bir kompakt alt araliginda diizgiin sinirhdir.
Tanim 2.5.2

(Y,,,) rastgele degiskenlerin dizisi

x
Yox = gn <z ka) , XEA,

k=1

olarak tanimlidir. A nin herhangi bir kompakt alt aralig1 tizerinde A nin dA sinirindaki bir x

noktasina yaklagirken sifira yakinsayan ve
nE(Yp, —x)?> < p(x),x € A,n =n, (2.72)
esitsizligini saglayan bir p: A - R fonksiyonu vardir.

Ozel olarak pu(x) = x ise ve g,(y) = y/n secilirse p =V olur. Simdi, A nin kapanis1 A
lizerindeki tiim diizgiin siirekli gercel degerli fonksiyonlarm uzayr C,(A) dan A daki tiim

gercel degerli fonksiyonlarin M (A") uzayina esleyen
Lof (%) = Ef (Y, x € A',n > g (2.73)
esitligi ile dogrusal pozitif operator dizisi (L,,) tanimlansin.(2.72) den
glci_r;rgl L.f(x) = f(a), a € 0A
esitligi gecerlidir. Bdylece her a € 0A igin L,: C,,(A) - M(A) olmak iizere

Lpf(a):= f(a)

esitligi tanimlanabilir. f nin siireklilik modiilii w(f, -) ile belirtilmek {izere x € 4 igin
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1,1 _
Ha(x) = Hy(Ln, ) = sup {ILaf () = FGOl0 (fin72) 1 € Cu(D)] (2.74)

tanimlamasi yapilsin. Tiim f sabit fonksiyonlari i¢in L, f = f olmak ilizere, bunlar (2.74) ve
devaminda dikkate alinmayacaktir. (Walk, 1970) de (2.73) ile tanimlanan herhangi bir L,

operatorii igin
C 1
H,(x) = Z P [lYnx —x| > kn 2] ,X€EA (2.75)
k=0
esitliginin saglanacagi kanitlandi.

Onerme 2.5.1

A" x A" tizerinde fonksiyonlarin bir (1,,) dizisi

1
ly —x|,ly—x| >n"2

ln(xf y):= 1
0, ly — x| <n2
ve x € A’ i¢in
Hy(x) = Hp(Lp, x) =1+ nEL,(x, Ypny) (2.76)

tanimlamasi yapilsin. (2.75) ve (2.72) den her x € A’ igin
Ha(x) < Hp(0) < 1+/p(x) 2.77)
esitsizligi gecerlidir (Holzle, 1980).
Onerme 2.5.2
B, A nin kompakt bir alt aralig1 olsun. (2.77) den
D,, = D,,(L,, B):sup{H,(x): x € B} (2.78)
seklinde tanimhi (D,,) dizisi sinirhidir.
D = D((Ly),B) = sup{Dp:n = ny}

seklinde tanimlansin. D;
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1

sup{ILnf(x) = f()l:x € B} < Dw (f,n72), f € Cu(A), n = mg (2.79)

tahminindeki en iyi sabittir (Ho6lzle, 1980).

Walk merkezi limit teoremini kullanarak, zayif kosullar altinda normal dagilimla baglantil

olarak D, nin asimptotik olarak en iyi sabit D* a yakinsadigini kanitlayabilmistir.

Not 2.5.1

B, A nin kompakt bir alt aralig1 olsun.

C, = C,(L,,B) :=sup{H,(x):x e BN A"} (2.80)

tanimlamas: yapilsin. (2.77) den D,, < C, esitsizligi saglanir. Basit bir hesapla
C*:=1+(2/m)"?y " exp(—y?/2)

olmak {izere

Co=C"+0(h(vn)") (2.81)

esitligi gegerlidir (Holzle, 1980).

Uyar1 2.5.3

k € Ny icin A = [0,1) ve P[Uy, = k] = (1 — x)x* ise g,(v) = y/(n + y) almarak

M, f(x) = (1—x)"2(n+£_1)xkf<$), keN
k=0

klasik M, Meyer-Konig and Zeller (1960) operatdrlerine ulasilir (Meyer-Konig and Zeller,
1960).

ve gn(¥) = y/(n +y — 1) alinarak

co

M) = -0y ("R (1), nz2

n+k—1
k=0
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Cheney and Sharma (1964) nin M;, modifikasyonu elde edilir ve
D*((My),[0,1]) = D*((M;),[0,1]) = 1.00937 ...

olur (Cheney and Sharma, 1964), (Walk,1970)-(Walk,1980) ve (Holzle, 1980).

Tamim 2.5.3

MKZ Operatérleri tarafindan siirekli fonksiyonlarin yakinlastirilmasinda en iyi sabit olan

1o—1

D ((Mn), [0,1]) = sup{|Mnf(x) — f(0)|w (f, n_f) :x € [0,1], f € C[0,1],n € N}

yi hesaplamak i¢in

[00]

W f () = Mia fOO) = (1= )™ > (P HF) kg (

k=0

,nEN
n+k) n

seklinde tanimlansin (Holzle, 1980).

Bundan sonraki kesimde Bernstein polinomlar: i¢in Sikkema (1959) ile benzer bir yontem
kullanarak MKZ i¢in en iyi sabit hesaplanacaktir (Sikkema, 1959). C,, i¢in basit bir tahmin
elde edilecektir. M, Cheney ve Sharma modifikasyonu (2.73) ile verilen olasilik
gosteriminde A = [0,1) icin

n+k

i )(1 —x)"1xk ke N,

P[Vusix = g1 (0] = pusc ) = (

olmak tlizere

x x y y
pulx) = E,V(x) = mﬁ()’) = m,gnﬂ(}’) = nty

Mnf(x) = Ef (Yn41,%)

esitlikleri gecerli olur. (2.74) ile verilen H,, i¢in

o)

1
H,(x) = Z P [|Yn+1’x — x| > kn_E]

k=0

esitligi gegerlidir (Holzle, 1980).
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Uyar 2.5.4

(2.76) esitligine benzer sekilde Hy, (x);

H)(x) = Hy(Mp,x) =1+ \/nEln(x, Ynt1x)

seklinde tanimlansin. Ayrica

C,=C,(M,,[01]) ve D, =D,(M,[0,1]) swrasiyla (2.80) ve (2.78) de oldugu gibi

tanimlansin. Simdi H,, i¢in bir gosterim verilecektir (Holzle, 1980).

Tanim 2.5.4

(1 _ x)n+1xk

qnic(x) = (n +z B 1)

[x], x degerini asmayan en biiyiik tamsay1yi, I,(li,)l ve I,(l?l ise araliklar1 belirtmek tizere

1D =[o(") =m0 (5) - nt).m = [mu (73] 41,

I,(lf,)l = (9 (m; 1) - n_%,H (%) — n_%],m =1,2, ...,]nu (1 — n_%)[ +1

seklinde tanimlansin (Holzle, 1980).
1
Qni(x) =0,x € [1 —n 2, 1),
Qn1 (%) = Gum(x),x € Ir(Lir)l

1

Qn2(x) =0,x € (0, n"E],

Qn2(x) = qum(x),x € Ir(jr)l
tanimlamalar1 yapilsin (Holzle, 1980).
Lemma 2.5.2

Yukaridaki tanimdaki gdsterimler dikkate alinarak
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Bl Y1) = ) 1% = Gnsa (O 1pre )
esitliginde toplam tiim k ler {izerinden alinip
1
X = gn+1(R)| >z
ve

(x - gn+1(k))pnk(x) = Qn,k+1(x) - an(x)

durumlari goz oniine alinirsa

Hp(x) = 1+ /n(Qu1 () + Qra(x)), x € (0,1)
esitligi gegerlidir (Holzle, 1980).
Uyan 2.5.5

Qnm » I,S,)l de artan ve I,(lf,)l de azalan olsun.

= - )

I (6 m) = F(n+t) (1 _t=1 _1>”+1< t—1 _%) ’

I'(n+ 1)I(t)

olmak tlizere

1

Xpp = SUp {Tl(m, n):m= [n,u (n_E)] +1, },

Xpo = SUp {Tz(m, n):m=1,2, ...,]nu (1 - n_%)[ + 1},
i¢in
Ch <14+ yn(xy + x42)

esitsizligi yazilabilir (Holzle, 1980).
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Asagidaki lemmada sup T;( -, n) i¢in kii¢iik araliklar verilecektir.
Lemma 2.5.3

Ti(t + 1, Tl)

U;(t,n) =1In Tt

olmak iizere
i)n = 2ic¢in U;(-,n); n = 3 iginse U, ( -,n) azalmayandir,

n)n=161se
1 1 1
U, (En,n) > 0,U, (En - 2n1/2,n) > 0,U, (En - 1,n) <0
ven = 36 ise

1
U, (En +2n'/2 — 1,n> <0

esitsizlikleri gegerlidir (Holzle, 1980).
Oldukga uzun olan kanitlar Holzle (1977) de bulunabilir (Holzle, 1977).
Lemma 2.54

n = 36 1se

1 1/2
Xp1 < Sup {Tl (En +1n n) T E [0,2]},

1
Xpy < Sup {Tz (En — Tnl/z,n) ‘TE [0,2]}

esitsizlikleri gecerlidir (Holzle, 1980).

Hoélzle (1977) de, uygun kuvvet serilerinde InT; Gn + tn?/ Z,n) ve InT, (%n —tn?/ Z,n)

genislemeleri yapilarak asagidaki teorem verilebilir (Holzle, 1977).
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Teorem 2.5.1

n = 36 1ise

27 15 39
C, <1+ 2Y/2373/2571/2 exp (— §> (exp (—;n_l/z + Sn_l) + exp (gn_l/z + 15n‘1>)

< 1.02322
esitsizligi gecerlidir (Holzle, 1980).

Not 2.5.2

c* ((Mn), [0,1]) =1+ 23/2373/271/2 exp (— 28—7) olmasi bu (2.81) in tek tarafli sayisal bir

versiyonudur.

Hoélzle (1977) de, i = 1,2 ve n = 1, ...,35 icin x,,; hesaplanmasiyla asagidaki teoremdeki gibi
C,, i¢in st sinirlar elde edilir (Holzle, 1977).

Teorem 2.5.2

n € N ise €, < 1.03195 esitsizligi n € N\{3} ise de C, < 1.03143 esitsizligi gegerli olur
(Holzle, 1980).

Asagida en 1yi sabit D’nin degeri hesaplanmustir.
Teorem 2.5.3
M,, operatér dizisi igin

_37-16v3

D ((Mn), [0,1]) =D, 5 ~ 1031909675...

esitligi gegerlidir (Holzle, 1980).
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Kanit

x € (0,1 — 37Y2) olsun. Bu durumda

Hz(x) < Hi(x) = 14 V3Q3,(x) < 14 V3x3; < 1,000036
esitsizligi gecerlidir.
x € (1 —371/2,371/2) olmasi1 durumunda ise H;(x) < 1 olur.

Son olarak m = 1,2,3 i¢in x € I; 2) o Olsun. Bu durumda

Hy() = 1= Pl =]+ ) pug)
k=0

olacaktir. k <m — 1 i¢in I 2) - de pay azalan oldugundan

o5 o)

esitligi saglanir. m = 1,2,3 i¢in sag tarafin hesaplanmasiyla

MS

sup{H3 (x):x € 1(2)
k=0

sup{H3(x):x € (3‘1/2, 1)} =1+ p40(3‘1/2)
=1+ (-3
bulunur. Boylece kanit tamamlanmis olur.
2.6 Alkamade’ nin MKZ Operatoriine iliskin Calismalar

Bu kesimde Alkamade tarafindan yapilan M,(e,,x) e ait bazi hesaplar ayrintili olarak

verilecektir.

2.6.3 kesimde M, (e, x); bir hipergeometrik yakinsak kuvvet serisi yardimiyla agik olarak
belirlenecektir. Bu ifade (2.82) nin sag tarafini saglayan tilirevleri igeren bir diferansiyel
denklemin ¢oziimiidiir. Bu diferansiyel denklem Teorem 2.6.1.1 de belirlenmistir. 2.6.2
kesimde (M,,(e,,x)) — x? igin bilinen hesaplarm bir kisminin M, (e,, x) nin sagladig1 acik

ifadeden (2.89) elde edildigi gosterilmistir. 2.6.4 kesimde Sikkema (1970b) tarafindan verilen
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[0,1] iizerindeki (M,,(e,,x)) — x? nin sag normunun hesab1 yapilacaktir. Bu kanit iki farkli
tanim i¢in yapilmistir. Teorem 2.6.4.1 de verilen yeni tahmin Lemma 2.6.4.1 den daha iyi ve
daha kullanishidir. Bu yeni yontem MKZ operatorlerinde bilinen bazi teoremleri gelistirmek

i¢in kullanilacaktir (Sikkema, 1970b).
Tamm 2.6.1

D[0,1]; [0,1) iizerinde tanimlanan gercel fonksiyonlar kiimesi olsun. A = 0 ve a > 0 sabitleri

f ye bagli olan sabitler olmak iizere her t € [0,1) igin

F@©] < Al -6

esitsizligi saglansin. Bu durumda D[0,1) tizerinde M,, MKZ operatorleri

0

M, (f,x) = (1 — x)"*1 Z (n* 9 kf( ) (x € [0,1);n € N) (2.82)

k=0
M, (f,1) = f(1) (2.83)
seklinde tanimlanir (Alkemade, 1984).

Burada f(1) var ve f , 1’ de soldan siirekli iken
im(M,f)(x) = f(1) (n€N)
esitliginin gegerli olmasi ile M,,(f, 1) tanimlidir (Alkemade, 1984).

Lemma 2.6.1

lf(t)] < A(1 —t)~* kosulunu saglayan her f fonksiyonu igin D[0,1) iizerinde (2.82) ile
verilen MKZ operatorleri dogrusal ve pozitiftir (Alkemade, 1984).

Kanit

i) Gergekten M, (f, x) in dogrusalligi i¢in her @, B € R ve f, g € C[0,1] igin;

alaf + 6.0 = (1=t Y (af( )+ 9 (— k)) (")

k=0
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o]

:(1_x)n+1zaf($>(n;|€-k)xk

k=0

ra- Y g () ()
k=0

0

=a(1—x)"*? z f (nkﬂ) (n 7{_ k) xk

k=0

o]

a0 o (L) ()

k=0

= aMTl(f; x) + ﬁMn(.g: x)
olup M,,(f, x) dogrusal bir operatordiir.

ii) My, (f, x) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.

Ml = 1 =m1 Y (VR k() e o e W)

k=0

oldugundan x € [0,1] i¢in

(1—x)”+120,(n1_k)20

veE

k
> 0 oldugund (—)20
f oldugundan f ——

bulunur ki bu da M,,(f, x) operatoriiniin pozitif olmas1 demektir.
2.6.1 Diferansiyel Denklem Co6ziimii Olarak MKZ Operatorii
Teorem 2.6.1.1

t € [0,1] olmak iizere

90 =7 (2.849)
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olsun.

Hern € N, x € [0,1) ve f € D[0,1) igin (2.82) ile taniml1 (M,,(f, x)) operator dizileri olmak

lzere,

d
x(1 = %) (Ma(f, %)) = —(n+ Dx(Ma(f,2)) +n(1 =) (Ma(gf,x)) (2.85)

diferansiyel denklemini saglar (Alkemade, 1984).

Kanit

n € N olsun. f € D[0,1) igin (2.82) nin sag tarafindaki kuvvet serileri [0,1)’de yakinsaktir.

Dolayisiyla bu serinin [0,1) tizerinde tiiretilmesi miimkiindiir. Boylece

0

%(Mn(f'x)) =-(n+ 1D\ —X)”Z (n ' k) x“f (n + k)

k=0

e

k=1

esitligi yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafi x(1 — x) ile ¢arpilirsa (2.84) ten elde edilen

()7
g k+n) n

esitliginin kullanilmastyla

o0

x(1 - x) j—x(Mn(f, x)) = —(n+ Dx(1 — x)™** Z (n ' k) x*f (n n k)
k=0
+n(l -0 i ("% )<+ (n -kk k) / (n —k+ k>

k=0

ifadesi bulunur. Son esitlikte (2.82) esitliginin kullanilmasiyla teorem kanitlanmais olur.

Uyan 2.6.1.1

(2.85) denklemi (M,,(f,x)) icin bir diferensiyel denklemden ¢ok fonksiyonel bir diferensiyel

denklemdir.
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Teorem 2.6.1.1 kullanilarak asagidaki Lemma 2.6.1.1 kolayca ifade edilebilir.

Lemma 2.6.1.1

Her n € N ve x € [0,1) i¢in M, (e,, x); y(0) = 0 kosulunu saglayan
x(1—x)y(x)+(n+x)y(x) =nx?+x (2.86)
seklindeki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir (Alkemade, 1984).

Kanit

n € N ve x € [0,1) olsun. (2.82) den agiktir ki M,,(e5,0) = 0 dir. (2.85) te

fi=e1—e

olarak yerine yazilirsa
d
x(1 = %) 7 (My(e1 — €2),x) = —(n + Dx(Mp(ey — €),%) + n(1 — x)My(e;, %)

esitligi elde edilir.

M,, operatorlerinin dogrusalligi ve M,,(ey, x) ile M, (eq,x) in esitleri kullanilarak M, (e,, x)

nin (2.86) esitligini sagladig1 kolayca gortiliir. Boylece Lemma 2.6.1.1 kanitlanmis olur.
2.6.2 Hipergeometrik Seriler Yardimiyla (M, e,)(x) in Hesab1
M, (€3, x) nin agik halinin hesaplanmas1 i¢in Oncelikle asagidaki gosterimler verilecektir.

k € N,y € R olmak iizere

o =1,

k-1
=] Jo+0
i=0

olsun. Ayrica a,b,c € Rve c # 0,—1,—2, ..., olmak {izere
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C (@ (D) ﬁ

'F
prrd ) k!

seklinde taniml1 hipergeometrik serilerin bazi 6zellikleri gereklidir.

Bu seri |x|] <1 igin yakinsak olup ve ¢c—a—b >0 iken x =1 igin de yakinsaktir

(Whittaker and Watson, 1978).

Burada asagidaki yakinsak serinin toplam1 ,F; (a, b; ¢; x) fonksiyonu ile gosterilecektir.
Tanim 2.6.2.1

|x| < 1 i¢in hipergeometrik seriler

O (@ (b)e X

prrd (C)k k!

Fi(a,b;c;x) = (2.87)

vec—a—b > 0icin

_I'(f'(c—a—-b)
" I'(c—a)(c—b)

2Fi(a, b;c; 1) (2.88)

seklinde tanimlanir (Whittaker and Watson, 1978).
Teorem 2.6.2.1
Her n € N ve her x € [0,1) i¢in

x(1—x)?

M, (ezx) = x* +
n(ez,x) = x ———"

JF1(1,2;n+ 2;x) (2.89)

esitligi gecerlidir (Burada x = 1 ve n = 2 oldugunda da (2.89) esitligi saglanir) (Alkamade,
1984).

Kamt
n € N ve x € [0,1) olsun. Bu durumda (2.86) da

y(x) = x% + x(1 — x)?z(x)
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ifadesinin yerine yazilmasiyla z, x € [0,1) i¢in
x(1—x)z2(x)+(m+1-2x)z(x) =1 (2.90)

diferansiyel denklemi saglanir. (2.90) da bu denklemin 6zel bir ¢oziimii olan z,, fonksiyonu

o]

z(x) = Z axk

k=0

fonksiyonunun yerine yazilmastyla bulunur. Bu z, (x)

1 (Z)R xk
n+1k_0(n+2)k

Zp(x) =
1
= m 2F1(1,2; n+ 2; X).

sekilde tanimhdir. Ayrica (0,1) de z, (2.90) homojen denkleminin genel ¢oziimiini

gostermek lizere bu ¢éziim
zp(x) = Cx™ " 1(1 — )1 (C €R)
seklinde tanimlidir. Bu nedenle (0,1) de € € R olmak {izere (2.86) nin genel ¢oziimii

x(1—x)2

1 P (L,2;n+ 2;%) + Cx™ (1 — x)*?

y(x) =x* +

seklindedir. Dolayisiyla her n € N i¢in M,, (e,, x) bu ¢dziimlerden birine esittir.

Asagidaki Lemma 2.6.2.1 teoremlere hazirlik niteligindedir.
Lemma 2.6.2.1

Hern = 2, x € [0,1] ve her m € N i¢in

m-—1

@ (m+ 1)!x™
L+ - D0t D

JFi(L,2;n+2;x) <
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esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).
Kanit

n > 2,x € [0,1) olmak iizere (2.87) yardimiyla bu lemmanin kaniti i¢in

N (Z)R k

Pm(x) = . (n+ Z)kx

gOsterimi kullanilacaktir. ¢,, (x) i¢in

(z)m XM (m + z)k—m k-m
n+2), ] m+2+m)y_m

Pm(x) =

Cm+ D)o (m+2),

= _ Tk ok
(n+2)mx k_o(n+2+m)kx

_ (m+1)!
(42,

xMm L F(L,m+2;n+m+ 2;x)
esitlikleri gecerlidir.

Dolayisiylan > 2 igin

(m+1!
P () Smx JF(m+2,n+m+2;1),
m

esitsizligi dogru olur. Bu ifade (2.88) ile birlikte diisiiniilerek

m+1)! n+m+1 (m+ D™
x) < x™ =
n+2)y, n—1 m—1DMm+2)pm

Pm (

esitsizligine ulasilir

Boylece Lemma 2.6.2.1 kanitlanmis olur.
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2.6.3 MKZ Operatorlerinin ikinci Momenti i¢cin Bazi Onemli Esitsizlikler

Bu boliimde M, (e,, x) i¢in gecerli olan (2.89) esitligi kullanilarak hipergeometrik serilerin
terimleri i¢in bilinen bazi esitsizlikleri tiiretmek amaciyla M, (e,, x) — x? ikinci momenti

kullanilir. Burada ilk olarak M,,(e,, 1) = 1 esitligi gosterilecektir.
Onerme 2.6.3.1

(2.82) ile verilen operator i¢in M,, (e,, x) = 1 dir (Alkemade, 1984).
Kanit

(2.87) esitligi kullanilarak her x € [0,1) ve n € N i¢in ,F;(1,2;n + 2; x) bir geometrik seri
yardimiyla

- @k,

F,(1,2; 2;x) =
SF; ( n+2;x) k_o(n+2)kx

(2.91)

olarak yazilabilir. Boylece

o]

JF(L,2;n+2;x) < Z xk =
k=0

1
1—x

esitsizligi ve Teorem 2.6.2.1 den x € [0,1) igin

- x(1—x)

0 < Mpy(eyx) —x% <
< M,(e;,x) —x ——

(2.92)
esitsizligi elde edilir. x = 1 i¢in (2.83) ve (2.92) birlikte diisiiniilerek M,,(e;, 1) = 1 bulunur.
Miiller (1967) de de bu sonug kanitlanmistir (Miiller, 1967).

Uyan 2.6.3.1

(2.91) de verilen serinin sadece ilk iki terimi dikkate alinarak ikinci moment i¢in bir alt sinir

da elde edilebilir (Becker and Nessel, 1978).

Gergektenn > 2 ve x € [0,1) igin Lemma 2.6.2.1, m = 1 ve (2.89) birlikte uygulanirsa
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x(l—x)2<1+ 2x)<M 2<x(1—x)2<1_|_ Zx) 293

n+1 ntz) SMh(ex) =" <= n—1/ (2.93)

esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.6.3.1

Her x € [0,1] ve n = 2 igin

<1+ 2x )x(l—x)2< ()<(1+ 2x )x(l—x)2 294
n+2) n+1 Y= n—1/ n+1 (2.94)

esitsizligi gecerlidir (Becker and Nessel, 1978).
Kanit
@, (x) in tanimi nedeniyle x = 0,1 i¢in (2.86) ifadesi sifirlanir. x € (0,1),n =2 ve i = 0,1

icin Mn(ti, x) = x' esitligi kullanilarak

k,n— l(x)

Pn(x) == Mo ((t = X)% ) = My (6%, %) = 2% = x(1 — )z nt

ikinci moment olmak tizere

0 1-x g0 1
x(1-x) n+1 x(1—-x) n+1

20 =0"C i+ k-1 k
T T+ zxn k )x%n+k—Dm+k+D

k=0

Mn—l(l — t, x)

21—0)" <« K —
:O%HUm—lhﬂ(n+k Z)Hn+k—zh_n+k+1}

esitligi elde edilir. Boylece

n-l 3 4 5 k>1
n+2 n+2- n+k+1 (k=1)

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla, her zamanki gibi yakinsama hizin1 belirleyen ¢, (x) ikinci

momenti; gergekte % gibi davranir.

105



Onerme 2.6.3.2

p(x) =x(1—x)?

olmak Uzere

<1+ 2x )x(l—x)2< ()<(1+ 2x )x(l—x)2
n+2) n+1 S EUTRTT) v
ifadesi 6zel olarak n > 3 i¢in
@ (x) 2¢(x)
< <
n+1_¢"(x)_n+1

esitsizligine doniisiir (Becker and Nessel, 1978).
Lemma 2.6.3.2
m = 2 igin

6x3(1 — x)?
- Dn+1D(n+2)

0<R,(x) < 0
esitsizligini saglayan bir fonksiyon ve n — oo iken

1
S.(x)=0 (—3)

n
olmak Uzere

x(1 — x)? N x(1—-x)202x—-1)

a2 —
M, (ey, x) — x° = - 2

esitligi gegerlidir (Alkemade, 1984).
Kamt
Lemma 2.6.2.1 ve (2.93) deki alt sinir kullanilirsa

x(1-x)% 2x?(1 —x)?

M —x2 =
n(€2X) =X == T D+ )

+ Ry, (x)

esitligi saglanir. Bu nedenle n — oo iken (2.96) esitligi
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S, (x) =0 (%) (2.97)

olarak tanimli S, (x) yardimiyla

x(1 — x)? N x(1—x)22x—-1)

M, (e, x) —x? = ~ = + S, (x) (2.98)
seklinde yazilabilir. Burada n > 2 i¢in
5x(1—x)%2 1

esitsizligi saglanir.
Uyar 2.6.3.2

(2.98) ile birlikte S,,(x) i¢in (2.97) nin asimptotik hesab1 Sikkema (1970b) de yapilmistir.
Ancak S, (x) igin (2.99) hesab:1 Sikkema’ da olmayan yeni bir esitsizliktir (Sikkema, 1970b),
(Alkemade, 1984).

2.6.4 M- Operatorleri ile lgili Bazi Onemli Esitsizlikler

Bu boliimde MKZ operatorleri ile ilgili bazi yaklasim teoremlerinin gelistirilmesini saglayan
Sikkema (1970b) tarafindan kanitlanan Lemma 2.6.4.1 ve Alkameda’ nin asagidaki sekilde
kanitladigr Teorem 2.6.4.1 verilecektir (Sikkema, 1970b), (Alkameda, 1984).

x €[0,1],n € N olmak iizere kisalik olmasi bakimindan M,, operatorlerinin ikinci momenti

bu kesimde

E,(x):= M,(e,, x) — x? (2.100)
seklinde gosterilecektir.

Lemma 2.6.4.1

E, (2.100) deki sekilde tanimli olsun. Bu durumda

i) [IF1]l <0,1113,
iil)n > 2icin ||E,|| < (4/27n)(1 — ((n?® = 5)/4(n? — 1)?)
esitsizlikleri gegerlidir (Sikkema, 1970b).
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Teorem 2.6.4.1
(2.100) de tanimlanan F, i¢in

i) ||F1|l = 0,0999032 (alabilecegi en son say1y1 gosterir)
i) |E,|l < 4/(27n+9) (n = 2),

iii) ||E, |l = (4/27n) — (4/81n?) + 0(n™3)(n - ).
ifadeleri gecerlidir (Alkemade, 1984).

Kanit

E,(0) = E,(1) = 0 ve (0,1) araliginda F,(x) > 0 oldugundan her n € N igin x, € (0,1) olan

bazi noktalarda F, (x) maksimum degerini alir.
y(x) = x% + Fy(x)

esitligi x(1 —x)y'(x) + (n+ x)y(x) = nx?> + x (x €[0,1)) de yerine yazilirsa, F,(x)

fonksiyonu

x(1—x)E,(x) + (n + x)E,(x) = x(1 — x)? (2.101)
esitligini saglar. F, (x,) = 0 igin

(n + x0) E, (x0) = x0(1 — x0)?,

esitligi gecerli olacagindan x, € (0,1) i¢in Teorem 2.6.2.1 deki ,F;(1,2;n + 2; xy);

n+1

Fi(1,2;n + 2; = 2.102
2F1 ( n Xo) n+ x ( )
seklinde olacaktir. Burada x € (0,1), n € N igin f,,(x) fonksiyon dizisi

(=1 2.103
fn(0):= n+x (2.103)

seklinde tanimlansin. Burada (2.102) esitligini saglayan bir tek x, € (0,1) vardir.
i) Oncelikle n = 1 olsun.

(2.102) den x, sayis1
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2
Fi(123;2) = —— (2.104)

denklemini saglar. (2.91) kullanilarak x € (0,1) igin
F(1,2;3; )—i 2y
21 LA S X _k_0k+2x

_, _Zixkn
- k+2
k=0

= —2x"%{In(1 — x) + x} (2.105)
esitligi gegerli olur. (2.104) ve (2.105) in birlikte diigiiniilmesiyle x, € (0,1) sayis1

X
1+ x

1
——In(1-x)—-1=
x

denkleminin ¢oziimiidiir. Inx i¢in bir tablo kullanilarak bu esitlikten x; < xy < x, olacak
sekildle x; =4176.10™* ve x, =4177.10~* bulunabilir. (2.101) denklemi F;

fonksiyonunun [0, x] araliginda monoton azalan olmasindan
, 1
Fl(x) = (1 —x) {1 —S D RA23; x)} (2.106)

seklinde yazilabilir. Ayrica x; < x < x, i¢in F; (x) > 0 oldugundan

F;(x;) < Fy(xg) < Fy(xq) + Fy (1) (x5 — x1)

esitsizligi dogrudur. Bu formiilde x; ve x, degerleri yerine yazilarak (2.100), Teorem 2.6.2.1

deki (2.89), (2.105), (2.106) esitlikleri birlikte kullanilirsa
999032.1077 < F;(x,) < 9990325.1078
seklindeki esitsizlik elde edilir. Boylece Teorem 2.6.4.1 i) kanitlanmis olur.

ii) Ikinci durum igin n > 2 olsun. Lemma 2.6.2.1 ve m = 2 uygulanarak
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B2+ 20 <1+—2 4 0%
ST S = T 2 T - ) (n+2)

esitsizligi bulunur. Burada n > 3 i¢in (2.103) ten asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

1 2/3)n 2/3)n 2/3 1
2F1(1,2;n+2;—>SLS1+(/2 =1+ /1=fn(—) (2.107)
3 3

(2.103) tamim1 ,F,;(1,2; n + 2; x) nin monoton artan, f,(x) in ise [0,1)de monoton azalan
olmasi kullanilarak (2.107) den n = 3 i¢in

1 n+1

esitsizligi gecerli olacaktir. Boylece n = 3 i¢in (2.100) ve Teorem 2.6.2.1 deki (2.89) dan

”Fn” = anO = n+ 1x0(1 — xO)Z 2F1(1,2;Tl + 2, xO)
n+1
< 1 — x)2
S A (=007

4

= 2.1
27n+9 (2.108)

esitsizligi bulunur. Bu da Teorem 2.6.4.1 i¢in ikinci durumun kanitidir.

Ancak n =2 icin (2.107) deki ikinci esitsizlik gegerli degildir. Bununla birlikte Lemma

2.6.2.1 m = 3 ve n = 2 durumu birlikte diisiiniiliirse

2/3 2/3 24/27 5
2 T20 T T20 <%

1

esitsizligi gecerlidir. Burada f, G) = 3 > Z olarak alinirsa, (2.108) n = 2 i¢inde gegerlidir.
Son olarak Teorem 2.6.4.1 in iii) boliimii gosterilerek kanit tamamlanacaktir.

iii) (2.102) denkleminin n — oo i¢in asimptotik ¢éziimii

1 4
=-+-—+0n?) (n - o)

X0 =37 97
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seklindedir. Teorem 2.6.2.1 deki (2.89) da x, 1n yerine yazilmas1 ve (2.91) in kullanimiyla

__ _ -3
Il = 5= = 575 + 0™ (n~ 0)

esitligi elde edilir. Bu da teoremin iii) kismidir. Dolayisiyla kanit tamamlanmais olur.

Uyan 2.6.4.1

i) Teorem 2.6.4.1 ii) bolimiinde verilen ||F,|| in st sinir1 n — oo i¢in asimptotik genislemesi
iii) boliimiinde verilen asimptotik O(n~3) ifadesine karsilik gelir. Bunun anlami1 n — oo iken

Teorem 2.6.4.1 in ii) béliimiindeki esitsizlik O(n~3) kadar olan bir esitliktir.

ii) Teorem 2.6.4.1 1) bolimiiniin Lemma 2.6.4.1 in ilgili kismina gore gercekten bir genisleme
sagladig1 agiktir. Ayrica Teorem 2.6.4.1 in ii) kismi da Lemma 2.6.4.1 in ilgili kismin
iyilestirmis oldu. Bunu gdstermek icin asagidaki esitsizligi kanitlamak yeterlidir.

1 n? -5 1

iii) —

n  4n(n? — 1)2 4 n+1/3 (n=2) (2.109)

esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).
Gergekten n > 2 i¢in

1 n? -5 - 1 1
n 4nn?—-1)2" n 4n(n? — 1)

1 1
“n 4n(2n-1)
1 1

> J—
n 4n((3/4)n+ (1/4))

1
" n+1/3

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.6.2.1 ve 2.6.4.1 MKZ operatorleri ile ilgili literatiirdeki bazi teoremleri gelistirmek
icin kullanilacaktir. Teorem 2.6.4.3 Shisha and Mond (1968) un verdigi Teorem 2.6.4.2 nin

0zel bir durumu olarak verilecektir (Shisha and Mond, 1968).
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Teorem 2.6.4.2

Her n € N i¢in L,:C[0,1] = C[0,1] olsun. L,e; =¢; (i =0,1) yi saglayan bir dogrusal
pozitif bir operatorler dizisi olsun. Bir § > 0 i¢in w(f; §)[0,1] tizerindeki siireklilik modiili

olmak {izere
|(Ln(f, %) = F(O] < {1+ 872 (Ln(es, x) — x*)}(f; 6) (2.110)
esitsizligi saglanir (Shisha and Mond, 1968).

Teorem 2.6.2.1 ve 2.6.4.2 nin bir sonucu olarak asagidaki teoremde noktasal olarak

hesaplanan & sayist, §: = (n + 1)~%/2 seklindedir.
Teorem 2.6.4.3

f € C[0,1], x € [0,1] ve n = 2 olmak lizere (1.1) ile tamiml1 M,, i¢in

M, (f, %) — FCOI < {1+ x(1 —x)% ,F (1,20 + 2, 0) }w(f;

)

n+1
esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).
Kanit

Teorem 2.6.4.2 nin MKZ operatérlerine uygulanmasi, (2.110) da 6 = (n + 1)~%2 almmasi

ve Teorem 2.6.4.1 ii) nin kullanim1 ile hemen yapilabilir.
Teorem 2.6.4.4

f € C[0,1] ve n = 2 olsun. Bu durumda

1M (f, 2) = FOOl < {1 * 27:;1 9}“) <f; viz>

esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).

Bu esitsizlik (2.109) esitligi dikkate alindiginda Lemma 2.6.4.1 ve Lupas ve Miiller tarafindan

verilen Uyar1 2.2.4 ten daha kesin bir sonugctur.
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Sonuc 2.6.1

M,, operatorler dizisin € N ve f € C(K) fonksiyonu i¢in

31 1
M, (F, ) = FGOI < 700 (£372)

esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).
Kanit

(2.83) ve

4
sup nlMy (e %) = €;(0] = 7

n=1,2,...
x€[0,1]

den
Mn-QZ = Mnez - Zeanel + ezMneO
= Mpe; — e;

esitligi vardir buradan

4
M| < ==
1M 21| < 5

esitsizligi gecerli olacaktir.

Bu son esitsizlik ||L,, f — f|| < ll’%fz {14 672™||L,,(Qym, )} w(f,8) e eklenir ve m = 1
m=1,.2,...

ve § =n"1/2

almirsa kanit tamamlanmis olur. Cilinkii Teorem 2.6.4.1 de bahsedilen

IIM,,(e2, x) — e;(x)]|| kullanilarak hesap yapilmistir. Teorem 2.6.4.1 ii) kullanilarak MKZ

operatorleri lizerinde birkag teorem gelistirilebilir.

Bu tahmin Popoviciu” nun Bernstein polinomlari hakkindaki teoremine benzemektedir

(Lorentz, 1953).

Teorem 2.6.4.6 i¢in gerekli olan asagidaki teorem hatirlatilacaktir.
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Teorem 2.6.4.5

Her n € N icin L,:C[0,1] - C[0,1] ve i = 0,1 icin L,e; = e; i saglayan dogrusal pozitif

operatorlerin bir dizisi olsun. Eger [0,1] de stirekli bir f' varsa bir § > 0 igin

Lo (f, %) = OO < (1 + 87 DILn(ez, x) — e2()llw(f'; 6)
esitsizligi saglanir (Lupas and Miiller, 1970).

1/2

Bu teoremde § = n~"/* aliir ve M,, operatorlerine Teorem 2.6.4.1 uygulanirsa asagidaki

Lorentz tipi teorem kanitsiz olarak asagidaki sekilde verilebilir.
Teorem 2.6.4.6
f' € C[0,1] olmak tizere n = 2 igin

2 n 2 1
IMa(f, ) = £ GO s{1+§ /Bn_l_l}gmcu(f;ﬁ)

esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).

Uyar1 2.6.4.2
Teorem 2.6.4.6 da verilen esitsizlik Lupas ve Miiller tarafindan kanitlanan

e pe e

1My (f, %) = FOOl < {1 +

esitsizliginden daha iyi bir sonug verir (Alkemade, 1984).

Teorem 2.6.4.1 in bu son uygulamast Singh (1982) in kanitladig1 bir teoremin de sonucudur
(Singh, 1982). Bu uygulama Miiller (1968) de teoremin f'' nin siireklilik modiilii terimlerini
iceren ||(M,(f,x))" — f(x)'|| nin bir hesabin1 verir (Miiller, 1968). Singh kanitinda Lemma
2.6.4.1 de belirtilen Sikkema’ nin hesabini kullanir. Singh’ in kanitinda Teorem 2.6.4.1 in 1)

ve ii) boltimleri kullanilarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.6.4.7

f" € C[0,1] ve d, = 1,149 (alabilecegi en son say1y1 gostersin). Bu durumda

Q= 2 1_1_1 n—1 +vn-—-1 +1+ n—l( > 3)
" 3 3n =2 3.3n—-2 n n 2z =
olmak tlizere
) = £ GO S (175 ) 4+ 1D (2 2)
" - Vn—1 n -

esitsizligi gecerlidir (Alkemade, 1984).
2.7 Rempulska ve Tomczak’ in MKZ Operatorii ile lgili Cahsmalar:
M, (f,x) (2.1) de Cheney ve Sahrma tarafindan tanimlanan MKZ operatoriinii gostersin.

M, (f)’ nin yaklagim 6zellikleri Meyer-Konig and Zeller (1960), Becker and Nessel (1978),
DeVore (1989), Gupta (2002) gibi birgok makalede incelenmistir (Meyer-Konig and Zeller,
1960), (Becker and Nessel, 1978), (DeVore, 1989), (Gupta, 2002). Ayrica Chen (1986), Guo
(1989), Gupta (2002) gibi bircok makalede M, (f) operatorlerinin bazi modifikasyonlari
tanitilmig ve yaklagim oOzellikleri incelenmistir (Chen, 1986), (Guo, 1989), (Gupta, 2002).
Becker and Nessel (1978), DeVore (1989), Gupta (2002) nin ¢alismalarindan f € C(I) ise
n € N i¢in M, (f) € C(I) ve |IM, ()|l < lIf|l oldugu biliniyor (Becker and Nessel, 1978),
(DeVore, 1989), (Gupta, 2002). Ayrica A, n ve x lizerinde bagimsiz uygun bir pozitif sabit ve

w,(f;+), f nin ikinci stireklilik modiilii olmak {izere

IMa(F5) = FONl < Ao (£ nen 2111)

o
Vn
esitsizligi gecerli olur. Bu ise her f € C(I) igin

lim 1M, (f3 ) = FO)ll = 0 (2.112)

olmas1 anlamina gelir. Ayrica r € N, olmak iizere f € C"*2(I) = {f € C(I): f"+? € C(I)}

igin
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1
IMn(f5) —fOll=0 (E) n€N (2.113)
esitligine ulasilir ve bu tahmin iyilestirilemez.

Rempulska ve Tomczak M, (f) operatorlerinin belirli bir modifikasyonu i¢in (2.111) ve
(2.113) hata hesaplarint her r > 2 ve f € C" (I) i¢in iyilestirmislerdir.

Rempulska ve Tomczak tarafindan 2006 da asagida verilen modifiye edilmis MKZ

operatorleri asagidaki sekilde tanimlidir.
Tanim 2.7.1

C"(I) uzayr; f € C(I) fonksiyonlarinim tiirevleri olan f € C(I) fonksiyonlarinin bir uzay:
olsun. Her f € C"(I),r € Ny ve n € N i¢in modifiye edilmis MKZ operatorleri

%< r f(s) (L) k S
n+k _ o < 1 i
My (f, ) = kZO Pk (%) Z) (o) emer 0sx<lise
= S=
f(1) eger x =1 ise

seklinde tanimlanmistir (Rempulska and Tomczak, 2006).

Lemma 2.7.1

(2.114) ile verilen M,,...(f, x) MKZ operatorleri dogrusal ve pozitiftir.
Kanit

i) x = 1 durumu agik oldugundan M,.,.(f, x) in dogrusallig1 i¢in 0 < a < 1 olsun. Her a, B €
Rve f,g € C[0,1] igin f,g € C"(I),r € Ny ve n € N olmak {izere

r kS
M,..(af +Bg;x) = (n :l' k) xk(1 - x)n+1z (a,f(s) (L) +Bg® (n -I|(- k)) (x n+k)

n+k

s=0

r k- s
= (n :l' k) xk(l _ x)n+1 ; af(s) (n _l:_ k) (x 57!1+k)

n+k s!

+(n ;'l‘ k)xk(l —x)”“iﬁg(s)( k )(x _%)
5=0
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r

_(nt kY ke n+t o (kK (x_nk:)s
—a( n )x (1-x) Zf()( )

n+k s!

s=0

r

()Y g (- )(x ~ o)

n+k s!

s=0
= Ly q(f;%) + fLpg(g; %)
olup M,,...(f, x) dogrusal bir operatordiir.

ii) M. (f, x) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.
Her f € C"(I),r € Ny ve n € N igin

N

WO LS
M, (f; ) = (n+k)xk(1_x)n+12%!"+k)<x_nik>

n

s=0

oldugundan x € [0,1] i¢in
(1—2x)"1 >0 (”+k)>o ( —L)S>0
X 20,7 X ==

veE

k
> 0 oldugundan £ (—) >0

k
>
f_Oven+k n+k

bulunur ki bu da M,,.,-(f, x) operatériiniin pozitif olmas1 demektir.
Uyan 2.7.1

Aciktir ki her f € C(I),x € I ven € N igin r = 0 olmak lizere
Mo (f, %) = M (f, x)

esitligi gecerlidir. Ustelik (1.1) ve (2.114)ten x € I ,n € N,r € N, icin

M, (1,x) = z Pni(x) =1 (2.115)
k=0
esitligi yazilabilir.
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Lemma 2.7.2
Her q € N i¢in A;(q) > 0 sabiti vardir dyleki her n € N ve x € [0,1] igin
My ((t —x)*%x) < Ay (@n™1

esitsizligi saglanir (Guo, 1989).

Asagidaki lemmada n,r € N olmak iizere M,,,,- operatorler dizisinin C” (/) uzayindan C(I) ya

bir operator oldugu gosterilecektir.
Lemma 2.7.3

n €N ve r € Ny sabit sayilar olsun. Her f € C"(I) i¢in M, (f,x) € C(I) dir. Yani

M,,..(f,x), C"(I) uzayindan C(I) ya taniml1 bir operatordiir.

Ayrica bir A,(r) > 0 sabiti vardir 6yleki her f € C"(I) ve n € N i¢in
T
| Mo (F )| < Az(r)ZIIfU)II. (2.116)
j=o

esitsizligi saglanir (Rempulska and Tomczak, 2006).
Kanit

f € CT(I) olsun. Bu durumda her n € N ve j,q = 0,1, ...,7 igin ((&)?f V(&) dizisi,
k- oo iken fU(1)’ e yakinsar. Ayrica (pnx(x)) dizisinin n € N ve x —» 1~ iken
yakinsamasinin diizgiin oldugu kolayca dogrulanabilir. Bu sayede her j,q =0,1,...,r ven €

N i¢in
1m0 G PG = £ (1)
k=0

esitligi yazilabilir. Buradan (2.114) kullanilarak

J

r 1 . . © '
lim My, () = 3 5> (1) (DO Jima= Y puGf P Gl
j=0 k=0

q=0
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S LOF ()

esitligi bulunur. Sagdaki toplam i¢in
j . 1 . 0 .
APV LY j=0ise
Z(q)( D _{0, j=>1ise (2.117)
k=0

esitligi gegerli oldugundan hern € N ,r € N, i¢in
xli_)r{l_Mn;r(f; x) = f(1)
esitligi elde edilir.

Boylece (2.114) yardimiyla M,.,.(f,x) nin x =1 de siirekli oldugu gosterilmis olur.
M,..(f,x) nin x € [0,1)” deki siirekliligi [0,1) de kuvvet serilerinin toplaminin yakinsaklik

ozelliginden agiktir.

Buradan (2.114) ve (1.1) ozellikleri kullanilarak, x € I,n € N ve r € N i¢in tiimevarim

kullanilarak;

= (1) o
Mn;r(f' x) = Z ( ]') Mn((t - x)JfU)(t):x)
=0

esitligi yazilabilir. Ayrica (1.1), (2.114) ve C[0,1] deki norm tanimi, Holder esitsizligi ve

Lemma 2.7.2 den,herx € ,n € Nve 0 <j < ri¢in

|Mn((t - x)jf(j)(t),x)| < ||f(j)||Mn(|t - ij,x)

1/2

< |F D (Ma(t = 0%, 2) (M, (1, %))
< A DFPln"2,

esitsizlikleri gegerlidir. Dolayisiyla her n € N i¢in

r

S | X CEPUAON = Az(r)lefU)ll

]_
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esitsizligi yazilabilir. Boylece kanit tamamlamis olur.
Tanmim 2.7.2

f €CT(I) ven € Nicin w(f™; ) ile gosterilen f7 nin siireklilik modiilii

o(f7;t) =sup{[fP) - fFOO|x,yelLlx—y|<t}, tel (2.118)
esitligi ile tanitmlanmistir (Timan, 1963).

Teorem 2.7.1

Her r € Ny igin A;(r) sadece r’ ye bagl olan pozitif bir sabit olmak iizere her f € C"(I) ve

n € N igin a)( JAE ), £ nin siireklilik modiilii olsun.

r 1
My (f, %) = O] < A3(r)n 2w (f(”; F_ (2.119)

7
esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Tomczak, 2006).
Kanit

(2.111) den r = 0 i¢in (2.119) esitsizligi aciktir.

r € N olsun. Kirov (1992) un ¢aligmasinda yapilana benzer sekilde t € I noktasinda f €
C" (1) igin asagidaki modifiye edilmis Taylor formiilii kullanilacaktir (Kirov, 1992). Her x € [

i¢cin

— \ f(j)(t) j — )T r—1 r T
fcx)—jZO D em o+ E22 -0 [0+ ute— 0) - 0@

seklinde yazilabilir. Burada &, = ﬁ olmak iizere t = &, segilerek

M,(1,x) =1ve M,,(t —x,x) =0

esitlikleri uygulanirsa, yukaridaki Taylor formiilii ve (2.114) den

(6 i) = f (=) [FO (€ + ux — £10) = £ () du
0
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olmak Uzere

- 'Snk)

fG0) = Z(pnk<x>f<x> = My (fi) + Z pnk<x> =5

I (%, $nxe) (2.120)

esitligi gegerlidir.

Tanim 2.7.2 de verilen fonksiyonun siireklilik modiilii tanim1 ve 6zellikleri kullanilarak her

0<u<1,0x<1vek€NyneNigin
lF P (G +ulx — &) — FPCEn)| < 0(F 5 ulx — &) (2.121)

= w(f(r); Ix — Enkel)

< (Vnlx — &l + 1w (f(”;%)

esitsizligi yazilabilir. (2.120) esitliginden her 0 < x <1 ve n € N i¢in bu son esitsizlik

kullanilarak

£ = M (0] S 0 (£, )ankm b = Gl (Yl = &l + 1)

<1 (f(r) \/_) (VaM,lt — x|™ % x) + My (It — x|, %))

I

esitsizlikleri yazilabilir. Holder esitsizligi, Lemma 2.7.2 ve M,(1,x) =1 ve M,(t — x,x) =
0 esitlikleri kullanilarak her x € I,n,q € N i¢in

Mo (1t = X|%2) < (My((¢ = 0027 0)/2(My (1,0)
< Ay (g)n~9/?
esitsizlikleri yazilabilir. Dolayisiyla (2.121) kullanilarak 0 < x < 1, n € N i¢in

|f () = M (f; 0| < Au(o(f 5072 ) Win=THD/2 4 7772

sonucuna ulasilir. Bu esitsizlik kullanilarak x = 1 alinirsa
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M (F) = £ € As(In "2 (fm;%)

esitsizligi elde edilir.
Sonug 2.7.1

fecC (), r € Ny olmak iizere

ylli_r){}onE”Mn;r(f; ) — f()” =0
esitligi gegerlidir.
Sonug 2.7.2

feCT(), r €Ny ve sabit 0 < a <1 saysi igin £ € Lip a olsun (yani t € (0,1] icin
w(f(r); t) = 0(t%) olsun). Bu durumda her n € N igin

”Mn;r(f; ) — f()” = O(n—(r+a)/2)
esitligi gecerlidir.
Sonuc¢ 2.7.3

Teorem 2.7.1, Sonug 2.7.1 ve Sonug 2.7.2; r = 2 olmak iizere M,(f) operatdrlerinin f €
C" (I) fonksiyonuna yaklasim derecesinin M, (f) i¢in gecerli olan (2.111) ve (2.113) den daha

iyi oldugunu gosterir.
Uyan 2.7.2

Abel (1995), Alkemade (1984), Becker (1978), DeVore (1972), Ditzian (1987) ve Meyer-
Konig and Zeller (1960) den asagidaki uyaridaki esitsizlik gegerlidir (Abel, 1995),
(Alkemade, 1984), (Becker, 1978), (DeVore, 1972), (Ditzian, 1987), (Meyer-Konig and
Zeller., 1960), (Rempulska and Skorupka, 2007).

Uyan 2.7.3

Her f € C(I) fonksiyonu ve n € N igin
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37 — 163

1My (f, %) = fFOONl < 5

o (f;i) , (2.122)

esitsizligi gecerlidir.

Asagidaki uyarida klasik MKZ operator dizisinin yaklagim hizi ile tiirevler yardimiyla elde

edilen modifiye MKZ operator dizisinin yaklagim hizi karsilagtirmas: yorumlanmustir.
Uyan 2.7.4

(2.122) ve (2.119) dan r > 2 ise (2.114) ile verilen M,,.,.(f,x) operatdrleri f € C"(I) icin
(1.1) de tanimlanan M, (f,x) operatorlerinden daha iyi yaklasim o&zelliklerine sahiptir

(Rempulska and Skorupka, 2007)

2.8 Rempulska ve Skorupka’ nin Agirhikh Uzaylarda MKZ Operatoriine iliskin

Cahismalan

MKZ operatédrlerinin bir diger genellemesi Rempulska ve Skorupka tarafindan 2007 yilinda

tanimlanmustir.
Tanim 2.8.1

r € Ng, x € Ry = [0,0) ve wo(x) := 1,7 = 1icin w,-(x) := (1 + x") ! olsun. f: Ry = R ve

w,f in R, lizerinde sinirh ve diizgiin siirekli oldugu normu

£l := sup wy-(x) [f ()] (2.123)

XE]RO

olan fonksiyonlarin kiimesi C, olsun.

r €Ny igin w, € Cy ve r €N igin 1/WrECr 0 <r <s olsun. Her f € C, i¢in C, c C ve
IIfls < lIf]l, esitsizligi gegerlidir. Ayrica x € R, ve r € N igin

4

2 -2
(Wr(x)) < WZT(x)I (Wr(x)) < W2r(x)

esitsizlikleri dogrudur (Rempulska and Skorupka, 2007).
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Tanim 2.8.2

Her f € C, ve r €Ny i¢in 1 < b,, < by 44, lim b,, = o0, lim Pn = 0 szelliklerini saglayan
n—->oo

n-oo N

(by) dizisi yardimiylan € N, x € [0, b,,) i¢in genellestirilmis MKZ operatorti,

it i = (1) £ () (T () (121

k=0

seklinde tanimlanir (Rempulska and Skorupka, 2007).
Lemma 2.8.1

(2.124) ile verilen MKZ operatdrleri dogrusal ve pozitiftir.
Kanit

1) Gergekten My, (f, by, x) 1n dogrusalligy; her a, f € Rve f, g € C, igin;

st a1 3 o) o)) LG

(-2 Y e () ()
()" e ) 1 G

= aMy(f, by, x) + BMy (g, by, x)
olup My (f, by, x) dogrusal bir operatordiir.

ii) My (f, by, x) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.
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n€N,x €[0,b,)i¢in 1 < b, < byyq, lim b, = o0, lim 22 = 0 olmak iizere
n—-oo

n—-oo N

it = (1= () O )

k=0

esitligi gegerli oldugundan x € [0, b,) igin

(1—&)“120 ve(n;’k)zo

esitsizlikleri yardimiyla

k
_ >
f (n +k bn) =

esitsizligini de kullanarak M, (f, b,,, x) operatoriiniin pozitif oldugu elde edilir.

Tanim 2.8.3

r €N sabit bir sayt k =0,1,..,7 olmak iizere f® € C,_, i¢cin f € C, olan r-kez
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C" = C"(R,) ile belirlidir (Rempulska and

Skorupka, 2007).
Bu fonksiyonlar i¢in norm yine (2.123) esitligiyle belirlenecektir.
Tamm 2.8.4

r € Ny ve n € N olsun. b,, Tanim 2.8.2 deki kosullar1 saglayan bir dizi olsun.

Pnx(X) := (n J]; k) x¥(1—x)""LkeNy,neN (2.125)
ve

B " FO@®) N
E.(t,x) = ]Zo G- (2.126)

olmak iizere her f € C" i¢in genellestirilmis bir MKZ operatorii
g P
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- kb,
— <
M,y (f, by; X) = ;pnk<x/bn>ﬂ (n n k’x)’ 0<x<by (2.127)

fG),  x=z=by

seklinde tanimlanir (Rempulska and Skorupka, 2007)

(1.1),(2.125),(2.129) ve (2.124),(2.127) formiillerinden asagidaki (2.128) esitligi kolayca

yazilabilir.

b; M, (e,; x/b,), 0<x<b,

r

o x>b (2.128)

Mi(er b ) = |

Uyar: 2.8.1

r € Ny olmak iizere e,(x) = x" ve (2.128) ile verilen fonksiyonu i¢in asagidaki esitlikler

gecerlidir.

i) (2.118) esitligi kullanilarak

M; (eq, by; x) =1, M; (e, by;x) = x (2.129)
esitligi elde edilir.

i) (2.126) ile (2.127) kullanilarak ise x € Ry, n € N icin

My.r(eo, bp;x) = 1

esitligi elde edilir (Rempulska and Skorupka, 2007).

Asagidaki kesimde K; = K;(a, ) gosterimi ile sadece a ve [ parametrelerine bagli olan

uygun pozitif sabitler belirtilecektir.

Asagidaki lemmada My (f,b,) ve Mj..(f,b,) fonksiyonlarinin R, {iizerinde siirekliligi

kanitlanacaktir.
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Lemma 2.8.2

r € Ny, (b,) yukaridaki kosullar1 saglayan bir dizi ve n € N olsun. Her f € C" igin
My, (f, b,) fonksiyonu R, da siireklidir. Ayrica r > 1 ve f € C" ise My,.,.(f, b,,) fonksiyonu
da R, da stireklidir (Rempulska and Skorupka, 2007).

Kanit
My, ve My, igin kanit benzer oldugundan sadece ilk operatdr dikkate alinacaktir.

n,r € N ve f € C" olsun. My, (f, b,) nin (b, o) araliginda siirekliligi (2.127) den agiktir.
Ayrica, 0 < j < 7 icin fU), tiirevleri [0, b,,] araliginda siireklidir. Dolayistyla sifirdan biiyiik
bir sabit K,(r,b,) vardir, dyle ki x €[0,b,] ve 0<j<r icin |fU(x)| < Ky(r,by)

esitsizligi saglanir.

€ [0,b,],n € Nve k € Ny i¢in |kb,,/(n + k) — x| < b, oldugundan (2.126) dan

kb, kb, |’
@) _ v
Fr<n+k' )| Z|f (n+k>||x

< K,(r, bn)z bl = K,(r,b,), 0<x<b,

esitsizligi gecerlidir. Boylece her [0, a] < [0, b,,] araliginda (2.125) yardimiyla elde edilen

Epnk(x/w (-x)

serisinin diizgiin yakinsaklig1 gegerlidir. Buradan My, (f, b,) nin tanimi da dikkate alinarak

[0, b,,] araliginda My,...(f, by,) nin siirekli oldugu gosterilmis olur.

Simdi de My,.,.(f, b,) nin x = b, noktasinda siirekliligi kanitlanmalidir.

(2.127) ve (2.126) ifadelerinden

Mz (f, by; by) = f (by) (2.130)

ve x € [0, by,) i¢gin
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Myor (F, bai %) —ank@c/bn)Z (- 20 g (Do) (2.131)

n+k
= kb L1 % kb,
S a1 ()« 31 () o (229 0 (22
k=0 j=1 q=0 k=0
esitligi elde edilir. Ayrica0 < j <rve0 < g <jicin
im (=220)" 0 (220 — (p,yap e, (2.132)
k-0 \n + k n+k " n '

esitligi de gegerlidir.
(2.125) ten x € (0,b,) n € N ve k € N igin p, (x/b;,) > 0 olacagindan sabit n, k i¢in

lim_ pr(x/bp) = 0
x—by

ve x € [0, by,) igin

Z P (x/by) =1
k=0

esitlikleri elde edilir.

Bununla birlikte (2.130)-(2.132) den
r . j
- £ (by) i\, - ;
M3 (Fbyix) = F) + ) = ) (1) b b)) = £B,)
" j=1 ' q=0

esitlikleri elde edilir ki (2.127) den x = b,, noktasinda Mp., siireklidir. Boylece kanit

tamamlanmis olur.

Lemma 2.8.3

r € N, (b,,) dizisi i¢in fazladan s;: = sup%" olsun. Bu durumda x € [0, b,,) ve n > 2r igin
neN

r

wy )My ((t = x)7, bp; x) < Ko (7, 5p) (b—;) (2.133)
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olacak sekilde sifirdan biiyiik K,(r, s;) sabiti vardir.
Bununla birlikte x = b, € N icin

My ((t — x)?", by;x) = 0

esitligi gegerlidir (Rempulska and Skorupka, 2007).
Kanit

(2.134) esitligi (2.124) ve (2.129) ifadelerinden agiktir.

x € [0,b,) ve n > 2 ise (2.128),(2.115),(2.119) ve s,: = supbf den

neN

GO = 207 b 2) = e b (6= 1)

ba' A7 (x/bn)

=K n"(1+ x")

2r

k[ [Ee ) (1-2)
-t A+ o)\ b, T Va b,

< o )+
- (T)nr(1+xr) b, nr

r

< K(r)4" (l;—”) (1 +sD)
esitsizligi gecerli olur. Boylece (2.133) esitsizliginin kanit1 tamamlanir.
Lemma 2.8.4
Her r € Ny ven € N i¢in
IMn(1/ Wy, b))l < Ks(r,s5) n€N
olacak sekilde sifirdan biiyiik Ks(r, s;,) sabiti vardir.

Ustelik her f € C, ve n € N igin

129

(2.134)

(2.135)



IMa(f, bl < Ks(r, sp)lIf 1l (2.136)
esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2007).
Kanit
Hern € N,r = 0,1 i¢in (2.123),(2.129) ifadeleri ve Lemma 2.8.2 den
IMn (1/wy, b))l < 1 (2.137)
esitsizligi gecerlidir.
r > 2vee.(x) =x"ise, yine (2.123),(2.129) ve Lemma 2.8.2 den
IMa(1/ Wy, b))l < 1 + [|Mp(er, Do)l (2.138)
esitsizligi dogrudur. Ayrica (2.128) den x = b,,n € N igin
wy (X)Mp (er, by; x) < 1
esitsizligi yazilabilir.

x € [0, b,) ve n > 2r i¢in basit hesaplamalar ile Holder esitsizligi, (2.129), Tanim 2.8.1 ve

Lemma 2.8.3 kullanilarak

Wi (x)M;“l(eT, bn; X) < ZrWr(x) [Mr*l(lt - xlr’ bn; X) + err*l (60, bn; X)]

< 27 [1+ (War COMA((E = 077, b 1))

v (me()) ]

< 27[1+ (Ky(r, sp)s5) 2]

<2r

esitsizligi elde edilir.
1<n<2rvex € [0,b,) icin (2.124),(2.128) ve (2.129) kullanilarak

r

N k
M Cer, bui ¥) = b ,Z P/ bo) (——)
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= b7 ) pux/br)
k=0

= buMp (e, bp; x) = by < by,
esitsizligi elde edilir. Boylece
wy (x)Mp (er, by; x) < b,
esitsizligi gecerli olur.
Yukaridaki durumlar birlikte diisiiniilerek (2.137) ve (2.138) den (2.135) elde edilmis olur.
Diger taraftan her f € C, ve r € Ng icin (2.124) ve (2.123) ten
IMa(F, bl < Wf I IIMa(L/ Wy, D)l €N
esitsizligi elde edilir. Son olarak (2.135) kullanilarak (2.136) elde edilmis olur.
Not 2.8.1

(2.124) esitligiyle verilen My, (f, b,,) in tanimi, Lemma 2.8.2 ve (2.136) esitsizliginden M, her

sabit 7 € Ny i¢in €, den C, uzayina giden dogrusal pozitif bir operatordiir.
Lemma 2.8.5

1, (b,) ve sp, Lemma 2.8.3 {in kosullarini saglasin. Bu durumda her f € C, ve n € N igin

M5 Cf, bl < Ko 5) (IF1 + 1) (2.139)
olacak sekilde sifirdan biiyiik bir K (7, s,) sabiti vardir (Rempulska and Skorupka, 2007).
Kanit

(2.127),(2.123) ve Lemma 2.8.2 den f € C, ve n € N i¢in x > b,, olmak lizere

Wy () | Myyiy (f, b )| < NI Il (2.140)
esitsizligi gecerlidir.

t € [0,b,) ve n € N sabit olsun. 7 € N ve f € C, i¢in
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8“ - ?). f A=W O +ulc =) = FO(0)]du
70

L.(t,x):=

olmak tizere x € [0, b,) i¢in

LI
flx) = zf j!(t) (x —t)) + L(t,x)
j=0

Taylor formiilii yazilabilir.

(2.142), (2.141), (2.127) ve (2.126) dan x € [0, b,) ve n € N i¢in

My (f ) bp; x) = My (f (%) = L. ((¢, ), bn; x) = f(x) = My (I (¢, %), bp; X)
esitligi elde edilir.

Ayrica f € C, igin (2.141) den t, x € [0, b,,) igin

|t_x|r : r— r r
101 = 5= | =00 b ute- ) - OOl
< 2 ”f(T)” |t _ xlrfl(l _ u)r—ldu
- (T - 1) 0 0
2T+1
<Z ol e+

r

esitsizligi elde edilir. Buradan ve (2.135) de kullanilarak x € [0, b,) ve n € N i¢in

Wy () [y (f b )| < NIf Nl + wiy GOM5 (11 (8, ), b x)

2r+1

< Ifll-+ 1N, wr-COM; ey, s x) + 1)

r!

r+1

< Iflly + =5 ML/ wy By + D)

< If 1Ko Cr s £l

(2.141)

(2.142)

(2.143)

esitsizligi elde edilir. Boylece (2.140) ve (2.143) den (2.139) esitsizligi gosterilmis olur.
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Not 2.8.2

(2.126),(2.127) ve (2.139) ifadeleri ile Lemma 2.8.2 den My, C, den C, uzayma giden

dogrusal bir operatordiir.

Asagidaki teoremlerde yukaridaki lemmalar uygulanilarak, f € C, ve f € C" fonksiyonlarinin

sirastyla My ve My, operatorlerinin yaklasim derecesi hesaplanacaktir.
Burada f € C,,7v € Ny ve A.f(x) = f(x + h) — f(x) olmak lizere

w(f; G t) == sup |Apf Ol t=0 (2.144)

0<h<st

ile tamiml1 siireklilik modiilii tanim1 kullanilacaktir (Becker, 1978), (DeVore, 1972).

Ayrica f € C, ve r € Ny igin f}, Stieklov fonksiyonu
1 h
fr(x) = E,f fx+t)dt x€eRy,h>0 (2.145)
0

kullanilacaktir.

Uyan 2.8.2

Her f € C,, f;, € C,- ve her h > 0 igin

If = fullr < 0(f; G 8) (2.146)
Ifall- < R o(f; Cpst) (2.147)
esitsizlikleri gegerlidir.

Teorem 2.8.1

. b . . . ..
r € Ny ve (b,) dizisi i¢in s): = sup;” sabit olsun. f’ € C, tiirevine sahip her f € C, igin x €
neN

(0, b,,) ve n € N olmak tizere
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5, (x) = ’%(1 - i) (2.148)

seklinde tanimlansin. Bu durumda
Wy () |Mp (f, bn; )| < Ke (1, sp) I [l (%) (2.149)
esitsizligini saglayan sifirdan biiyiik bir Kg(r, s;,) sabiti vardr.

Ayrican € N ve x € R\ (0, b,,) i¢in

My (f, bp;x) — f(x) =0 (2.150)
esitligi gegerlidir (Rempulska and Skorupka, 2007).

Kanit

(2.150),(2.124) ifadesinden agiktir. f, f’ € C, olsun. Bu durumda t, x € (0, b,,) ve n € N igin
¢
@O =00 = [ /e
X
esitligi dogrudur. (2.124) ve (2.129) kullanilarak
t
My (f (), bp; x) — f(x) = My, <f f'(Wdu, by; x)
X

esitligi ve (2.123) den

< lIf"1lx

t du e 1 1
J ol = () e

esitsizligi elde edilir. Yukaridakilerden ve (2.129), Tanim 2.8.1 ve (2.135) den

J:f’(u)du

wy () IMy (f, by; %) = fFOI < NIl [Wr(x)Mr*L (l‘i/;(;l bn; x) + Mu ([t — x|, bn;x)] (2.151)

< Il [2(war COMAC /e (6, s 20) 72 4 1] (M (€8 = 207, B 0) 2

< Ko, sy)IIF" Nl (M ((E — )2, b)) 2
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esitsizligi elde edilir. M,, MKZ operatorleri icin x € I,n € N olmak tizere

Mol =% = L4 o2y

esitligi Abel (1995), Alkemade (1984), Becker (1978), DeVore (1972) den bilinmektedir
(Abel, 1995), (Alkemade, 1984), (Becker, 1978), (DeVore, 1972).

Bu hesap ve (2.128) ile (2.148) den her x € (0, b,,) ve n € N i¢in
My, ((t — %)%, bn; x) = baMy ((t = x/bp)?; x/by)

= bi[x/(nbp)(1 — x/bp)? + 0(n™2)]

= 87(x) + 0((bn/1)?)
esitligi elde edilir. Boylece (2.149) esitsizligi gosterilmis olur.
Teorem 2.8.2

r, (b,) dizisi ve sp:= supbf Teorem 2.8.1 in sartlarii saglasin. Bu durumda f € C,,
neN

x € (0,b,) ven € N igin

w(f; C.) ve &, sirasiyla (2.144) ve (2.148) ile tanimlanan ifadeler n € N ve x € R\ (0, by,)

(2.150) esitligini saglayan sayilar olmak {izere

Wy COIM (f, bn; %) = F (O] < Kio(r, sp)w(f; Cr; 6,(2)) (2.152)
olacak sekilde sifirdan biiyiik bir K;, (7, sp) sabiti vardir (Rempulska and Skorupka, 2007).
Kanit

(2.152), Teorem 2.8.1 in kanitina benzer sekilde kanitlanir. r e Ny, f € C,, nEN ve x €
(0, by,) olsun. Steiklov fonksiyonu f, € C,, h > 0 ve (2.124) kullanilarak

My (f, bn; x) = f(x) = My (f = fir, bs %) + (M, (fn, s %) — £ () + fu(x) = f (%)
esitligi yazilir. (2.136) ve (2.146) dan

Wy () My (f = fr, bn; )| < Ks(r, sp)llf = full;
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< Ks(r,sp)w(f; Cri h)
esitsizligi gecerlidir. Teorem 2.8.1, (2.147) ve (2.148) kullanilarak
Wy () | My (fr, b X) = fu (| < Kg (1, sp) 1 [l 6 (x)
< Kg(r, sp)w(f; Cr; )16, (x)
esitsizligi elde edilir. Boylece yukaridaki esitsizlikler ve (2.146) dan h = §,,(x) olmak {izere
wy COIMp (f, bn; x) = f O] < Kio(r, sp)w(f; G {1 + h716,()}
esitsizligi elde edilir. Boylece (2.152) gosterilmis olur.

Teorem 2.8.3

(by,) dizisi ve sp,: = sup%” Teorem 2.8.1 in sartlarin1 saglamak tizere r € N olsun. f € C" ve
neN

n € N olmak tizere

b\ b
M (£ = £, < Kunrosn) (32) | 1056 j; (2.153)

olacak sekilde sifirdan biiyiik bir K14 (7, s;) sabiti vardir.

Ayrican € N ve x € [b,, o) icin

My (f, bp; x) — f(x) = 0 (2.154)
esitligi dogrudur (Rempulska and Skorupka, 2007).

Kanit

Esitlik (2.154), (2.127) den kolayca elde edilir.

x € [0, b,,) olsun. Lemma 2.8.5 in kanitina benzer sekilde f € C" i¢in (2.142) deki Taylor
formiilii yardimiyla (2.124), (2.127), (2.126) ve (2.142) ile (2.141) den

f(X) - Mr*L;r(f' by; x) = M;;(Ir(t' x)' by; x)
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esitligi elde edilir. (2.144) ile f € C” ve w( £, CO) ozelliklerinden her n € N ve x € [0, by,)
i¢in
—t|"

(601 < s,

J. (1 —w) rw(fT; Co;ulx — t|)du

X =t oo,
< _ w(f CO,Ix—tI)

n b
< ’—lt—xlr+1 +lt—x|" Jw| FD;Cy; ’—n
b, n

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak

b n
|Myy.r (f b %) = F(O)] < @ <f(”: Co; /;) X fb—M:;(lt — x|"* by x) + My (It — x| by x) | (2.155)
n

esitsizligi gecerlidir. Holder esitsizligi, Lemma 2.8.3 ve Tanim 2.8.1 kullanilarak,

Wy OME(IE = X7 bs ) < (War (ML ((E — X)77*2; by 1))

/2
141 b\

< [ L o)

1+x%" \n
(r+1)/2

< Ky1,(7,sp) (7”) (2.156)

ve benzer sekilde n € N ve x € [0, by,) i¢in
bn r/2

i (OMi (e = 2173 by 2) < Kas (50 () (2.157)

esitsizligi elde edilir. Simdi, (2.155)-(2.157), (2.123) ve (2.154) ten (2.153) gosterilmis olur.

Teorem 2.8.2 ve Teorem 2.8.3 ten agagidaki sonuglar verilebilir.
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Sonuc¢ 2.8.1
Yukaridaki kosullar saglayan (b,,) dizisi r € Ny ve f € C, i¢in her x € R, noktasinda

lim My (f, bn;x) = f(x)

esitligi gecerlidir. Bu yakinsama x; = 0 olmak iizere her [x;,x,] araliginda diizglindiir

(Rempulska and Skorupka, 2007).
Sonug 2.8.2

Yukaridaki kosullar1 saglayan (b,,) dizisir € N ve her f € C" igin

n r/2
lim (5-)* [1M3r (. 5) = £1], = 0
n

n—oo
esitligi gegerlidir.

Benzer sekilde her x € Ry icin

n—->oo

r/2
lim (2=) (Maur (f, i ) = £(2)) = 0

esitligi yazilabilir (Rempulska and Skorupka, 2007).

Asagidaki uyar1 My ve My, operatorlerinin yaklasim hizlarinin karsilagtirmasini vermektedir.
Uyan 2.8.3

Teoremler 2.8.1-2.8.3 M, operatorlerinin f € C, fonksiyonlarina ve My, operator dizilerinin
f € C" fonksiyonlarina yaklagim derecesinin (b, /n)7° dizisinin sifira yakinsama hizina bagl

oldugunu gosterir.
Ornegin, sabit bir 0 < a < 1 icin b, = n ise, (2.153) ten r,n € N ve f € C" icin
(M5 (f ) — f”r < Ky3(r)n@Dr/24(f0; ¢y; nl@-1/2)

esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2007).
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Ayn1 zamanda Teorem 2.8.2 ve Teorem 2.8.3, r > 2 oldugunda My, operatorlerinin r-kez
diferensiyellenebilen fonksiyonlar i¢in M, operatorlerinden daha iyi yaklasim 6zelliklerine

sahip olduklarini da gosterir.
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3.BOLUM
iKi DEGISKENLi MKZ OPERATORLERI

Bu bolimde Rempulska ve Skorupka tarafindan 2006 da verilen iki degiskenli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayinda genellestirilmis MKZ operatorlerini tanitarak
onlar i¢in yaklasim teoremleri verilecektir. Iki degiskenli klasik MKZ operatdrlerine gére bu
operatdrlerin daha iyi yaklasim ozellikleri oldugu gosterilecektir. Ik olarak iki degiskenli

MKZ operatorleri ve onlarin yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
3.1 Operatériin Genel Ozellikleri
Tamm 3.1.1

12 :={(x,y):x,y € I} ve C(I*) uzay: tiim gergel degerli I? de siirekli olan iki degiskenli

fonksiyonlarin uzayi olsun. Bu uzayda norm
IfIl = max |f(x,¥)l (3.1
(x,y)E€l

seklinde tanimlidir.

Tamm 3.1.2

f € C(I?) igin siireklilik modiilii s, t € I igin

w(f;s,t) =sup{lf(w,v) — W), (x,y) €I} lu—x| <s,lv—yl <t}  (32)
seklinde kullanilacaktir (Timan, 1960).

Lemma 3.1.1

(3.2) esitligi ile verilen siireklilik modiilii i¢cin asagidaki 6zellikler gecerlidir (Timan, 1960).

i) f € C(I%) i¢in w(f; s, t) nin s ve t ye gore azalmayan fonksiyondur.

ii) 11,1, = 0 sabitler olmak iizere (445), (1,t) € I igin
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w(f; 415, 2,t) < w(f; 415,0) + w(f;0,4,t)
< (4 +Do(f;s0) + (4, + Do(f;0,t)
< (U + 1 +2)w(f;s,t)

esitsizligi saglanir.

iii) Her f € C(I?) igin

lim w(f;s,t) =0

st—-0t
esitligi gegerlidir.
Tanim 3.1.3

(m)

7 € Ny olsun. 0 < i < m < r olmak lizere fxm—iyi € C(I?) kismi tiirevlerine sahip olan tiim

f € (I1?) lerin kiimesi C"(I?) olarak tanimlanir. Agik¢a C°(1?) = C(I?) dir (Rempulska and
Skorupka, 2006).

Meyer-Konig ve Zeller tarafindan tanitilan (1.1) ve Rempulska ve Tomczak tarafindan
tanimlanan (2.114) formiillerindeki M,, ve M,,., operatdrlerinin C"(12) uzayinda iki degiskenli

benzerleri tanitilacaktir.
Tanim 3.1.4

Jj € Ng,m,n € Nve
pmiC0 = (" 7)1 =2
olsun. f € C(I?), a € N, B € Ny i¢in

B
a+p

Sap = (3.3)

esitligi yardimiyla iki degiskenli MKZ operatorii
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r oo [00]
Z Z pmj(x)pnk(y)f(fmjifnk)' 0<x,y<lise
j=0 k=0
M, . (F;x,y) =4 mej(x)f(’fmjr 1), 0<x<1ly=1lise 3.4)
z P (L, $n) x=10<y<1lise
\f(ll) x=y=1ise

esitligiyle tanimlanir (Rempulska and Skorupka, 2006).
Lemma 3.1.2

(3.4) ile verilen operatorler dizisi dogrusal ve pozitiftir.
Kanit

Burada k,j € Ny, nm €N

<B; ABE€(01)

olmak tlizere

Mun(f2.7) = (1= )11 = yymt (P R) ( ﬁm)xfykiif(#, )

olarak tekrar diizenlenirse

i) Gergekten M, ,(f; x, y) operatoriiniin dogrusalligi i¢in (0 < a < 1) olsun, her a, f € R ve
f,g €CU*) ve k,j €Ny,n,m € Nicgin

M (af(6) + Bg(£);x,y) = (1 — )™ 1(1 - Y’”ii( ( k>

4 e j+m'k+n
]: =

et (L)) ) ()
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=1 —x)m“ZZaf (—j K )(J +.m)xj
, j+m'k+n ]
k=0 j=0

( )n+1zzﬁg(]+m kin)(nzk)yk

=0 j=

=a(1 —x)m“ZZf(—j k )(j-l_.m)xf
, j+m'k+n Jj
k=0 j=0

+ﬁ(1—y)”+1ZZg<]+m k+n>(n;lc_k)yk

= aMm,n(f; x,y) + BMm,n(ng;Y)

esitlikleri gegerli olup M,, ,,(f; x, ¥) dogrusal bir operatordiir.

ii) My, (f; x, y) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.
Herx,y € [0,a];0 <a <1vek,l € Ny,n,m € N igin

(1 _ x)m+1 > 0 , (1 - y)n+1 > 0
\SH

(?"ﬁw"za (”Zﬂy"zo

esitsizlikleri dogru olup

j k
> 0 oldugund ( )=0
f oldugundan f P

bulunur ki bu da M,, ,,(f; x, y) operatdriiniin pozitif olmasi demektir.

Uyan 3.1.1

(3.4), (3.3) ve (1.1) den asagidaki iki esitlik elde edilir.

M (f (t,2); x,1) = Mp (f1(8); %), (x € I'igin)
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M (f(t,2); 1,y) = Mp(f2(2);¥), (v € I igin) (3.6)
burada her f € C(I2) igin

i) = fx,Dve fL(y) = f(L,y) (x,y € I'igin) (3.7)
olarak tamimlidir.

Gaosterim 3.1.1

Bu kesimde K;(r),i € N yalnizca r parametresine bagli olan uygun pozitif sabitleri

gosterecektir.

Simdi yaklagim teoremleri i¢in gerekli olan baz1 yardimci lemmalar verilecektir.
Lemma 3.1.3

m,n € N sabit sayilar olsun. Bu durumda her f € C(I?) i¢in
xljj_n)ﬂl_ Moy (f;2,y) = f(1,1) (3.8)

esitligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).
Kanit

m,n € Nve f € C(I?) olsun. (3.4),(3.1),(2.125) ve (2.115) ten My o (f5x,5);

D = {(x,¥):0 < x,y < 1} bolgesi lizerinde stirekli fonksiyondur ve

M52 S UFIY Prs) Y. P = I
j=0 k=0

esitsizligini saglar. Ac¢ik¢a her x,y € D i¢in

My (F5,) = FALD = > o P (G fe) = FALD) (3.9)
0 k=0

j:
esitligi gegerli olacaktir. (3.3) ten
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lim (£ (§mj» &mi) = F(L1) = 0 (3.10)

j,k—00
esitligi yazilabilir. (3.1) ile verilen norm tanimi1 kullanilarak € > 0 se¢imiyle j, k € N, i¢in
|f (§mjp $ni) = FALD| < 21If (3.11)

esitsizligi gegerlidir. (3.10) dan j, = j,(¢) ve kg = ky(€) dogal sayilar1 vardir dyle ki j > j,
ve k >k, icin

| (mjp ) —FLD| <& (3.12)
esitsizligi saglanir. Ayrica (3.9) dan

Jo ko o ko Jo o) o) o

|Mm,n(f;x,y)—f(x,y>|s(22+ PIEIIDIED) >pm,-<x>pnk(y>

j=0k=0 j=jo+1k=0 j=0k=ko+1 j=jo+1k=Kko+1

X |f(fmj:$nk) _f(1;1)|

= zl+zz+zg+z4, (x,y) €D

esitsizligi gecerlidir.

[lk olarak dérdiincii toplam igin (3.12) ve (2.115) kullanilarak her (x,y) € D igin

24 < Eipmj(x) i Prk(y) = €
j=0 k=0

esitsizligi yazilabilir. (2.125) ten k € Ny ve n € N i¢in

lir{l_ P (x) =0 (3.13)
X—

esitligi gegerli olacaktir.

[lk toplam i¢in (3.11) ve (3.13) uygulanirsa x,y — 1~ iken

Jo ko
le 2011 z Pm;j (%) z Pk (¥) = 0(1)
j=0 k=0
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esitsizligi bulunur.

Benzer olarak ikinci toplam ig¢in (3.11),(3.13) ve (2.115) kullanillarak x - 1" ve 0 <y <1

igin

jO o) j(]
D S 2N PG ) pai) = 201 Y Py =0(D)
j=0 k=0 j=0

esitsizligi dogrudur.

Son olarak ii¢iincii toplam i¢in y = 1~ ve 0 < x < 1 iken

ko
2. <21 pu) = o)
k=0

esitsizligi gecerli olacaktir.
Yukaridaki ifadeler birlestirilerek x - 1~ ve y = 17 iken
My (f; %,7) = f(x,y) = 0(1)

esitligi bulunur. Bu ise (3.8) esitligini verir. Boylece Lemma 3.1.3 iin kanit1 tamamlanmis

olur.

Lemma 3.1.3 iin kanit1 ile ayn1 sekilde kanitlanabileceginden asagidaki Lemma 3.1.4 kanitsiz

olarak verilecektir.
Lemma 3.1.4

m,n € Nve f € C(I?) olsun. Bu durumda her 0 < x < 1 i¢in

y-1

lim > 2y ) Y Pe) (FEm i) = F(Empn 1)) = 0
j=0 k=0

veher 0 <y <1igin

lim Z Pni(¥) Z Pmj(x) (f (&mijr ) — f(1,€nk)) =0
k=0 =0
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esitlikleri gegerlidir. Ayrica f(1,1) igin

1Y Dy f Gy 1) = FLD)
j=0

Jm > PO (L) = FLD)
k=0

esitlikleri dogrudur (Rempulska and Skorupka, 2006).
3.2 Yaklasim Teoremleri

Her f € C(I?) igin My, ,(f;x,y) € C(I?) olmasi anlamma gelen asagidaki Lemma 3.2.1,
(3.4)-(3.7), Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.4 uygulanarak kolayca kanitlanabilir.

Lemma 3.2.1

m,n € N olmak iizere (3.4) ile tammlanan M,,,, MKZ operatorii C(I?) den C(I?) e tanimli

dogrusal pozitif bir operatordiir. Ustelik her f € C(I?) ve m,n € N i¢in

M (O < NI£

esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).

Asagida Abel (1995) ve Becker and Nessel (1978) de kanitlanan Teorem 3.2.1 in kanit1 i¢in
gerekli olan Lemma 3.2.2 verilecektir (Abel, 1995), (Becker and Nessel, 1978).

Lemma 3.2.2
Her x € I ve n € N i¢in

M,(1;x) =1, M, (t; x) = x,

C k+1 k
2 _ .
M, (t%;x) = x +ka_0pnk(x)<n+k+1 n+k),0SX<1lse

1, x = 1ise

esitlikleri gecerlidir. Ayrica
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M, ((t —x)%,x) = M, (t% x) — 2xM,,(t,x) + x* = M, (t%, x) — x?

esitlikleri ile

n
5 <
_ x;pnk(x)(n+k+1)(n+k) eger0<x<1
0

eger x=1

x € I,n € Nigin

IA
Sl

esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).

Abel (1995) ve Holzle (1980) de verilen sonuglardan asagidaki Lemma 3.2.3 verilebilir (Abel,
1995), (Holzle, 1980).

Lemma 3.2.3
Her s,n € Nve x € [ i¢in
My ((t = x)*%;x) < Ky(s)n™*
esitsizligini saglayan bir K,(s) > 0 sabiti vardir. Ayrica x € I,n € N i¢in
My (It = xI%x) < (Ky(s)n =)z
esitsizligi de gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).
Tanim 3.2.1

n,r € N sabit sayilar olsun. f € C(I?) fonksiyonlarinin n.dereceden MKZ modifikasyonu
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f [ee] [ee] S
Z Z n](x)pnk(Y)ZM 0<x,y<lise
7=0k=0
N o d°f1 (6n))
~ ; —_— < =1i
M (f;x,y) = 1 an](x)z S 0<x<1ly=1lise (3.14)
’ j=0 s=0
8] r
dS
ZPnk(y)Z@, x=10<y<1lise
k=0 5=0 )
\f 111)1 X=y=1 ise

formiilii ile tanimlanir. Burada &5, (3.3) esitligi, f; ve f; ise (3.7) esitligi ile belirli olmak

tizere d° f (xg, ¥o), d° f1(xo) ve d°f,(yy) mn s-inci diferansiyelleri

N

d*f(x0,¥0) := Z ( )f(s) i (%0, Y0) (x — 20)57H(y — yo)* (3.15)
i=0
A5, (x0) 1= £ (o) (x — %0)°, d° £, (¥0) = 2 o) (¥ = ¥)° (3.16)

seklinde tanimlidir. (3.7)-(3.16), (3.3) ve (2.114) ten

Mn;r(f; x,1):= Mn;r(flfx),

Toir (3 1,9) = My (2, 9) S
esitlikleri yazilabilir.

Benzer sekilde (2.115) tentim x,y € [,n € Nver € N icin

M, (1;x,y) =1 (3.18)

esitligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).

Lemma 3.1.3 iin kanitina benzer sekilde (3.3)-(3.7) kullanilarak, (3.14) ile tanimlanan 1\7In;r

operatorlerinin asagidaki 6zellikleri tiiretilebilir.
Lemma 3.2.4

n,r € N olsun. M., C"(I?) uzayindan C(I?) ya dogrusal bir operatordiir. Ayrica her f €
C"(I?) i¢in
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1 CF )||<K3(r)ZZ||f(S) (3.19)

s=0i=

olacak sekilde bir K5(r) > 0 sabiti vardir (Rempulska and Skorupka, 2006).
Kanit
[k iddia tanimdan kolayca elde edilebileceginden yalmizca (3.19) esitsizligi gosterilecektir.
(3.3) kullanilarak x,y € I, j,k € Ny, n € N i¢in
x—&yl <1,  ly—Sul<1
esitsizlikleri yazilabilir.

Bu esitsizlikler ile (3.15) ve (3.1)-(3.14) arasindakiler kullanilarak her 0 < x,y < 1 ve n,r €

N i¢in
Py (Fie ) < ) ) n1<x)pnk<y>zs,z 2]
S
T 1 S .
<2 Ol

esitsizlikleri yazilabilir.

Benzer sekilde (3.16) dan her 0 < x,y < 1 ven,r € N i¢in

|y (i, 1)] < Z I ”(>||<z =

r

) = Y5 100] < Y 5150

s=0

esitsizlikleri gegerlidir.

Yukaridaki esitsizlikleri uygulayarak (3.14) yardimiyla (3.26) esitsizligi kolayca elde edilmis

olur.

151



Simdi M, ,,(f; x, y) nin yaklagim hizi ile ilgili teorem verilecektir.
Teorem 3.2.1

f € C(I*) ve m,n € N olsun. Bu durumda w(f; -, -) (3.2) ile tanimlanan f nin siireklilik

modiilt olmak tizere

1 1
M ;%,v) — f(x, S4w(;—,—) 3.20
1My (F3,9) = f G| [ (3.20)
esitsizligi gecerlidir (Rempulska and Skorupka, 2006).

Kanit

(3.4) ve (2.115) ten her f € C(I?) ve m,n € N i¢in

ZZ Pinj CO)Pnie () (f(fm,-.fnk) = f(x,y)), 0<xy<lise
j=0 k=0
N _ ) @ (f(Enp1) = f(x, D), 0<x<1y=1lise
My (f52,9) — f(x,y) = S & / ( 4 ) (3.21)
D puO(F &) - FAM), x=1,0<y<1Lise
k=0
01

x=y=1lise
esitligi gegerlidir.
0 < x,y < 1igin (3.3) ve (3.2) de tanimlanan siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak

|f(€mjj Enk) _f(xIY)| < w(f; |Emj - xl' |€nk - yl)

1
=)

m vn

|~

< (\/ﬁlfm] - Xl + \/Hlfnk - yl + Z)w(f;

esitsizligi yazilabilir. Boylece (3.21), (2.115) ve (1.1) yardimiyla

1 1

; ﬁ\/ﬁ) {VmMy (It = x1; ) + My (12 = y1;¥) + 2}

My (F3%,3) = f (6, 9)] < a)(

esitsizligi elde edilir.
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Holder esitsizligi ve Lemma 3.2.2 kullanilarak
5 ok 1 1
My (It = x[; %) < {Mp, ((€ = )% 0)}2{Mm (1, 0)}2 < /=,
Vm
esitsizligi bulunur. Benzer sekilde her 0 < x,y < 1 i¢in

1
M, (|z —yl; <—,
WUz=yly) o

esitsizligi de gecerlidir.

Yukaridakilerden her 0 < x,y < 1 ve m,n € N igin

| Mo (5 %, y) — |<4 wy 3.22
malfi%,3) = )| < o (fi =) (3:22)

esitsizligi gecerlidir. Buradanher 0 < x < 1,0 <y < 1vem,n € Nigin

1
Mo (F5,1) = £ D] < 0 5=, 0) (3.23)
ve
M ;1 1 <4 ; 0 ! 3.24
[Mona(F51,) = L) < 400 (130 ) (3:24)

esitsizlikleri yazilabilir. Boylece (3.21),(3.24) ve (3.1) kullanilarak w(f;-, *) Ozellikleri
yardimiyla (3.20) esitsizligi gosterilmis olur.

Teorem 3.2.1 den asagidaki sonug gecerlidir.
Sonuc¢ 3.2.1
Her f € C(I?) igin

lim ”Mm,n(f; x:y) —f(x,y)|| =0

m,n—co

esitligi gecerlidir.
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Sonuc¢ 3.2.2

Her f € C1(I?) ve n € N igin

1

1M (F5 2, 9) = f G| < 4(IEN + [|£5])n "2 (3.25)
esitsizligi gegerlidir.
Kanit

Gergekten (3.20), (3.2) ve w(f; -, +) 6zellikleri kullanilarak her f € C(I?) ve n € N igin

1 1
M (F3%,9) = £ 3] < # (w (rz0)+a(ro ﬁ))
esitsizligi dogrudur.

Burada her f € C1(1?) igin

. 1 — E 2 < 1
o (fi7=0) = sup{lf ) = o)l @), (y) € 2 Ju—x| <

< Ifflin=*/2

esitsizligi gecerli olup bu ifadeye denk olarak

o(fi0,=) <5l

esitsizligi yazilabilir. Yukaridaki ifadeler birlikte diisiiniilerek (3.25) esitsizligine ulasilmis

olur.

Simdi her f € C"(I?) ve Mn;r (f) i¢in (2.119) un bir denk ifadesi kanitlanacaktir.

Teorem 3.2.2

r € N sabit bir say1 olsun. Her f € C"(I?) ve n € N igin a)(fx(r) ;+, 1) (3.2) ile tanimlanan

=iyl
y

stireklilik modiilii olmak {izere operatdr icin
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@ 1 1

r— Lyu\/— \/— (326)

|70 (3,30 = FGe ]| < Karim™ sz(f

esitsizligini saglayan bir K, (r) > 0 sabiti vardir (Rempulska and Skorupka, 2006).
Kanit

(3.14),(3.17),(3.18) ve (2.115) formiilleri birlikte kullanilarak f;(x) ve f,(y) (3.7) deki

sekilde tamiml1 olmak iizere her f € C"(I?) ve n € N igin

© oo ds e
22 n,(x)pnk(y)(ZM—f(x,y)), 0<xy<lise
< fl(en) .

Pl (F:2,9) — fx,y) = ,Zp"’( )(Z 2 P <y 15 (3.27)
ank( )Z fZ(g k)—fz( o x=10<y<1lise
%z, x=y=1ise

esitligi gegerlidir.
Durumlar ayr1 ayr1 incelenecektir.

i) 0 < x,y < 1 olsun. Her f € C"(I?) i¢in sabit bir (x,,y,) € I? noktasinda asagidaki Taylor

formiilii uygulanirsa (x.y) € I? olmak iizere

ds , 1 1
oy =S L) L [ i) - @ oo (629)
0

! —1)!
peer] s! (r—1)

esitligi gegerli olur.

Ax:=x—xyve Ay:=y —y,

seklinde taniml1 olsun.

&, 7) = (xg +t(x — x0),y0 + t(y —y0)) ve 0 < s < r olmak tizere

d’f(x0,¥0), d"f(X,§) diferansiyelleri icin (xo,¥0) = ($nj»&nk) esitligi  kullanilarak
(3.27),(3.28) den

1
Ajr(fix,y) = fo (1—1t)-1

A7 f (nj + £(0 = En7), Enk + €0 = i) ) = A" f (G )| dt
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esitligi yardimiyla

8
8

|Mn r(f X, Y) f(x y)l = n](x)pnk(y)Aj,k;r(f; X, y) (3-29)

(r—
esitsizligi elde edilir.

(3.15) ve (3.2) den siireklilik modiilii 6zellikleri kullanilarak

1 T
A (fi2,7) < fo =0 (1) x 0 (£ o th = &l tly = el ) 1 = sl 'y = Gl e

i=0

S%;() @ (£ 1% = Gl 1y = Gl [ = Gl 1y = Gl

<32 Doz g)

r—i ;
x (Valx = &uj| + Valy = &l +2)|x = &1y — el (3.30)
esitsizlikleri bulunur. Burada

(3.30),(3.29), (3.4) ve (3.1) dikkate alinarak

r

|7y (F5,9) — £, 9| S%Z( Jo (£ &”lyl:} })

x {VaM, (|t — x5 x) My (12 — yI5 y) + VM, (It — x5 )My (12 — y |7 y)

+2M, (It — x5 )M, (12 — y15 y)}

esitsizligi bulunur. Son esitsizlik Lemma 3.2.3 ile birlikte diisiiniilerek her 0 < x,y <1 ve

n € N i¢in
[ 3 29) = £ )| < Ksm™2 ) () (i) (331

i=0

esitligi elde edilir.
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ii) Ikinci olarak 0 < x < 1, y = 1 ve n € N olsun. (3.16)-(3.18), (2.114) ve (2.119) dan

| M (f5 %, 1) = £, D] = |Myr (F, %) — f1 ()]

< K,(Mnzw (fl(”;%) (3.32)
n

ifadesi yazilabilir. Bu ifadeye benzer sekilde her 0 <y < 1 ven € N igin

|Mp, (f; L,y) = F(LY)| = My (2, ¥) — ()]

< K,(r)nz w(f(” \/1%) (3.33)

esitsizligi dogrudur. (3.7) den
70 = [P 1) ve £7) = £ (1)
esitlikleri yazilabilir.

(1.12) ve (3.2) kullanilarak her n € N i¢in

w( 1(”;\/15) (f(l),\/i_ 0) < w(f(l),\/l_ \/1_) (3.34)
w(2<”;\/1z)<w<f<” \/1%) (f(f),\/_ \/1_) (3.35)

esitsizlikleri yazilabilir.

Boylece (3.31)-(3.35) ve (3.27) ile (3.1) kullanilarak (3.26) daki istenen esitsizlik elde edilmis

olur.

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.1 den asagidaki 6nemli uyar1 verilebilir.

Uyan 3.2.1

Her f € C"(I?) ve r € N i¢in
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lim 72| ¥y (3 %,7) = f(x,9)]| = 0
esitligi saglanir.

Dolaysiyla 7 >2 ve her f € C"(I?) igin (3.14) ile tamimlanan M,.,.(f;x,y) MKZ
operatorleri; (3.4) ile verilen My, ,,(f; x, y) klasik MKZ operatorlerinden daha iyi bir yaklagim

saglar.

158



4.BOLUM
TEK DEGISKENLIi q-MKZ OPERATORLERI

Bu boliimde Trif (2000), Dogru and Duman (2006), Eren¢in vd. (2012), Mahmudov and
Sabancigil (2012) ve Simsek (2019) tarafindan yapilan g-MKZ genellestirmeleri ve yaklagim
ozellikleri verilecektir (Trif, 2000), (Dogru and Duman, 2006), (Erengin vd., 2012),
(Mahmudov and Sabancigil, 2012), (Simsek, 2019).

4.1 g-MKZ Operatorlerine iliskin Trif’ in Yaptigi Cahsmalar

Bu kesimde g-MKZ operatorlerinin Trif (2000) tarafindan verilen tanimi ve bu g-

genellestirmenin 6zellikleri incelenecektir (Trif, 2000).
Tanmm 4.1.1
x € [0,1] olmak tizere n € N ve g € (0,1] olsun. Bu durumda her f € C[0,1] i¢in g-MKZ

operatori;

Pn,q(x) = 1_[(1 - qjx)
j=0

olmak lizere

[k]q n+k .
My (f %) = Pn‘q(x)kz:f<—[n n k]q) [ N ]qu, 0<x<lise (4.1)
f(l), x = 1ise

seklinde tanimlidir (Trif, 2000).
Onerme 4.1.1

(4.1) ile verilen My, ,(f; x) operatdrii dogrusal ve pozitif bir operatordiir.
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Kanit

i) Gergekten M, ,(f; x) operatoriiniin dogrusalligi igin

Her o, € Rve f,g € C[0,1] i¢in;

w0 ] Jo-r00 3 o (gl oo ) £
= ﬁ(1 _xqj)i af( [klq >[k + n] U ﬁ(l _xqj)i Bg <&> [k +n] K
k=0 [Tl + k]q k q =0 =l [Tl + k]q k q

j=0

=a l—[(l —xq’) Z f ([n[i];i]) [k Z n]q x*+ B 1_[(1 —xq’) Z g ([n[:{-];i]q) [k J/E n]q xk
j=0 k=0 j=0 k=0

= aMn,q(f; x) + .BMn,q (g; %)

esitlikleri gegerli olup My, ,(f; x) dogrusal bir operatordiir.

ii) My, 4 (f; x) pozitiftir. Gergekten f = 0 olsun.
+k
nq(fx)—ﬂ(l—xqj)Z[n ] <n+k > 0<x<1

oldugundan her x € [0,1) ve 0 < g < 1 i¢in

n
1_[(1 -xq’) =0
j=0

Ve;

[k;c—n] x>0
q

esitsizlikleri dogru olup

kabulden f <[n[i]l‘i] ) >0
q
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oldugundan M, ,(f; x) operatdrii pozitiftir.
Lemma 4.1.1

i = 0,1,2 olmak iizere e;(x) = x olsun. Her n > 3 dogal sayis1 ve x € [0,1] i¢in asagidaki

ozellikler gecerlidir (Trif, 2000).

i) My, q(e0,x) =1 (4.2)
i) M, ;(e,x) = x (4.3)
i) 0 < Ry (%) < %x(l 0 = g = g% (4.4)

olmak lzere

x(1—=x)(1 —q"x)
[n—1]

My q(e2,x) = x* + — Ry, (%), (4.5)

Kanit

)0<x<1 igin

) o
FEne kZO " ;{f "] Xk (4.6)

esitliginden (4.2) kolayca elde edilir.

ii) (4.6) esitliginde

e KA Ly @

esitligi dikkate alinirsa (4.3) esitligine de kolayca ulaslir.

iii) Her n = 3 dogal sayis1 ve her x € [0,1) i¢in (4.7) ifadesi M, 4(e;, x) de yerine yazilirsa

> [k _
Mnq(e2,%) = Poq(x) Z [n[+]k] " ZE 1] Xt
k=1
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[k +1] +k
_xP”q(x)z +k+1 n ]

esitligi elde edilir. Bunun yaninda (4.6) esitligi kullanilarak

0 = xbu0 Y [T 1]
e,(x qukzzl[ I — ]x

esitligi yazilabilir. Sonug olarak

M, 4(ez,x) — x? [ +xan()z<ni‘rZJ1r1 [n+k] [n+k—1])

esitligi gegerli olur. Kolayca elde edilen

[k + 1] [n+k] [n+k—1]
[n+k+1] [n+ k + 1]
seklindeki 6zellik kullanilarak
n+k—1
My q(e2,x) = x? +Xan(x)Zw[ ]

P LY AN LR A [
=X qkm[ Es

esitligi bulunur. Burada

[n+k—-1] [2]g™ k1
n+k+1] = [n+k+1]

ozelligi yardimiyla;

_ g, *Pg(0) N n+k—2
Mn'q(ez,x)—x +m;[ X ](qx)k

[z]qn 1xan(x) n+k—2
B [n—1] Zn+k+1][ ](qx)k
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esitligi elde edilir.

(4.6) esitliginden
etk —2], 1 (1-x)(1—q"x)
(qx)" = —= — =
;) [ k ] Hj=02(1 — qigqx) Py q(x)

esitlikleri gecerli oldugundan

(214" %P, (X) 1 n+k-21, ,
0<R,,(x)< 1] ;[n+k+1][ I ](CI x)k

[Z]qn_lxpn,q (x) - 1 n+k-—2
=T 1) kZO[Hk—Z][ (@

B [Z]C[n_lxpn,q(x) 4 [n +k— 3] (q2x)*
k

- In-1h-2] &

[2]1g™ " x By q(x) 1

" [n—-1][n-2] H?;S(l — qiq?x)

_ [2]g"! " "
gl e LR CE IR D

esitlikleri kullanilarak

x(1—-x)(1—q™x)
[n—1]

M, 4(e3,x) = x* + — R, ()

esitligi elde edilir. Boylece (4.5) in kanitt tamamlanmis olur.
(4.4) ten her x € [0,1] igin n — oo iken R, ;(x) — 0 yakinsar. Diger taraftan 0 < q < 1 i¢in

n — ooiken [n — 1] = ﬁ yakinsamasi gecerli oldugundan

My q(e2,x) = x* +x(1 = x)(1 —¢q)
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olarak bulunur. Dolayistyla M,, ; (e, x), e, ye yakinsamaz.

Bununla birlikte |Mn,q (e5,x) — (ey, x)| icin asagidaki esitsizlik dogrudur.
Lemma 4.1.2

My, 4, g-MKZ operatérii ve her n = 3 igin

3

|Mn,q(621x) (ez,x)| 2_

esitsizligi saglanir (Trif, 2000).
Kanit

x(1=x)(1—q"x) N [21q" ' x(1 — x)(1 — qx)(1 — q™x)
[n—1] [n —1][n — 2]

My q(e2,0) — (e2,0)| <

P 2]
Sin—1]  an=1]

_2+q [n]
~ 4[n] [n-—1]
esitsizlikleri ve
n 1—q"x
[x] _1-gq X 14
[n—1] 1—gqn"1t
esitsizliginden
2+qd+q _ 3
|Mn,q(32; x) — (e, x)| < < (4.8)

4[n] 2[n]
esitsizligi her n > 3 ve her x € [0,1] icin gecerlidir. Boylece kanit tamamlanmais olur.

Uyan 4.1.1

Phillips (1997) deki yonteme benzer diisiinceyle g-MKZ operatorler dizisini yakinsak yapan
bir (q,,) dizisi agagidaki kosullar1 saglayacak sekilde segilebilir (Phillips, 1997).

Her n € N i¢in
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1

1--<¢q,<1 (4.9)
n

ve boylece 1 <7 <n —1i¢in

1 T < <1
=

olur. Boylece

nn—-1) n+1
="" "o T2

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.1.1

1
1—ESqn<1 (4.10)
esitsizligini saglayan bir g, dizisi ve her f € C[0,1] i¢in M, , (f,x) operatérler dizisi [0,1]
iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Trif, 2000).
Kanit

Lemma 4.1.1 1) ve ii) den

Ai_l)’{)lolanJQn(l’ x) - 1||c[0,1] =0

TlLi_l;I;lO”Mn'Qn(t’ x) - x”C[O,l] =0

oldugu agiktir. ||Mn,q(ez,x) — (ey,x)|| farki igin g, dizisinin tanimi ve (4.9) esitsizliginin

(4.8) de yerine yazilmasiyla

3

| My q(e2, %) — (5, 0)|| < ]

esitsizligi her n = 3 i¢in elde edilmis olur. Dolayisiyla [0,1] lizerinde M, 4e,, e, ye diizgiin

yakinsar. Bu da Teorem 4.1.1 in kanitin1 tamamlar.
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Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 {in kanitlar1 Lupas and Miiller (1970) deki Uyar1 2.3 ve Uyari
2.5 e benzer oldugundan bu iki teoremin kanitlarina deginilmeyecektir. Siireklilik modiilii

yardimiyla asagidaki teorem verilebilir (Lupas and Miiller, 1970).
Teorem 4.1.2

Her n > 3 ve her f € C[0,1] i¢in w(f,d), (1.12) de tanimlanan siireklilik modiilii olmak

uzere

5 1
| Mo (f, ) = F)|| < Ew(f'ﬁ)

esitsizligi gecerlidir (Trif, 2000).

(4.8) esitsizligi kullanilarak M, , operatorleri igin Lorentz tipi bir teorem asagidaki sekilde

verilebilir.
Teorem 4.1.3

C®)(K) uzay: p-kez diferansiyellenebilir fonksiyonlarin dogrusal bir alt uzay1 olsun. Her f €

C1[0,1] ve her n = 3 i¢in

3++6 1

(f', )
2yl ]

”Mn,q(fl X) - f(x)” <

esitsizligi gecerlidir (Trif, 2000).
Teorem 4.1.4

f:10,1] - R konveks bir fonksiyon ve x € [0,1] olsun. Bu durumda M, ,(f,x) artmayandir
(Trif, 2000).

Kanit

x = 1i¢in kanit agik oldugundan x € [0,1) alinsin. Her n > 1 igin
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Myg(f,2) = Masrg (£ ) _ 00
; xn,q(x) : - xzf<n+k+1>[n+k+1]

k=0

i (n+k+1]>[n+k+1] k+z ( k]k]>[nzk]xk

k=1

esitligi gegerlidir.

[n+k+1]=qn+1[n+k

n+k]
k k—1

+[k

reqiirans formiili ikinci toplamda kullanilarak

Myo(f, %) = Mosig(£.0) <O tn+k otk + 1] [k]
Pra(®) _xZ[ k ]xk{q [n + 1] <[n+k+1]>

_qn+1[n+k+1l ( [k +1] >_[n+k+1] < [k +1] )
[ [

[n+ 1] n+k+ 2] [n+1] n+k+ 2]

[n+k+1] [k + 1]
+ [n+ 1] f([n+k+1]>}

esitligi elde edilir. Basit bir hesapla gosterilebilir ki

g2kl [k] [k + 1] [k+1]
[n+k+1][n+k+2][[n+k+1]'[n+k+2]'[n+k+1]'f -

esitsizligi f konveks oldugundan dogrudur. Dolayisiyla

Mg (f,%) = Mpy1,4(f, %)
esitsizligi bulunmus olur. Boylece M, ;(f, x) nun artmayanlig1 gosterilmis olur.
4.2 g-MKZ Operatoriine Iliskin Dogru-Duman’in Yaptigi Cahsmalar
Tanim 4.2.1

a € (0,1),x € [0,a) ve f € C[0,a] olsun. g € (0,1] i¢in Dogru and Duman (2006) tarafindan
q-MKZ tipli operator
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n

() = | |1 = x4%)

s=0

olmak Uzere

co n k
i i B ERII T,

q

seklinde tanimlidir (Dogru and Duman, 2006).

Bu operatérde g = 1 alindiginda her x € [0,1) i¢in

o

M, (f,x) = (1 —x)"** ,;f (ﬁ) (n ;I{- k) ok

seklinde tanimli klasik MKZ operatorlerine doniisiir.
Onerme 4.2.1

M, (f; q; x) operatorii dogrusal ve pozitif bir operatordiir.
Kanit

1) Gergekten M, (f; q; x) operatoriiniin dogrusallig1 i¢in

0 <a<1olsun. Hera, 8 € Rve f,g € C[0, a] igin;

= q"[k] q"[k] k +
My (af(8) + Bg(£); q;x) = un,q(x); (“f <[k + ni) e (M)) " n]q o

unq<x>2af<k+n )["*"] k+unq(x>2ﬁg< 7 )[“"]qu
_aunq(x)Z < )[’””] x +ﬁunq(x)z <

= aM,(f; q;x) + BM,(g; q; x)

)[k+n] "

q
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esitlikleri gecerli olup M,,(f; q; x) dogrusal bir operatordiir.

ii) My, (f; q; x) pozitiftir. Ger¢ekten f = 0 olsun.
n
00 =] |1 -2 20

s=0

olmak Uzere

) — N q"lklg \n+k
Mn(f'q'x)—un,q(x);f<m>[ k ]qu

oldugundan her x € [0,a];0<a<1ve0 < g <1igin

k+n] & qn[k]q)
[k Lx ZOWmemqZO

esitsizlikleri dogru olup M,,(f; q; x) operatorii pozitiftir.

Onerme 4.2.2 yi kanitlamak icin ihtiya¢ duyulan 6zellikleri iceren birka¢ lemma verilecektir.
Lemma 4.2.1

q € (0,1] olsun. Bu durumda

qlk—1], =[k]l, -1 (4.12)
i) [k + n— 1], < [k +n], (4.13)
iii) [n], < [k +n], (4.14)

ozellikleri gecerlidir (Canatan, 2008).

Kanit

1-¢q
1—¢q

[k]q =

seklinde taniml1 oldugundan
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_q- g1
1-g¢q

= q[k - 1]q
esitlikleri yazilabilir. Buradan agikga (4.12) esitligi gecerlidir.
ii) Yine g-tamsay1 tanimindan

1— k+n—-1

q
k -1, =
[k +n—1], -
esitligi gecerli olup, her g € (0,1] i¢in

1— qk+n—1 1— qk+n

1-q =~ 1-—q

= [k +n],

esitsizligi dogru olacaktir. Dolayistyla;
[k +n—1]; <[k +n],
esitsizligi bulunmus olur.

1i1) Benzer sekilde

n n+k

1—gq 1—gq
[n]q: <

1-q  1-—g¢q

= [n+k],

esitsizligi gecerli olup acikca

[n], < [n+ k],
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esitsizligi saglanir.
Lemma 4.2.2

Her n, k € N i¢in

[n+ 1]
[n;c-k]q_[n:l_k_l_l [n+k+1]

esitligi saglanir (Canatan, 2008).
Kanit

Tanimdan

[Tl+k] h, [n+k]q!
kg [klg!n]g!

B [n+k+1],'[n+1],
T [n+k+ 1,00+ 11! k]!

[n+1], [n+k+1]
M+k+1

esitligi elde edilir .
Lemma 4.2.3
Hern,k € N ve q € (0,1] igin

[k]q
R S|

esitligi gegerlidir (Canatan, 2008).
Kanit

n, k € N olsun. Bu durumda

[n+k] _ [n + k]!
k=1l [k—=1],![n+1],!
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Itk + 10K,
"I+ k+ 1l n+ 1], [k],!

[klq P+k+q

[n+k—+1 (4.16)

esitligi kolayca elde edilir.

Asagidaki Onermede q-MKZ operatorlerinin diizgiin yakinsakligi i¢in gerekli olan test

fonksiyonlart ile ilgili 6nemli 6zellikler verilecektir.
Onerme 4.2.2

a € (0,1) vex € [0,a] olsun. Hern € Nve 0 < g < 1 igin;
DM, (1,¢;x) =1

i) M, (¢;q;x) = q"x

iii) (q%" — Dx? < M, (t%; q; x) — x% < (q*™*! —

ozellikleri gegerlidir (Dogru and Duman, 2006).
Kanit

i) Her |x| < 1 i¢in

o . "
Z [N+k 1]qu - 1-x)...(1 —xq 1) ’

k=0

esitligi bilinmektedir (Andrews vd., 1999). Bu esitlikte N yerine n + 1 alinirsa;

o)

Z n + k ok = 1

— q 1-x)..(1—xq™)
_ 1
B e=0(1 — xq°)
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esitligi elde edilir. Boylece,

+k
Ma(1360) = g0 Y [P ] 24
k=0

q
- 1
=1 |(1—xq°)
=1

oldugundan istenen esitlik elde edilmis olur.

ii) Operatoriin tanimindan; q-faktoriyel 6zelliklerini kullanarak

o N v 4"Klg o+ k
M, (t; q; x) —un,q(x);m[ X ]qu

~ o kg [k+nlg!
= tna (%) kZl k + nl, kg Tnlg!

~ o [k+n—1]y
- “”'q(")z T =T

= L k+n—1]0
= xun'q(x) z q = 1]q! [n]qq!xk

k +
= q”xun,q(x) Z [ K n] xk
k=0 1

esitligi elde edildiginden istenen kanitlanmais olur.

iii) g-binom katsay1 tanimi, Lemma 4.2.1 ve g-tamsay1 6zellikleri kullanilarak

X 2n 2
q“"lklq" k
Mt 030 = g () ) =5 [ 47 1k
P [k +nlq q
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e >i 0y e
wa k+n ![n]q!

*"([kl; —1+1) [k+n—1],
‘”""(’“)Z Tl =10

k], — 1 k+n—1]q' . o 1 [k+n—1]
=4 ”"q(x)z e+, T~ Tl - T un’q(x);[k+n]q[k—1]q![n]q!xk

o qlk — 114 [k +n—1],! . o 1 [k+n—1]
= )Z e T 400 ). Ty e T, Tyt

k

[k +n—1]; [k +n—2],! 1 [k +n—1],!
2n+1 qa* xk 2n k
”’“?(x)z k+nl, k-2l ¢ ”"q(x)Z[Hn Tl
k - - k+n-1 _
< g?n*iy zunq(x)z +n ] Xk 2+q2nxun,q(x)2[ kz1 ] xk-1 (4.17)
q = q

esitsizligi elde edilir. Boylece
k + k+n
Ma(t% ;) < g2 Zunq(x)E[ "] x +q2nxunq(x>z [5]

2n+1 2 2n
+ X—
=q q [n]q

esitsizligi bulunur. Dolayistyla her iki taraftan x? cikartilarak

2n

a X
[,

M, (t% q;x) — x* < (¢*"' — Dx® + (4.18)

esitsizligi elde edilir. Bunun yaninda (4.17) esitligi kullamlarak M, (t?; q; x) igin

k+n+1 [k_|_n]

My (t%;q;%) = g2y g (0) ; M+ n+2],
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N 1 k +
k=0 q q

esitligi gecerli olup, Lemma 4.2.1 de k yerine k + n + 2 alinirsa;
qlk+n+1],=[k+n+2], -1

esitligi elde edilir. (4.19) da bu son esitlik yerine yazilirsa,

k+Tl+2 —1[k+n]

2, — 2n
Ma(t%6) = q unq(x)z T

N 1 k +
+q2"un,q(x)z TE— [ k"] xk+1
k=0 q q

_ _on.2 k+nl x_  on.2 z 1 k+n] _«
=q xun,q(x)kzo[ I ]qx q xun'q(x)k_o—[k+n+2]q[ I ]qx

k+n
+q2nxunq<x>2m[ |,

esitligi bulunur. Son esitligin ikinci kismia Lemma 4.2.1 esitsizligi uygulanirsa her a € (0,1)

ve x € [0, a] olmak iizere;

k+n
2. > g2hx2 — g2n k
M, (t?; q; x) = q*"x* — q*"x unq(x) § k+n+1 [ k ]qx

k+
+q2""2”nq<x>z k+n+1] | kn]quzquz

esitsizligi elde edilir. Boylece;

anx

[n]q

q*"x? < Mp(ex(t); q;x) < g*"+1x? +

esitsizligi dogru olup kanit tamamlanmis olur.
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Asagidaki teoremle uygun kosullar altinda M, (f;q,; x) operatorler dizisinin f(x)

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi kanitlanmistir.

Teorem 4.2.1

(qn) dizisi i¢in 0 < q, <1, lim q;; =1 ve lim ﬁ = 0 kosullar1 saglansin. Bu durumda
n—-oo n—-oo q

M, (f; qn; x), g-MKZ operatorii a € (0,1) i¢in [0, a] araliginda siirekli ve tim R de sinirl

olan f fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Dogru and Duman, 2006).

Kanit

Korovkin tipli teoreminin kosullarinin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir.
Her x € [0,a] i¢in 0 < g < 1 olmak tizere

)M,(1;q;x) =1
ii) M (t;q;x) = q"x

2n
iii) (47 — Dx? < Ma(t% ;%) —x* < (¢*"*" — Da® + 7=
q
ifadelerinde q = (q,,) olarak alinirsa (q,,) dizisi i¢in
lim g = 1 ve lim — =0 kosullar1 saglandigindan
n—oo n—-oo [Tl]q
i) lim||M,(1;¢;x) — 1|l =0
n—-oo
ii) lim||M,(t; gn;x) — x| =0
n—-oo
i) lim [|[My,(t2; qn;x) —x*|| =0
n—-oo
yakinsamalari saglanir. Boylece kanit tamamlanmais olur.
Ornek 4.2.1
1 1 .- 1
qn, = en (1 — —) secilirse 0 < g, <1 olup lim g =1 ve lim — = 0 kosullar1 saglanir
n n—co n-o [nlg

(Dogru and Duman, 2006), (Canatan, 2008).
Oncelikle lim g limiti bulunmalidir.
n—->oo

n

1 1
lim g = lim [en (1 ——)] =ee’l=1

n—oo n—oo n
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olur. g-tamsay1 tanimi ve r > 1 ve r < n i¢in gegerli olan

esitsizliginden

[nlg, =1+ agn+qn+ - +qn™

1 1 1 2 n—1
Zen<1——>+en<1——)+---+<1— )
n n n

in—1

esitsizligi elde edilir. Boylece
0< 1 < 1
2
esitsizligi bulunur. Dolayisiyla n — oo igin limit alindiginda lim — =0 oldugu gosterilmis

n—oo [nlg

olur.

Asagidaki teoremde (4.11) ile tanimli q-MKZ operatorlerinin yaklasim hizi (1.12) de

tanimlanan siireklilik modiilii kullanilarak hesaplanacaktir.
Teorem 4.2.2
Hern €N ve0<q, <1 i¢ina € (0,1) olsun.

Her f € C[0,a] igin

2n
aqn
_ _ AM242
6n j(l qr)?a [n]q (4.21)
olmak uzere
”Mn(f; qn;x) - f”C[O,a] =< Zw(f; (Sn) (4.22)
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esitsizligi saglanir (Dogru and Duman, 2006), (Canatan, 2008).

Kanit

f €C[0,a] ve n € N olsun. M, (f;q,; x) q-MKZ operatoriinin dogrusalligi ve pozitifligi

kullanilarak;

|Mn(f; dn; x) — f(x)l < Mn(lf(t) _f(x)l;qn; x)

esitsizligi yazilabilir. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri ve operatdriin monotonlugundan,

M, (5 qn; x) — f(X)| < M, <(U(f 6)<| _ |+1>;qu>

esitsizligi elde edilir. Operatdr dogrusal oldugundan,

w(f; 6)
0

My, (f; @n; x) — F )] < M, (It = x1; gn; x) + w(f; )My (1; qn; x) (4.23)

esitsizligi gecerlidir. Boylece

My, (|t — x[; qn; x) = Un,q, X k+n

anlklq _x“k+n] o

| ah 1]
= 2w, e @ L],
- ol ([ 172 (a0 [ 17, )

esitligi bulunur. Son esitlige Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa;

1 1

oo n 2 2 © 2
M, (|t — x|; gn; x) < <Z ([Znikr]zjl _ x) Up,q,, (%) [k -I|(— n] xk) <Z Un,q,, (X) [k -IL— n] xk)
k=0 a 1 1

k=0

= [Mn((t - x)Z; qn; X)]%

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik (4.23) ile birlikte diisiiniiliirse;
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w(f;8)

Mo (f s ) — F (O] < (02O + w(F; 8)

)
;8 2" :
s“’(’; )[x2<q3—1>2+‘{n]"] + 0 (f; 8)
q

1

2n..12
< w(f;6) %Ixz(ql} - 1%+ CEZ]:] +1

esitsizligi elde edilir. Norma gegilerek

1

1Mo (F; G ) — Fllcpoa < (f; 8) l[aZ("—1)2+"’%‘n“r+1
a\J > qn; clo,a]l = ’ S dn [n]q

2n
esitsizligi yazilabileceginden 6 = §,, = \/ (1—gm)?a®+ TZ—? secimiyle aranan
q

My, (f @ x) — f(x)”C[O,a] < 2w(f; 0,)
esitsizligi gosterilmis olur.
Teorem 4.2.3

q-MKZ operatdriiniin ilk iic merkezi momenti;

1) ‘Pn,o(x) =1
ii) @p,1(x) = x(q" — 1)

2n
iii) o (%) < x2(q" — 12+ L=
! [nlq

seklinde olur (Dogru and Duman, 2006), (Canatan, 2008) .
Kanit

i) Acikca ilk merkezi momenti
Pno(x) = M ((t =) q; %) = Mp (L ;%) = 1

olacaktir.
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i1) Diger taraftan
Pn,1(x) = My (t — x; ¢; %)
= My (t; q;x) — My (x; ;%)
= My (t; q; x) — xMp(1; q; %)
=q"x—x
=x(q" - 1)
esitligi yazilabileceginden ii) esitligi saglanir.
1i1) Son olarak
Pn2(x) = Mp((¢ = )% g5 %)
= My (t% q; %) — 2xMp(t; ;%) + x* My (1 q; %)
esitligi gegerli olacagindan
2n

2n
X
P2 (¥) < 2 ix? + T g 422 = x2(q2H - 2g" + 1) + 1
[n]q [n]q

esitsizligi yazilabilir. Boylece

2n

q
[n]q

Pn2(x) < x*(q"—1)* +

esitsizligi dogru olup, aranan esitsizlik gosterilmis olur.

Asagida Dogru ve Duman tarafindan verilen g-MKZ operatorlerinin artmayanhigi ve v = 1,2

olmak lzere

ev() = (1)

fonksiyonlar1 i¢in sagladigr esitlikler gibi bazi1 6zelliklerden bahsedilecektir.
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Tamm 4.2.2
a,f €[0,1] ve a« + = 1 olsun. Bu durumda

flax+By) —af(x) =Bf(y) <0

kosulunu saglayan fonksiyonlara konvekstir denir (Pecaric vd., 1992).

Lemma 4.2.4
_ [n+1]q __ ”+1[k]q
= kel C B [n+k+1], (4.24)
olsun. Bu durumda
[k]q i [k]q n [)) [k o 1]q
[n+k+ 1], [n+ klq [n+ k],

esitlikleri saglanir (Dogru and Gupta, 2006).
Kanit
q-tamsay1 tanimindan

1— n+1 1— k
[n + 1]q + qn+1[k]q — e + qn+1_q

1—-¢q 1—-¢q

1— qn+1 + qn+1 _ qn+k+1

1—-¢q

1— k+n+1

q
1-¢q

=[n+k+1],
esitlikleri yazilabilir. Buradan
[n+ 1], + g™ [kl = [n+ k + 1],
esitligi yazilabilir. Bu esitlikte k yerine k — 1 yazilirsa

[n+ 1], + ¢"*' [k - 1], = [n + k],
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[klq

esitligi her iki tarafin Tt kg ntk 1,

ifadesi ile ¢arpilmasiyla

[Tl + 1]q[k]q + qn+1[k - 1]q[k]q _ [Tl + k]q[k]q
m+kln+k+1], [m+kljn+k+1], [n+kljn+k+1],

esitligi bulunur. Son olarak (4.24) kullanilirsa

esitligi gosterilmis olur.
Teorem 4.2.4

0 < q <1 vex € [0, a] olmak iizere eger, f:[0,a] » R* bir konveks ve artan bir fonksiyon

ise (Mn (f; qms x))n>1 operatdrii de n indisine gore artmayandir (Dogru and Gupta, 2006).
Kamt

M, (f;q; x) — M1 (f; q; x) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Mn(f;q;x)_ n+1(f q,x)—l_[(l— S)Z <n+k )[n+k]

ﬂ>[n+k+1] Lk

[n+k+1] q

q" [k, ) n+k+1 v
_r =4 x (1_an+1)
[n+k+1] [ ]q

5=0 k=0
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q"* k], ) [n +k+ 1] o

[n+k+1] q

qn+1[k] ) [n +k + 1] qn+1xk+1

[n+k+1] q

n+1[k]
[nq+k+1 )[n+k+1] o

q s=0 k=1
qn+1[0]q [n +1 0
[n+1], 0 1

Tl+1[k]
[nq+k+1 )[n+k+1] o

qttixk (4.25)
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esitlikleri gecerlidir.

Lemma 4.2.2 ve Lemma 4.2.3 te verilen esitlikler bu son esitlikte yerine yazilirsa

My (f; q; %) — Mﬁﬂqu)—[]u—x¢q§: [+ 1l (quQ>P+k+1]xk

n+k+1] [n+ k], k q
T n+k+1
s k
I]“‘*”)zz (n+k+1 )[ Lx
s g "k =g\ m+k+1] &
+I]U—xq)§:n+k+1 < [n+ k], >[ k Lx (4.26)

esitligi bulunur. f artan fonksiyon oldugundan;

1 n+1k
M, (f;q;x) — My 1 (fi q; x)>1_[(1_xqs)z [n + f<q []q>[n+I]§+1] o

n+k+ﬂ [n+ k], q
g
s n+k+1
ﬂﬂ xa >Z (n+k+1 o LG S
n+1 n+1
q [k - 1]q n+k+1
1- Sz: k 4.2
+I]( *q’) n+k+1 < [n+ k], [ k Lx (4-27)
esitligi yazilabilir. Burada
_ [Tl + 1]q — qn+1[k]q X = qn+1[k]q _ qn+1[k - 1]q
n+k+1], TInrk+1ly’ m+K, 27 n+kl,
olarak secilirse;
[n+1], q" k],

a+ﬁ:m+k+ﬂq [n+k + 1],

_[n+1]g +q™ k],
 [n+k+1],
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1_qn+1 qn+1(1_qk)
1-q 1-q
[n+k+ 1],

1_qk+n+1

- tma
[n+k+ 1],

n+k+1],
n+k+1],

oldugundan;

[n+ 1], M“ML+ q" ' kly q" k- 1]
n+k+1],[n+kl, [n+k+1], [n+k],

ax+,8y=[

— qn+1[k]q 1 n+1
_Tn+k+ﬂqm+khﬂn+ﬂq+q le =11

qn+1[k]q 1 1— qn+1 N - 1— qk—l
m+k+1];[n+kl;( 1—q 1 1—gq

qn+1[k]q 1 1— qn+1 + qn+1 _ qn+k
[n+k+1],[n+ k], 1—gq

B qn+1[k]q 1
_m+k+uqm+HqM+Hq

qn+1[k]q
[n+k+ 1],

esitligi dogru olup bu son esitlik (4.27) ye uygulanirsa;

n

Ma(f 420 = Musa (020 = | [ =209 ) tar @+ prom [P Y]
k=1

s=0 q

—l;[m —qu)kzzlf(any) e

esitsizligi dogru olur f konveks oldugundan
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af (x) + Bf(y) — flax+By) =0
esitsizligi dogrudur.

1_[(1 —xq°) =0

s=0

veE

[n+l]§+1] k>0
q

oldugu da goz Oniine alinirsa;

My (f; @;%) = My (fi 4 %) 2 0

bulunur ve boylece kanit tamamlanmis olur.
Lemma 4.2.5

Hern,k € N ve g € (0,1] i¢in

qn[k]q

knl,  q"[k]q

_ 'kl [n],
[k+n]q

esitligi gegerlidir (Canatan, 2008).
Kanit

Basit bir hesapla g-tamsay1 tanimindan

q"[klq
[k+nly q" [kl [k +nlq
_a'Klg [k + nlg [k +nl, — q™lk],
[k+n]q
_ q'[k]g
- 1_qk+n 1_qk
1-q 1-q
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q"[klq

- 1—gk+n_gnigk+n

1-q

q"[klq
[n]q

esitligi gosterilmis olur.

Asagidaki lemmalarda v = 1,2 olmak lizere

e = (1)

fonksiyonunun (4.11) esitligi ile verilen g-MKZ operatoriinde kullanilmasi ile elde edilen

esitlikler verilecektir.
Lemma 4.2.6

a € (0,1) ve q € (0,1] olsun. Her n € N ve x € [0, a] igin;

M, <(L> ;g x) _ntlly  xq"

1-t [n], 1-—xq™*?

esitligi gegerlidir (Canatan, 2008).
Kanit

(4.28) kullanilarak kolayca

o g k]
(i) 3 ]

o LRSI
= e 2 i o,
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n

o O lk+n+1g!
- [n]q”“'q("); e, Tl "

[n+[1 unq(x)z[k+n+1]

[n+1],q™x = s <
=W1—[(1_X’q>;[l{+z+l]qu

s=0

n+1

+ 1]
_[ n(l_;cczlnfl)n(l an)z k+n+1]

. [n+1],q™x
 [n]g(1 = xq™*D)

esitligi elde edilir. Bu ise aranan esitliktir.
Lemma 4.2.7

a € (0,1) ve q € (0,1] olmak tizere her n € N ve x € [0, a] i¢in

t \? [n+2],[n+ 1] x?
ALl((l-—t) ;q;x> ) : e

[n+ 1], o x
[n]qz q (1 — xq™+)

esitligi gegerlidir (Canatan, 2008).

Kanit
Tanimdan
"[k] 2
(5 ) a3 | 1),
k+n]

esitligi dogru olup (4.28) esitligi yardimiyla;
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=
_unq(x)Zqz[T;[]l:zqz[[kk];[nn]]ql )

_ [qzz g () Z[k]q — f];][n]q, *

- ; unq(x)Z([k]q D e
+ ]Zzzunq(x)z[k[_ki;;]f;]q'xk

¢ o v an [k +n],!
M”((m) q) ‘W”’“q(")zq““”wk—ﬂq![qnlq!"k

i ]zzzu”"(x)Z[k[—kl?;][i]q'xk

= ‘Ez]q unq(x>z n & ;i;][q|]q,x" " [":2 unq(X)Z; - Lk E;][qn' e
= CE]qz ) ) T + [q]an ) ) R
=?Z;ln+2] [n+ 1], 1_[(1—xq Zk+"+2]

2n L —
+ L et 1]qxn(1 _xqs)z [k +n+ 1] o
n k 1
q s=0 k=0
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n+2

g™t [n+2]4n+1] . k
"l (1_an+z)(1_an+1)ﬂ(1 xa >Z[ A

n+1

¢ n+1] AN [k+n+1
"l 1—an+1)1_[<1 x‘”Z[ | "
_ 2n+1 [n + 2]g[n +1]4 x? + g [n+ 1], x
q [n]qz (1 — xq"™2)(1 — xq™*1) q [n]qz (1 — xq™*)

esitligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanmais olur.
4.3 Erencin, Ince ve Olgun Tarafindan Verilen g-MKZ Operatorleri

Bu boéliimde Rempulska ve Tomczak tarafindan verilen Tanim 2.7.1 deki operatoriiniin

agirlikli uzaylardaki q genellemesi verilecektir.

Tanim 4.3.1

q € (0,1), (by,) artan ve smirsiz pozitif bir say1 dizisi, hrn b, = o, lim

, lim [n]qn = 0 olsun p =

1+ x2 olmak iizere, n €N, ve x € [0,b,,) icin B q(x) = [I5=0 (1 -q° bi) olmak tizere
n

MKZ operatdriiniin q genellemesi her f € C,[0, ) i¢in

My, o (f,x) = Py q(x) ’;f (% bn> [" ;{’ k]q (;—n)k (4.29)

seklindedir (Erengin vd., 2012).

Lemma 4.3.1

(4.29) ile verilen My, ,(f; x) MKZ operatdrleri dogrusal ve pozitiftir.
Kanit

i) Once My, 4(f; x) in dogrusalligi gosterilsin. Her @, B € R ve f, g € C,[0, ) igin;

Myq(af +Bg;x) = 1_[ (1 -q° b, )i ( ( bn) +Bg <[n[-]:-]Z]q b”>> [n ;cr k]q (lf_n)k

s=0 k=0
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5=0 k=0
- 11 (1 B q:_n) ,Z:Of ([n[i]?c]q b”) " ‘ ; (b%)k
+5 1:0[ (1 — qsg—n) kZOg <[n[i]z]q bn> " ;; ‘ . (%)k

= aﬂ4ng(f}x0 +'ﬁﬂ4mq(g;x)
olup M, ,(f; x) dogrusal bir operatordiir.

ii) M, 4 (f; x) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.

n € N,x € [0, b,,) i¢in

1< b, <byyq, lim b, = o, lim n — 0 olmak iizere
n—-oo

n—oo N

n

st = -3 25 01,6

5=0 k=

oldugundan x € [0, b,,) i¢in

(1-a) 20 w14 (@) =0

ve

[k]q
(i) =

oldugundan da M,, ,(f; x) operatdrii pozitiftir.
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Lemma 4.3.2

n€N,q € (0,1) ve x € [0,b,) olsun. Bu durumda Tanim 2.7.1 ile verilen operatériin q

genellemesi olan (4.29) operatorii i¢in
DM, q,(1x) =1
i) My o (t; x) = x

e 2 2. 2 bn
iii) x* < M, 4(t% x) < qx +Ex

ifadeleri gecerlidir (Erencin vd., 2012).
Kamt

(1.39) dan yerine n + 1 ve x yerine bi aliirsa kolayca

k
com ol « 1 G)

1
Frq (%)

esitligi elde edilir. Boylece

My q(1,x) = Py q(x) i [n Z k] ‘ (bi)k
k=0 "

1

= Pn,q (X) an(X)

=1
olarak bulunur.

ii) My 4(t; x) igin ise

Mot = Fog() D L [P K] (X
k=0 q
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= Ppq(x) kz=1 by, [[::L 1kj q_| [i]]qq!! (b%) (:_n)k_l

B O [tk — 1] x k2
= xPn,q(x) ; [k — 1]q! [n]q! (E)

esitlikleri kullanilarak

= [n+ k]! k
Mq(t;x) = xByq(x) ;%[n]qq'!q <:_n)
= XPn,q (x) i [n :II{_ k]q (bin)k
k=0

= P
ey nq(>

=x
esitligi bulunur.

iii) Son olarak

] k
Ny

= nq(x)z +k n+k]_.[11]]qq'!(z>k

ve [k]; = q[k — 1]4 + 1 esitliginden

My, q(£%,%) = qPoq(x) z [n +2k [1; ; [I;C_—12]]qq!! (;C_n)k—z (bin)z

a0y e () ()

M q (t%x) =Ph

193



[n+k—1],! (;;)"—2

2 N 1
- Pn.q<x>kZ2 [n + k]! [n]g! [k — 2],!

[n+k—1],! (;Cn)k_l

-1
+hnxPrq (x) kZ [n + kg [nlg! [k — 11!

esitligi gegerli olacaktir. Boylece

Sn+k+1o 4k [ x\
2 — 2 q|n
Mg (£, %) = qx P"'q(x)kz_o [n+k+2]q[ k ]q (bn)

N 1 n+kyp (X\
+bnxPn,q(x)kZ_0 [n + k + 1]q [ k ]q (E)

esitligi yazilabilir. Burada
n+k+1], <[n+k+2],
ve

[n], <[n+k+1],
esitsizlikleri dikkate alinarak

[n+k+ 1],

—<1
[n+k + 2],

ve

1 1
m+k+1], [l

esitsizlikleri yazilabilir.

Bu esitsizlikleri (4.30) da kullanarak
2 2, bn
M, q(t%x) < qx* + ——x

[n]q

esitsizligine ulagilir. Benzer sekilde (4.30) yardimiyla
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m+k+2],—-1

[n+k+1], =
esitligi ve
[n+k+1], < [n+k+ 2],

esitsizligi yerine yazilirsa

Mg (E2,) 2 g2 an<x)z e e ()

+bnxpnq<x>ZW["+k] G)
- 0 Y [ ()
k=0 1

C 1 4k (x)"
+bnxPn,q(x)kz_0[n+k+2]q[ k ]q bn

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla
M, q(t%, %) = x?

esitligi bulunur. Boylece (4.31) ve (4.33) esitsizliklerinden

b
x% < My ,(t3x) < qx? + ——x

[n]q

esitsizlikleri elde edilir. Dolayistyla kanit tamamlanmis olur.

Lemma 4.3.3

q € (0,1),n € Ng ve x € [0, by,) olsun. (4.29) ile tammli M,, ;(f, x) operatdrii i¢in

Mn,qn((t - X)4, x) = (q?t - 6Qn - 7)x4

bn
+ ((1 +[2]q, +[314,)a3 — 4(1 +[2],,) + 6)
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bl b}
+[(1+[2], %yhhﬂqx2+hﬂ3x (4.34)

esitsizligi saglanir (Erencin vd., 2012), (Adigiizel, 2012).
Kanit
Dogrusalliktan
My q((t = x)*, %) = My o (t*, x) — 4xM,, 4 (¢3, %) + 6x2M,, 4 (£, x)
—4x3 My, 4 (8, x) + x*My, 4 (1, %) (4.35)
esitligi yazilabilir.

Oncelikle hazirlik olarak M, 4(t3, x) ve My, ,(t* x) hesaplanacaktir.

My, q(t3,x) = B q(x )Z +k [Tl;lc‘k]q (%)k

0 o () (430

oldugundan bu esitlikte (1.40) 6zelligi kullanilirsa

—1]; , [n+k—=1];! fx\k
nq(tg x) = nq( )Z k]2 b% [Tl]q![k—l]q!(a)

Kl
+an(x)2 +k ?z[[n]-l_[i__ll]]q_(b_n)k
[n+k—1lg! (x\*
—anq(x)z _|_k 73‘[n]-lj[l;c—12]q.(bn>

(q -1] +1) [n+k—1],! fx\k
Fhq(x >Z b T ![k—1]qq!(a)

esitligi yazilabilir. Boylece
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L kg, I+ k—1]g! rx\k
Mn,q(t ,X) - an.q(x)kzzz [n + k]%l bn [n]q' [k — Z]q' <b_n>

+anq(x)z + k]2 ’%[[n]-l_[l;c_—lZ]]q(bn)k

[n+k—1] (

k
+an<X>Z R O Tl k= 1] b_> (4:37)

esitligi bulunur. Burada

(1.41) esitligi son esitlikte kullanilirsa

Myq(83,%) = @°Py, (X)E + k2 ba n+[1;— 13]] (b_)k

d 1 [n+k—1],! /x\F
+q(q + Z)Pn,q(x)kzzz [n + k]2 b [n]q! [k — 2],! (E>

[ - 1],
+an(x)z T g[n]+[l;_11]q.(bn>k

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki toplamin ilk kisminda ve son kisminda k yerine

k + 3, ikinci kisminda k yerine k + 2 alinirsa

n+k+2]gn+k+1];, . [n+klg! rx\k/rx\3
Mg () ")‘qunq(x)z ek > [n]q![k]q!<5) )

n+k+1]

< g, Mkl x\kx\2
+CI(CI+2)Pn,q(x)kZ;)[n+k+2]g bn [n]q![k]q!(E) (b_n>

hnq () 2 +k+1]2 7 b [[n] - [kk]]q! (b_n>k (bin) (4:38)

esitligi bulunur. (4.38) esitliginin sag tarafindaki toplamin birinci kisminda
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n+k+3],—-1
q

[n+k+2], =

esitligi, ikinci kisminda

1 1
>
[n+k+2]Z° [n+k+3]3

esitsizligi ve son olarak ti¢ilincii kisimda

1 1
>
[n+k+1]2° [n+k+3]2

esitsizligi kullanilirsa

[+ k+1], 4kl [y
Mn,q(t3’x) = qun,q(x) kz=0 [n+ k + 3], [n],! [k]g! (E) ’

2p ()Z [n+k+1]; [n+k],! ( )k .
Tina'® L ¥k + 313 Il kg \by) ™

a2 ()Z [n+k+1]; [n+k],! ( )k 2
Tna' L vk + 312 Il k]! \by) * 7n

o [+ k+ 1], [0+ k] K
V2R T )

[n+ k]! (

k
+an(x)z +k+3] ERIR —) xb? (4.39)

br,

esitsizligi gecerli olur. Bu esitsizliginin son kisminda x?b,, > x3 esitsizligi dikkate almirsa

) [n+k+1]; [n+k]g! fx\F
Mg (52 2 4 P"’q(x)kzo[m k + 3], [nlg! [K],! (E) ’

o [n+k+ 1], [n+ k], ko
+2"P""’(x)kz [n+k +3]2 [n],! [k]q!(E) X“bn
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[n+ k]! (

k
+an(x)z +k+3] TRIGR —) xb? (4.40)

by,

esitsizligi bulunur. (4.40) esitsizliginin birinci ve ikinci toplam ifadesinde

m+k+3];,—q—1

[n+k+1], = =

esitligi kullanilirsa

My o(£3 x)>an(x)z[["]:’;c]]qq< )k (1+q)an(x)z[ +k+3]q[[n]+[kk]] ( )kx3

2 [n+ k], k
+qpnq(")z n+k+3] [n],! [k]q!(z) x“bn

(1+CI) [n+klq L
q anZ +k+3] [n],! [k]q!<b_n> *“bn

[n + k],
+an<x>Z +k+3] [l [k]q'(

k
—) xb? (4.41)
I'\b,

esitsizligi dogru olur. Bu esitsizlikte gerekli diizenleme yapilarak Lemma 4.3.2 1) yardimiyla

k],! k
My (83, %) = x° —(1+q)an(x)z +k+3] [[7l]+[](]]qq!(bin> x3

[n + k], k
ZP"q(")z +k+3] [l [k]q!(ﬁ %bn

[n+ k]! ko
+P""(")Z TGy

esitsizligi gecerli olur. Burada xb2 > x2b,, esitsizligi dikkate alinarak

k]! k
My (3, x) = x3 —(1+Q)an(x)z +k+3] [[Tl]-l_[lc]]qq!(bin) x
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[n+ k]! ko
_"q(x)z +k+3] [n],! [k]q1<E) *“bn

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafina son toplamda

1
[n+k+3]2 ~ [n+k+3]g

x2b, > x3 ve

esitsizlikleri uygulanirsa

+ k]! k
Myq(£3,%) = x° —(2+q)an(x)z +k+3] [[n] [k]]qq!(bin> = bn

esitsizligi elde edilir. Burada

1 1
m+k+3], [,

esitsizligi kullanilarak Lemma 4.3.2 1) kullanilarak

b
3 4) > 43 — 2 n
M, q(t%,x) = x 2+ q)x [,

esitsizligi bulunur. Benzer yontemle

k
M, o (%, x) = nq(x)z +k b4[[7;+[kk]]q!(z)

o It k=1,
‘PMZ +k3 ”[T;+[];c—11]q.(a>k

esitligi gegerli olup (2.3) esitliginden

4[n+k—1]q! x\"
M, q (¢* x)—anq(x)z K] "[n]q![k—z]q!(ﬂ)

o k= 1],
+an(x)z +k3 "[n]+.[l;<—11]q.(z)k
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bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki birinci toplamda (1.41) ve (4.45) in sag tarafindaki ikinci
toplamda (1.40) esitligi kullanilirsa

[n+k_1]q! X ¢
M, q (t%, x)—q3an(X)z g 3[n]q![k_3]q!(5)

" [n+k—1],! /x\k
+q(q +2)F, q(x)z 3 "[n]q![k—Z]qq!(E)

o [kly , In+ k=1 fxy\k
Thg () kZl [+ kT3 O Tl Tk = 21,1 (E) (4.46)

esitligi elde edilir.

Bu esitligin sag tarafindaki birinci toplaminda (1.42), ikinci toplamda (1.41) ve ficiinci
toplamda da (1.40) esitlikleri kullanilirsa,

My,q(t*,x) = q°F, (")Z n+kJ3 bn n+§<_ 2]] (b )k

\ - 1 gtk —1]g! rx
+(q° +2q* +3q*) P g (x) kZ3 [+ k]2 bn [n],! [k — 3], (b_n>

4 [n+k —1],! *
+(q3 + 3q2 +3q)an(x)z 3 n[n]q![k—z]qq!<ljc_n)
[n+k—1],! *
+an(x)z n+ k| 3 n[n] Hk —1],! (b_> (47

esitligi yazilabilir. Burada sag taraftaki toplamin birinci kisimda k yerine k + 4,
ikinci kisimda k yerine k + 3,
ticiincii kisimdak yerine k + 2

ve dordiincii kisimda k yerine k + 1 alinirsa,
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4N 64 ® [n+k+3ln+k+2]n+k+1], [n+kl,! [x k
M"'q(t W= Pn’q(x)z [n+k +4](31 [Tl]q! [k]q!<a>

k

n+k+2]m+k+1h[n+ﬂﬂ<£>

+(g° + 2¢" + 3¢*)x%b, an(x)z n+k+315 (gt lkg!\b

n+k+1], [n + k]]q' (_>k

3 3 2 3 ZbZP z

k

[n+klq
+tabah q(")z +k+1] [n]+[l;<]q!(5)

esitlikleri elde edilir. Buradan

[n+k+3]n+k+2]n+k+1],
[n+k + 4]

[n+k+2];[n+k+ 1], 1
[n+k+3]3 [n],

[n+k+1]q< 1
[n+k+2]3  [nl3

1 < 1
[n+k+1]3  [n];

esitsizlikleri dikkate alinarak,

2 3

b3
[n]q(q +3¢* 4+ 3q) + x—5 (4.48)

b
—(q° +2¢*+3¢3) +x o
q

[nlq

M, 4 (% x) < q°x* + %3

esitsizligi elde edilir. Lemma 4.3.2, (4.44) ve (4.48) ifadeleri ile (4.35) birlikte diisiiniilerek,

My q((t* —x),x) < (¢° + 6q — T)x*

by,

[n]q

+[1+1+g+1+qg+q*)q>—42+q) +6]x3
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b2 D3
+H(A+14+q+1+2q9+¢>)qlx?— +x—
AT g T g

= (q° + 6q — T)x*

by,

+[(1+[2], + [31,)q® — 4(1 + [2],) + 6]«3
[n],

2\ 1.2 Pn o ba
+[(1+[2], + [2]2)q]x @ + x@

esitsizligine ulasilir.

Burada 0 < g <1 olacak sekilde bir g i¢in lim [n], = ﬁ oldugundan q yerine M, ,
n—-oo -
operatdrlerinin yakinsakligini garanti edecek 0 < g,, < 1 ve lim g, = 1 olacak sekilde bir
n—-oo

(g,) dizisi segilmelidir. Dolayisiyla

My q,((t — )% x) < (g5 + 6q, — 7)x*

br
+[(1 + [2],, + [3lg,)as — 4(1 + [2],,) + 6] B x3
dn

by , by

iz, ",

+[(1+ [21q, + [215,)an] x

esitsizligi bulunur. Boylece kanit tamamlanmis olur.

Lemma 4.3.4

Her n € N i¢in (q,), 0 < g, < 1 ve lim q,, = 1 olacak sekilde bir dizi olsun. lim In_—
n—-oo

n—oo [Tl]qn
olmak iizere p(x) = 1 + x* ve her n € N igin (M, 4,), C,[0, ) uzayindan B,[0, ) uzaymna

tanimli dogrusal pozitif bir operator dizisidir (Erencin vd., 2012).
Kanit
Operatoriin dogrusalligindan

My (p,x) = My g (14 t%,x) = My 4 (1,x) + My, o (7, x) esitligi saglanr.
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Lemma 4.3.2 1) ve iii) durumlan dikkate alinarak

sup My, 4, (p, %) — sup My 4, (1,x) + Mn,qn(tz, X)
xelopy) 1+ x? x€[0,by) 1+ x2

1+ gnx? +2ny

[n]Qn
< su
xE[O,Il?n) 14 x?
by
=1+qp+——
" [n]Qn

esitsizligi bulunur. hm qn = 1ve = 0 oldugundan her n € N i¢in

n—>00[]

i vardir. Buradan

bn
qTL [Tl] n

Mn,qn(p' x) -
I ST [Mnq, G0 0| ) < 1+ M

esitsizligi saglanir. M, = 1 + M olarak alinirsa Lemma 1.1.4 ten kanit tamamlanmisg olur.

Uyan 4.3.1

qn = — Ve b, = vn dizileri Lemma 4.3.4 iin sartlarin1 saglayan dizilerdir (Erengin vd.,

Teorem 4.3.1

Her n € N igin (g,), 0< g, <1 ve hm qn = 1 olan bir dizi olsun. lim

n—oo [n]qn

= 0 esitligi
saglantyorsa bu durumda her f € C,? [0, o) fonksiyonu igin,
My g, (F, ) = F )]

lim sup =0
nowecloby 1+ A2

esitligi saglanir (Erengin vd., 2012).
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Kanit

Her n € N igin Lemma 1.1.4 ten My, ; : C,[0, ) — B,[0, ) seklinde tamimlidir. Kanit i¢in

oncelikle bir yardimci operator

Myq,(f, %), x €[0,by)

An(f;x):z{f(x)’ x> b,

A, operatdrii seklinde tanimlansin. Teorem 1.1.5 ve Sonug 1.1.1 geregi her v = 0,1,2 i¢in

M, . (tY,x) — xV
lim sup | LAn > | =
N> xe[0,by) 1+x

0,

esitliginin gosterilmesi yeterlidir. Lemma 4.3.2 den v = 0,1 i¢in

|My g, (€7, %) — x7| y

lim su 0,
n—co xe[o,gn) 1+x2
esitligi ve v = 2 i¢in
X2+ 20y — x2
| My, q, (82, %) — x| WX T 5,
sup > < sup >
x€[0,by) 1+x x€[0,by) 1+x
|(qn —1x? + Oy
[n]lZn
= sup >
x€[0,by) 1+x
esitsizligi gecerli oldugundan
|an (tzrx)_le n
su <1-— + —
celonw | L+ T Tl

bn

esitsizligi yazilabilir. Burada g, € (0,1), lim g, =1 ve lim = 0 esitlikleri gegerli
n—->00

n—oo [n]qn

oldugundan son esitsizlikten acikca

=0

M 2 A2
lim sup | nan (%) x|

S S R

bulunur. Bdylece kanit tamamlanmais olur.
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Asagida verilen Teorem 4.3.2 de M, , operatoriinin C,[0, ) uzaymdaki yaklagiminin

derecesi, stireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.
Teorem 4.3.2

Her n € N i¢in (q,) dizisi q, € (0,1) ve lim g, = 1 olacak sekilde tanimli ve w(f;36),
n—oo

Tanim 1.1.15 ile belirli sureklilik modili olsun. Bu durumda lim bn_ _ 0 ve her

n—oo [Tl]qn
. b )
f € CJ[0, ) i¢in &, 4 = /1 —qn + o olmak iizere,

|Mp,q,,(f, %) — £ ()]
sup

x€[0,b,) 1+ x?

< 2w(f;6nq,)

esitsizligi saglanir (Erencin vd., 2012).
Kanit

M,, 4. operatoriiniin dogrusalligi ve monotonlugu kullanilarak Onerme 1.1.1 yardimiyla

|My,q,(f, %) = F (O] < Mg, (1 (8) = F(O1, ) (4.49)

esitsizligi gegerli olur. Bu durumda agirliklr siireklilik modiilii 6zelliklerinden, Lemma 4.3.2

i) ve My, 4. operatoriiniin dogrusalligindan

|Mn,qn(frx) - f(x)l < M q, ((1 + i ; X|> w(f, 6);x>

|t — x|

= Mn,qn(w(f: 6): x) + Mn,qn <wa(f' 5)’ X)

1
= w(f,d) <1 + gMn,qn(lt - xI,x)>

esitsizligi yazilabilir. Burada M, , (|t —x|,x) ifadesi i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilirsa, Lemma 4.3.2 1) dikkate alinarak
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Mo .20 = 1GO1 = 007,0) (145 Mg, (¢ = 00%))
esitsizligi elde edilir. My, , ((t — x)?, x) ifadesi acilarak Lemma 4.3.2 yardimiyla,
My o, ((t —x)2,%) = [My 4, (¢, %) — x2] — 2x[M}, 4, (¢, x) — x]

= [Mpq, (t% x) — x?]

n

< (1 - qn)xz + [n] X
dn
esitsizligi bulunur. Boylece
M t—x)%x b
sup nan( 2)2 )Sl—qn+ L
xefopy) (14 x2) [n]g,

esitsizligi gegerli olacaktir. Burada 6: = 6,4, = /1 —qn + % secimiyle istenen,
an

|Mn,qn(f; x) — f(x)l
sup

x€[0,b,) 1+ x2

< 2w(f,8nq,)

esitsizligi gosterilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.

Bundan sonraki Teorem 4.3.3 te M, 4, operatoriinin C,3[0,0) uzayindaki yaklagiminin

derecesi, agirliklr stireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.

Teorem 4.3.3

Her n € N i¢in (q,,) dizisi 0 < q, < 1 ve Tll,l—>r1;>10 qn = 1 sekilde tanimli, Q(f; §), Tanim 1.1.16
ile verilen agirlikli siireklilik modiili ve M,n den bagimsiz pozitif bir sabit olsun.
K

g, ‘= Max {q6 +6q—7, [(1 + [2]g, + [Blg,)an — 4(1 + [2]g,) + 6] b—n'

[Tl] n
by, by }

[(1+ [2]g, + [2]7,)an]x? 2. + m
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by

olarak tanimlansin. Bu durumda lim
n—oo [Tl]qn

= 0 olmak iizere her f € CJ[0, ©) igin,

|Mn,qn(f; x) — f(x)l

< MQ(f; KM*
x€[0,b,) (1 +x2)3 (' Knian

esitsizligi saglanir (Erencin vd., 2012), (Adigiizel, 2012).
Kanit

My, 4. (f,x) operatorii dogrusal oldugundan, Onerme 1.1.1 ve agirlikli siireklilik modiilii

Ozelliklerinden

|Mpq, (F; ) = FOO| < 2(1 + 62)(1 + x2)Q(f; 8)

X Mpq ((1 + #) (1+(t- x)Z),x> (4.50)

esitsizligi gecerlidir. Diger taraftan

|t — x|
5

S(x):= <1 + ) 1+ (t—x)%

olarak tanimlanirsa, bu durumda asagidaki iki durum s6z konusudur.

i)t —x| < &, ise Its—_xl < 1 esitsizligi gegerli olup S(x) < 2(1 + 6?2) esitsizligi saglanr.

ii) |6 — x| > 8, ise =X > 1 dir. Boylece 1 < = < X esitsizligi yazalabili.
1) ve ii) birlikte diigiiniiliirse
t-x)?% (t—x)%\[({t-x)?
< _ 2
S(x) < < 52 + 52 52 +(t—x)
5 (t—x)2[((t—x)*+62(t—x)?
-0 82 82
(t —x)*
=25 (148D

esitsizligi dogrudur. Dolayisiyla
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2(1 + 62) Jt—x| < 6,

N4
S(x) < 21+ 62) (t 64x)

Jt—x| = 6,

esitsizligi saglanmaktadir. Her x € [0, b,,) ve t € [0, 00) icin

_ 4
S() < 2(1 + 62) {1 G 54x) } (4.51)

esitsizligi gecerli olacagindan (4.51) esitsizligi (4.50) de yerine yazilirsa
1
Mg, (F,2) = FGO] < 41+ 8D%0(F3 )1+ 7)1+ 55 Mg, (¢ = )%,

1
< 160(f; 5)(1 + x2) [1 4 Mg, (= x)4,x)] (452)
esitsizligi bulunur. (4.52) esitsizligine Lemma 4.3.3 uygulanirsa
1
M. (f,2) — ()] < 160(F; 8) (1 + x2) [1 F K, (4 27 42 4 x)]

bulunur. Burada §: = Ki’/qi secilirse bu durumda;

|My g, (f, ) = £()] < 16Q(F; Kb )4+ x2)[1 + (x* + 23 + 12 + x)]
esitsizligi gecerli olup her iki taraf (1 + x2)3 ne boliiniir ve supremum alimirsa,

|Mn,qn(f' x) - f(x)l

u < MQ(f; KM*
x€[0,b,) (1 +x2)3 (5 Knlan

esitsizligine ulasilir. Boylece ise kanit tamamlanmis olur.

Asagidaki teoremde (4.29) ile tammhi M, , operatorleri igin q-tirev yardimiyla bir

fonksiyonel diferensiyel denklem verilecektir.
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Teorem 4.3.4

Her x € [0,b,) ve f € CJ[0,00) igin 0 < g, <1 olmak iizere g,(t):=

t :
I seklinde
bn—qnt

tanimli olsun. Bu durumda her n € N igin (4.29) da verilen M, , operatorii

n 1
CI[[Tlrl]—+b](1an,q (f,x) =0
qYn

1 x 1 n+1 X
X - b_n Dan'q(f, xX) — —qq b_n Mn,q(fgn' x) +

diferensiyel denklemini saglar (Erencin vd., 2012), (Adigiizel, 2012).
Kanit

q-tiirev tamimu kullanilarak M, ,(f, x) operatériine g-tiirev uygulanirsa

q" X Mn,q (f;x) — Mn,q (f; qx)
[n]q’C(l‘E)[ - qx

- x (1 — :—n> DM, ,(f;x) =

L (1= ) Mag(Fi)

- (A -9lnl, by,
n
_L@_i)l_[(l_qmi)
(1_Q)[n]q bn S=0 bn
N [k]q ) n+k x\F
<2 () 0, G
r [k+n], " [ k ]q b,
esitlikleri gecerli olur. Ayrica
n n
_* _s+1£>=(_n+1i> (_sﬁ)
(1 bn)ﬂ(l A Al Gl A L=a
s=0 s=0

esitlikleri dikkate alinarak
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n

q i1 X
—m(l —q"*t bn) Pp e (x)

[kin]q" k11 bink
Xzf klg_, [n+k] k()

)
k=0

seklinde gosterilebilir. Burada g-tamsay1 tanimi geregi
q“ = (q - Dlk], +1

esitligi (4.53) te yerine yazilirsa esitlik

n

[ZL x (1 — ch—n) DgMpq(f;x) = (1_qun]q (1 — %) My, o (f;x)
(10 ) st

X

[k] E
(e ) [ 4], e ()

n

[N]s

&
Il

0

q e X
‘(1—q>[n]q<1‘q b) Pr)

o [K]
% ;f<[k -Ii . b”) "% k]q (;_n)k

seklinde yazilabilir. Boylece ortak parantez yardimiyla

e O MU O

n+1 X [k] qn[k]
+(1_q E)P”'k(x)zf<[k+1i]qb”> [n]qq
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n

q

X n+l __
= A=, @ T DMug (1)

X
+ (1 —q"t b_) Ppi(x)
n

c "[k]
1 (et o e, )

k=0

q"[n + 1],

= _[n]—b nq(f X)+(1_qn+1b ) nk(x))
qPn

N [Kk] q"[k] PR
x;f<[k+7i]qb"> [n]qq[n:llc_ uz)

esitligi elde edilir. Burada

kl, \ _ q"lK],
8n <[k+n]qbn>_

seklinde tanimli olup istenen kolayca elde edilmis olur. Dolayisiyla operatdr;

n

q
[nlq

"[n+1
q [Elr"]qbn]q an'q(f, X) - (1 —_ qn+1 ;C_n) Mn,q(fgnrx) =0

x <1 - ;—n) DMy q(f, %) +

seklindeki diferansiyel denklemi saglar.

4.4 Mahmudov ve Sabancigil Tarafindan Verilen g-MKZ Operatorleri
Gosterimler 4.4.1

Operatorleri tanitmadan 6nce, g hesabinin bazi temel gosterimlerinden bahsedilecektir.

q > 0 olsun. Bu durumda

(1-2)%:= 1_[(1 — qu) , (1-2)7:= 1_[(1 — qu),
j=0 j=0

k(k—1)/2 ok
Mk (q; %) = [n T k] q (x/(1—=x))

[T 1+ (/1= x))

212



k(k—

n+k] q 2 (x/(l—x))k .
(1 — @¥*[k]! Hj=0(1+q1x/(1—x))

mook(q' X) - rook(q1 X) [

standart gosterimleri kullanilir.

Lupas (1987) i c¢alismasina benzer olarak Mahmudov ve Sabancigil asagidaki qg-MKZ

operatoriinii tanimlamiglardir (Lupas, 1987).
Tamm 4.4.1
M, 4: C[0,1] = C[0,1] e olmak {izere q-MKZ operatorii

. kle-n)

nt1 (k] \n+k q z x
Mn,q(f;x) ‘= (1-x) kzzof<[n+k]>[ k ]H?:(I)c(l—X+qjx)' 0<x<1

seklinde tanimlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

Ayricax € [0,1) igin

u:= u € [0, )

degisken degisimi yapilarak x € [0, 1) i¢in m,, x(q; X), M (g; x) ifadeleri

k(k 1)/2,,k
n+k u
mnk(‘]r X) [ ] (1 + u)n+k+1 nk(q’ u)

k(k—1)
IO S
N SR T R

seklinde gosterilir.

Acikca

b (@ 1) = My i (q; 1 —t u)
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olmak Uzere

Maa(F3) = Mg (Fips) = D () s

esitlikleri gecerlidir.
Tanim 4.4.2
f € C[0,1],t > 0 igin, siireklilik modiilii w(f; t) ve f nin ikinci siireklilik modiilii w, (f; t)

w(f; t) = | sup |f(x) —f)l,

x-y|<t

w,(f; t) = max max hlf(x+2h)—2f(x+h)+f(x)|

0<h<t 0<x<1-2

seklinde tanimlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

Lemma 4.4.1

q-MKZ operatorii i¢in asagidaki ifadeler dogrudur (Mahmudov and Sabancigil, 2012).
)M,,(1;x) =1, M, .(t;x) = x, (4.54)

olmak tlizere

1 q?x?
0 < My (t%x) — x> < — x?
S Mg (£5%) = 2% < [n+1]x+1—x+qx x
1 *(1-x)(1-q)
< — , 4.55
_[n+1]x 1—x+qx ( )
esitsizlikleri gecerlidir.
2,2

i) Mo g (t%%) = (1 — @)x + (4.56)

1—x+gx

esitligi saglanir.
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Kanit
Ilk olarak M, q(1; x) = Z:; o Mnk (q; x) =1 esitligi gosterilecektir.
Gergekten g, (w) = 1/(1 + w)z*"! olarak alinirsa g-Taylor formiili ile

1)kykghk-1/2
1=g,(0) = Z( ) [k]! D gn (W)

k=0

(— 1)ku"qk(" D2 (—Dkn+1]...[n+ k]
Z (14 w)ptht

o k(k 1/2,k

k
kz [n N ] (1 + u)n+k+1
= bugw)
k=0
= z mn,k(q; x)
k=0

esitligine ulasilir. Yukaridakini kullanarak (4.54) iin ikinci esitligi

(o]

M q(t; %) = 1+u Z

k=0

k(k 1)/2 k

n + k
] (1 + u)n+k+1

Z [n + k q(k—l)(k—z)/Z(qu)k—l

“1+u (14 qu)it*

o

u Zb ( )= u
T 1+4u k@ QU =77 = X

k=0

elde edilir.

Simdi de M, 4(t% x) — x? nin hesabi yapilacaktir. Ilk olarak M, ,(t?;x) i¢in bir st sinir

hesaplanacaktir.
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Mn,q(tz;x)
u
— 2.
_Mn'q(t '1+u)
LS g 0
[n + k]? (1 + )ikt

_ i [k] [n + k- 1] ql=1/2k
S Lin+ kL k-1 1+ wynteet

- 1 n+k—1 qk(k—l)/Zuk
=z[n+k][ k—1 ](1+u—)2+"+1

o [k] — 1 [n+k—2] qk(k—l)/zuk
+kz [n + k] b & [k — 1)1 [n]! (1 + w)ptk+t

::11 +12

elde edilir. I; igin

<t U Z[n+k] q** D2 (qu)*
T n+1]1+4u (1 + qu)iteHt
— 1 u X
T n+11+u [n+1]

esitsizligi gecerlidir. I, icin ise

k(k=1)/2q,k

N n+k—1]n+k—2] q
Z [n+k] [k—2]'[n]! (1 +w)p*h+?

[n+ k] — g™ k= Z]M
[n + k] k — (1+ u)n+k+1

I
e 1

&
Il

2

[n + k] qk(k_l)/2q2k+1uk+2

k (1+ u)3+k+3

IA
~
[

&
Il
=}

216



o)

~ qu? [n 4 k] qk(k—1)/2(q2u)k
Ta+wd+qu Lk T+ g™

- q*u? g
T (A+w(@+qu) 1-x+gx

esitsizligi dogrudur. Boylece

q%x?
+
[n+1] 1—-x+gx

Mn’q(tZ;X) = 11 + 12 <

esitsizligi bulunur.
DeVore and Lorentz (1993) ten

“C|[0, 1] idizerinde dogrusal pozitif bir L operatorii dogrusal fonksiyonlar iiretirse, o zaman
herhangi bir konveks fonksiyon f ve herhangi bir x € [0,1] igin L(f;x) = f(x) esitsizligi

saglanir.”

onermesinin gegerli oldugu biliniyor (DeVore and Lorentz, 1993), (Mahmudov and

Sabancigil, 2012).
Bu nedenle M, ;(t%; x) — x* = 0 olur.
Son olarak (4.56) esitligi i¢cin

Moo q(t%; x)

=D (1= busl(gsw
k=0

k(k=1)/2,k

— N —_ 2 2 q
= kZO(l D 7= O k] (1 + W

o)

_1 +1)qk(k 1)/2 k
:z (1— D2k (1 + w2

k=0
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k(k 1/2,k k(k D/2,k

(1+u)q Z(1—Q)" Yk —1]! (1+u)q Z(l—q)" [k —2]!

qZ
—(1_ )_zbook(q qu)+(1+u)(1+qu)z OOk(QJq u)

=(1-q) v

B V1vu (1+u)(1+qu)
2,,2
q?u

= (1-— 1

( q)x+1—x+qx

elde edilir. Boylece kanit tamamlanmais olur.
Lemma 4.2.2

0<q<1, k=0,n=1olsun. Herhangi bir x € [0,1) icin

n+k+1 n+1
20085 2) = M (430)] < T T s (05 + g ()
esitsizligi gecerlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).
Kanit
Basit hesaplamalarla
Mg (@5 %) = Men k(G5 2)| = |Brse (@5 1) = boo e (@5 1))
k-1 . .
_ n+k] du T | q“u
Lk 1+q/ul 1+ gktiu
j=0 Jj=0
k- o0
1 : q'u 1—[ g u
A —-@Fktl 11+ q/ul 1+q*u
Jj=0 Jj=0
k- o0
n+ k] 1 q]u n 1 qk+]u H qk+]u
Uk 1+q/ul\l 1+ qktiu 1+ g*tiu
j=0 j=0 j=0
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-5 ("5 - )

j=0

k-1
s
Jj=0

oo . n+k
Ju .
<y fi- | ] (1— 1 .)+bwk<q;u> [ [(-a)-1 (4.57)
’ ) 1+q/u ’ )
j=n+k+1 j=n+1

esitsizligi gecerlidir. (4.57) de

k k
1- 1_[(1 —q) < Z & (ay,ay .. a0 € (01), k=12, ..,),
j=1 =

esitsizligi kullanilirsa

n+k

5 (4510) = b e (@510)] < b4 ) Z ot besa) ) @

j=n+k+1 j=n+1

uqn+k+1 n+1

< bn,k(q; u) ﬁ + bw,k(q; u) 1

esitsizligi elde edilmis olur.
Lemma 4.4.3

My ik (q; X) Ve Moo 1 (q; X) igin
Z q“mpi(q;x) <1—x+q"x, Z QMoo (g5 ) =1 —x
k=0 k=0

ifadeleri gegerlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

Kanit

(4.54) kullanilarak,

Zq mnk<q,x)—2(qn+k p— mnk<q,x)+2mnk<q,x)
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oo k o
S DY @)+ Y M)
k=0 k=0

=@q@"-DMp,(t;x)+1=1-x+q"x
esitsizligi elde edilir.

Ikinci esitlikte benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 4.4.1

f:10,1] = R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda (Mn_q (fs x))n>1 dizisi her ¢ > 0 ve

x € [0, 1] i¢in n e gore artmayandir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

Kanit

My, q(f; x) — My4q4(f; x) farks igin kolayca

Mg (F32) = Muss g (1) = Mg (fiTo) = Musng (Fi=)
k(k—l)/zuk

N K a
= Z f <[n - k]> [n ‘;{' ]—(1 n u)g+k+1

k=0
[k] [n iy 1] U172k . gy
f [n+k+1] ko l@+wnet 1+ gty

Nk

k=0
=Zf( i >[n+k]M_Zf<L>[n+k+l]M
pra [n+ k] kE 11+ u)g+k+1 & [n+k+ 1] k (1+ u)g+k+1
~ k(k—l)/Zuk

e (k=1 n+k1 g
+;q f<[n+k]> k — 1] (1+u)g+k+1

[n+ 1] [k] ne1 K] [k —1] [k]
<[n+k+1]f<[n+k])+q [n+k+1]f<[n+k]>_f<[n+k+1]>>

k(k=1)/2,,k

I
s

P
1l

1

% [n +k+ 1] q
k (1 + u)3+k+1
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esitligi elde edilebilir.

[n+ 1] e [k] _
ke = ke et

k1]
YT In+ k] [n+ k]
secimleriyle

Mn,q(f; x) — Mn+1,q(f; x)

[00]

- z(af(xl) ¥ BF i) — flax, + ) [P 1}; +1] (Z

k+1
)
k=1 )q

k(k—l)/zuk

esitligi yazilabilir. f nin konveksliginden, (Mn,q(f ; x))n>1 dizisinin n e gore artmayan

oldugunu sdylenebilir.

Yeni q-MKZ operatorleri M, , tammindan ¢ > 0 i¢in dogrusal pozitif operatorlerdir.
M, 4(t";x), (r = 0,1,2) momentleri pozitif operatdrler i¢in yaklasim teorisinde 6zel énem
tasimaktadir. r = 0,1,2 i¢in M, 4 (t™; x) formiillerine dayanarak asagidaki yaklasim teoremi

verilebilir.
Teorem 4.4.2

0<gp,<1 olsun. (Mn,qn(f))n L dizisi i¢gin lim g, =1 olsun. Bu durumda
2 n—-oo

(Mn‘q (f; x))n>1 dizisi her f € C[0,1] i¢in [0,1] lizerinde f ye diizglin yakinsar (Mahmudov
and Sabancigil, 2012).

Kanit

My, 4. (f; x), pozitif dogrusal operatdrler oldugundan, Korovkin teoremi geregi x € [0,1] ve
m = 0,1,2 i¢in lim ||Mn‘qn(tm; xX) — xm” = 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul herhangi

n—-oo
bir f € C[0,1] icin lim ||M, 4 (f;x) — (f;x)|| = 0 olmasidir. m = 0,1 i¢in bu, (4.54) ten
n—->oo

herhangi bir (q,,) dizisi i¢in gegerlidir.
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dn — 1 olsun. Herhangi bir sabit pozitif tamsay1 k i¢in, n = k oldugunda [n], = [k]4,

esitsizligi gecerlidir.

Bu nedenle, lim inf[n], > lim [k], = k olur.

n— o n— o

k istege bagl secildiginden [n], — co dir. Dolayisiyla, x € [0,1] igin lim ey
n—oo qan

olur.
Ayni zamanda, q,, = 1/2 ve her x € [0,1] i¢in,

xz(l—x)(l—qn)> 1 1-an  _11-4n

0>-— > > >
1—x+q, 41 —-x+qy, 41—x/2 2

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle x € [0,1] i¢in,

x x*(1—x)(1—qyp)
[”+1]qn 1—-x+gq,

lim =0

n—-oo

olur. (4.55) ten x € [0,1] igin lim ||M,,, (t% x) — x?|| = 0 sonucuna ulasilir.
n—>o0o

Teorem 4.4.2 de, eger 0 < q < 1 sabitlenirse, (Mn,qn(f))n>1 bazi siirekli fonksiyonlara
yaklagim yapmayabilir. Simdi sabit 0 < g < 1 icin yeni g-MKZ operatdrlerinin yaklagim
ozellikleri verilecektir. Asagida verilen yeni limit q-MKZ operatorleri, Mo, 4(f), Ostrovska

(2006) tarafindan tamitilan q-Lupasg limit operatorleri Ry, 4 (f) ile benzerdir (Ostrovska, 2006).

Y F = Mm@ 0, xe o)
- F1), x=1

MOO,q(f; x) i=

Teorem 4.4.3
0<qg<1lvef €C[01]olsun.
Cq = max{52+3q/(1-q)}

olmak lizere
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Mg (F) = Moo g (D] < Coeo(F3 g™ (4.58)
esitsizligi gecerlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).
Her a ve 0 < a < 1 i¢in, Lipschitz sinifi Lip @ := {f € C[0,1]: w(f;t) < t%} ya ait olan
fo (x) fonksiyonu vardir dyle ki
[Maq (F) = Moo, g ()| > g7

esitligi gegerlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).
Kanit

A(x) 2= M q(f; X) = Moo g (5 X)

olsun. M, ,(f; x) ve My, 4(f; x) ug nokta enterpolasyon dzelligine sahip oldugundan, A(0) =
A(1) = 0 dir. Tim x € (0,1) igin A,

C [k]
b= 3|1 () 11 -0

+ 1A= 5 = FO (e (@52) = Moo (@:0))
k=0

= 11 +12

bigimde yeniden yazilabilir. Ilk olarak I; hesabu ile baglanacaktir.

[k] k 1-4" k ek L~ q"
— — L S — — L < ghtk < gn
I+ K] 1-qg%) T gt 1-g")=gq g =4 =4
oldugundan
L] < @(f3a™ ) M@0 = w(f4") (4:59)
k=0

esitsizligi bulunur.

I, nin hesabi i¢in siireklilik modiiliiniin
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w(f; 1) < (1 + Dw(f;t), A>0

ozelligi ve Lemma 4.2.2 kullanilarak

o

1] < " @(F34) [ (52) = a3 )

k=0

< 019" ) (1+ 45 [ () = Mo ()|
k=0

1 o
< 20(750") + (14" 5 ) 0 (@) = M)
k=0

1 — x qntkHl g™
< 20(f; q" q" —E " ; oo (G
w(fq)+w(fq)qn q (1_x1_qmn,k(qx)+1_qm ,k(qx)>

k=0

esitsizligi elde edilir.

q"x/(1 —x) < 1 olsun. Bu durumda

n+1 n+1 had
1] < 20(f; ™) + 0(f;9™) — (—Zq i (q; 1=¢ Mg, 'X)>

(1-g0 e,
1 n+1 qn+1
< 20(£;4" + 030 7| ey = qunk<q,x)+ — (=)
qu+1

< 20(f; q") + o (f; qn)—< - (1—x+q”x)+f_q<1—x>>

1-g@1-x)

n+1

x n+1x nx n+1 1—x
¢Tx amx g 4 )> (4.60)

1
=2 ;n ;n
w(fq)+w(fq)qn<1_q T—gi-x T—¢

3q
< ;q™) (2 —)
w(fiq" (242 -
esitsizligi elde edilir. (4.59) ve (4.60) tan, 0 < x < 1/(1 + q™) i¢in istenen sonug¢ bulunur.

Simdix € (1/(14+q"),1),yani 1 —x < q"/(1 + q") < q" alinsin.
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LI I I Sl A D Sl
[n+k] 1_qn+k q 1_qn+k—q

ve
w(f;2t) < (1 + Dw(f;t), A>0
esitsizlikleri dogru oldugundan

|A(X)| = |Mn,q(f; .X') - Moo,q(f; X)|

o)

N [K]
Z (f <[n ¥ k]) - <1>) M(@i) = ) (F(1= ) = F(1))me (g %)

k=0

IA

Z‘ ( . k]) f(1)‘mn,k<q;x)+Z|f(1—qk)—f<1>|mm,k<q; x)
= k=0
esitsizligi gecerlidir. Boylece

8GN < D 0(f3 ) M (@) + ) @(F3 64 Mes 03 )
k=0 k=0

(o]

k
<) wfiq" (1+Z )mnk(q x)+zw(f a") <1+Z )mmkm )

k=0

o0 BN IGrOA _
= 20(f34") + = 5 qu M (452) + o kzq M e (@: %)

< 20(f: ) + 2L qn)( x+q"x)+w(j;;nqn)(1—x)
< 20(f;q") + (’;q)(”+ gy + 2840 o

< 5w(f;q")

esitligi elde edilir. Son olarak (4.58) icin 0 < @ < 1 olmak iizere
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Ja () =4

|

\

0, <x=<1-qg
_ 42
(x-1-9)5 1—q<x£1—q+q Zq
1— )t o
ul (x—1+q?), 1—q+q <x<1-¢?

2
0,

esitligi yazilabilir. f, nin yukaridaki gibi tanimlanan siirekli bir fonksiyondur. Bu durumda

W(fy;t) < Ct* ve

”Mn,q(fa;x) - Moo,q(fa;x)” = <

q"* (1 —q)

a
1 — gqntl ) ”mn,l(q; ’ )” = q“"”mn,l(q; . )” = q*"

ifadesi elde edilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.

Uyan 4.4.1

Teorem 4.4.3 {in klasik Bernstein polinomlar1 i¢in Popoviciu Teoreminin kanitina benzer bir

sekilde elde edilemeyecegi vurgulanmalidir. Ilgili sonsuz ¢arpim nedeniyle farkli hesap

teknikleri gerekmektedir. Bu ¢aligmadaki kanit Heping (2007) deki g-MKZ operatorleri igin

yapilan kanittan daha

zordur, ¢linkii MKZ operatorlerinin yeni g-analogu x = 1 noktasinda

tekil yapiya sahiptir ve yeni bir yonteme ihtiya¢c duymaktadir (Heping, 2007).

Teorem 4.4.4

0 < g < 1 olsun. € mutlak bir sabit olmak tizere,

1Mr,q(F) = Moo (D] < Cawa(f:+/a™)

ve

3P Mg (1) = Mao g (DI] < Caoa (i)

(4.61)

(4.62)

esitsizlikleri gecerlidir (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

Kanit

Yeni q-MKZ operatorlerinin Heping (2005) Teorem 2 deki (A) ve (B) kosullarint sagladigi

aciktir (Heping, 2005)

. Gergekten;
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(A) Mn,q(l;x) = Moo,q(l; x), M, 4 (t;x) = My 4 (t;x)
ven — oo i¢in
0<,(x) = Mn,q(tz; x) — Moo,q(tz; x) = Mn,q((t - x)Z; x) — Moo,q((t - x)Z; x)

n+1

1 q2x2 q2x2 q
< + -(1- - =
[n+1]x 1—x+gx 1-q)x 1—x+qgx [n+1]x

-0

esitsizlikleri elde edilir.

(B) (Mn,qn (f ))n>1 dizisi herhangi bir konveks fonksiyon f ve her x € [0,1] i¢in artmayandir.

(Teorem 4.4.1 e bakiniz.)
Diger taraftan Teorem 4.4.3 ten q € (0,1) ve n — oo i¢gin
M, o(f; x) = M 4(f; x) (noktasal)

yakinsamasi gegerlidir. Boylece

|Mn,q(f; xX) — Mo o (f; x)| < Cw, (f; \/Mn_q(tz;x) - Moo_q(tZ;x))

Scwz(f;\/ﬁ)
< Cw,(fi/q™)

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan

qn+1(1 _ q) qn+1

sup |M, ,(t%x) — My ,(t%x)| < sup ————== su = sup —————
0<qI<)1| e 4 | o<qI<)1 1—qn*? 0<q21 [n+ 1] 0<q21 [n + 1]1/q
1 1
n+1l n

olur.

1 1
M,(t%x) —x?| < ——< —
|n‘1( x) x| n+1 n

esitsizliginden (4.62) elde edilir.
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Hatirlatma 4.4.1

q-Bernstein polinomlar1 ve g-MKZ operatorleri i¢in Teorem 4.4.3 ve Teorem 4.4.4 e benzer
sonuclar sirastyla Wang (2007) ve Heping (2007) de elde edildi (Wang, 2007) ve (Heping,
2007).

Burada f(x) = x? oldugunda, g € (0,1) igin,

”an(f) - Mooq(f)” =q" = “)Z(f; \/?)

olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla (4.61) deki W dizisi, n = oo iken azalarak daha
hizli sifira yaklasan bagka herhangi bir diziyle degistirilemez ve bu hesap daha keskindir.
Bununla birlikte, (4.61), Lipschitz smifi Lip a(a € (0,1]) fonksiyonlar i¢in digerlerinden
daha kesin degildir. Bu Teorem 4.4.3 ile birlestirildiginde, 0 < g < 1 durumunda siireklilik
modiiliiniin, yeni g-MKZ operatdrleri i¢in yakinsama hizini tanimlamak i¢in ikinci stireklilik

modiiliinden daha uygun oldugu gosterilmistir. Bu ¢ = 1 durumundan farklidir (Mahmudov

and Sabancigil, 2012).
Aciklama 4.4.1

(4.61) deki C sabiti mutlak bir sabittir ve g ya bagimli degildir, bununla birlikte (4.58) deki
sabit C4, q ya baghdir ve g T1 iken + oo a yaklasir. Bu nedenle, (4.61), (4.58) den elde
edilemez (Mahmudov and Sabancigil, 2012).

4.5 Simsek’ in Uretici Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Ettigi -MKZ Operatorii

Bu kesimde g-MKZ operatoriinii tanimlamadan 6nce Simsek (2019) tarafindan verilen {iretici

fonksiyonlar dizisinin elde edilmesine dair bir yontem verilecektir (Simsek, 2019).
Tamm 4.5.1

A>0,q>0vel, =[0,A] olsun. I, X R iizerinde taniml1 (¢, ) gergel degerli fonksiyonlar

dizisi i¢in asagidaki kosullar saglansin:
i) Her x € Iyve n € N igin ¢, 4(x,0) # 0 ve ¢, 4(x, 1) = 1 dir.

alz;(l’n,q (xu)

ii) Her k € Ny icin Dok

var ve x degiskenine gore siireklidir.
u=0

228



ag‘ﬂn,q (xw)

k= 0 esitligi saglanir.
q

iii) Her k € Ny ve x,u = 0 icin

Yukarida 6zellikleri verilen bu (¢, 4) dizisine iiretici fonksiyonlar dizisidir.

Bu kosullar yardimiyla (¢, ) iretici fonksiyonunun, yakinsaklik yaricapinin 1 den kiigiik

olmamasi kosulu altinda u = 0 noktasindaki g-Taylor formiilii

> 1 0kg, . (xw)
(pn’q(u'x)zz[ q ¥ngq

uk (4.63)
P klg!  Oquk

seklinde olur. Yukaridaki 1) ve ii) 6zellikleri kullanilarak (4.63) esitliginden

=1
u=0

Z 1 0f@nq(xu)
[klg!  Oquk

[ee]
k=0
bulunur.

Artik (¢, 4) Uretici fonksiyonlar dizisi yardimiyla asagida verilen genel g-operatorler dizisi

tanimlanabilir.
Tanim 4.5.2

f, 1, da tamimli gergel degerli sinirli fonksiyonlarin elemant olsun. Her n € N ve g > 0 i¢in
(¢n,q) yukarida tammli tretici fonksiyonlar dizisi ve ay y , pozitif sayilarin bir dizisi olmak

uzere

= k
Ln,q(f, X) = z [ 1 aq (pn,q(x, u)
u=0

i klg!  0Oqu*

f ( Lk]q ) (4.64)

An.k,q

seklinde tanimlidir.

L q> [4 da tanimli gergel degerli sinirli fonksiyon uzaylari arasinda tanimli dogrusal ve pozitif

bir operatordiir (Simsek, 2019).
Lemma 4.5.1

Ly, q operatoriine ait ilk lic moment asagidaki sekilde belirlidir.
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i) Ln,q(eo,i,x) =1

i) L,g (€1, %) = ai’q aq(p’},':ix’ 2 1 (4.65)
iii) Ly (€20%) = Offll,q {%(ﬂ;: u(:c u) + 6q<p,gz ix u)} B (4.66)
Tanim 4.5.3 (Genel Operatorden g-MKZ Operatoriiniin Elde Edilisi)
ne€N,q€[0,1) ve x € [0,1) olsun.
(16 x)3+1

Pnq(x,u) = Aowor
seklinde taniml fonksiyonlar dizisi yardimiyla her k € N icin g-tiirev kullanilarak
w = [n+1],[n+ 2], ... [n + k]x* (1 © x)2*? (4.67)

a,uk
q u=0

esitligi yazilabilir. Bu fonksiyonlar dizisi tiretici fonksiyon tanimindaki i) - iii) kosullarini
saglar. apq = q "'[k + n], esitligi ve (4.67) esitligi de goz oniine alinirsa (4.64) ile taniml
Ly, q operatoriinde yerine yazilarak gergel degerli [0,1] lizerinde tanimli her f* fonksiyonu igin

Ly, 4 operator dizisi

[0e]

k
Myq(f.2) = (10 x)Z“ Z [k ;C_ n]q xf <q_n[[k]‘|q‘ n]q>
k=0

q-MKZ operatoriine doniisiir (Simsek, 2019).
Lemma 4.5.2

Ly, q operatoriniin momentleri yardimiyla g-MKZ operatortiniin momentleri

1) Mn'q(eojo, X) == 1

[n+ 1], xq™
[n]lg (1 —xq™*h)

i) My, 4(e1,0,%) =
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[n + 1]q[n + z]q x2q2n+1 [n + 1]q quZn

iii) M, , (ezlo,x) = [n]é (1 — xq"*1)(1 — xq™*2) + [n]czy (1 —xg™*t1)

esitlikleri ile belirlidir (Simsek, 2019).
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5.BOLUM
IKi DEGISKENLI q-MEYER-KONIG VE ZELLER OPERATORLERI

Bu bdliimde Dogru and Duman (2006) tarafindan verilen g-MKZ Operatdrlerinin Dogru and
Gupta (2006) tarafindan tanimlanan iki degiskenli bir genellemesi verilerek, bu operatorlerin

yaklagim ozellikleri incelenecektir (Dogru and Duman, 2006), (Dogru and Gupta, 2006).
5.1 iki Degiskenli g-MKZ Operatérlerinin Genel Yapisi

Asagida verilen iki degiskenli g-MKZ operatorlerinin genellestirmesi Barbosu (2000) nun
yontemiyle olusturulmustur (Barbosu, 2000).

Tanim 5.1.1
12:=[0,A] x [0,A] olsun. Her f € C(I?) ve q1,q, € (0,1] i¢in -MKZ operatériiniin iki
degiskenli hali

n, ns
g, 00 = [ (A= a1205 e, 0) = [ [ =450
$1=0 S2

olmak tlizere

(o] oo

nq ny
q1 [kl]q1 qz [kz]q2
Mo,y (F 03, G2, Y) =ty g, (Ot 0, ) D Zf( ,
nan n.,q n2.q = [ny + kqlg, [z + k2lg,
ny, + kl] [nz + kz] ek
X 1 2 51
[ k1 q1 kz a2 oY ( )

seklinde tanimlanir (Dogru and Gupta, 2006).
Lemma 5.1.1

(5.1) ile verilen operatorler dizisi dogrusal ve pozitiftir.
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Kanit

i) Gergekten M, , (f;q1,q2,x,y) operatoriiniin dogrusallign igin her a,f ER ve
f,g € C(I?) olsun.

qzll [kl]q1 Q;lz [kz]q2 >

Moy, (@F () + BI(0); 01, G2, 5. ) = gy (Dt 0, 0) D D (af<[n1 et
q1 qz

k1:0 k2:0

nq k np k
+8 <[q1 [ 1]q1 q, [ 2]q2> n1+k1] % nz+kz] xklykz

n; + kl]q1 "[n, + kz]q2 kq k;

q1 qz

) n, + k1 Ky
k1=0 kz=0 q1
S q; kg, 43°[k2lg, n, + kz ky
Fiing g, (V) Z z Bg( [ny + kilg, " [n2 + k2], qz

k1 0 k2=0

e CI1 [k1] q qZ [k,] q
= Uny g, (%) Z Z af( [ny + k4] 1 "[ny + k2] 2
n

_ Q1 qZ ny + kl kq
= @y, g, (%) Z 2 ( 1+ kg, [y +k2 .

k1=0 k;=0 ‘“

1 nz"'kz k,
'Bunzqz(y)z Z <n1+k1 lq, n2+k2 s

k1=0 k;=0 QZ
= aMy, n,(f3 1,42, %, Y) + BMy, 0, (f5 61, 42, X, ¥)
esitlikleri gegerli olup M, », (f; 41, 92, X, y) dogrusal bir operatordiir.
ii) My, (f5 41, 2, %, y) pozitiftir. Gergekten f > 0 olsun.

nq nz
0, = | [ a0 0,0 = [ [ - 059
s1=0 S2

oldugundan

kg, ay'[k
My, n, (f5 1, G2, %, Y) = Un, g, () Un, q,(V) Z Z <n +k]] [Z JE;]] )
1 1lq, 2 21q,

k1=0k,=0
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[nl + kl]

9 [nz + kz] xklykz
ky

q1 k2 qz

oldugundan her x,y € [0,A4]; ve 0 < g < 1 i¢in

nq n;

1—[(1 —q;'%) 20, 1—[(1 —q;’y) 20

$1=0 Sy

Ve;

["1 + k1] xk1 >0, np + kz] ykz >0
k1 q1

esitsizlikleri dogru olup kabulden

q?l [kl]q1 qz [kz]
! <[n1 + kilg, [ + kz]q2> 20

oldugundan M,,_ ., (f; q1,q2, X, y) operatorii pozitiftir.

1,12

Burada q; = g, = 1 aliirsa klasik MKZ operatorlerinin Stancu (1972) tipli genellestirmesi

elde edilir (Stancu, 1972).

Simdi, teoremlerin kaniti i¢cin hazirlik niteli§inde olan esitlikler asagidaki Lemma ile

verilecektir.
Lemma 5.1.2

(5.1) ile taniml1 iki degiskenli g-MKZ operatorleri igin

[k,
M s 4 %) = ”nﬂh(")z ()],

q1

ve

kalq
an(f qz, X, y) unz qz(y) Z < _I[_—ki]> nz;'zkz] ykz
k,=0 qz
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seklinde gosterilmek iizere

) Mo,y (F5 @1, G2, 3) = M, (M2, (F3 02, 9),

i) My, n, (f3 41, G2, %, y) = (M?fl (f; qux, y))

esitlikleri gecerlidir (Dogru and Gupta, 2006).

Kanit

i1) nin kanit1 1) ye benzer oldugundan yalnizca 1) 6zelligi kanitlanacaktir.

Acikca

) M, (MY, (3 02 %,9)) = M3, | ttn, 0, ) Z fx )[nz y kz]

+ k2 4z a0

esitligi gegerli olup, burada M7, in dogrusalligindan

o0 32 [ks] n, +k
M3, (M2, (i 0229)) = tn 0, ) Z5mo M5, (£ (w2 )i qu iy )2 0] v 54)

[n, +k2]q2 s

esitligi elde edilir. (5.2) ve bu son esitlikten

[k1lq, 52 [k,] 5
( ,(f1q2,x, y)) Un,,q, (V) Z Un, g, (X >Z <n1 +k131 [Zi +kzilq2>

k=0

y [n1 + kl] ok |2 + kz]

k, v

q1

o8] (o8]

_ qzll [kl]q1 qzlz [kz]qz
= Uiy (0, ) 2 Z 4 ([n1 +kilg, 2 + kZ]q2>

k1=0 k2=0

xkiyke =

y [nl + kl] [nz + kz]
qz2

Mnl,nz (f; ql’ qZ' X, y)

esitligi bulunur. Bu da aranan esitliktir.
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Simdi (5.1) ile taniml iki degiskenli q-MKZ operatorlerinin yaklasimi Volkov (1957)
tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipli teorem yardimiyla

incelenecektir (Volkov, 1957). Teoreme hazirlik olarak asagidaki lemma verilecektir.
Lemma 5.1.3

e 12 >1 ve e;j(t,s) = t's/ olmak iizere (5.1) de tanimlanan operator i¢in asagidaki

ifadeler gecerlidir (Dogru and Gupta, 2006), (Y1ildiz, 2009).
i) My, 5, (00(t,8); q1,q2,%,y) = 1

ii) My, n, (€10(t,5); 41, G2, %, y) = Q?lx

iii) Mo, n, (€01 (t, 5); G1, G2, %, ¥) = 437

; 2n,+1 q
1v) Chnl 2 < M, nz(ezo(t $);q1,92,%Y) < q; Matlyz 1 2
1

2n
V) anZ 2 = Mn1 le(eOZ(t S) q1, 92, X, J’) < q2n2+1y2 +q_

Kanit

i) ego = t°s° = 1 oldugundan Lemma 5.1.2 i) kullanilarak

n, +k
M,y (13 1, G2, y) = M, (M2, (1502, 5%,9)) = M3, { ttn 0, (v )Z [ ’ 2] yke
kz— qz2

esitligi dogrudur. My, in dogrusalligindan

N n, +k
M, n, (1541, G2, %, ¥) = Un, g, () Z Mz, (L ql,x,y)[ Zkz 2] y'e
k2=0 qaz

2

n, +k
= M5, (1 gy x, y)unzqz(y)z 0] o

k2 0 qz

0 D[] e Z 2] -

k1=0 qz
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esitligi bulunur tek degiskenli g-MKZ operator 6zelliklerinden
Mnbnz (1; ql’ QZ’ xl }7) = 1
bulunur.

ii) e;o = t's® = t den Lemma 5.1.2 ii) yardimiyla

My, n, (e10; 1,92 %, y) = MTJL]Z ( Mr’fl (e10; 91, X, J’))

q1 k1 4y Ikalq, n1+k1] Sk

— y
= an Up,, ql( ) Tl1 +k1 ky

q1

esitligi gegerlidir. M%’Z in dogrusalligindan

kg, g+ k
n1 n2(910: q1,92,%,y) = Un,, Q1(x) z an (1 g2, x, y) [n, +k 311 1k 1] x
I 1 1 q1

q k4] n,+k
r an(l qz, X, y)unl ql(x) Z 1 h ! 1] xkl

ny +kqlg ke 1y,
cw )Z [nz +k2] i ar*[kilg, [y +k1] s
n2,q2 Y o [ny +kilg, L Fr 1,
—

olarak bulunur. Boylece

My, i, (e10; 91,2, %, y) = qflx
esitligi elde edilir.

iii) eg; = t°s! = s i¢gin Lemma 5.1.2 i) uygulanarak

Mn,m, (€015 q1, 92, %, y) = My, ( M3, (e01; 42, %, 7))

_ q n, +k,
= Mr)fl unz qz (y) Z le + k2 - k2 ] ykz
qz
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esitligi yazilabilir. My in dogrusalligindan

[k ]qz le + kz] kz

e 125) =, 0) . W5, O003) (et [

kz 0 q2
]q n, +k
= Mz, (1;,q1, %, y)u (y)z—2 ’ 2] ke
nq 1 Nn2,q2 nz + kZ s kz s
n, + kl] z 42" [k2lg, [n, + kz] k
= Un, ,q, (%) Z [ . X, g, ) I, + kz Kk, qzy 2
esitligi gegerli olup yine tek degiskenli g-MKZ operator 6zelliklerinden
M, n,(€01; 41,92, %, ¥) = 43°Y
esitligi kolayca bulunur.
iv) e50 = t2s°% = t2 olsun. Lemma 5.1.2 ii) yardimiyla
My, n, (€20 91,92, %, y) = Mr);z ( Mz, (e20; 41, X, y))
an 2
k
= M73112 unp‘h(x) ! [ 1]q1 2 nl]:- kl] xkl
=0 [nl + kl]q1 1 q1
esitligi bulunur. M%’Z nin dogrusalligindan
[k1] n, +k
M, nz(eZO' 41,92, %,y) = Un,, ql(x) Z an (1, g2, x, }’)—2 1k 1] xka
k1 0 [ + kl] 1 q1

2n1 [kl] nq + kl] xkl

= M;, (1; G2, %, Y)Un, q, (%) W kel
k1=0 1 1 q1 1

2: n, +k 2: 2 ny+k
1
_unzqz( ) [ 2 2] ykzunlql( x) 2 1k1 1] xka

Ky=0 [y + k1 a1

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla
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2 2ng+1 q, X
q1n1 2 < M, n2(920rq1» 42, %Y) < q; R

esitsizligi bulunur.
Son olarak
— 042

V) €92 = 52 i¢in Lemma 5.1.2 i) den kolayca

My, n, (€02; 91, G2, %, y) = Mr’fl ( M%;Z (eoz2; 2, X, J’))

= M?’fl unz,q2 (y)
ky=

2
q; "2kalg,” ny + k
2 2 2] y

[nz + k3,

esitligi dogrudur. My in dogrusalligi kullanilarak

[kz ? n + k
M, n,(€02; 41, G2, %, ¥) = Un, q,() Z ME, (15 g, %, y) 22t T2 2] y*e
= [kn2 + k314
2=
. a3 [kalg,” [ + k,
M G5 i) D ], o
oo [y + kalg
n1+k1 Xk [kz 2 n2+k2
= Uy g, () Z ) S e
k1=0 q1 ky= [nz + k2
esitligi yazilabilir. g-MKZ operatoriiniin 6zelliklerinden
anzy
03" y? < My, (e02; 01, 2% Y) < @5 2y 2 + ==
esitsizligine ulasilir ki bu da kanit1 tamamlar.
Teorem 5.1.1
d1,n,, 92, € (0,1] olmak iizere (q,n,) ve (q2r,) dizileri,
lim ¢ =1 =0, lim ¢,3 =1 limLZO (5.5)
ny—oo MM " ny-e [nl]ch,n1 "npme 1AM PR [nZ]qz,nz .
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kosullarmi saglasin. Bu durumda her f € C(I?) igin (Mnl,n2 (f; A1 p,r Qazn, % y))

operatorler dizisi I? iizerinde f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakmsar (Dogru and Gupta,

2006).
Kanit

(5.1) ile taniml1 operatoriin dogrusalligl ve Lemma 5.1.3 iv) ve v) geregi

27’11 2 27’12

2 . .
ql"nlx + QZ'nZy S Mnl,nz (8207 ql,nl’ qz,nz' ‘x' y) + Mnl,nz (602’ ql,nl’ qz,nz’ x' y)

q2n1 X q2n2 y
2n1+1 2 2n2 +1 2 1,n1 Z,nz
= ql,nl X"+ qZ,n2 y + [ +

nl]‘h,nl [nZ]qZ,nz
esitsizligi yazilabilir. nq, n, — oo i¢in limite gecilir ve (5.5) kullanilirsa,
' r 2 2 —
nl,lrllgl)oo”Mnl‘nz (320 + €025 1,0, A2,n50 X y) —x“ty ”C(,z) =0
esitligi gosterilmis olur.

Lemma 5.1.3 i)-iii) den nq,n, — oo i¢in limit alinarak (5.5) uygulanirsa

lim ||Mp, n,(€o0; 41, 92, %, ¥) — 1“0(12) =0
lim ||My, 5, (e10; 1, G2, %, ) — x”C(,z) =0

lim [|My, 5, (e01; G1, 92, %, ¥) = y“C(Iz) =0

esitlikleri bulunur. Boylece Teorem 1.1.19 un hipotezleri saglandigindan teoremin kaniti

tamamlanmis olur.

Simdi de Heping tipli Korovkin Teoremi ve Teorem 5.1.1 birlikte diigiiniilerek asagidaki

sonug verilebilir.
Sonuc¢ 5.1.1

0 < q1n,,92n, < 1o0lan (91.n 1) ve (QZ,nz) dizileri igin
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. n1 _ . _ . le _ . _
lim qip, = €1 < 1, lim Gin, = 1, lim Ao, = C2 < 1, lim d2n, =1
nl—)OO nl—)OO Tl2—>CX3 n2—>oo

kosullar1 saglansin. Bu durumda her f € C(I?) igin

%i_{go”Mnlan (f) - Moo'oo(f)”C(Iz) = 0! (nlan - OO)
esitligi gegerlidir (Dogru and Gupta, 2006).
5.2 iki Degiskenli g-MKZ Operatorlerinin Yaklasim Hizi

Asagida (5.1) ile verilen operatorler dizisinin yaklagim hizi siireklilik modiilii yardimiyla

arastirilacaktir.

Teorem 5.2.1
d1,n,92,n, € (0,1] olsun. (5.5) i saglayan (qq,,,) ve (qzn,) dizileri i¢in

ql,n1 I

2
O1n, = {(1 - q?}ll) A% + [n]
‘I1,n1

veE

/2

qunz

2 2,

Som, = {(1 —qy2,) A%+ —[nz]qnz } (5.6)
2,ny

seklinde tanimli olmak iizere

1Moy, (f5 Q1nyr G2 % ¥) = F OO 2y < 40(f5 81my, O2m, )
esitsizligi saglanir (Dogru and Gupta, 2006).

Kanit

(x,y) € I? igin M,,

n, nin dogrusallig1 yardimiyla

|Mn1,n2 (f' Ch,nl' CIZ,nzlxl y) - f(.X, y)l = |Mn1,n2 (f(t’ S) - f(x' y)l ql,nl' qZ,nzlx' y)l (57)

esitligi gegerlidir. (5.7) ye Lemma 5.1.2 1) uygulanirsa
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Moy in (£ (£5) = F G633 @iy Gy 6 9)] = M, ™ (M, (F(85) = £ (6,33 G2y %))

q nz ] 2,nz 2 2
= M| tnsaan, (y)E{ ( 2 +k2]q ) e y)} mrlal o oye) 69

k=0 dzn, gz n;
esitligi bulunur. Bu esitlige Mnlx in dogrusalligi, Lemma 5.1.2 ii) ve liggen esitsizligi

uygulanirsa

oo n,
qa5, Lk21q n
|Mn1,n2(f(t! S) - f(x’ y)' Q1,n11 qz,nzix’y)l = unz,qlnz (y) Z Mnlx (f(x’u

=, [n2 + k2lg, .,

—f (%, Y); Qunyp %, V) [nz iy kz] yke

qzn»

nz
ql q1n q2, [kZ](h,n
= |Unz.q o (y) Un,, q1,n4 (x) "1 - s = |- f(x' y)
[n, + k1 Qiny "[n, + k5]

k2 0 CI2,n2
kl q1,M1 kz qzn2
n;
q1 n1 1lq, ny d2m, [kz]ch,nz
< U gy, (U nq,,(y)z z ( - ()
1,41 2:42,n; = & [ny + k4] iy "[n, +k2]q2‘n2
[nl + kl] y [nz + kz] xhayle
kl qi1,n1 k2 qzn2
Mnl,nz(lf(t’ s) — f(x’ Y)li Q1n, 92,0, %) y) (5.9)

esitligine ulagilir. Son ifadede (1.43), (5.2), (5.3) ile My, ,,, nin dogrusalligi ve monotonlugu,

son olarak Lemma 5.1.2 1), ii) birlikte uygulanirsa

1
Mnl,nz(lf(t' S) - f(xl y)ll Qiny 92,50 %) y) =< w(f, 61! 62) I:WMnl,nz(lt - x”S - yl! Qiny A2y %0 y)
1¥2

1 1
+ 5_an1'712(“ - xl; ql,nlr QZ,nzfxf y) + 6_2Mn1,n2(|5 - yl; ql,nl' qz,nz'x' y) + 1]
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1
= w(f;61,07) [mMnlx (any(lt —xl||s —yl; qz,nz,x,y))

1 1
+6_1any (Mnlx(lt - xl? q1nq.0 %, y)) + 6_2Mn1x (any(ls - Y|; q2,n,, % y)) + 1]

= w(f;61,6,) 5.5, 6 M, ™ (un,, A 6)) ’;Olt N % B nzlj_zkz]qz,nZ ')
+1M vy @ Z Qfﬁl[kﬂqlm . n, + kl] £k

5, \ e 2, [y e, ki doun,

1 Ao, [k2lg, ,, ny +ky k
+52 My, ™ | tn,, dzmy V) RZO m—y k, ]qz'n ye|+1

esitsizligi gecerli olur. M,, 1x ve any nin dogrusalligt ve (5.2) kullanilarak

(o)

nq
1 1, [K1lg,
Mnl,n2(|f(t' s) =,y din,» q2,n2'x'y) < w(f;61,6,) Un,qin x) Z = R
616, & [ny + k1]ql,,l1

n1+k1] x
[ ky X

— n
= qi.nq

qz 712 QZn n, + k2
Xu ») Z e T ohe ] ka
N2,d2,n, y nZ + kZ dom, k2 dom y
ql Tl1 ‘I1 L e nq + kl
+ ~u Z - ] xk1 M, Y (1 g, .
ni, Q1n1 =) Tl1 + k1 dan, kl aim ny ( QZ,nz y)
qZ le QZ 12n, b2z, n, + kz
+ Z - [ ] k2 x M, *(1; ,%y)+1 5.10
unz q2 nz =) nZ + kZ Gam y kZ - y nq ( ql,n1 X y) ( )
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlikte
— -nl + kl- k
Pn1'k1'lh,n1 (x) = Uny,q1n, (x) k x™
) 1 q1,m
n, +k,
Pnz'kz'QZ,nz (y) = unZ'QZ,nz (y) k ykz (5-11)
) 2 qz,n:
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tanimlamalart yapilip, My, *(1; Gy, %) =1, Mp,”(1; qzn,, x,y) = 1, ifadeleriyle (5.2),
(5.3) uygulanirsa

q?}h [kl]qlm1
[y + k4l

1 [oe]
Mnl,nz(lf(t' S) - f(x' y)l; ql,nlﬂ QZ,nzﬂx' y) < a)(f; 61' 62) 6162 Z - X Pnl,k1,q1,n1 (x)
k1=0

‘h,nl

o)

ny . n
QZ,nZ [kz]qz ny 1 ql,nl [kl]q1 o
XZ—'_yP,k, n(y)'i'_é —'_xp‘k, n(x)
K3=0 [le + k2]q2,n2 n2,k2,q2n, 54 & [n1 + kl]fh,nl ny.k1,q91,n,
oo nz
1 A2n, [kZ]CIZ ny
N (e i +1 5.12
0, IZO [n2 + k2]q2 . y N2,K2,d2,n, (y) ( )
2= ,

esitsizligi elde edilir. Burada

1/

ny ny 2 2

ql ny [kl]tI1n1 ql nq [kl]qln 1/2

— 1 1 5|P — " A P P

[nl + kl]fh,m i mk i (x) [nl + kl]‘h,m ¥ k1, (x) { n1k1,q1n, (x)}

qgilz [k2]gq, ) q;lilz [k2]a, . : & 2
: n ol p (22 m ) p P

[nZ + kZ]Q2.n2 g nekadan; (y) [TL2 + kz]CI2.nz Y n2/K2,d2,n, (y) { n2.K2,02,n, (y)}

ifadeleri dikkate alinip (5.12) ye Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1 | <& [(din, ] ’ 2
; ; — E Sm
Mo, 0, (1f(6,8) = FO Gung, Qo % Y) < 0(f;5 81, 82) 5 52{ <[n1 o x) Pn s s, (x)}

k=0 d1nq

o 1/2 o qnz [k ] 2 1/2
2nyL21qz0
X z Pnl,kl,q1,n1 (x) Z ([n + k ] L — y) Pnz,kz,anz (y)
k1=0 k,=0 2 2142,
% /2
X z Pnz,kz,anz (.V)
k2=0

© /am (] ? V2 (o ,
1 ql,n 11q1n
+5_ Z <[n fl— k ] - - X Pnlrkqul,nl (x) Z Pnl,kl,qllnl (x)
1 k=0 1 1

1= Q1,n1 kl =0
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Y
o0 n, 2 2 00 2
1 Qon,[k2]g,
+ 6_ Z <[Tln:_TZZ - y Pnz,kz,qZ‘nz (y) Z Pnz,kz,q2’n2 (y) + 1 (5'13)
2 k2=0 2 2 CIZ,nz k2=0
esitsizligi elde edilir. Boylece (5.13) te tek degiskenli g-MKZ operatoriiniin 6zellikleri ve
X p,

Py 2(6) = My, ((t = %)% Gn, %) < (1 anl)zxZ + [n4]
11q1,n,

P2 () = My, ((s = )% G2nyp ¥) < (1 — Gan,)?y? + Tl (5.14)

ifadeleri dikkate alinarak

1 1
Mnl,nz(lf(t: s) — f(x: »; din,» QZ,nzixfy) < w(f; 81,6,) [E{Mnl((t - x)z; ql,nlix)} /2
1 1 1
(Mo, (5 = %5 09} 2 #5000, (€2 = 0% 1, 0))
+5 {an((s ¥)?; anz'y) + 1]

1 1 1 1 1 1 1
= 0(£160,6) 575 (0m 2} (020} 2+ 5- (00,20} + {00,200} 2 +1]

_ 1 q2n1 /2 yqznz /2
2 1,n 2 2n
< w(f;61,8,) |——3(1— x2+—1 1— 24 -~ o2
f 1, Y2 6162 {( ql,nl) [nl]ql‘nl ( qZ,le) y [nz]qz‘nz
2nq /2 2n, /2

1 2 Ain YAy 0
+(1- S s 1- +—= 41 5.15

5, {( Ch,nl) [nl](h,nll {( q2 nz) y [nZ]qz,nz} ( )

esitsizligi elde edilmis olur. Son olarak (5.7) ve (5.15) ifadeleri birlikte diisiiniiliip, (x,y) € I?
i¢in maksimum alinarak &; ve &, sayilar1 (5.6) daki gibi secilirse §; = &y, ve &, = 3,

olacak sekilde

||Mn1,n2 (f(t' S); ql,nlﬂ q2,n2) - f”C(lz) S 40)(f, 61! 62)
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esitsizligine ulasilir. Béylece kanit tamamlanmais olur.
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6.BOLUM
SONUC VE ONERILER

Tez bir ve iki degiskenli MKZ operatorleri ve g-modifikasyonunu igeren Snemli bir
calismadir. Tez hazirlanirken birgok yerli ve yabanci aragtirmacinin yaptigi calismalar
incelenmis ve yaklasim durumlar1 birbiriyle karsilastirilabilinecek olanlar tercih edilmeye
calisilmustir. Ozellikle tek degiskenli MKZ operatdrleri ve g-MKZ operatdrleri igin yapilan
caligmalarin bircogunun iki boyutlu durumlarinin heniiz ¢alisilmamis oldugunu ortaya
koymasi agisindan tez olduk¢a yararli bir g¢alisma olmustur. Bu anlamda tezde yer
vermedigimiz ¢aligmalar da dikkate alinarak bu operatore ait modifikasyonlarin g analogu ve

pq analogunun oldukg¢a 6nemli bir calisma konusu olabilecegi diisiincesindeyiz.
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