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Bu ¢aligmanin ilk boliimiinde 6ncelikle baginti ve koni kavramlar: tanitilip bazi
ozellikleri verilmistir. Siralama bagintilar1 ve koniler arasindaki iligkiler ku-
rulmug ve ¢ok olciitlii karar verme problemi ve skalerizasyon tanimlari yapilmig-
tir. Ayrica vektor degerleri fonksiyonlarin baz zayif konvekslik tanimlar: ve
bunlarin ozellikleriyle ilgili teoremler kanitsiz olarak verilmigtir.

Ikinci boliimde, R” deki bir kiime icin 6zel adlarla amlan cesitli etkin nok-
talar tamitilmig, geometrik yorumlar: yapilmigtir. Bu tanimlarin hangilerinin
birbirlerini dogrudan gerektirdigi saptanmis, gerektirmelerin olmadigi durum-
larda da ornekler verilmistir. Sonuclar da iki sema tizerinde 6zetlenmistir.

Uciincii boliimde, Weierstrass Teoremi temel almarak ve zayiflatilmig koni
kompaktlik, koni-sinirlilik, koni-tamlik ve zayif konvekslik kavramlar: kullani-
larak, R™’den RP’ye tanimlh vektor degerli fonksiyonlar icin koni siralamasina
gore optimallik icin gerekli ve yeterli sartlar verilmistir.

Son boliimde X,Y normlu Banach uzaylar1 ve f : X — Y fonksiyonu
i¢in optimal elemanlarin varligi caligilmig, gesitli varlik teoremleri verilmigtir.
Bununla birlikte, f : X — Y fonksiyonunun her bir minimal elemani igin
uygun skalerizasyonun varligi normlar kullanilarak gosterilmistir. Daha sonra
S C Y kiimesinin minimal noktalarini ayiran ve koninin dual konileri iginde
olan dogrusal doniigtimler yardimiyla skalerizasyonu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Etkin Nokta, Siralama Konisi, Vektor Optimizasyon,
Skalerizasyon, Optimallik Kogullari
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In the first part of this work, the notions of binary relation, cone and their
properties are recalled. Relationships between ordering relations and cones
are constructed and multi criteria optimization problems and scalarization are
defined. Furthermore, some weakened convexity of vector valued functions are
defined and theorems about properties of vector-valued functions are given
without proofs.

In the second part, various efficient points with special names are recalled
and interpreted geometrically for a subset of R™. Which of these definitions
require to each other is determined and some examples are given in the case
of absence of requirements. Results are summarized on two schemes.

In the third part, on the base of Weierstrass Theorem, necessary and suf-
ficient optimality conditions of vector-valued functions defined from R” to R”
are given with respect to the cone orders.

In the last part, existence of the optimal elements of a function f: X — Y
studied where X and Y are normed Banach spaces and some existence theo-
rems are given. Moreover existence of a suitable scalarization for each minimal
element of a function f : X — Y proved by means of norms. Scalarization of
the function f is obtained by using linear mappings which belong to dual cones
of the cone and separates minimal points of the set S C Y.
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Scalarization, Optimality Conditions

i



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda ve tizerimde biiylik emekleri olan degerli ho-
calarim Prof. Dr. Yal¢in Kiigiik ve Prof. Dr. Mahide Kiictik’e, tezin yaziminda
ve hazirlama agamasmda yardimlarini esirgemeyen Dr. Ilknur Atasever, Ersan
Gogmen, Mustafa Unal ve beni her zaman destekleyen sevgili esime ve aileme

en icten tegekkiirlerimi sunarim.

Selin Celik
Subat 2012

iii



ICINDEKILER

(0 /1 Ol R i
PN 23S 2 N AR ii
4N DTS D) 20 2 ) 3 S iii
@) 1A\ B 2120 1 11 0] 5 O iv
SEKILLER DIZINI.....oioiiiiiiiiiiiiieeiceeee et eeaee e eneee s v
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI......coccoovvviiiiieeneeenen. viii
1. GIRIS 1

2. BIR KUMENIN ETKIN NOKTALARI VE BIRBIRLERI ILE

KARSILASTIRILMASI 10
2.1. Cesitli Etkin Nokta Tanimlart . . . . . . .. ... ... ... .. 10
2.2. Has Etkinlik . . . . .. ... oo 14
2.3. Bir Kiimenin Etkin Noktalarinin Kargilagtirilmas: . . . . . . . . 20

3. f:R" - RP FONKSIYONUNUN OPTIMALLIK KOSULLARI
ICIN VARLIK TEOREMLERI 37

3.1. C-kompaktlik, C-yarikompaktlik, C-kapalilik, C-sinirlilik, C-

quasisimirhilik ve C-tamhk . . . .. .. ... .00 000 38
3.2. Optimallik Qartlarr . . . . . .. .. ..o 59

4. f: X —»Y FONKSIYONUNUN OPTIMALLIK KOSULLARI
ICIN VARLIK TEOREMLERI 68
4.1. Gerekli Sartlar . . . . . ... 74
4.2. Yeterli Qartlar . . . . . . ... 88
5. SONUC 100
KAYNAKLAR 102

v



1.1..
1.2..
2.3..
24..
2.5..
2.6..
2.7..

2.8..

2.9..

2.10..

2.11..
2.12..

2.13..

2.14..

2.15..

2.16..

2.17..
2.18..

2.19..

SEKILLER DiZiNi

C’nin pozitif ve negatif polar konileri . . . . . . . .. 5t
C’nin pozitif ve negatif polar konileri . . . . . . . .. 6
S kiimesinin  minimal eleman1 . . . . . . ... ... 10
S kiimesinin Z zayif minimal elemam1 . . . . . . . .. 11
S kiimesinin & kuvvetli minimal elemam . . . . . . . 11
S kiimesinin & has minimal eleman1 . . . . . . . . .. 12
Bir kiimenin has minimal, zayif minimal ve kuvvetli
minimal elemanlar1 . . . . . ... 000000 12
Z={(z1,22): 1< 250, 25 =2 —2 — 1} kiimesi
icin IE(Z),E(Z) ve WE(Z) ktimeleri . . . . . ... ... .... 13
Bir Z kiimesinin Hartley has etkin noktalarinin kiimesi 16
Bir Z kiimesinin Hurwicz has etkin noktalarinin
kitmesi . . . . . ... 16
Bir Z kiimesinin Benson has etkin noktalarinin kiimesi 17
Bir Z kiimesinin Borwein has etkin noktalarinin
kitmesi . . . . . ... 17
Bir Z kiimesinin Global Borwein has etkin nokta-
larinin kiimesi . . . . ..o Lo 18
Bir Z kiimesinin yerel Borwein has etkin nokta-
larinin kitmesi . . . . ..o oL 18
Bir Z kiimesinin Henig has etkin noktalarinin kiimesi 19
Bir Z kiimesinin siiper etkin noktalariin kiimesi . . 20
Has etkin noktalar arasindaki kapsam iligkisi . . . . 27
f ve g fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme ve kisit

diizenlik kosulunun saglanmasi durumunda has etkin noktalar
arasindaki kapsam iligkisi . . . . .. ... o000 28
(a) Z kiimesi  (b) 2° = 0 'm Z kiimesinin Borwein

has etkin noktasi olugunun gésterimi (c¢) Z kiimesinin Radial



2.20.. (a)Z = {(21,22) : 22 =2 —z€*' } kiimesi  (b)Z +R%
kiimesi (¢) T(Z +R%,0) kitmesi . . . . . ... ... ... ... 30
2.21.. (a) (1 — 22)3 fonksiyonunun grafigi (b) (1 — )% fonksiy-

onunun grafigi (¢) Z = {(21,22) : 21 £ 0, 20 = 22} kiimesi ve T(Z,0) =

{(21,22) : 2120, 20 =0} teget konisi . . . . . . . . ... ... .. 31
2.22.. Z kiimesinin asymptotic konisi . . . . .. .. ... 35
2.23.. Z kiimesinin sinirli olmasi durumunda asymptotic

koni . . ... 36
3.24.. Bir Z kiimesinin C-kompakthgt . . . . .. ... .. 38
3.25.. Z = {(z1,22) : 21 + 22 = 0} kiimesinin C-kompakt

fakat kompakt olmadiginin gosterimi . . . . . .. ... ... 39
3.26.. Z={(z1,2) 27 +25 < 1,20 > 0,2 > 0}U{(0,0)}

kiimesinin C-kompakt olmadiginin gosterimi . . . . . . . . . .. 40
3.27.. Z ={(z1,22) : 21 = —25} kilmesinin Luc’un tanimina

gore C-kompakt olmadiginin gosterimi . . . . . . .. ... ... 41
3.28.. Z ={(#1, 22) : 21 = —2} kiimesinin C-kompakthginin

gosterimi . . . ... 41
3.29.. Z={(z1,29) : 22 + 25 < 1,21 > 0,29 > 0}U{(0,0)}

kiimesinin Luc'un tanimina gore C-kompakt olugunun geometrik

ifadesi . . . . . . 42
3.30.. Z = {(z1,20) : z1.29 = —1,2; > 0} kiimesinin C-

kapali olmamasinin geometrik ifadesi . . . . . . . ... ... .. 43
3.31.. (a)Z ={(21,22) : 28+ 22 < 1}U{(21,20) 1 27 + 22 = 1,21 £ 0,2, £ 0}

kiimesi (b) Z kiimesinin C-kapali olusunun geometrik ifadesi . 43

3.32.. Kompaktlik, C-kompaktlik, C-kapalilik, C'-sinirhilik

ve C-yarikompakt- lik kavramlar: arasindaki iligki . . . . . . . . 45
3.33.. Yardimci1 Teorem 3.1.16’nin geometrik yorumu . . 47
3.34.. (a)Z = {(z1,22) : z1.20 = 1,20 <0} kiimesi ve C

konisi (b) Z = {(z1,22) : 21.22 = 1,21 < 0} kiimesinin C-
quasisinirli olmasimin geometrik ifadesi (c) Z = {(z1, 22) : 21.22 = 1,21 < 0}

kiimesinin asymptotic konisi . . . . . .. .. o000 49

vi



3.35.. (a)C-tam olan kiime 6rnegi  (b) C-tam olmayan

kiilme Ornegi . . . . . . . ... 51
3.36.. Sonlu ortiiye sahip olmayan Z = {(z1, 29) : 20 < 0, 2129 = 1}U
{(21,22) : 20 £ 0, 20 = — 21} kiilmesinin C-yarikompakt olmadiginin
geometrik yorumu . . ... Lo 52
3.37.. Yardimci1 Teorem 3.1.36’nin geometrik yorumu . . . 57
4.38.. S kiimesinin bir S, kesiti . . . . ... ... 68
4.39.. Teorem 4.1.37iin geometrik yorumu . . . . .. . .. 75
4.40.. |lz|| = }\I;%{A :x € AT — Z,Z — 2|} normunun geometrik
VOTUINU .« o v vt e e e et e e e e e 76
4.41.. Teorem 4.1.9'nin geometrik yorumu . . . . . . . .. 82

vil



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

X : Gergel topolojik uzayi

X : X uzaymin topolojik duali
cor(S) : S kiimesinin cebirsel ici
int(S) : S kiimesinin ici

cl(9) : S kiimesinin kapanis

C : Koni

cone(S)  : S kiimesinin tirettigi koni

[z, Y] . x ve y arasindaki sirali aralik
Cy : C konisinin duali

C’g{, : C konisinin dualinin quasi i¢i
Il : Norm

(X, [].]lx) : X normlu uzay

X* : X uzaymin dual uzay

C> : Chnin negatif olmayan polar konisi

0N : C'nin kesin porzitif polar konisi

T(S,x) : S kiimesinin z’deki teget konisi(tanjant konisi)

viii



1 GIRIS

Amag fonksiyonu, bir f = (fi, f2, ..., f,) vektor fonksiyonu olan, bir opti-
mizasyon problemine, bir ¢ok oOl¢iitlii karar verme problemi denir.
X C R" olsun. = € X degigkeninin baz ek sinirlamalari saglamasi gerekebilir.
Bu ek sinirlamalar genellikle fonksiyonel egitsizliklerle verilebilir. Yani S C X
kiimesi S = {z € X : gj(z) £ 0,5 = 1,...,m} olarak ifade edilir. Bu durumda,

f: X CR" — RP olmak tizere vektor optimizasyon problemi,

) { g 7o)
bi¢iminde ifade edilir.
Buradaki S kiimesi, uygun ¢oztimler kiimesi olarak adlandirilir.
Bir vektor optimizasyon problemi, birbirine indirgenemeyen farkli amaclar:
gliden herhangi bir karar-verme yontemi olarak diigtiniilebilir. Bu amaclarin
her biri digerlerinden daha tistiin olabilir. Politika, ticaret ve genel grup karar
verme, bir¢ok farkli goriig noktalari ile baglantilidir. Matematigin gercel diinya
uygulamalarinda, farklh dlgiitlere sahip oldugunu kabul etmek sagirtici degildir.

Matematiksel ekonomi, oyun teorisi, iiretim teorisi, denge teorisi gibi diger

bircok uygulama, vektor optimizasyon uygulamalaridir.

Tiim amaclar icin en kiiciik degeri veren noktaya ideal nokta denir. Onemli
olan, fi, ..., f, fonksiyonlari ile elde edilen farkli amag fonksiyonlar igin bir op-
timallik notasyonu tanimlamaktir. Vektor optimizasyon probleminin zorlugu,
alternatif bazi parcalarin karsilagtirilamayacagindan kaynaklanir. Matematik-
sel diigiince olarak, vektor optimizasyon problemi, Z = f(S5) C R? kismi siral
kiime icinde optimal olarak tanimlanan bazi degerlerin aragtirilmasidir. 2
kiimesine, f doniigiimii altindaki goriintii uzay1 ya da ¢ikti uzay1 denir.
Yukarida tanimlanan (V.P) vektor optimizasyon problemi igin tanimlanan ilk
¢oziim tipi Pareto optimumdur. Bu tamm, Italyan matematiksel ekonomist
Vifredo Pareto tarafindan agagidaki bigimde formiile edilmistir:

Vi=1,...p, fi(x) < fi(2°) saglayan bir z € S yoksa ve en az bir j indeksi



igin f;(z) < f;(2°) olan 2° € S noktasima Pareto optimum ya da Pareto etkin
nokta adi verilir. Pareto optimallik notasyonlari, bilesen bilegen siralamaya

dayanmaktadir.

Caligmada kullanilacak bazi temel tanmimlamalar izleyen sekilde sunula-

caktir.
Tamim 1.0.1. (Konik Tercihli Swralama) R, keyfi Z C RP kimesi izerinde bir
ikili baginty olsun. [13]

a) Vx € Z i¢in xRx oluyorsa R yansimalidor.

b) Va € Z icin zRx oluyorsa, R yansimasiz

c) Vx,y € Z i¢in xRy iken yRx oluyorsa, R simetriktir.

d) Vx,y € Z i¢in xRy iken yRx oluyorsa R,asimetriktir.

e) Vr,y € Z i¢in xRy ve yRx iken x = y oluyorsa, R antisimetriktir.

f) Vx,y,z € Z i¢in xRy ve yRz iken xRz oluyorsa, R gegismelidir.

g) V,y,z € Z icin v Ry ve yRz iken x K z oluyorsa R, gecismesizdir.

h) Vz,y € Z i¢in xRy veya yRx oluyorsa R, tamdwr(ya da baglantilidir) denir.

i) x # y olan Vr,y € Z i¢in xRy veya yRx oluyorsa R, zayf tamdur(ya da
zayif baglantilider) denir.

j) Vx,y,z € Z olmak iizere cx + z,cy + z € Z ve Ve € Ry i¢in xRy iken
(cx + 2)R(cy + z) oluyorsa R, lineerdir denir.
Tanim 1.0.2. R, Z C RP dzerinde ikilt bir bagintr olmak uzere;

a) R yansimali ve gecismeli ise R’ye preorder

b) R antisimetrik ve gecismeli ise R’ye kismi siralama

¢) R yansimali, antisimetrik, gecismeli ve tam ise R’ye tam siralama

d) R yansimasiz, antisimetrik ve gecismeli ise R’ye kesin kismi siralama

e) R asimetrik ve gecismesiz ise R’ye zayif siralama



f) R yansimasiz, gegismeli ve zayf tam ise R’ye kesin tam siralama

adr verilir.

Teorem 1.0.3. R, Z C RP dzerinde bir baginti olsun. Bu durumda,
a) R kesin tam svrali ise zayf siralidar,

b) R zawyf surali ise kesin kismi siralidor.

Kanat.

a) R, kesin tam sirali olsun. Bu durumda R yansimasiz, gegismeli ve zayif
tamdir.
R bagmtisimin, asimetrik ve gecismesiz yani Vz,y € Z icin 2Ry iken yRx ve
Va,y,z € 7 icin o Ry, yRz iken xRz oldugunu gostermeliyiz.
Vao,y € Z icin xRy olsun. yRz oldugunu gosterelim. yRz olsaydi xRy, yRx
ve R gecismeli oldugundan zRx olurdu. Bu ise R’'nin yansimasiz olmasi ile
celisirdi. yK&x olmahdir.
zRy, yRz olsun. R zayif tam oldugundan yRxz ve zRy olur. R gecismeli
oldugundan zRx dir. R asimetrik oldugundan z&z’dir. O halde R gecismesizdir.

R asimetrik ve gecigmesiz oldugundan zayif siralidir.

b) R bagintisi zayif sirali yani asimetrik ve gegismesiz olsun. R bagintisinin
kismi siralama yani yansimasiz, antisimetrik ve gegismeli oldugunu gosterelim.
R asimetrik oldugundan R’nin yansimasiz ve antisimetrik oldugu aciktir.
Va,y,2 € Z icin xRy, yRz olsun. R asimetrik oldugundan y Rz ve 2Ry dir. R
gecismesiz oldugundan z&x’dir.Bu durumda xRz olur. Ciinkii 2Kz olsayd1 R
gecismesiz oldugundan y&z olurdu ki bu yRz alimsi ile celisirdi. O

Siralama bagintis1 7 2”; kesin siralama bagintisi ise ”>" ile gosterilecektir.

Ornek 1.0.4.

a) RP’de Vx,y € RP i¢in x > y;
Vi < k(1 £ k < p)igin x; = y; ve x, > yp seklindeki siralamaya alfabetik

(lexicographic) siralama adu verilir.



b) RP’de Va,y € RP icinx = y;

Vi =1,...,p i¢in x; = y; seklindeki siralamaya Pareto siralama ya da bilesen
bilesen siralama adr verilir.

Ozellikle Pareto swralamada, Vi = 1,...,p icin x; > y; iken © >y ve x = y ve
i x; > y; tken x > y yazacagiz.
c) Tim gercel dizilerin kiimesinde, bir kismi (bilesen bilesen) siralama, v =
{2*},y = {y*} olmak dizere x = y;

Vk € N i¢in 2% = y* olarak tansmlanar.

Eger -y vektori konveks ve pointed RE konisine ait ise, onceki bilesen bilesen
siralama érneklerinde oldugu gibi x 2 y elde ederiz.

x 2y kismi siralamast ve x — y nin bir konveks ve pointed koniye ait olmast
arasindaki bu iliski genel bir durumdur. Bu durum Teorem 1.0.6 ile Oklidyen

uzaylar i¢in agikea formaile edilmaistir.

Cok boyutlu uzaylarda siralama yapabilmek i¢in koniler kullanilir. Koni-
lerin tanimi ve siralama amaciyla nasil kullanilacagi izleyen paragraflarda agik-

lanmaktadir.

Tanmim 1.0.5. C' C R? verilsin. Vo € C' ve YA > 0 i¢in Ax € C oluyorsa C 'ye
bir kont denir. Ek olarak CN(—C') = {0} oluyorsa bu koniye sivri(pointed)

koni denir.

Teorem 1.0.6.

a) R? | 2 bir lineer bagintisy ile kismi siral ise

C={yeR:y=0}
kiimesi, konveks ve pointed bir konidir.

b) C C RP konveks ve pointed bir koni ise;
r2ysr—yel

olarak tanimlanan ” 27 ikili bagintist RP tizerinde bir kismi siralamadar.



Teorem 1.0.6, ”2=” bagmtisinin antisimetrikligi ile C' siralama konisinin
pointed olmasi arasindaki giiclii bagintiyr gosterir. Benzer baginti, gecismeli
ve lineer ozellikler ile C' konisinin konveksligi ve 0 € C' olmasi arasinda da
mevcuttur.

C C RP konveks ve pointed bir koni olsun. Bu koni ile bir kismi siralama su

sekilde verilebilir:

r<cyesy—xzecl

y

x+C

X/////

C
(L[] /]

Sekil 1.1. C’nin pozitif ve negatif polar konileri

Uyar:1 1.0.7. C, RP dzerinde siralama konisi olsun. C' konisine gore yapilan

siralama "< 7 yerine "<” seklinde gosterilecektir.

Tanim 1.0.8. S, X gercel normlu uzayimn bostan farkly bir alt kimesi ve
T € cl(S) ve h € X olsun. S kiimesinin elemanlarindan olusan en az bir

{&p}nen dizisi ve pozitif gercel saylarn en az bir {\, }nen dizisi
Tz = lim xz,

h= lim A\,(z, — 7)

n—oo
olacak sekilde varsa h € X wvektorine bir tanjant vektér(teget vektor)

denir. Bu durumda



T(S,z) = {he€ X :h, S nin T deki teget vektori} kimesine S kimesinin

z’deki teget konisi(tanjant konisi) denir.

Tanim 1.0.9. S, X gercel normlu uzayimn bostan farkly bir alt kimesi ve

z € cl(S) verilmis olsun. Bu durumda
R(S,z) = cl(cone(S — {z}))
konisine S’nin T ’deki radial konisi denir.

Tanim 1.0.10. C> , C'nin negatif olmayan polar konisi ,
C:={u|uy=20, Yy e C}
C~ C’nin kesin pozitif polar konisi ,
Cs =A{u|l vy >0 Yy € C\{0}}

seklinde tanimlanar.

W

Pozitif polar koni

Negatif polar koni

Sekil 1.2. C’nin pozitif ve negatif polar konileri

Tanim 1.0.11. X ger¢el dogrusal uzay, O # S C X olsun.
{f €S :VreX igin I\, €R, Gyle ki VA€ [0,)\,] icin T+ \v € S}

kiimesine S 'nin cebirsel i¢i denir ve bu kiime cor(S) ile gosterilir.



Tanim 1.0.12. X gerc¢el dogrusal uzay, C # {0x} konveks koni ve B C C
konveks kiimesi verilsin. Bu durumda Yx € C\{Ox} i¢in 3b € B ve IA > 0
olmak tizere x = Ab seklinde tek tirli ifade edilebiliyor ise B kiimesine C'

konisinin bir tabant denir.

Tamim 1.0.13. (Cok Olgiithi Karar Problemi)

f: ACR" = R™ olarak tanwmly bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

folfisfo,esfm), i:A=>R
(P) min f(z)

problemine ¢ok ol¢utlu karar problems denir.

Tanim 1.0.14. Vektor degerli bir problemi skaler bir probleme donitistirme
1slemine skalerizasyon denir.

Skalerizasyonda su ¢ temel soru akla gelir;

a) Skaler problemin ¢oziimleri orjinal problemin ¢ozimi olur mu?
b) Orjinal problemin her ¢ozimi skaler problem ile elde edilebilir mi?

¢) Karar vericinin ek sartlart varsa skaler problemde bunlari ifade ederek

istenilen minimal ¢cozim bulunabilir mi?

Tanim 1.0.15. (a) f: X C R" — RP? bir fonksiyon, X konveks kiime olmak

tzere Vt € [0,1] ve Vz', 22 € X i¢in
t.f(zh) + (1 —1).f(2%) € O+ f(ta' + (1 —t)z?)
oluyorsa, f’'ye X tuzerinde C'-konvekstir denir.

(b) f: X CR"— RP fonksiyonu verilsin.
Val, 22 € X ve Vt € [0,1] igin 2* + tn(z!, 2?) € X iken
tf(ah) + (1 —t)f(2?) € C+ f(a® +tn(z,2?))
olacak sekilde n : X x X — X fonksiyonu varsa, f’ye C' pre-inveks

fonksiyon denir.

(c) f: X CR"™— RP diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Vzt, 2* € X igin
f(x®)—f(a') € C+Jf(a')n(at, 2?) olacak sekilden : X x X — X warsa,

fye C-tnveks fonksiyon denir.



(d) f:X CR"— RP diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. f(x?) — f(z!) €
—C\{0} olan Vx' 2* € X i¢in Jf(2')(2? — 2') € —intC oluyorsa, f’ye

C-pseudoconvex denir.

(e) f: X CR"— RP diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. f(x?) — f(z') €
—C olan V', 2* € X i¢in Jf(z')(z* — 2') € —C oluyorsa, f’ye C-

quasiconvex denir.

Uyar1 1.0.16. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugunda (a) =
(b) = (c) elde edilir.

RP bilesen bilesen siraly oldugunda;

Bir vektor fonksiyonu REY_ konvekstir < tim bilegenleri konvekstir
RY pre-inveks < tiim bilesenleri pre-invekstir.

R inveks < tim bilesenleri invekstir.

Bu iddia, RY. — pseudoconvez (ya da RE. — quasiconvez) fonksiyonlar:
icin dogru olmayabilir. Ornegin; f : R? = R3 | f = (a2 4+ 13, —2? —
x5, —x1+19) fonksiyonunun (0,0) noktasinda RE. — pseudoconvex fakat

tkinct bileseninin ayni noktada pseudoconver olmadige kolayca gorilebilir.

Tanim 1.0.17. Z € RP kumesi icin Z + C kimesi konveks ise Z’ye C-

konvekstir denir.

Uyar: 1.0.18. f bir C-konveks fonksiyon ise, Z = f(S) kimesi X tzerinde
C-konvekstir.

Tanim 1.0.19. f: X C R® — R? fonksiyonu verilsin.
Vol x? € X veVt € [0,1] igin t.f(z") + (1 —¢)f(2?) € C + f(Z) olacak sekilde
en az bir & € X varsa, f fonksiyonuna C-konveks benzeri (C-convexlike)

denir.

Teorem 1.0.20. f : X C R®™ — RP fonksiyonunun C-konveks benzeri ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul f(X) gorinti kimesinin bir C-konveks kiime

olmasidar.



Tanim 1.0.21. f: X C R® — R? fonksiyonu verilsin.
Ve € intC | Vo', 22 € X ve Vt € [0,1] icin
c+tf(z)+ (1 —1t)f(2*) € intC + f(T) olacak sekilde en az bir T € X wvarsa,

f fonksiyonuna C-altkonveks benzeri(subconvexlike) denir.



2 BIR KUMENIN ETKIN NOKTALARI VE BIRBIRLERI ILE
KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde oncelikle etkin nokta tanimlarina deginilecektir.

2.1 Cesitli Etkin Nokta Tanimlari

Tanim 2.1.1. C' C RP? bir stralama konisi, Z C RP bostan farkl bir kiime ve

20 e Z olsun.

(a) 2° € Z olsunNz € Z igin z = 2° oluyor ise 2° elemamina Z kiimesinin
bir ideal etkin degeri (ideal minimali) denir. Z kimesinin tim

ideal etkin degderlerinin kiimesi 2° € IE(Z) seklinde gosterilir.

(b) 2° € Z olsun. z > 2% olan bir z € Z igin 2° > z (z = 2° iken) oluyorsa 2°
elemamina Z kimesinin bir minimal etkin degert denir. Z kimesinin
tim minimal etkin degerlerinin kiimesi z° € FE(Z) seklinde gosterilir.
(Bu tanavma denk olarak Jahn J. 'man "X, C konisi ile kismi siraly vektor
uzayr, 0 #S C X ve T € S olsun. ({Z} — C)NS = {T} oluyorsa, T

elemanina S kimesinin minimal elemana denir.” tanuma verilebilir.)

Z
e C
7
? S
S i
=
y

Sekil 2.3. S kiimesinin £ minimal elemani

(c) coneK = {0} UintC konisi ile siraly Z kiimesinin minimal degeri 2° ise
ya da buna denk olarak 2° > z olan z € Z yoksa 2° € Z elemamina
Z kiimesinin zayif etkin degert denir. Z kimesinin tim zayf etkin

degerlerinin kiimesi z2° € WE(Z) seklinde gosterilir. (Bu tamima denk
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olarak Jahn J.'nin "X, C' konisi ile kismi siraly vektor uzay, ) # S C X
ve T € S olsun. ({T} —int (C)) NS =0 oluyorsa, T € X elemanina S

kiimesinin zaysf minimal elemana denir.” tanvmi verilebilir.)

7

C
////

{2} - mt@

Sekil 2.4. S kiimesinin Z zayif minimal elemani

(d) X, C konisi ile kismi siraly vektor uzay, O # S C X ve T € S olsun.
S C {x} + C oluyorsa, T elemanina S kiimesinin strongly(kuvvetli)

minimal elemant denir.

? {z}+C
Z Y
e C /
7
-~ /|
S S S

Sekil 2.5. S kiimesinin Z kuvvetli minimal elemani

(e) X, C konisiile kismi siraly vektor uzay, ) #S C X veT € S olsun. T, S
kiimesinin minimal elemans ve Ox, T (S + C,T) teget konisinin minimal

elemany ise T elemamina, S kimesinin has minimal elemana denir.

11



Sekil 2.6. S kiimesinin  has minimal elemani

Ornek 2.1.2. Kuwvvetli minimal elemanlar kiimesi, has minimal elemanlar
kiimesinin alt kumesi, has minimal elemanlar kumesinin zaypf minimal ele-

manlar kimesinin alt kimesi oldugu kolayca gorulebilir.

has minimal
zayIf minimal eleman has minimal -
o ve —  zayif minimal
kuvvetli minimal yok kuvvetli minimal

Sekil 2.7. Bir kiimenin has minimal, zayif minimal ve kuvvetli minimal elemanlar

Uyar:1 2.1.3. C C R? bir siralama konisi, Z C RP bostan farkly bir kiime ve

22 € Z icin

a) 2° € E(Z) olmasi icin gerek ve yeter kosul (Z — 2°) N (—=C) = {0} ya da
ZN((2°—=C) = {2} olmasidar.

b) K={0}Uint(C) ve 2° € WE(Z) = Ex(Z) olmasi i¢cin gerek ve yeter
kosul ZN (2° — K) = {2°} ya da Z N (2° —int(C)) = 0 olmasidar.

Ornek 2.1.4. R? de, C'= ]R%r swralama konising alalvm.

Z={(z1,20): =1< 2050, 2 2 —2z — 1} C R? kiimesi icin,

12



[E(Z) = @, E(Z) = {(21,22) LR = —Z1 — 1 s —1 é 29 § 0}
WE(Z)=E(Z)U{(z1,22) : z0=—1, z 20} elde edilir.

WE(Z)

Sekil 2.8. Z = {(z1,22) : =1 <20 =0, 29 = —2 — 1} kiimesi i¢in [E(Z), E(Z)
ve WE(Z) kiimeleri

13



2.2 Has Etkinlik

Has etkinligin farkli bir notasyonu, ilk olarak 1951 ’de A.W.Tucker ve
H.W.Kuhn tarafindan verilmistir. [36]
X C R”™ agik bir kiime ve f : X C R* — RP olsun. S C X kiimesi
S={reX:gjx)=0,5=1,...,m} olmak iizere

) { iy 7o)

z€eS

seklinde tanimlanan vektor optimizasyon problemini goz oniine alalim.

Kuhn ve Tucker, bir skaler minimizasyon problemi ile karakterize edile-
meyen ¢oziimlerden kurtulmayi ve bazi istenilmeyen durumlardan ka¢inmayi
tasarlamiglardir. Kuhn-Tucker 'in has etkinlik tanimi Pareto siralamay1 diigtin-
diiriir. 2° € S iizerindeki etkin simirlamay1 gosteren (z°) kiimesi,

I(z°) = {j : g;(2°) = 0} seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.1. f: X CR" - R ve g : X C R* — R™ olmak tizere f,qg =

(g1, -, gm) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. x° etkin ve
saglayan bir y € R™ vektori yoksa, 2° € S noktasina S 'nin

Kuhn-Tucker has etkin noktas: denir. Kuhn-Tucker has etkin noktalar kiimesi

1Y € PE(S)kr seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.2. f : R —» R g : R — R fonksiyonlar Yz € R icin f(x) =
(—x, 22 —212) ve g(x) = —x olarak tanimlansin. Herhangi bir v = 1 noktasi, bu
(V.P) icin etkindir, fakat 2° = 1 Kuhn-Tucker has etkinlik tanimina saglamaz,

cunku herhangi bir y > 0 sistemin bir ¢ozumudir.

Tanim 2.2.3. f: X CR" - RP, g: X CR"” = R™ ve f diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. z° etkin, 0’a yakinsayan bir {t,.} C R dizisi ile g(z° +
try) < 0 ve Jf(2%)y < 0 saglayacak sekilde y € R™ bulunamwyor ise 2° € S
noktasima Klinger has etkin denir. Klinger has etkin noktalar kiimesi 2° €

PE(S)k seklinde gosterilir.
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Uyar1 2.2.4. F(S,2°),2° daki S nin radial konisini gosteriyorsa, yukaridaki

ozellik J f(2°)y < 0 olan y € F(S,2°) vektori bulunamamasina denktir.

Tanim 2.2.5. 2% etkin olsun. f;(x) < fi(2°) saglayan herhangi bir i ve x € S
$cin

fi(@®) = filx) < M.[f(z) — f;(2")]
olan en az bir j = j(i,x) ve en az bir gercel M > 0 varsa, 2° € S noktasina bir

Geoffrion has etkin denir. Geoffrion has etkin noktalar kiimesi 2° € PE(S)q

seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.6. f : R — R? | f(z) = (2%, —2?) ve g(x) = —z olsun. Orjin,
Geoffrion has etkin degildir. CiinkiiVx 20 , 2% < M.2? olacak sekilde M > 0
yoktur.

Bununla birlikte 2° = 0 noktasi, Kuhn-Tucker ve Klinger has etkin tansmlarina

saglar.

Tanim 2.2.7. 2° etkin olsun. Herhangi bir z € Z ve Mz — 2°) < 0 saglayan

)\EC;,,MEC; 1¢in,

A - AL

[A] 2]
saglayan M > 0 varsa 2° € Z dejerine Hartley has etkin denir. Hartley has

etkin degerler kiimesi 2° € PE(Z) g, seklinde gosterilir.
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~
—
—

/> ozitif polar koni

Sekil 2.9. Bir Z kiimesinin Hartley has etkin noktalarimin kiimesi

Tamim 2.2.8. 2° etkin ve cl(conv(cone [(Z —2°)UC]))N(—=C) = {0} oluyorsa,

20 ¢ Z degerine Hurwicz has etkin nokta denir. Hurwicz has etkin degerler

kiimesi 2° € PE(Z) g, seklinde gosterilir.

7

-C

N\

Sekil 2.10. Bir Z kiimesinin Hurwicz has etkin noktalarinin kiimesi
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Z+C

+C - 2°

Ve

Sekil 2.11. Bir Z kiimesinin Benson has etkin noktalarinin kiimesi

Tanmim 2.2.9. 2° etkin ve clecone [Z + C — 2°| N (=C) = {0} oluyorsa, 2° € Z
degerine Benson has etkin denir. Benson has etkin degerler kiimesi 2° €

PE(Z)p. seklinde gisterilir.

Tanim 2.2.10.

(a) 2° etkin ve T Bouligand tanjant konisi olmak tizere T(Z + C,2°) N (=C) =
{0} oluyorsa, 2° € Z dejerine Borwein has etkin denir. Borwein has etkin

degerler kiimesi 2° € PE(Z)p, seklinde gosterilir.

o e
-
Pd

Sekil 2.12. Bir Z kiimesinin Borwein has etkin noktalarinin kiimesi
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(b) 2° etkin ve clcone [Z — 2°] N (—C) = {0} oluyorsa 2° € Z degerine global
Borwein has etkin denir. Global Borwein has etkin degerler kiimesi 2° €

PE(Z)gpo seklinde gisterilir.

cone|Z — 2]

Sekil 2.13. Bir Z kiimesinin Global Borwein has etkin noktalarinin kiimesi

(c) 2° etkin ve T(Z, 2°)N(—C) = {0} oluyorsa 2° € Z dejerine yerel Borwein
has etkin denir. Yerel Borwein has etkin degerler kiimesi 2° € PE(Z)rBo

seklinde gosterilir.

Sekil 2.14. Bir Z kiimesinin yerel Borwein has etkin noktalarinin kiimesi

Tanim 2.2.11. C" kapal, pointed ve konveks konisi, C\{0} C int(C") kap-

saman saglayan bir koni olmak tzere, 2° € E(Z) oluyorsa, 2° € Z degerine
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Henig has etkin nokta denir. Henig has etkin degerler kiimesi 2° € PE(Z)y.

seklinde gosterilir.

Sekil 2.15. Bir Z kiimesinin Henig has etkin noktalarinin kiimesi

Teorem 2.2.12. K = intCU{0} olsun. Bu durumda W Ec(Z) = PEx(Z)1Bo

olur.

Kanit. WEq(Z) = Ex(Z) oldugunu biliyoruz. O halde Ex(Z) C PEx(Z) Lo

oldugunu gostermek gerekir. Varsayalim ki z° € F(7) fakat 2° ¢ PEx(Z) g,

olsun. Bu durumda, (—intC) NT(Z,2°) # () ya da y = klim Me(20 = 2%) ve
—00

k

lim z* = 2¥ olacak sekilde {\;,} C R2 ve {z*} C Z dizileri ve y € intC vardr.

%_ljloljnla birlikte, y = klgrolo A (2% — 2F) oldugundan Yk > N icin A\ (2° — 2¥) €
K\{0} olacak gekilde bir N € N vardir. Dolaysiyla 2° — 2% € K\{0} olur.
Tammdan, z° ¢ Ex(Z) olur. Cinkii 2° € Ex(Z) olsaydi (Z—2°)N(—K) = {0}
olmahydi ama 2* € (Z —2°) N (—K) 'dir. Dolayisiyla 2° ¢ Ex(Z) olur. Bu ise

varsaymn ile geligir. O halde 2 € PEg(Z)p, 'dir. O

Tanmim 2.2.13. B,R? "nin kapalr birim yuvar: olmak tizere, clcone(Z — 2°) N
(B—C) C uB olacak sekilde p > 0 varsa 2° € Z degerine siiper etkin denir.
2% € PE(Z)sp seklinde gosterilir.
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Sekil 2.16. Bir Z kiimesinin siiper etkin noktalarinin kiimesi

2.3 Bir Kiimenin Etkin Noktalarinin Karsilagtirilmasi

Yardimci Teorem 2.3.1. C' C R? bir siralama konisi, Z C RP bostan farkl

bir kume olmak tzere,

[E(Z) C E(Z)dir.

Teorem 2.3.2. C' C R? bir siralama konisi, Z C RP bostan farkl bir kime
olmak tzere, Z kiimesi i¢in IE(Z) C E(Z) C WE(Z) olur.

Kanit. IE(Z) C E(Z) oldugu agktir. E(Z) C WE(Z) oldugunu gosterelim.
2% € E(Z) alahm. Bu durumda, Z N (2 — C) = {2°} olur. K = {0} Uint(C)
konisi igin, Z N (2 — K) € ZN (2 — C) = {z°} elde edilir. Dolaysiyla
2 ¢ WE(Z)di.

]

Teorem 2.3.3. C' C R? bir siralama konisi, Z C RP bostan farkl bir kime
olsun. I1E(Z) bos kiimeden farkl ise, IE(Z) = E(Z) olur.

Kanit. Esitligi gostermek i¢in, [E(Z) C E(Z) oldugundan E(Z) C IE(Z)
oldugunu gostermek yeterlidir. z € F(Z) ve 2° € IE(Z) olsun. Bu durumda



z 2 2% olur. 2 € E(Z) ve 2° Z 2 oldugundan z = 2° elde ederiz.

O

Teorem 2.3.4. C' C RP bir ssralama konisi, f : S C R™ — RP bir fonksiyon
ve f(S) C Z C RP bostan farkly bir kiime olsun.

a) PE(Z)y. C PE(Z)apo

b) PE(Z)n, = PE(Z)g = PE(Z)pe = PE(Z)Gpo = PE(Z)ye = PE(Z)sp
¢) PE(Z)p. C PE(Z)p,

d) PE(Z)p, C PE(Z)LBo

e) Eger fveg; (i € I(z°)) diferansiyellenebilir ve kisit diizenlik kosulu(Abadie

constraint qualification)
T(5,2°) = C(2°) ={y: yVg(@a") =0, ie I(a")}
saglamyorsa, PE(Z) g, C PE(Z)kr olur.
f) foegi(i € I(z°)) diferansiyellenebilir ise,
PE(Z)xr C PE(Z)x
olur.

Kamit. C' C RP bir siralama konisi ve Z C RP bogtan farkli bir kiime olsun.

a) 2° € PE(Z) g, olsun. Bu durumda cl(conv(cone[(Z—2°)uC]))N(—C) =
{0} olur.

clecone(Z — 2°) N (=C) C cl(conv(cone|(Z — ") U C))) N (-C) = {0}

kapsamindan clcone(Z — 2°) N (=C) = {0} elde edilir. O halde 2° €
PE(Z)GBO’dIll".

b) PE(Z)y, = PE(Z)¢ C PE(Z)p. C PE(Z)ap, C PE(Z)i. C PE(Z)sp
C PE(Z)y, oldugunu kanmtlayalim.
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b1)

b2)

PE(Z)n, C PE(Z)g oldugunu gosterelim.

2% € PE(Z)p, olsun ve {eF} | RP nin canonical tabani olmak iizere
2 €7 z = fix) < fi(2°) = 29 ya da €'(z — 2°) < 0 olacak sekilde
secilsin.

Hartley’in tanimi,

J* (bostan farkli) indeks kiimesi,

Zj — z;-) > 0 ve zj, — z;-)o = max(z; — z;)) olan j’lerin kiimesi olmak

jegt
uzere

p
(2" —2) S M. u(z—2°) = M. Zuj(zj )
j=1

<M. Z pi(z — 2)) < M. Z(Zj —27)

jeJ+ jeJ+
< Mp.(z, — Z;-)O)
olacak gekilde = 0 (]|p|| = 1) ’in varhigim garanti eder. Boylece,
2 € PE(Z)g olur.
Simdi, PE(Z)¢ C PE(Z)u, oldugunu gosterelim.
f(2%) = 2% € PE(Z)g, z € Z olsun ve A = 0 says1 ||A]] = 1 ve
A(z — 2%) < 0 olacak sekilde segilsin.

i. koordinat igin z; < 2z} ise

(20— ) £ M(z; - 20) (2.1)

j
olacak sekilde j = j(i, 2°) indeksini bulabiliriz.

z; 2 22 olmasi durumunda, j = ¢ almabilir. 2.1 esitsizliginin \; = 0
katlarmi alip i’ler izerinden toplam alinirsa o = 0 ve ||p|| = 1 olmak

uzere

p p

A"=z) =D N2 =2) £ NM (251.0) = 20500)) = Mop(z—2°)
i=1 i=1

elde edilir. Buradan 2° € PE(Z) g, dir.

Sonug olarak PE(Z)qg = PE(Z)y, olur.

PE(Z)¢ C PE(Z)p. oldugunu kanitlayalim.
Varsayalim ki 2° € PE(Z)g ve 2° ¢ PE(Z)p, olsun. Bu durumda
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b3)

b4)

b5)

cleone (Z+RE —2°)NRY £ {0} yani y = kh—glo Mo(2F +cF = 2% #£0
olacak sekilde y € R”, {zF} C Z |, {cF} CRL |, {\} C R, vardr.
Genelligi bozmadan, y = (yi, ..., yp)’de y1 = —1 alarak kabul ede-
biliriz. Dolayisiyla, yeterince biiyiik herhangi bir & igin;

Zk_ZO < y+0(1>
=T
esitsizliginden
—1 1
2 =29 <2—)\kveVM>Ovej—2 pigin 2F — 29 < N olur.

20 etkin deger oldugundan, J, = {j : zj > z;)} # 0 yazabiliriz.

Buradan, Vj € J, 028 —20<
uradan, Vj € Jy icin z Z; oMy ve
1
0 _ ,k PY
2M N\,

elde edilir. Bu ifade, her M > 0 icin dogru oldugundan, z° €
PE(Z)¢ kabulii ile celisir.

PE(Z)pe C PE(Z)gp, ifadesinin kaniti,

cleone(Z — 2°) N (=C) C  cdeone(Z + C = 2°) N (=C) = {0}
kapsamindan kolaylikla goriiliir.

PE(Z)epo C PE(Z)g. oldugunu gosterelim.

2% € PE(Z)ap, olsun. Bu durumda, clcone(Z — 2°) N (=C) = {0}
olur. Koniler arasindaki ayirma teoreminden;

(—C)\{0} C int(—C") ve clcone (Z — 2°) N (=C") = {0} olan
kapali konveks ve pointed bir C’ konisi vardir . Dolaysiyla, (Z —
2N (—=C") = {0} yani 2° € PE(Z)y. elde edilir.

PE(Z)u. C PE(Z)sp oldugunu gosterelim.

2% € PE(Z)y. ve Henig has etkin tanmndaki C* kapali, pointed
ve konveks koni ise B kapali birim yuvar ve A, C' nin bir tabani

olmak tizere

(Z —2°YN clecone (—A +eB) = {0}
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olacak sekilde £ > 0 vardir. Buradan,

cone(Z —2°)N(=A +¢eB) =)

elde edilir.
Simdi herhangi bir sabitlenmis z € Z icin, keyfi bir o € C' + (2 — 2°)

0

secelim. En az bir t 2 0 ve A € A i¢in z — 2’ = 0 — t\ oldugundan

t =01igin ||z — 2% = ||o]| elde edilir.
t > 0 igin @ 2 ¢ olur. Gercekten, @ < ¢ olsaydx,
_ .0
2=z o Y
t t
1 1 1

cone(Z —2°) (eB) (—A)

esitliginden cone (Z — 2°) N (eB — A) # 0 olurdu.

M =sup ||A|| < +oo alalim.
AEA

Iz = 2% = llo — tAl| < [|of| +tM = o[ (1 + %) < ml|o]| olur.
Buradan, herhangi bir z € Z ve 0 € C' + (2 — 2) igin;

cone(Z — 2°) N (B — C) C mB elde edilir. Gergekten,t >0, 2 €
Z , be B, ye C olmak iizere herhangi bir w = t(z — 2°) = b —y
icin %b € C + (z — 2°) *dir ve dolayisiyla

1
Iz = 2%l = m||—b]
t

ya da

[t(z = =) = m

elde edilir.

Son olarak, clcone (Z —2°)N(B—C) C mBdir.

w € clcone (Z —2°)N (B —C) olsun. w € mB yani ||w| £ m
oldugunu gostermeliyiz.

Varsayalim ki ||w|| > m olsun.

w=w,+o(l)=b—y (w, € cone (Z—-2"),be B, yelC)

oldugundan
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b6)

1 kE+1

w, € B-C + EB = k B — (Cyada
k
B — )
k+1wk € C olur
wy

=Zh)
&

Dolayisiyla, T € (B—C)N cone(Z — 2°) ya da
I T 1qu|| < melde ederiz. Fakat kgrfoo =Y oldugundan

ve ||w|| > m kabul ettigimizden celigki elde edilir. O halde w €
mB’dir.

PE(Z)sg C PE(Z)pn, oldugunu kamtlayalm.

Varsayalim ki 2° € PE(Z)ggp fakat 2° ¢ PE(Z)g, olsun. Bu du-
rumda, Ve > 0 i¢in ||A\|| = 1 olan A € C eleman en az bir z € Z
ve ||ull = 1 olan Vu € Cs igin Az — 2°) < 0 ve A(z — 20) <

0

—(m + g)u(z — 2°) olacak sekilde vardir. (Burada m, z°1n siiper

etkin nokta olugundan elde edilen sayidir.)

Bu esitsizlikten;
pu(z —2%)

|z—2% m+e
Iz —2°

olur. Dolayisiyla

Iz — 27|

m+e (B-C)c—=

m+t

Z_ZO 1 .« .

|2 — 20| ¢ m+5(B_C) olsaydi, b € B ve y € C igin

z—2° - 1

= T me
bir p vardir.

z2—20¢

(B — C) elde edilir.

Gergekten

p(b—y) esitsizligini saglayan ve ||| = 1 olan

i € Cs oldugunu gostermek kolaydir. Onceki esitsizlikten Vb €
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c)

d)

£)

0

— 1
B ve Vy € C igin p S > geligkisi elde edilir. Bu
|z — 29| m+ e
yiizden,
£
m+ =

2 (z— 2% € (B—C)Ncone(Z — 2°) dir.

Iz = 2°]l

2’ € PE(Z)gp oldugundan,

m—+ =
ﬁ(z - 29| £ m dolayisiyla
z—z
0
|z —2° < mM < ||z = 2% olur. Bu ise bir geligkidir.
m—+ =

O halde 2° € PE(Z), olmahdir.

PE(Z)pe C PE(Z)p, ifadesinin kaniti,
T(Z+C,2°N(=C) C cdcone(Z+C—2")N(—C) = {0} kapsamindan
kolaylikla goriiliir.

PE(Z)p, C PE(Z) 1B, kapsaminin dogrulugu
T(Z,Yn(=C) c T(Z+C—2z")N(—C) kapsamindan elde edilir.

PE(Z)1p, C PE(Z) k7 oldugunu gosterelim.

TF(z°) . CEONRY = [JF(z°) . T(S, 2] NRY € T(Z,29)NR? = {0}
oldugundan Vj € I(2°) i¢in Vg;(2%)y < 0 wve Jf(2°)y < 0 olan higbir
y € R™ yoktur. Dolaysi ile 2° € PE(Z) g elde edilir.

PE(Z)gr C PE(Z)k oldugunu gosterelim.

Varsayalm ki 2° € PE(Z)gr fakat 2° ¢ PE(Z)k olsun. Bu durumda
0’a yakinsayan en az bir {t;} C R, dizisi i¢in

Jf(x%)y < 0 ve g(2° + try) < 0 olan en az bir y € R™ vektorii vardir.
Buradan her j € I(z°) igin g;(2° + tpy) — g;(z°) < 0 elde edilir. ( I(xo)

'm tanmmindan g;(z°) = 0 ’dur.)
i 9@+ tey) — g;(2")

k00 ty = Vy;(2°)y oldugundan

Vg;(2°)y < 0 olur. Bu sonug, 2° € PE(Z)kr hipotezi geligir.
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Sekil 2.17.’da has etkin noktalar arasindaki kapsama iligkileri gosterilmigtir.

Sekil 2.17. Has etkin noktalar arasindaki kapsam iligkisi

Tanmim 2.3.5. Ejer f ve g; (i € I(z°)) differansiyellenebilir ise
T(s,2°) = C(2") ={y: yVg(2®) 20, iecI(z")}
esitligine kisit dizenlik kosulu denir.

Sekil 2.18., f ve g fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme ve kisit diizenlik
kosulunun saglanmasi durumunda has etkin noktalar arasindaki kapsam iligkisi

gosterilmigtir.
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PEy. = PEgp, = PEsE

Sekil 2.18. f ve g fonksiyonlarinin diferansiyellenebilme ve kisit diizenlik

kogulunun saglanmasi durumunda has etkin noktalar arasindaki kapsam iligkisi

Uyari 2.3.6. Sonlu boyutlu uzaylarda, has etkinligin farklh tanimlar: arasindaksi

iliski Guerraggio- Molho- Zafforoni tarafindan verimaistir. [14]

Uyari 2.3.7. Kusut diizenlik kosulu olmadigr durumda da PE(Z) g, C PE(Z)k
kapsama ispatlanabilir.
Gergekten T(Z , 2°) NRY. = {0} oldugundan ve S nin x°’daki Radial konisi

Bouligand konisi tarafindan kapsandigindan

Jf(2%) . T(S,2°) NR” = {0}

ve

Jf(2%) . F(S,2°) NR? = {0}

elde edilir. Bu durumda 2° € PE(Z)g olur.
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Ornek 2.3.8, Ornek 2.3.9, Ornek 2.3.10 ve Ornek 2.3.11 Teorem 2.3.4’deki

kapsamlarin kesin olabilecegini gostermektedir.

Ornek 2.3.8. Z, Sekil 2.19.(a)’da verilen kiime olmak tizere clcone(Z +R2)N
R? = {(21,22) : 21 S0, 20 =0} U{(21,22) : 21 =0, 2o <0} “dar. Buradan
2% Borwein has etkin tanimam sagladign i¢in 2° = 0 € PE(Z)p, olur. Fakat
cleone(Z+R3)NR?E = {(z1,22) : 21 £ 0, 20 =0 U{(21,22) : 21 =0, 2o < 0}
oldugundan z° = 0 ¢ PE(Z)p. elde edilir. Bu aciklamalar Sekil 2.19.°de

goriulmektedir.

L= < z
//

(@)

|- Teget koni

Radial konisi

()

Sekil 2.19. (a) Z kiimesi (b) 2 = 0 'm Z kiimesinin Borwein has etkin noktas:

olugunun gosterimi (c¢) Z kiimesinin Radial konisi

Ornek 2.3.9. Z = {(z1,23) : 2 = —ze®} olsun. (z1,2) = (0,0) igin,
(0,0) € PE(Z)LBO fakat T(Z—}—]Rz_,()) HR% = {(21,22) Al é 0 , R9 = O}
oldugundan, (0,0) ¢ PE(Z)p, olur. Bu durum Sekil 2.20. da gdsterilmistir.
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LYy, S,
77T 77

—R2 / /
/ %

/
(@) (b)

/Tg@et konisi
sl ]

v

(€)
Sekil 2.20. (a)Z = {(z1,22) : 22 = —z1€e”} kilmesi  (b)Z + R? kiimesi (c)
T(Z + R%,0) kiimesi

Ornek 2.3.10. f(z) = (f1(2), fo(z)) = (1 — 22)3, (1 — 22)5)
S={xeR:g(x)=1—2 =<0} olmak uzere

z€eS

) { g 7o

vektor optimizasyon problemini goz ontine alalim. z° = 1 noktasy f{(1) =
f5(1) = 0 ile Kuhn-Tucker has etkindir. 7 = {(z1,22) : 21 S0, 2o = 23}
kiimesinin 0 noktasindaki tanjant konisi T(Z,0) = {(z1,22) : 21 S0, 20 =

0} dur. T(Z,0)N (—C) # {0} oldugundan z° =0 ¢ PE(Z)rp, elde edilir.
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3N

Sekil 2.21. (a) (1 — 2?)3 fonksiyonunun grafigi (b) (1 — 22)% fonksiyonunun grafigi
(c) Z={(z1,22) : 21 S0, 20 = 2}} kiimesi ve T(Z,0) = {(21,22) :

21 £0, 23 =0} teget konisi

Ornek 2.3.11. f(z) = (fi(21,22), fo(z1, x2)) = (=21, —22)
9(x) = (g1(z1,22), ga(1, 22), g3(71, 72)) = (95% + 517% — 1, -z, —x2) ve

S ={z eR?: g(x) £ 0} olmak tzere z° = (1,0) noktas

) { mig 70

zeS

optimizasyon probleminin Klinger has etkin noktasidir. Fakat 2° ¢ PE(S) g7 dir.

Teorem 2.3.12. f fonksiyonu C-konveks benzeri ya da Z kiimesi C-konveks
ise PE(Z)po, = PE(Z)y., olur.

Kanit. PE(Z)y, C PE(Z)p, oldugunu biliyoruz. O halde PE(Z)p, C PE(Z) gy
kapsamim gostermeliyiz. 20 € PE(Z)p, ise 2° € PE(Z)p. olur. Z + C kon-
veks oldugundan, clecone(Z + C — 2°) = T(Z + C,2°) elde edilir. Buradan
(Z-2")uC C Z+C—2° dolaywsiyla cone[(Z —2°)UC] C cone(Z+C —2°)
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olur. Z + C ve Z + C — 2° kiimeleri konveks oldugundan cone(Z + C' — 2°)
konvekstir. Boylece

cl(conv(cone[(Z — 2°) U C])) C cleone(Z + C — 2°) elde edilir.
cl(conv(cone|(Z — 2°) U C))) N (=C) C ceone(Z + C — 2°) N (=C) = {0}
oldugundan 2" € PE(Z)y, olur. O

Teorem 2.3.13. Eger f fonksiyonu C-altkonveks benzeri ise PE(Z)p. =
PE(Z)p, olur.

Kamt. PE(Z)g. C PE(Z)p, oldugundan PE(Z)p, C PE(Z)pe oldugunu

gostermeliyiz.

cleone[Z +C —2°] € T(Z + C, 2°) oldugu yani tanjant koni kapali oldu-

Be Bo
gundan cone[Z + C —2°] € T(Z + C, 2°) oldugu kamitlanmalidur.

z € conelZ + C — 2Y] olsun. Bu durumda z = t(f(z) + ¢ — f(z°)) ola-

cak gekilde t =2 0, x € S ve ¢ € C vardir. f'nin C-altkonveks benz-

eri olmasindan dolay1, herhangi bir ¢, = % (c € intC , k = 1,2,...) i¢in
1 1
Cr = Ef(:ﬂ) +(1- E)f(:zo) € intC + f(a*) saglayan z;, € X vardir.

Ayrica yeterince buiyitik k& dogal sayilar: icin,

1 1
CkZECﬂLEimLEf(iE)ﬂL(l—

olur. Bu durumda,

1

E)f(xo) — f(2") € intC

T, = t.k =2 0 olmak iizere z = klim 7 (f(2®) + & = f(2%)) oldugundan z €
—00

T(Z + C, 2% olur. Dolayisiyla,

conelZ +C —2°] € T(Z+C,2°) olur. Buradan PE(Z)p, C PFE(Z)p. elde

Teorem 2.3.14. f ve g fonksiyonlari, ayni fonksiyona gore RE. — invex ise ve

kisit dizenlik kosulu saglanwyorsa, PE(Z)xr = PE(Z) ., olur.

Kamt. PE(Z)gra C PE(Z)xr oldugundan PE(Z)gr C PE(Z)g, oldugu

gosterilmelidir.
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2 = f(a®) € PE(Z)kr ise Jg, j € 1(2°) olan g; fonksiyonlarimin Jacobian-

lerini gostermek ftizere;

sistemini saglayan y € R™ ¢oziimii yoktur.
Her biri i(;in Motzkin'nin alternative teoreminden ;

Vfi(x2”) + Zu Vii(x Z U;ng(:co) = 0 saglayacak sekilde u} 2 0 ve
' J#i JEI(x0)
v 2 0 sayilart vardir.

i lizerinden toplam alirsak,
p

Zl—irZu IV fi(x Z Zv )Vg,(z°) =

j=1 i#] jeI(z0) =1

elde edilir. Buradan

)\izl—l—Zu; ve uj:Zv; , VjeI(@®) ve j ¢ I(2°) igin p; = 0 iken
i i=1

V (A f(z°) + pug(z®)) = 0 olur.

L(x) = M\f(x) + pg(x) fonksiyonu 1 'ye gore invex oldugundan x°’da global bir

bS]

minimum degerini alir. Ustelik, A > 0, x> 0 ve pug(z°) = 0 olur.
L(z) = L(z°) oldugundan, Af(x) = Af(z°) elde ederiz. Bu durumda z° nok-
tasi,

(5P1) { min A (z)

skaler problemin bir ¢oziimii olur. Buradan, f(z%) = 2° oldugundan 2° €

PE(Z)y, olur. O

Teorem 2.3.15. j € I(2") iken g; fonksiyonlars x°’da pseudo-konkav ve j ¢
I(2%) iken g; fonksiyonlar: 2°’da siirekli ise PE(S)xr = PE(S)k olur.

Kanit. PE(S)xkr C PE(S)k oldugundan PE(S)x C PE(S)kr oldugunu
gostermeliyiz.

Celigki elde edebilmek igin, 2° € PE(S)x fakat 2° ¢ PFE(S)gr olan bir z°
noktasim alalim. Bu durumda, Jf(z%)y < 0 ve Vg;(2%)y < 0 (j € 1(2?))
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olacak sekilde bir y € R™ vektorii vardir. ¢ tizerindeki hipotezden, yeterince
kiigiik herhangi ¢t € R, icin Jf(2%)y < 0 ve g(2° + ty) < 0 elde edilir. Bu ise

Klinger has etkin tanimi ile celigir. O

Uyar1 2.3.16. Teorem 2.3.15°de g; 'nin ° 'daki quasi-konkavhgi ve —g; 'nin

invezlik kabulunun gerekli oldugu pseudo-konkavlik kabullerini hafifletmek mim-

kiin degildir. Ornegin, S = {(x1,z2) € R?: —2% — x5 < 0} olmak tizere,

(V.P) { (mlrgil)lesf(gf) = (wlrgil)les(fl(ffl,xz) , fo(mr,20)) = (mlfggles(ffl,w)
vektor optimizasyon problemini géz ontine alalim. (0,0) € PE(S)k fakat
(0,0) & PE(S)gr “dir. —g(z1,12) = 23 + x5 fonksiyonunun pseudo-konveks
olmadigu, ancak n = (n1,m2) = (1,73 + x2) e gore invex oldugu agiktar.

2% =0 ve g(x) = —2® quasikonkav fonksiyonu kullanilarak

S ={zeR:g(x) <0} olmak izere I:?elg f(z) = Iglelél(fl(l’), fo(z)) = I;légl(—xg)
problemzi i¢in benzer sonuc elde edilir.

Teorem 2.3.17. Ejer f; ve g; (j € I(a®)) fonksiyonlari, 2°’da pseudo-konkav
ve g; (7 ¢ I(2°)) fonksiyonu 2°’da sirekli ise PE(Z) g1 = E(Z) olur.

Teorem 2.3.18. Eger Z bir konveks kiime ise, PE(Z) g, = PE(Z)py olur.

Kamit. Z konveks oldugundan, T'(Z,z°) = clcone(Z — 2°) olur. Teorem
2.3.12’den PE(Z)p, = PE(Z)y, = PE(Z) 1B, elde edilir.
]

PE(Z)pg, ve PE(Z)p. arasindaki ilgkinin analiz edilebilmesi i¢in asymp-

totic koni kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamim 2.3.19. Z C R? kumesi verilsin.

As(Z)={y e R?: HNJ CRy, lim N\ =03z} CZ, y= lim \2"}
k—+o00 k—+o00

olarak tanvmlanan As(Z) konisine Z 'nin asymptotic konisi denir.

As(Z) kapaly bir koni ve Vo € RP i¢in As(Z) = As(Z + «) oldugu agiktar.

Z1 C Zy 1se AS(Zl) C AS(ZQ) “dir.

O™(Z), Z kiimesinin Recession konisi olmak tizere

ONZ)=As(Z)={y:z+aye Z ,Vze€ Z , Ya 20} dw.
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Sekil 2.22. Z kiimesinin asymptotic konisi

Yardimci Teorem 2.3.20. Bir Z C RP kumesinin sinarls olmast i¢in gerek

ve yeter kosul As(Z) = {0} olmasidur.

Kamit. Z C RP olsun.

(=)

Z, smurh bir kiime ve z € As(Z) olsun. Bu durumda Vz € Z igin
|z|| < K olacak sekilde K > 0 ve z = kh_)rglo te2”, kh_)rglo tr = 0 olacak sekilde
{2*} € Z ve {t*} C R, vardr.

Ite2®]] < tiK ve tp2* — Z oldugundan ||z|| = 0 dolaysiyla z = 0’dur.
Buradan As(Z) C {0} elde edilir. Bu ise As(Z) = {0} olmas1 demektir.

As(Z) = {0} olsun. Varsayalim ki Z smurh olmasm. Bu durumda
klim 2¥ = 0o olacak sekilde bir {z*} C Z dizisi vardir. Vk € N igin
—00
1
A = Tl olarak tanimlayalim. Bu durumda A\, — oo ve Vk € N icin
2k
k
A2k = ‘ HZ’“H = 1 oldugundan A,2* € B(0,1) elde edilir. B(0,1)
z
k
kapali ve smirhi oldugundan 2] }’nln B(0,1) icindeki bir noktaya
z
k
yakinsayan bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan klim ] = z diye-
—00 || 2
k
lim. Buradan 0 # = = lim HZ—’“H € As(Z) elde edilir. Bu ise As(Z) =
—00 || Z

{0} olmasu ile gelisir.

]
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\Asymptotic koni O’ dir

O

Sekil 2.23. Z kiimesinin sinirl olmasi durumunda asymptotic koni

Yardimci Teorem 2.3.21. 7, Z; C RP i¢in As(Z1NZy) C As(Z1)NAs(Zs)

olur.

Uyar1 2.3.22. As(Z1 N Zy) = As(Z1) N As(Zs) esitligi her zaman saglanmaz.
Z1 N Zy bostan farkh olmast ile Z, ve Zy kiumelerinin kapaly konveks kimeler

olma gerekliligi ile yeterli bir sart saglanar.

Teorem 2.3.23. Z kapalr bir kiime ve As(Z) N (—C) = {0} ise PE(Z)Lp, =
PE(Z)pg. olur.

Kanit. PE(Z)g. C PE(Z)rp, oldugundan PE(Z).p, C PE(Z)g. oldugu
gosterilmelidir.

Celigki elde etmek icin, 2° € PE(Z)p, fakat 2° ¢ PE(Z)p. veya T(Z,2°) N
(—=C) = {0} iken clcone(Z + C — 2°) N (=C') # {0} oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, kh—>nolo Me(2F — 2%) = 2 € —C\{0} olacak sekilde {\,} C R, ve
{z*} € Z vardir. {z*} dizisi 2¥’a yakinsamaz, ¢iinkii yakinsasaydi z € T'(Z, 2°)
olurdu bu ise 2° € PE(Z)rp, ile celigirdi. Aym zamanda, {)\;} dizisinin, 0’a
yakinsayan bir alt dizisi yoktur. Ciinkii olsaydi z € As(Z — 2%) N (=C) =
As(Z)N(—CO) elde edilirdi. Bu ise kabuliimiizle celigir. Dolayisiyla {z*} smirh
bir dizidir. Her durumda {z*}nin bir alt dizisini secerek, bu alt dizinin z* # 2°
noktasima yakinsadigini kabul edebiliriz. Bu yiizden, {A\r}, Ag > 0 ’a yakinsar.
Fakat, Z kapali bir kiime oldugundan kh_}rgo 2 =204 =z € Z elde edilir. Bu

Ao
sonug, 2%1n etkin olma hipotezi ile celisir. O
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3 f:R" = RF FONKSIYONUNUN OPTIMALLIK KOSULLARI
ICIN VARLIK TEOREMLERI

Bilinen skaler optimizasyon problemlerinde, varlik teoremleri icin temel
aliman teorem Weierstrass Teoremi’dir. Bu teorem S kompakt kiime ve f :
S C R™ — R siirekli fonksiyon oldugunda f’nin optimal noktalarinin varligini
garanti eder. Bunun iyi bilinen bir genellemesi, S kompakt ve f alttan yari
siirekli fonksiyon oldugunda f’nin minimal noktalarinin olacaginin garanti
edildigi teoremdir. Z = f(.5)’yi gozoniine alirsak Z + R, 'nin kapalh ve alt-
tan sinirh oldugu durumda Z’nin minimal degerlere sahip olacag: soylenebilir.
Benzer durum Vektor optimizasyon problemleri i¢in de gerceklegir. Uygulama
i¢in kompaktlik kabulii ¢ok agir bir kogul oldugundan Weierstrass teoreminin
genellemelerinde oldugu gibi zayif kompaktlik arayislarina gidilmistir.
Siralama konisi lizerine bazi topolojik kisitlar koyarak ve Zorn Lemma’y1 kul-
lanarak, C-yarikompakt, C-kompakt, C-kapali, C-sinirli ve C-quasisinirlilik
kavramlariyla amaca ulagma yollar1 aragtirilmigtir. Biitiin bu kompaktlik tanim-
larinin yapilmasimin dayandigi nokta E(Z) = E(Z+C) esitliginin saglanmasidir.
Bu boliime biraz 6nce bahsettigimiz gesitli kompaktlik genellemeleri yaparak
baglayacagiz. Daha sonra Luc tarafindan tanimlanan C-tam kiime verilecek ve
dolaysiyla Z # () ve C-tam ise E(Z) # () bigiminde ifade edilen varhk teoremi
kanitlanacaktir.

Bu boliimdeki 6rnekler, Wagner’in [46] zayif bir genellemesi olan yarikompaktlig
veren Corley’e [9], C-kompakthigi tanimlayan Hartley’e [16] ve C-quasisimrlihgin
taniminin bulunabilecegi Sawaragi-Nakayama-Tanino'nun [44] ve Cambini-
Martein’in [8] makalelerine dayanmaktadir.

Stipernormal konilerle siralanmig 6zel sonsuz boyutlu uzaylardaki son geligmeler—
le ilgili bilgileri Isac [22] ve Postolicamin [43] bulunabilir. Hammn [15] Z'nin

bir tam alt kiimesi tarafindan kapsanan koni tanimini yapmistir.
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3.1 (-kompakthk, C-yarikompakthk, C-kapalhlik, C-smirhlik, C-

quasisinirlilik ve C-tamlik

Tanim 3.1.1. SCR", f: 5 = RP ve Z = f(S) olmak dizere Z C RP kiimesi

verilsin.

a) Vz € Z i¢in, (z — C)N Z kompakt kiime ise, Z 'ye C'-kompakt denir.

Tanim kiimesi 7

(3/f\ 77

7S

AN

ANNNN

Sekil 3.24. Bir Z kiimesinin C-kompaktlig:

b) I bir indeks kiimesi olmak tzere Z 'nin {(2* — C)°:a € I,2* € Z} formun-
daki herhangi bir ortisinin sonlu bir alt ortisiu varsa Z 'ye C'-yarikompakt

denir.
Teorem 3.1.2. Z C R? kumesi C-kompakt ise Z, C-yarikompakttir.

Kanit. Keyfi 2° € Z i¢in Z'nin {(2* — C)°: a € I,2* € Z} formundaki her-
hangi bir acik ortiisiinii alalim.

{*=C):ael, e Z 2%+ 2 altailesi, (2°—C)NZ’nin bir agik ortisudir.
Z, C-kompakt oldugundan (2° — C) N Z kompakttir ve bu yiizden alman ortii
sonlu bir alt értiiye sahiptir. Eger bu alt ortiiye (2°—C')¢ eklenirse, Z kiimesinin

sonlu bir alt ortusi elde edilir. O

{(2* — C)°} formunun belirli értiilerine bagh oldugundan C-yarikompaktlik
sart1 hala zayiftir.

Uyar1 3.1.3. Z kompakt kime ise Z 'nin C-kompakt oldugu ac¢iktir. Fakat

tersi dogru degildir.
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Ornek 3.1.4, C-kompakt fakat kompakt olmayan bir Z kiimesi érnegi ver-

mektedir.

Ornek 3.1.4. C = R? olsun. Bu durumda Z = {(z1, z2) : 21 + 22 2 0} kiimesi
kapali fakat sinarl olmadigindan kompakt degildir. Ancak bir z € Z alindiginda

(z — C)N Z kompakt kiime oldugundan Z kimesi C-kompakttir.

. <

7 z—C
_ A=
/////
¢ K/Z
/

Sekil 3.25. Z = {(z1,22) : 21 + 22 = 0} kiimesinin C-kompakt fakat kompakt ol-

madiginin gosterimi
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Ornek 3.1.5, C-kompakt olmayan fakat C-yarikompakt olan bir kiime érnegi

vermektedir.

Ornek 3.1.5. Z = {(z1,25) : 22+ 22 < 1,2 > 0,2 > 0} U {(0,0)} kiimesi C-
yarikompaktter fakat C = R2 konisine gore C-kompakt degildir. (0,0) noktas
icin ((0,0)—=C)¢ drtisi tim Z kimesini orttigi i¢in C-yarikompakttir. Ancak,
Sekil 3.26.°de gorildigii gibi bir z € Z i¢in (z — C) N Z kiimesi simrl fakat
kapaly olmadigindan Z kiimesi, C'-kompakt degildir.

%Z |__ A

(z—C)NnZ

Sekil 3.26. Z = {(z1,22): 2% +23 < 1,21 > 0,2, >0} U {(0,0)} kiimesinin C-

kompakt olmadiginin gosterimi

Uyari 3.1.6. Luc, C-kompakthgin diger bir tanimans su sekilde vermigtir: [41]
Z CRPnin{U, + C : o € I,Uyagik} formundaki her a¢ik ortisinin sonlu bir
alt ortisu varsa Z kiimesine C-kompakt denir.

Bu iki tanim karsilastirilamazlar.

Ornek 3.1.7. Z = {(21,2,) : 21 = —25} kiimesi C = R? konisine gore z € Z
icin (z — C)N Z = {z} tek bir noktadan olustugundan ve tek nokta kiimesi
kompakt oldugundan Z, C-kompakttir. Ancak {U, + C : o € I, Uqagik} for-
mundaki sonlu ortilerle Z ortilemediginden Luc’un tanvmina gore R -kompakt

degildir,

40



U, +C N

y /
Sekil 3.27. Z = {(z1,22) : 21 = —22} klimesinin Luc’un tamimina gére C-kompakt

olmadiginin gosterimi

/A

Sekil 3.28. Z = {(z1,22) : 21 = —22} kiimesinin C-kompakthigimin gésterimi

Ters yondeki bir érnek, Ornek 3.1.5’deki
Z={(21,29) 1 28+ 22 < 1,21 > 0,2 > 0} U{(0,0)} kiimesi ile verilir. 0'mn Uy

komsulugu i¢in Z C Uy oldugundan Z kiimesi sonlu bir ortiiye sahiptir.

Luc’un C-kompaktlik tanimi, kompakthga genigletilebilir.

Onerme 3.1.8. Z C R? kiimesi Luc anlaminda C-kompakt ise C -yarikompakt-

tar.

Kanit. Z kitmesinin {(2* — C)°: a € I, 2* € Z} formunda verilen bir agik értii-
stinli gozoniine alalim.

(2 — )¢+ C kiimelerinin ailesi, Z kiimesinin bir értiisii oldugundan ve Z Luc

anlaminda C-kompakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir. Bu
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Up+C

Sekil 8.29. Z = {(z1,22) : 2} + 23 < 1,21 > 0,22 > 0}U{(0,0)} kiimesinin Luc'un

tanimina gore C-kompakt olusunun geometrik ifadesi

alt ortii ¢ = 1,...,s olmak iizere (2% — C)¢ + C kiimelerinden olugsun. Bu

durumda
zZc| -0y
i=1
elde edilir. Dolayisiyla Z C-yarikompakttir. O

Varlik teoremlerindeki Z kiimesinin C-yarikompaktligi kosulunun yerine
Z'nin C-kapali ve C-siirhilik kogullar1 yazilabilir. Dolayisiyla kompaktlik

kavraminin ikinci bir genellegtirmesi elde edilmis olur.

Tanim 3.1.9. Z C R? ve C, R? tuzerinde bir siralama konisi olsun. Bu du-
rumda,
a) 7 + C kapalv ise Z kiimesine C-kapalidr denir.
b) As(Z) N (—=C) = {0} ise Z kiimesine C-swnarlidar denir.

Uyar1 3.1.10. Z kiimesinin kapalilige ile C-kapaliligr bagimsiz kavramlardar,
biri digerini gerektirmez.

Ornek 3.1.11.

a) Z = {(z1,22) : z1.20 = —1, 21 > 0} kiimesinin svmrt 0Z = Z oldugundan Z

kiimesi kapalidur fakat Z + Ri kapalr olmadigr i¢in Ri—kapalz degildir.
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A  Z + R?
Sekil 3.30. Z = {(z1,22) : z1.22 = —1, 21 > 0} kiimesinin C-kapali olmamasinin

geometrik ifadesi

b) Z ={(z1,29) : 2} + 25 < 1}U{(21,20) : 27 + 25 = 1,21 £ 0, 29 < 0} kiimesinin
siart 0Z = {(z1, 22) : 21 + 25 = 1} € Z oldugundan Z kiimesi kapaly degildir.
Ancak C = R2 igin,

NZ+C)={(z1,22): 22+ 22=1,2,<0,2 <0} U
{(z1,22) 1 21 = =1 we 20> 0}U{(21,22) : 20 =—1 ve 2z >0} C Z+C oldu-

gundan Z kimesi C-kapalidar.

AN

_ / W Z+C
RS e kY
z o

\
/ ' .
. /

L~
2 WNe 2

1/

L Zl

N\

AN

(a) (b)

Sekil 3.31. (a)Z = {(21,22) 1 2§ + 23 <1}U{(21,22) 1 2§ + 23 = 1,21 £ 0,22 S 0}

kiimesi (b) Z kiimesinin C-kapal olugunun geometrik ifadesi
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Siirh bir kiime C-simirhdir. Z; ve Z, kiimeleri kapali iken Z; + Z5 kapal
olmak zorunda degildir. Simdi verilecek olan Onerme 3.1.12, kapali ve C-sirh

bir kiimenin C-kapali oldugunu gosterecektir.

Onerme 3.1.12. Z, ve Z, kapal kiimeleri icin As(Zy) N As(—=Z,) = {0}
saglanwyorsa, Zy + Zy kapalidar.

Kamit. k € Nicin {2} € 7 , {25} C Z, olmak iizere {2F + 25} pen C Z1 + 25

ve z = lim (2F + 25) alalm.
k—4-o00

Eger {z¥} yakmsak bir alt diziye sahip degil ise k — +oo iken [|2¥| — +o0
k

2 + 25 2k
ve 7“ 7 — 0 olur. Bir alt dizi alarak, W — z1 € As(Z;) oldugunu kabul
1 2]
edebiliriz.
2

oA — —z1 € As(Zs) ( 21 € As(—Z3)) olur. Bu sonug, 2z; # 0 oldugundan
1

gecerli degildir. Bu yiizden {2z} en az bir #;’ye yakisar. Bu durumda, {25},
z — z1’e yakinsar. Z; ve Zy kapali kiimeler oldugundan, z = 2 + (z — 21) €

Z1 + Zy olur. ]

Uyar13.1.13. Luc, C-sinarliligin diger bir tanimans asagidaki bicimde vermastir:
1]

Orjinin herhangt bir U komsulugu i¢in, Z C tU + C olacak sekilde t > 0 varsa
Z C RP kiimesine C-swnarldar denir. C-simrhligin iki tanwma birbirinden

bagimsizdar, biri digerini gerektirmez.

Ornek 3.1.14. Z = C = {(21,2,) : 21 = 2} kiimesi Luc’un tanwmina gére
C-simrlidir. Ancak 3z € As(Z), z € (—C)\{0} olacak sekilde bulundugundan
Z, C-simirl, degildir.

Z = {(z1,22) 1 21 2 0,20 2 0} kiimesi C = {(21,22) : 21 = 22 = 0} konisine
gore As(Z) N (=C) = {0} oldugundan C-simirl fakat Luc’un tanymina gére
C-sinarly degildar.

Tanim 3.1.9, kompaktlik notasyonuna ilave bir genelleme verir. Aslinda
kompakt (dolayisiyla siurl) bir Z kiimesi i¢in, As(Z) = {0} = As(Z) N (—C)
ve Onerme 3.1.12’dan, Z kiimesinin C-kapali kiime oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.17, C-sinirh ve C-kapali bir kiimenin C-yarikompakt kiime oldugunu
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verecektir.

Bunun aksine, C-kompaktlik ile ilgili hicbir gerektirme yoktur. Ornegin;

Z ={(z1,22) 1 2} + 25 < 1}U{(21,22) : 2§ + 25 = 1,21 £ 0,25 < 0} kitmesi R? -
kapall ve R -siirh fakat R3 -kompakt degildir.

Z = {(z1,22) : 21 + 25 £ 1,21 < 0,2 > 0} kiimesi R?-kompakt ve R3-siurh
fakat R? -kapali degildir. Son olarak, Z = {(z1,22) : 21.22 = 1, 21 < 0} kiimesi
R? -kompakt ve R? -kapah fakat R -smirh degildir.

Agagidaki Sekil 3.32., kompakthik, C-kompakthik, C-kapalilik, C-sinirlilik
ve C-yarikompakthik arasindaki iligkiyi gostermektedir.

C-sinirl

Sekil 3.32. Kompakthik, C-kompakthik, C-kapalibk, C-smmirlilk ve C-
yarikompakt-

lik kavramlar: arasindaki iligki
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Yardimci Teorem 3.1.15. Z C R? ve C, RP dzerinde bir siralama konist
olsun. Z kimesinin C-sinuwrle olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Z + C' kiimesinin

C-simarly olmasidar.

Kanit. (<) Z+C, C-sirrh olsun. Bu durumda As(Z+C)N(—C) = {0} olur.
As(Z) € As(Z + C) oldugundan Z kiimesinin C-siirh oldugu elde edilir.
(=) Z kiimesi C-sinirh olsun. Varsayalm ki Z + C, C-simirli olmasin. Bu
durumda As(Z + C) N (—=C) # {0} olur. Buradan,

kl_l)IJPOO te(2F +F) = —c € (=O)\{0} ve k1—1>I4I—100 tr = 0 olacak sekilde {z* + ¢} C
Z + C saglayan {t;} C R, dizileri vardir.

Ik olarak {tick} dizisinin yakinsak bir alt diziye sahip ve genelligi bozmadan
kl_l)r_{loo tec® = ¢ € C oldugunu kabul edelim. Bu durumda, {t12%}, C pointed
bir koni oldugundan As(Z) N (—~C) icinde sifirdan farkli —c — ¢ noktasina
yakinsar. Dolaysiyla As(Z) N (—=C) # {0} elde edilir. Bu ise Z'nin C-smirh
olusu ile celigir.

Eger {t;,c*} 'min hicbir yakimsak alt dizisi yoksa {t,c*} smirsiz olur. Bu du-
rumda, As({t;c*}) # {0} elde edilir. Buradan {t,c*} nin bir alt dizisini alarak,
kl_lgloo Tr(trer) = ¢ # 0 ve kgm 7, = 0 olacak sekilde bir {7} alt dizisi oldugunu

+oo
kabul edelim. Acikca goriiliir ki, ¢ € C’dir.

ITitez® + el = ||7elta(2¥ + ) + ] — (matac® — ©) — e
< el 4 F) +cf| + || Trtec® — el + mlle||

oldugundan klim Titp2® = —¢ yani As(Z) N (=C) # {0} olur. O
—+00
Yardimci Teorem 3.1.16. Z C R? ve C, R? 4dizerinde bir siralama konisi

olsun. Z + C kiumesi C-yarikompakt ise Z, C-yarikompakttor.

Kamit. {(z2*—C):a€l,2* € Z}, Z kiimesinin agik bir ortiisii ve herhangi
z € Z i¢in, 2 € Z olmak iizere z € (2% — ()¢ olsun. C konveks bir koni
oldugundan, z 4+ C' C (2% — ()¢ elde edilir. Gergekten, en az bir ¢ € C igin
z+c € z* — C olsaydi bu durumda z € 2% — C olurdu, bu ise z € (2* — ()¢

olusu ile geligir. Dolayisiyla, {(z* — C): a € I,2* € Z}, Z + C kiimesinin bir
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acik ortiisudiir. Z+4C' C-yarikompakt oldugundan, bu ortii sonlu bir alt 6rtiiye

sahiptir ki bu sonlu ortii Z kiimesinin de bir alt ortiisudiir.

z+C

NVNANNN

AN

/Z+C

~
~
~
N\\\\i

NN

@

Sekil 3.33. Yardimci Teorem 3.1.16'nin geometrik yorumu

Teorem 3.1.17. Z C R? ve C, RP dzerinde bir siralama konisi olsun. Z,

C-kapaly ve C-sinarly bir kime ise Z kiimesi C-yarikompakttor.

Kanat. Herhangi z € Z+ C igin (z — C) N (Z + C) kiimesini gozoniine alalim.
Yardimer Teorem 2.3.21 ve Yardimer Teorem 3.1.15 kullamilarak Z kiimesi C-

sinirh oldugundan,
As[(z=CN(Z+C)) CAs(z—C)NAs(Z+C) = (-C)NAs(Z + C) = {0}

elde edilir. Bu yiizden, (z—C)N(Z+C) kiimesi kapali, siirhdir yani Vz € Z+4C
i¢cin kompakt bir kiimedir. Tamim 3.1.1(b)’den C-yarikompakttir. Dolayisiyla
Yardimer Teorem 3.1.16’den Z’nin C-yarikompakt oldugu elde edilir. O

C-sinirhilik kavrami, Cambini-Martein, tarafindan C-quasisinirh kiimelerin
tanimu ifade edilerek genellegtirilmistir. [§]

Tanim 3.1.18. 7 C RP ve C, R? uzerinde bir siralama konisi olsun. Herhangi
bir z € Z igin (z — C) N Z kiimesi sinarly bir kime ise Z C RP kiimesine C-

quasisinarly kime ady verilir.
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Teorem 3.1.19. Z C RP, C-svmurl ise Z kimesi C-quasisinaridir.

Kamit. Z, C-siirhi yani As(Z)N(—C) = {0} olsun. Kabul edelim ki Z kiimesi
C-quasisimirh olmasm. Bu durumda 32° € Z icin (2° — C) N Z arakesiti

strsiz olur. O halde, {c¥} C C ve khT |2¥|| = 400 olacak sekilde bir {z*} =
— 100

k

{2° — ¢*} dizisi vardir. Genelligi bozmadan lim = 2" oldugunu kabul

k—-+oo ||2F]]

&
edelim. Bu durumda {—W
z* # 0 olan bir z* € —C' N As(Z) noktast bulmus olduk. O halde Z kiimesi

} da ayni elemana yakinsar. Hipotezin aksine,

C-quasisinirhdir. O

Teoremin tersi dogru degildir. Ornek 3.1.20 C-quasismirh olan fakat C-

sinirli olmayan bir kiime ornegi verecektir.
Ornek 3.1.20. Z = {(#1,22) : 21.20 = 1,21 < 0} olsun.
As(Z)N=C = As(Z) = {(z1,22) : (z1=0A 2 <0) V(20 =0A 2, < 0)} # {0}

oldugundan Z = {(z1,22) : z1.20 = 1, 21 < 0} kiimesi R% -semarly degildir, fakat

bu kime C-quasisinirhdar.
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(@) (b)

Asimptotic kon’si
(€)

Sekil 3.34. (a)Z = {(z1,22) : z1.22 = 1,21 < 0} kiimesi ve C konisi  (b) Z =
{(#z1,22) : 21.22 = 1,21 < 0} kiimesinin C-quasisinirli olmasimin geometrik ifadesi

(¢) Z =A{(z1,22) : z1.22 = 1,21 < 0} kiimesinin asymptotic konisi

Teorem 3.1.21. Z C RP ve C, RP dzerinde bir siralama konisi olsun. Bu

durumda,
a) Z, bir kompakt ya da C-kompakt kiimedir
b) Z, bir C-yarikompakt kimedir
c) Z, C-kapaly ve C-sinurly kiimedir

sartlaridan biri saglanirsa, E(Z) # 0 olur.

Bazi ek cebirsel ve topolojik kabuller altinda, énceki tiim kavramlar (C-
kompakthk, C-yarikompaktlik, C-simirhilik, C-kapahlik, C-quasisimirlilik) ayni
anda saglanir. Teorem 3.1.22, C-yarikompakt bir kiimenin C-kompakt olmasi

i¢in yeterli bir sart1 verecektir.

Teorem 3.1.22. Z C RP kapali ve konveks bir kiime ve C', RP dzerinde bir

swralama konisi olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir.
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a) Z, C-quasistnarhdar.
b) Z, C-kapaly ve C-simarlidar.
c) Z, C-kompakttr.

d) 7, C-yarikompakttur.

Kanat.

(a = b) Kabul edelim ki Z kiimesi C-quasisiirh olsun ancak C-kapali ve C-
siirli olmasin. Bu durumda, J¢ € As(Z) N (—C\{0}) vardir. Z kapal ve
konveks oldugundan As(Z) = 07(Z) olur. Dolayisiyla Vz € Z ve Vt 2 0 igin
z + te € Z dolayisiyla z + tc € z — C olur. Buradan z +tc € ZnN (2 — C)
kiimesinin sinirsiz oldugu elde edilir. Bu ise, Z kiimesinin C-quasisinirlilig: ile

geligir. Z kiimesi, kapali ve C-sinirli oldugundan C-kapalidir.

(b =c) Vz € Z i¢in (z — C') N Z kiimesinin siirh oldugunu Teorem 3.1.19’de

gosterilmigtir. Dolayisiyla, bu kiime kompakt ve Z kiimesi, C-kompakttir.

(c = d) C-kompakt bir kiimenin C-yarikompakt oldugunu Teorem 3.1.2°de

kanitlanmigtir.

(d = b ) Kabul edelim ki Z kiimesi C-yarikompakt olsun, ancak C-kapali ve
C-sinirli olmasin. Bu durumda As(Z)N(—C') kiimesine ait olan en az bir —c #
0 vardir. As(Z) = 0%(Z) olmasmdan dolay1 her bir z € Z i¢gin z — ¢ € Z elde
edilir. Buradan, F(Z) = () olur. Fakat Teorem 3.1.21’den, Z, C-yarikompakt
bir kiime oldugundan E(Z) # 0 olmahdir. O halde kabuliimiiz yanlgtir. Z
kiimesi, C-kapali ve C-sinirhdir. O

Tanim 3.1.23’da verilecek olan C-tamlik kavrami, kompaktlik sartlarimin
onceki genellemelerinden farkhdir. Fakat genel olarak bu notasyon, etkin nok-

talarin varligin1 garanti eder.

Tanim 3.1.23. Z C R? ve C, R? dzerinde bir siralama konisi olsun. I bir
index kiimesi, o, 3 € I ve a < 8 i¢in 2* — 2% € C\{0} saglayan {2*} C Z
azalan ag oldugunda, Z kimesi {(z* —C)¢: « € I} formunda hicbir értiye

sahip degil ise Z C RP kiimesine C'-tam denir.
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Sekil 3.35.’de sirasiyla R*’de C' = R? olmasi durumunda C-tam olmayan
ve C-tam olan iki kiime 6rnegi verilmistir. Sekil 3.35.(a)’deki Z kiimesi Tamm
3.1.23’da belirtilen formda bir agik ortiiye sahip olmadigindan Z, C-tamdir.
Benzer gekilde 3.35.(b)’deki Z kiimesinin tanimda verilen formda agik ortiisii

bulundugundan 7, C-tam degildir.

(@) (b)

Sekil 3.35. (a)C-tam olan kiime 6rnegi (b) C-tam olmayan kiime 6rnegi

Teorem 3.1.24. Z C RP kiimesi C-yarikompakt ise Z, C-tam kiimedir.

Kamit. Z kiimesi C-yarikompakt olsun. Kabul edelim ki, Z kiimesi C-tam

olmasin yani {z*} azalan ag olmak iizere {(2* — ()¢} formunda bir Ortiiye
sahip olsun. Z, C-yarikompakt oldugundan Z C O(za — () yadadneN
icin Z C (2" — C)° elde edilir. {z*} azalan bir agl oldugundan 2™ ¢ {z"} +
C\{0} dir. Dolayisiyla, 2" ¢ (2™ — C') olur bu ise bir geligkidir. O halde Z,
C-tamdur. O

Teorem 3.1.24'nin tersi her zaman dogru degildir. Ornek 3.1.25’de C-tam

olup C-yarikompakt olmayan kiime 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.1.25. Z = {(21,22) : 20 < 0,212 = 1} U{(21,22) : 22 £ 0,290 = —21}
olsun. Z kiimesi R%-tamdir, fakat 2" = (n,—n) olmak izere {(z" —R%)°}
ortist hicbir sonlu értiye sahip olmadigindan Z kiimesi C-yarikompakt degildir.

Bu agiklama geometrik olarak Sekil 3.36.°de verilmistir.
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Sekil 3.36. Sonlu ortiiye sahip olmayan Z = {(z1,22):22<0,2120 =1} U
{(#z1,22) : 22 £ 0,29 = —21} kiimesinin C-yarikompakt olmadiginin geometrik yo-

rumu

Teorem 3.1.26. Z C R? ve C, RP dzerinde bir siralama konisi olsun. Z

kiimesi bostan farkly bir C-tam kime ise E(Z) # 0 olur.

Kanat. Z kiimesi i¢indeki azalan aglardan olusan P kiimesini diigtinelim. a, b €
P i¢in, a’y1 iceren b ag1 oldugunda, aRb yazarsak, kismi siralama ozelliklerini
saglayan R ikili bagintisini elde ederiz. Dolayisiyla P kismi sirali bir kiimedir.
P kiimesinin tistten simirli bir altkiimesi olmadigindan, P tiimevarimsal siralidir(
yani bir zincirdir). Zorn Lemma dan dolay1, maksimum bir {Z*} elemanini elde
ederiz.
Simdi, F(Z) # 0 oldugunu kanitlayalim. Varsayalim ki, etkin noktalarm
kiimesi bog kiime olsun. {(z* — ()¢} agmi diiglinelim. Bu Z kiimesinin bir
ortuisidiir. Gercekten Z’nin bir ortiisii olmasaydi, herhangi bir o veya z% 2 z
icin z € z* — C olacak sekilde z € Z bulunurdu. z ¢ E(Z) oldugundan
z > z; olan en az bir z; € Z vardir. O halde, Vo igin 2% > 2; olur. Buradan
{z%} U {2z} azalan ag1 elde edilir. Bu ise {Z%}'min maksimalligi ile ¢elisir.
7 C U{(ZO‘ — ()¢} oldugundan Z kiimesinin C-tam olmadig: geligkisine ulagilir.
]

Teorem 3.1.27. Z C R? ve C, RP dizerinde bir siralama konisi olsun. E(Z) #

0 olmasu i¢in gerek ve yeter kosul Z N (z — C) kesiti C-tam olacak sekilde en
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az bir z € Z var olmasidar.

Kanat.

(<) Enaz bir z € Z igin Z N (2 — C) kesiti C-tam olsun. Bu durumda
E(ZN(z—=C)) # 0 olur. Simdi E(Z N (z—C)) C E(Z) oldugunu gosterelim.
20 € E(ZN(z—C)) olsun. zy > z olan en az bir Z € Z varsa bu durumda
z € ZN(z—C) ve dolaysiyla Z > 2 olur. Buradan E(Z N (2 — C)) C E(Z)
elde edilir. E(Z N (z—C)) # 0 oldugundan E(Z) # (’dir.

(=) E(Z) # 0 olsun. Bu durumda 3z € E(Z) vardir. Z N (z — C) kesiti

hi¢bir azalan aga sahip olmadigindan C-tam kiimedir. U

Teorem 3.1.28. Z C RP konveks kiime ve C, RP dizerinde bir siralama konisi

olsun.
a) 7 kiimesi kapali ve C-quasisinarly bir kiime veya

b) Z kimesi C-kapali ve C-quasisinarly bir kiime ise E(Z) # () 'dur.

Kanat.

a) Z kiimesi kapali ve C-quasisinirli olsun. Bu durumda Teorem 3.1.22’den Z,

C-kompakttir. O halde Teorem 3.1.21°den E(Z) # (’dur.

b) Z kiimesi C-kapali ve C-quasisinirh bir kiime olsun. Herhangi bir z € Z
icin (z —C)N(Z + C) kiimesini gozoniine alahm. Ilk olarak bu kiimenin sirh
oldugunu kanitlayalim. Varsayalim ki bu kiime sinirhh olmasin. Bu durumda
ke Z F ke —-Cve kgrfoo |c¥|| = 400 olan bir {z + cF} = {2% —4*} dizisi

vardir. Bununla birlikte, Ve € —C\{0} icin ac < 0 olacak sekilde en az bir
ok S »
l*]] [oddl

olsun. Ve € BN(=C) , ac® 2 ac olacak sekilde ¢ € BN (—C') var oldugundan,

a € RP vardir. B kapali birim yuvar ve Yk € N icin ¢* =

ozt = a(z + ¢ +9%) = az + ad|| ]| + a7 £ az +ac (] + 1)

olur. k — —oo limit almdiginda lim ||c*|| = co oldugundan lim [az®|| = —
k—+o0 k—+o00

elde edilir. Buradan klim |2¥]| = 400 olur. Bu ise bir celigkidir, ciinkii
—+00

e Zn(z—C) ve Z, C-quasismrh bir kiimedir. O halde, (z — C)N (Z +C)
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kiimesi kapali ve simrhdir. Bu yiizden E(Z 4+ C) # 0 olur. E(Z +C) C E(Z)
oldugundan E(Z) # 0 elde edilir. O

Sonug 3.1.29. Z C RP kapalr ve konveks bir kime olsun. Bu durumda,
E(Z) # 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul Teorem 3.1.22°deki kosullardan

herhangi birinin saglanmasidar.

Tanim 3.1.30. Z C R? kiimesi ve f : R" — RP fonksiyonu verilsin. ¥z € Z

icin [~z — C) kiimesi kapali ise f fonksiyonuna C-yaristireklidir denir.

Uyar1 3.1.31. p =1 ve C = R% ( C = R%) i¢in, C-yarisirekliligin tanvm,

tustten (alttan) yarsirekliligin tanimana indirgenir.

Teorem 3.1.32. S C R" kompakt bir kime ve f : S — RP olsun. f, C-

yarisiirekli bir fonksiyon ise E(Z) # () olur.
Kanat. U {(z*=C):a€el,z*e Z} , Z kiimesinin bir agik ortiisii olsun.

f, C-yarisiirekli oldugundan U {f7(=*=C)]: €l 2*€ Z}, S kiimesinin
bir acik ortiisiidiir. S kompaakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisi
vardir ve bu alt ortiiniin f altindaki gortintiisii, Z 'nin sonlu bir alt ortiistidiir.
Dolayisiyla, Z kiimesi C-yarikompakttir. Teorem 3.1.21(b)’den E(Z) # ('dir.

U

Simdiye kadar, F(Z) kiimesi igin varlik teoremleri tizerinde galigildi.
WE(Z) # 0 ve PE(Z) . # 0 olmasi igin gerekli kogul Asymptotic koni yardim

ile verilebilir.

Yardimci Teorem 3.1.33. Z C R? olsun. 0’dan farkly bir z vektori icin,
z € As(Z) olmast igin gerek ve yeter kogul 0 her U komsulugu ve 0o "un her

V' komsulugu igin cone(z + U) N Z NV # O olmasidur.

Kamit. Tanmimin basit bir sonucu olarak,
z € As(Z)\{0} olmas: i¢in gerek ve yeter kogul oo’un her V' komsulugu icin
z € cleone(Z + V) ya da her U(0) ve her V igin (2 + U) N cone(Z + V)

olmasidur. O
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Teorem 3.1.34. Z C R? ve C', RP dizerinde bir siralama konisi olsun.
a) WE(Z) # 0 ise As(Z) N (—intC) = O dir.
b) PE(Z)ye # 0 ise As(Z) N (—=C) = {0} "dur-

Kanat.

(a) WE(Z) # 0 olsun. Varsayalim ki As(Z)N(—intC') # () olsun. Bu durumda,
en az bir z € As(Z) N (—intC) vardir. Her 2° € Z igin 2z € As(Z — 2°) olur.

Bu durumda, Yardimer Teorem 3.1.33’den oo™un her V' komsulugu igin,
cone(z+U)N(Z—=2")NV #0 (3.1)
olur. z € —intC oldugundan,
cone(Z + U)\{0} C (—intC) (3.2)

olacak gekilde yeterince kiigiik bir U (0) komgulugunu segebiliriz. V', 0’1 icermedi
ginden, 3.1 ve 3.2’den (Z — 2°) N (—intC) # O olur. Bu ise Z'nin higbir 2°

elemaninin zayif etkin olamayacagini gosterir.

(b) PE(Z)pe # 0 yani 2° € PE(Z)y, olsun. Bu durumda 2° € Eo (Z) ve
C\{0} C intC" olan bir C" konisi vardir. (a)’dan dolay1 As(Z)N(—intC") = ()
olur ve buradan As(Z) N (—C) = {0} elde edilir. O

Yardimci Teorem 3.1.35. Z C R? ve C, RP dizerinde bir siralama konist

olsun. Z kiimesi, C-sumarle ve C-kapaly bir kime ise Z C E(Z) + C olur.

Kanat. Z C RP kiimesi, C-siirhi ve C-kapali bir kiime olsun. Bu durumda
herhangi 2 € Z igin Z' = (z — C) N (Z + C) kiimesi kompakttir. Z  kiimesi
kompakt oldugundan Teorem 3.1.21°den E(Z') # @ olur. Bununla birlikte
E(Z) ¢ E(Z)dir. Cinkiit E(Z)ZE(Z) yani bir 2 € E(Z)\E(Z) elemam
olsaydi, 2 —z € C olacak sekilde bir 2° € Z var olurdu. Aym zamanda 2" € Z'
olur. Bu ise 2 € E(Z') olusu ile celisir.

0+ E(Z)C E(Z)ve E(Z') C Z oldugundan Z' N E(Z) # () elde edilir. Bu
durumda, herhangi bir z € Z i¢in zZ € z — C olacak sekilde bir z € F(Z) vardir
yani Z C E(Z) + C’dir. O
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Yardimci1 Teorem 3.1.36. A konisi, ANC = {0} olacak sekilde kapaly bir

koni olsun.Bu durumda,

a) Yk € N i¢in Crq C Cy
+00

b) (Cr=C
k=1

c) Vk € N i¢in AN Cy = {0}

d) Vk € N id¢in C\{0} C intCy dzelliklerini saglayan Cy # C' olan kapali

konveks pointed konilerin bir {Cy} dizisi vardar.

Kamit. D = {d cd = H—ZH,C eC,c# 0} olsun. Bu durumda C' = coneD,

DN A= ve D kompakt bir kitmedir. Bunun yaninda, A kapal kiimesinden
D kiimesine olan ¢ uzakhg pozitiftir. Vk € Nigin Cy = clcone(D+Ue (0)) = 0)
k

olarak tanimlayalim.

a)vVk € N alahm. U ¢ (0) € Ue(0) oldugundan Cyiy = clecone(D +

E+1 k
U ¢ (0)) Ccleone(D +Ue (0)) = Cy elde edilir.

<
kE+1 k
400 +o00 t00
b) C C m C} oldugu agiktir. ﬂ Cy C C oldugunu gosterelim. x € m Cy, ol-

k=1 k=1 k=1
sun. Vk € N i¢in « € Cy = clcone(D + Ue (0)). O halde & — oo diisiiniiliirse

k
+oo
x € clcone(D) = cone(D) = C' elde edilir. Dolayisiyla ﬂ Cy C C olur.

k=1
c) A kapali bir koni oldugundan, yeterince biiyiik & dogal sayilar: igin AN (D +

Ue (0)) = 0 elde edilir. Buradan
k

{0} = AN clcone(D + UE(O))
k

=ANCy

olur. O halde (c) saglanmg olur. O
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Sekil 3.37. Yardimci Teorem 3.1.36’'nin geometrik yorumu

Teorem 3.1.37. Z C R?, C-sunarly ve C-kapali bir kime olsun. Bu durumda,
E(Z) C clPE(Z)ge olur.

Kanat. Z kiimesi C-sinirh ise Z + C' kiimesi de C-simirhdir. Dolayisiyla C-
siirhibk tanimindan, As(Z + C) N (—=C) = {0} olur. Bu durumda, Yardima

Teorem 3.1.36’den A = As(Z + C) ve Cy = —C} olmak tizere Vk € N igin
“+oo

Crs1 C Ck, ﬂ Cr=C, As(Z+C)N(—Cy) = {0}, C\{0} C intC} 6zelliklerine
k=1
sahip pointed kapal konilerin bir {C}} dizisi vardir.

Z 4+ C'+C), kimesi kapali oldugundan, Z 4+ C' kiimesi, Cy-kapali ve Cp-siirhdir.
Bu durumda, Yardimcr Teorem 3.1.35’den Vk € N igin

Z C Ec,(Z) + G (3.3)

olur.
Simdi, Z € E(Z) olsun. 3.3 kapsamindan Vk € N i¢in 2* € E¢ (Z) N (2 — Cy)
olacak sekilde bir {z*} dizisini elde edilir. Bu durumda, 2* € PE(Z)y. olur.
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{zF} dizisinin bir altdizisinin Z’ya yakinsadigim gosterelim.

Cri1 C Cy oldugundan Vk € N igin,
Fe(Z+O)n(E-C) (3.4)

olur.

As[(Z+C)N (2= C))] C As(Z +C) N (=C))

oldugundan 3.4’da verilen kiime kapal ve simrhdir. Dolayisiyla {z%}'nin bu

kiime i¢indeki bir noktaya yakinsayan bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan,
+oo

1) diyelim. Vk € N igin Z — 2k e C ve ﬂ C,=C
k=1
oldugundan Z—Zz € C yani z < Z olur. Z € F(Z) alindigindan Z = Z olmaldir.

& € PE(Z)ge, {*} = zZ = Z oldugundan Z € clPE(Z)g. dir. Dolaysiyla

{?*}sze(Z+CO)N(E-C

E(Z) C dPE(Z) .

elde edilir. O
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3.2 Optimallik Sartlar:

Bu boéliimde skaler optimizasyonun igleyigine uygun Optimallik Notasyon-
lar1 ile ilgili gerekli ve yeterli sartlar iiretilecektir. Tim bu sartlar icin f
ve g fonksiyonlarinin diferansiyellenebilir oldugu varsayilacaktir. Diferansiyel-
lenememe durumunda, zayif varsayimlar diigiiniilecektir. Bu boliimdeki ttim
sartlar I. tiirev sartlaridir. Kaynaklarda, hem diizgiin hem de diizgiin olmayan
durumlar igin II. tiirev sartlar1 da verilmistir. Bunun igin genelde Hessian ma-
trisi, ikinci mertebeden tanjant konisi veya bazi diger 6zel koni notasyonlar:
kullamlir. Diizgiin olmayan durumlarda, ! fonksiyonel simifi veya tiirevleri
yerel Lipschitz olan fonksiyonlar kullanilir.

Oncelikle skaler fonksiyonlar icin iyi bilinen bir gereklilik kosulu ifade edelim.
Bunu kisitsiz Vektor Optimizasyon Problemleri i¢in diigiinelim.

2, f S Cc R*" — R icin bir yerel minimum nokta ise, bu durumda

Vy € T(S,2°) igin V f(2°)y = 0 olur.

Teorem 3.2.1. (V.P) verilsin. f : R® — RP, 2%°da diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve xg , (V.P) igin zayf yerel etkin nokta ise Yy € T(S,z°) icin
Jf(2%)y ¢ —intC olur.

Kanat. f, 2°°da diferansiyellenebilir fonksiyon ve g , zayif yerel etkin nokta
olsun. Keyfi bir y € T(S, 2°) alahm. Bu durumda
PR

lim ———— =y ve lim 2" = 2° olan bir {z*} C S dizisi vardir.
k——o00 ||1’k — I’OH k——+o00

Taylor agilimindan Vk € N i¢in
f(@®) = f(2%) = Jf(2%) (2" = 2%) + of[|=* — 2°||)
kY _ (0 k_ .0
Jl) = J) = Jf(xo)H‘;ki:E0 + o(1) elde edilir. Buradan
—x

" g |
. x - x 0
Jm Sy /@y olur.

Dolayisiyla, f(a*) — f(2%) ¢ —intC oldugundan J f(2°)y ¢ —intC elde edilir.
]

Teorem 3.2.2. (V.P) ve f : S C R* — R fonksiyonu wverilsin. Yy €

T(S, z2\{0} i¢in Jf(2")y ¢-——C ise, 2° noktasy (V.P)'nun bir yerel etkin

noktasidir.
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Kamt. Yy € T(S,2°)\{0} icin Jf(2°)y ¢ —C olsun.
Varsayalim ki 2%1n bir yerel etkin nokta olmasm. Bu durumda, V& € N icin

f(@*) — f(2°) € —C\{0} olan ve 2°’a yakinsayan bir {z*} C S dizisi vardir.

fa*) — f(=%) b — 2"

= Jf(z")—0= 1
[ — ] He oy T

negatif oldugundanJ f(z°)negatif olur.

k — +oo icin limit alarak ve {z*}min yakinsak bir alt dizisi secilerek, 3y €
T(S,z°)\{0} igin Jf(2°)y € —C elde edilir. Bu ise kabuliimiizle geligir.
]

Teorem 3.2.3, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2’de ele alinan problemin opti-
malligi icin yeterli bir sart vermektedir. Kaniti, Teorem 3.2.2’dekine benzer

olarak yapilabilir.

Teorem 3.2.3. f: S C R” = R olsun. Yy € T(S,2°)\{0} icin sup vJf(a")y

I/ECZ
> 0 ise ¥ noktasy (V.P) igin bir yerel etkin ¢ézimdiir.
Teorem 3.2.4. (V.P) ve f : S C R® — R fonksiyonu verilsin. f, x°’da
diferansiyellenebilir ve S ac¢ik kiime olsun. Eger x°, (V.P) igin bir zapf yerel

etkin nokta ise V°J f(z°) = 0 olan 3° € C>\{0} vardar.

Kanat. Teorem 3.2.1'dan Vy € R™ icin Jf(2%)y ¢ —intC’dir. {Jf(2%)y :y €
R™} ve —intC' kiimeleri bir hiperdiizlem ile ayrilabildiginden, Yy € R™ igin
WO JIf(2%)y = 0 saglayan F° € C>\{0} elemam vardir. Bu egitsizlik Vy € R"

i¢in saglandigindan °.J f(2°) = 0 olur. O

Simdiki 6rnek, genelde Teorem 3.2.4’iin 2° 'm bir yerel minimal nokta ol-
masi i¢in yeterli bir kogul olmadigin1 gosterecektir. Uygun bir genellestirilmis
konvekslik kabulii altinda Teorem 3.2.4 optimallik i¢in yeterli bir sart verecek-

tir.

Ornek 3.25. S = R?2 | ¢ = R% wve f : R* — R? fonksiyonu f(z) =
fz1,22) = (x1 — 22, 1 =21 — e ™) olmak tzere (V.P) problemini disgiinelim.

V0 = (1,1) € C>\{0} noktasine alalim.
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fr, Ji, I -1

Jf = =
foo,  [o, -1 1
oldugundan
1 -1 | {1 0 N
V0 Jf(2°) = = elde edilir.
-1 1 1 0

Fakat ©y # 0 olan Yx; € R d¢in f(x1,21) = (0,1 — 23 —e™™) < (0,0)
oldugundan f(x1,21) € £(0,0) — (C\{0}) olur. O halde (0,0) bir yerel etkin
nokta degildir.

Teorem 3.2.6. f : S C R* — R fonksiyonu verilsin. f, x°’da C-pseudoconvex
ve en az bir v* € C>\{0} i¢in v°J f(z°) = 0 olsun. Bu durumda, x° (V.P) nin

bir etkin noktasidar.

Kanat. Varsayalm ki z, (V.P)nin bir etkin noktasi olmasm. Bu durumda
f(z) — f(z°) € —C\{0} olan Jz € S vardir. f, 2¥da C-pseudoconvex
oldugundan J f(2°)(z — 2°) € —intC olur. Dolaysiyla,

Vo € C:\{0} i¢in v Jf(2°)(z — 2°) < 0 elde edilir. Bu ise hipotezimiz ile

geligir. O

Boliimiin geri kalaninda, g;(x) < 0 esitsizligi ile simirlanmig (V. P) problem-
lerine yogunlagacagiz. Sirasiyla etkin, has etkin ve zayif etkin nokta tanimlari,
F. John ya da Kuhn-Tucker sartlari ile verilecektir. Bu sartlar, uygun bir
genellegtirilmig konvekslik hipotezi altinda yeterli olacaktir. Teorem 3.2.6'nin
hipotezindeki sartlar global etkin noktalar i¢in de yeterlidir. Has etkin nokta-
lar igin gerekli (ve yeterli) sartlar, Kuhn-Tucker'in genigletilmig tanimi dikkate

alinarak verilecektir. Bu durumda C = ]Rl?F olarak alinacaktur.

Teorem 3.2.7. f,g : S C R* — R fonksiyonlar: verilsin. f ve g’'nin x°’da
diferansiyellenebilir olsun. x° , (V.P) igin bir zayf yerel etkin nokta ise, bu
durumda v° Jf(z°) + X\°Jg(z") = 0, A\ (z°) = 0 ve (v°, \°) # 0 olan v° € C>

ve XY € R vardar.

61



Jf(2%)(z — 2°) € —intC

g(a%) + Jg(2°)(x — 2°) € intR™
sisteminin R" "de ¢oziimii yoktur. Her z € R" ve yeterince kiigiik t pozitif sayisi

Kanat.

icin f(2° +t(x —2°)) — f(2°) € —intC ve g(z" + t(z — 2°)) < 0 olur. Buradan
f(2+t(x—2)) < f(2°) olur. Buise 2% 1 zay1f yerel etkinlik hipotezi ile gelisir.
Bu durumda, {Jf(2°)(z—2%) : 2 € R"} x {g(2°)+ Jg(2°)(z —2°) : = € R"}
ve —intC' x int R™ kiimelerini ayiran bir hiperdiizlem vardir yani Vo € R"
icin

VIf (@) (@ = a”) + N[ Tg(2")(x — 2°) + g(a”)] 2 0

ve
V(c,u) € (C' x R™) igin —v° + A% < 0 olan bir (v°, A\°) # 0 vektorii vardr.
Son esitsizlikte sirasiyla ¢ = 0 ve u = 0 yazarsak, \° € RT ve v° € C> elde
ederiz. Ilk esitsizlikte, z = 2° icin A%g(2°) = 0 olur. Herhangi z € R™ icin
dogru olan ayni esitsizlikten

V0T f(2°) + A0Jg(2°) = 0 elde edilir. O

Teorem 3.2.8. f,g : S C R* — R fonksiyonlar, verilsin. f, x2°’da C-
pseudoconver ve \°g , 2° “da quasiconvez olsun. v°Jf(2°) + A0Jg(z°) = 0
ve Ng(z%) = 0, v € C= , \” € RT olan bir (v° , \°) # 0 vektori varsa bu

durumda, z° bir etkin noktadar.

Kanit. Kabul edelim ki f(z) — f(2°) € —C\{0} saglayan bir z € S noktas
var olsun. f, 2V 'da C-pseudeconvex oldugundan, J f(2°)(z — z2°) € —intC ya
da v J f(2°)(z — 2%) < 0 elde edilir.

A%g'nin quasiconvex’liginden ve g(x) < 0 veya

Ng(x) = Ng(x) =g (z°) < 0 oldugundan A\°Jg(2°)(z—2") < 0 elde edilir. Bu
durumda, [v°J f(2°)+\0Tg(2%)](x—2z°) < 0 olur. Buise v°J f(z°)+\Jg(x°) =
0 hipotezi ile celisir. O

Uyar: 3.2.9. Teorem 3.2.8’ye benzer teoremlerin kaniti, genellestirilmis kon-

vekslik hipotezleri ve carpanlar tzerindeki kabullere bagly olarak saglanirlar.
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Ozel olarak, v° € C~ iken °f skaler fonksiyonunun pseudoconvex hipotezi ile

f 'nin C-pseudoconvex kabulii yer degistirirse kanit ayni olur.

Uyari1 3.2.10. v° € Cs ve f ve g fonksiyonlariman aynin “a gore 2° 'da C-invex
olma sart ile f nin 2° ’da C-pseudoconvexr ve \g 'nin 2°’da quasiconvexlik

kabuli yer degistirilirse, ayni sonug elde edilir.
Gergekten, Vo € S icin f(z) — f(z°) — Jf(2®)n(z — 2°) € C oldugundan
O[(f() = f(2°)] 2 O Tf(@%)n(z,2%) = —A°Tg(2%)n(z, 2°)

> —Ng(x) + Ng(2°)
= —\g(x)
> 0

elde edilir. Bu durumda, x° noktasi, v°f skaler fonksiyonu icin minimal nok-

tadar.

Teorem 3.2.11. f,g: S C R® — R fonksiyonlar: verilsin. 2° € S, (V.P) nun

Kuhn-Tucker agisindan has etkin ¢ozimi ise

V0T f(2%) + A0 Jg(2°) = 0 (3.5)
Ng(2%) =0

olan v° € intRE ve \° € R vardur.

Kanat. Kuhn-Tucker has etkin ¢oziim tammindan, Jf(2°%)y < 0 ve j € I(a?)
olmak iizere Vg;(z")y < 0 olacak sekilde y € R™ yoktur. Bu durumda,

Tucker’in alternative teoreminden;

P

Zv?Vfi(:)sO) + Z A2V g;(2°) = 0 olacak sekilde v* > 0 ve X® 2 0 vardar.
1 JEI(z0)

j ¢ I(2°) igin A) = 0 alndiginda istenen elde edilmig olur. O

Uyari1 3.2.12. Klinger anlaminda has etkinlik ve Borwein anlamanda yerel has
etkinlik tanvmlary harig, diger tim has etkinlik tanimlar: icin Teorem3.2.11%n

sartlary yeterlidir.

Teorem 3.2.13. f ve g, 2° 'da diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. v°f ve
Ng siraswyla 2° 'da pseudocover ve quasiconvex ve 3.5 kosulu gecerli olsun. Bu

durumda z° € S 'nin (V.P)’nun bir Kuhn-Tucker has etkin ¢ozimiidiir.
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Kanit. f,g : S € R® — R olmak iizere f ve g, 2°’da diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. v’f ve A\0g sirasiyla 2%’da pseudocovex ve quasiconvex ve
3.5 kosulu gecerli olsun. \°g fonksiyonunun quasiconvexliginden ve \°g(z) <
0 = Xg(2°) oldugundan Vx € S icin \°Jg(2°)(z — 2°) < 0 elde edilir.

(Jf (") + Jg(") = 0)
—— =
pozitif negatif

Bu durumda, v°J f(2°)(z—2z°) = 0 ve v° f min pseudoconvex’liginden v° f (z) =

00 f(2°) olur.

O

Uyar1 3.2.14. v°f "nin pseudoconvez’ligi ve \°g ‘min quasiconvexligi yerine
fivegi(i=1,...,p j=1..m) nin aym n ’ya gére invezligi kabul edilirse,

Teorem 3.2.13nin ayni sonucunu elde ederiz.

Ornek 3.2.15. f,g :R3 - R2, f = (f1, f2), filz,y,2) = y—2z ve folx,y,2) =
T+y+y?+ 22

gz, y,2) = —x—y+2 < 0ve go(w,y, 2) = —y+2* <0 olsun. (0,0,0) noktas,
00 =\ = (1,1) igin Teorem 8.2.11’deki 3.5 sartr saglanwr. Bu yiizden, (0,0,0)

bir Kuhn-Tucker has etkin nokta olabilir. Bu tahmin;

vof(x,y,z) = fl(xuyuz) +f2(x7y72) = I+2y— Z+y2 +Z2
Ng(z,y,2) = gi(z,y, 2) + g2(2,y, 2) = —x + 2y + 2*

fonksiyonlarinin konveks fonksiyonlar olmasindan dolayr Teorem 3.2.13den
(0,0,0) bir Kuhn-Tucker has etkin noktadur.
2% € E(Z) oldugunda, v° = 0 elde ederiz. 2° € PE(Z)gr oldugunda ise v° > 0

olur.

Teorem 3.2.16’da 2 € WE(Z) iken v° # 0 elde etmek igin, bir sinirlama

sart1 eklenmesi gerektigi ifade edilmektedir.

Teorem 3.2.16. (V.P) nin 2° € S noktasinda Kuhn-Tucker kisit kosulu (con-

straint qualification) saglansin. Bu durumda, 2°, (V.P) igin zapf yerel mini-
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mal nokta ise

3

V0T f(2%) + A0Jg(2%) =0
Ng(2%) =0
0 >0

A =0

s saglayan v° € RPve A’ € R™olmasidir.  (3.6)

J
Kanat. 2° | (V.P)nun zayif yerel minimum noktasi olsun.

i=1,..,pvej € I(z°) olmak tizere Vf;(z°)y < 0 ve g;(z°)y < 0 saglayan
y € R” olmadiginm1 kanitlayalim. Bu durumda, Motzkin’in alternative teore-
minden istenilen ¢ikacaktir.

Varsayalim ki 3.6 esitsizliklerini saglayan bir y vektorii var olsun. Kuhn-
Tucker'm kisit kogulundan herhangi bir ¢ € [0,7] ve a > 0 i¢in w'(0) = ay
ve w(0) = 2%, g(w(t)) < 0 olacak sekilde bir w € C[0, ] fonksiyonu vardir.

filw(t)) = fiz®) +tV fi(2)ay + ot)

Vi=1,...,picin Vf;(z°)y < 0 oldugundan

Al Z 3 _ g gy + 2 < o

elde edilir. ¢ — 0 icin limit alirsak f;(w(t)) < fi(xo) olur. Bu ise 2° n yerel

zayif optimal olusu ile gelisir. O

Teorem 3.2.17. f,g: S C R" — R fonksiyonlar, verilsin. [ ve g fonksiyon-
lary ayni n 'ya gire 2° noktasinda RE -invex ve Teorem 3.2.167daki 3.6 kosullar

saglanyor ise x° noktast zayf minimaldir.

Kamit. Varsayalm ki f(z) — f(2°) € —intRE saglayan bir z uygun ¢oziimi
var olsun. Bu durumda
VO[f(z) — f(2%)] < 0 olur. Kamt, 3.2.10’deki gibi devam eder.

0

( g;(z) = 0 esitsizlik siirlamasi) Bilinen vektor problemleri kisit problem-
leri goz oniine alindiginda benzer yapiya sahiptir. Genelde, problemimizin bir

¢Ozlimil en az bir v ve X i¢in vJ f(x) + AJg(x) = 0 ya da kisaca JL(z) =0,
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L = v f+ \g esitligini saglar. Bazi ek konvekslik sartlar1 kabul edilerek, gerekli
kogullar aym zamanda yeterli kogullar haline doniigtiiriilebilir. Ashnda, (V.P)
¢oztimleri, JL(x) = 0 esitliginin ¢6ziim kiimesi tarafindan kapsanir ki bu da
boltimiin bir sonucu olarak, bazi duallik teoremlerini tanitmada yararh olur.
Vektor degerli duallik teorisi genel olarak geligtirilmigtir. Cesitli yaklagimlar
tanitilmig ve bir ¢cok duallik problemleri ¢oztimleri ile ilgili ilave bilgiler bulmak
veya orjinal problemleri ¢ozmek igin incelenmistir. Bu yaklagimlar, asil prob-
lem ile dual problem arasinda bir esitsizlik verir ve kuvvetli duallik teoremi
bunlarin esitligini garanti eden sartlari verir. Bu boliimde multiobjective pro-
gramlama konusunda genel duallik teorisini incelemeyecegiz. Primal problem
gibi ayn1 objective fonksiyonunun avantajlarina sahip, Mond-Weir vektor dual-
ity asil problem ile dual problemin objective fonksiyonun ayni olma avantajina
sahiptir ki; bu duallik giiphesiz genellestirilmig konveksligin baz1 durumlarina
bagvurur. Dolayisiyla bu béliimde, primal problem (V.P)’ni bir dual probleme
benzetecegiz.

f ve g differansiyellenebilir fonksiyonlar ve S = {(u,v,\) : vJ f(u)+ N g(u) =
0; veC:\{0}, Xe R, Ag(u) = 0} olmak iizere (V.P)nin dual problemi

D.V.P
Joax flu) )

olarak tamimlanir.

Teorem 3.2.18. (Zayif Duallik Teoremi)
f,g:S CR" = R fonksiyonlar:i verilsin. x, (V.P) nin ve (u,v, \), (D.V.P) nin
herhangi uygun ¢ozimleri olsunlar. vf fonksiyonu x noktasinda pseudoconvex

ve \g, u’da quasiconver ise bu durumda f(x) — f(u) ¢ —intC olur.

Kanit. x ve (u,v, \) sirasiyla (V. P) ve (D.V.P) i¢in uygun noktalar oldugundan,
Ag(x) — Ag(u) £ 0 elde edilir. A\g, u’da quasiconvex oldugundan

VAg(u)(z —u) = A g(u)(z —u) =0
buradan

v f(u)(x —u) = Vof(u)(z—u) 20
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elde edilir.
v f fonksiyonu pseudoconvex oldugundan v(f(z)—f(u)) 2 Oolur. v € Cx , v #
0 oldugundan, f(z) — f(u) ¢ —intC ’dir. O

Uyar: 3.2.19. Eger f, u’da C-conver ve Vj = 1,...,m i¢in g;, u’da convez ise
onceki teoremin genellestirilmis konvekslik kabulleri saglanir ve ¥Vj = 1,...,m
icin g; 'ler u noktasinda ayni 1 fonksiyonuna bagl olarak siraswyla C-invex ve
invex ya da vf + Ag Langrangion fonksiyonu u’da invezr ( ya da pseudoconvex
) ise Teorem 3.2.18 ile ayn sonug elde edilir.

Grcli duallik teoremleri ady verilen teoremler su sekilde ifade edilir:

2°, baz optimallik notasyonlarmi saglayan (V.P) igin uygun ¢ozim ise bu
durumda dyle v° ve \° vardur ki; (2°,v°, \°), (D.V.P) i¢in uygun bir ¢cozimdiir.
Ek olarak, genellestirilmis konvekslik kabulleri altinda (z°,0°, \°), (D.V.P) i¢in

bazr optimallik sartlarini saglar.

Teorem 3.2.20. (Gli¢li Duallik Teoremi)

f,g9 : S C R* — R fonksiyonlar verilsin. z° € WE(S) ise (v°,\%) # 0
ve (2°,0°,\Y), (D.V.P) i¢in uygun ¢ozim olacak sekilde v° € C> ve N\ €
R wvardir. Aym zamanda v°f ve g swraswyla pseudoconvex ve quasiconver
fonksiyonlar ise (z°,v°, \°) , (D.V.P) i¢in bir zanf etkin noktadir ve asil ve

dual problemin optimal degerleri egittir.

Kanat. Teorem 3.2.7°dan teoremin ilk kismimi elde ederiz. Varsayalim ki 20,
(V.P)’nin bir zayif etkin ¢6ziimii olsun. Bu durumda Teorem 3.2.7’dan (v°, \%)—
# 0,00 T f(2°)+X"Tg(2") = 0 ve \g(2°) = 0 olacak sekilde v° € C= ve \° € R’
vardir. Dual problemin uygun ¢oziim kiimesinin tanimimdan (2%, v% A%’ bir
uygun c¢oziim oldugu elde edilir. v°f ve \°g sirasiyla pseudoconvex ve quasi-
convex olsunlar. Varsayalim ki (z° v A\%) (D.V.P) i¢in zayif etkin olmasim.

Bu durumda
(%) — f(u) € —intC
olacak sekilde (u,v,\) € S" vardir. Bu ise Zayif Duallik Teoremi ile celigir. O

halde (z°,v°, \°) (D.V.P)’nin zayif minimal elemamdir. Asil ve dual problem-

lerin optimal degerlerinin egit oldugu aciktir. O
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4 f: X — Y FONKSIYONUNUN OPTIMALLIK KOSULLARI
ICIN VARLIK TEOREMLERI

Bu boliimde, kismi sirali bir lineer uzaymin bir alt kiimesinin en az bir
optimal elemaninin varligin1 garanti eden varsayimlar ile calisacagiz. Bu in-
celemeler minimallik, has minimallik ve zayif minimallik kavramlar: i¢in gerekli
olacaktir. Ancak optimallik notasyonu kisitlayici olan kuvvetli minimal ele-
manlar lizerine bu calisma yapilmayacaktir.

Zorn Lemma, bir kiimenin minimal bir elemaninin varhigi icin yeterli gsartin
saglandigi en 6nemli sonugtur. Zorn Lemma yardimai ile bazi 6zel varlik sonuclar:
ve kismi sirali sublineer fonksiyoneller kiimesinin minimal elemana sahip oldugu

kanitlanmigtir. Bu diisiince Hahn Banach teoreminin kanitinda kullanilmigtir.

Bir kiimenin zayif kabuller altinda varlik sonuclarini elde edebilmek igin,

bazi tanimlar verecegiz.

Tanim 4.0.21. C' siralama konisi ile kismi siraly X lineer uzayiman bostan
farkly bir S alt kimesini alalim. En az bir v € X i¢in S, = {z} —C)N S

kiimesi bos kimeden farkl ise S, kimesine, S 'nin bir kesiti(section) denir.

: </
0
Sekil 4.38. S kiimesinin bir 5, kesiti

Yardimci1 Teorem 4.0.22. S, C siwralama konisi ile kismi swrals X lineer

uzayiman bos olmayan bir alt kumest olsun.

(a) S kimesinin bir kesitinin her minimal elemans, S kimesinin de minimal

elemanadar.

(b) Eger cor(C) # 0 ise S kiimesinin bir kesitinin her zayif minimal elemana,

S kimesinin de zayif minimal elemanadar.
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Has minimallik kavrami i¢in benzer durum genelde dogru degildir.

Tanim 4.0.23. X gercel topolojik uzayr, C konveks siralama konisi ile kismi
swraly olsun. Eger C'nin her alttan sinira sahip azalan agi, infimumuna yakinsi—
yorise (i < j = x; <x;) C konisine Daniell denir.

X uzaypnan her sinarly azalan age bir infimuma sahip ise X uzayna swnarls

swralr tamdar denir.
Teorem 4.0.24, Zorn Lemma’nin sonucu olan bir varlik teoremidir.

Teorem 4.0.24. S, C kapalr siralama konisi ile kismi surale X topolojik lineer

uzayrmn bos olmayan bir alt kumesi olsun. Bu durumda,

(a) S kimesi alttan sinarl kapaly bir kesite sahip ve C' siralama konisi Daniell

ise S kumesi en az bir minimal elemana sahiptir.

(b) S kimesi kapale sinarly bir kesite sahip, C' siralama konisi Daniell ve sinarly

swraly tam ise S kiimesi en az bir minimal elemana sahiptir.

(c) S kimesi kompakt bir kesite sahipse S 'nin en az bir minimal elemani vardar.

Kamit. En az bir z € X i¢in S, S kiimesinin uygun bir kesiti olsun. Eger S, ke-
sitinin alttan tiimevarimsal sinirhi oldugunu gosterirsek Zorn Lemma’dan .S, ’in
en az bir minimal elemana sahip oldugunu ve Yardimc1 Teorem 4.0.22(a)’dan
bu elemanin S kiimesinin de minimal elemani oldugunu soyleyebiliriz.
{si}ier, Si kesitinin keyfi bir tam sirali (zincir) alt kiimesi ve §, kismi sirah
olan I'min i¢ ice ge¢mis sonlu alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda, her
F' € § minimumu,

rp:=min{s; :i € F'}

vardir ve S,’e aittir. Sonug olarak, (xp)peg, S, iginde azalan bir agdir.

(a) S, alttan siira sahip oldugundan, (zr)pez bir infimuma sahiptir. S, kapal
ve C' Daniell oldugundan, (zp)peg, S,'e ait olan infimuma yakinsar. Bu ise S,

kesitinin alttan tiimevarimsal sirali oldugunu gosterir.
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(b) S, smurh ve C smrli sirall tam oldugundan, (zp)pez agl bir infimuma
sahiptir. C swralama konisi Daniell’dir ve dolayisiyla (2p)peg, infimumuna
yakinsar. S, kapali oldugundan bu infimum S,’e aittir. Bu yiizden S, alttan

tumevarimsal siralidir.

(c) S, kompakt olsun ve {s;};cs verilsin. Buna bagh ({s;} —C) NS, = S,
olmak tizere Ss, sonlu arakesit Ozelligine sahip kiimeler ailesini alalim. S,
kompakt oldugundan S, (i € I ) alt kiimeler ailesi, bogtan farkli kesigime

sahiptir.

te(S,=({si}-C)nS,
i€l i€l
eleman1 vardir. Bu yilizden #, {s;}ie; alt kiimesinin bir alt simridir ve S,’e

aittir. Bu ytizden S, alttan tiimevarimsal siralidir.

O

Teorem 4.0.25. S, X gercel yerel konveks uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun.

(a) S zayf kompakt ise X i¢indeki her kapali konveks C konisi i¢in S kimesi

C'’nin belirledigi kismi siralamaya gore en az bir minimal elemana sahiptir.
(b) Ek olarak, X quasi-tam olsun. S sirh, zayf kapal ve X igindeki her

kapaly konveks C' konisi i¢in S kiumest C 'nin belirledigi kismi siralamaya gore

en az bir minimal elemana sahip ise S zayf kompakttur.

Kanat.

(a) Her kapal konveks C' konisi zayif kapali ve S zayif kompakt oldugundan,
Teorem 4.0.24(c)’den S kiimesi C’nin belirledigi kismi siralamaya gore en az

bir minimal elemana sahiptir.

(b) Agiktir ki Oy fonksiyoneli, S kiimesi iizerinde supremumunu alir. Bu
yiizden keyfi bir I € X*\{Ox+} siirekli lineer fonksiyonelini alalm ve C' :=
{z € X : l(z) < 0} kapal konveks konisini tanimlayalim.

z € S, C’nin belirledigi kismi siralamaya gore S’nin minimal elemani olsun.

{z}-C)nSc{z}+C (4.7)
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Bu yiizden,

(i} - C={z € X :(z) > (1)}

ve

(T} +C={re X I(z) <)}

oldugundan 4.7 kapsami z € S olmak tizere,
l(x) > U(Z) = l(z) =1U(z)
ifadesine denktir. Bu ifadeyi Va € S icin,
I(z) > (z)

seklinde yazabiliriz. Bu, [ fonksiyonelinin, S tizerindeki supremumunu z’de

aldigini gosterir. James teoreminden, S kiimesi zayif kompakttir.

Teorem 4.0.25, bir kiime tizerindeki zayif kompaktlik kabuliiniin, minimal
elemanlarin varliginda énemli bir rol oynadigim1 gosterir. Bu teorem, bir Ba-

nach uzayimin kapal birim yuvarina uygulanabilir.

Sonug 4.0.26. Gergel bir Banach uzayimin yansimaly (reflexive) olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul kapali konveks bir koninin belirledigi her kismi siralamaya

gore, kapaly birim yuvarin en az bir minimal elemana sahip olmasidir.

Kamit. Teoremin kaniti, Teorem 4.0.25’in bir sonucudur. Gergel bir Banach
uzayinin yansimali olmasi igin gerek ve yeter kosul kapali birim yuvarin zayif

kompakt olmasidir. Dolayisiyla Teorem 4.0.25'den kanit tamamlanir. O

Tamim 4.0.27. (X, ||.||x) normlu uzayinin bostan farkle bir S alt kimesini
alalim. Eger her x € X, S kiimesinden en az bir en iyi yaklasima sahip yani
Ve € X veVs €S icin

[ = 5] < [l = s

olacak sekilde bir s € S varsa S kimesine proximinaldir denir.
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Teorem 4.0.28. Kabul edelim ki asaqidaki (a) veya (b) kabullerinden biri

saglansin.

(a) S # 0, C pointed siralama konisi ile kismi surals (X, ||.||x) normlu uzayinin
alt kiimesi ve X, (Y, |.|ly) gercel normlu uzayinin topolojik dual uzayr olsun.

Ayrica, en az bir x € X ig¢in zapf *-kapaly S, kesiti verilsin.

(b) S # 0, C pointed siralama konisi ile kismi siraly (X, ||.||x) yansimals Banach
wzayiman alt kimesi olsun. Ustelik, en az bir v € X icin zayf-kapals S, kesiti
verilsin.

Ek olarak S, kesiti & € X alttan simirina sahip yani S, C {2} + C ve ||.||x
normu C' uzerinde kuvvetli monoton artan ise S kimesi en az bir minimal

elemana sahiptir.

Kanat. (a) kabulii saglaniyor ise (Y, ||.||y) normlu uzaymin, X dual uzayina ait
bogtan farkl her S, zayif *-kapali kesiti proximinal olur.

(b) kabulii saglaniyor ise gergel yansimali banach uzaymin her zayif alt kiimesi
proximinal olacagindan S, kesiti proximinaldir.

Bu durumda Vs € S, i¢in,
17— 2l < ls = 2l

olan bir z € S, vardir. ||.||x normu, C iizerinde kuvvetli monoton artan
oldugundan z , S, kesitinin minimal elemanidir. Sonug olarak Yardimci Teo-

rem 4.0.22(a)’dan kanit tamamlanir. O

Teorem 4.0.29. Kapali pointed siralama konisi ile kisma siraly ayrilabilir norm—
lu bir uzayin her zayf kompakt alt kiimesi en az bir has minimal elemana

sahiptir.

Kanat. Krein-Rutman teoreminden, topolojik dual koninin quasi-i¢i bogtan
farklidir. Quasi-icine ait her siirekli lineer fonksiyonel, zayif kompakt bir kiime

uzerinde minimumunu alir. O

Teorem 4.0.30. Kabul edelim ki asaqidaki (a) veya (b) kabullerinden biri

saglansin.
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(a) S # 0, bostan farkly cebirsel i¢e sahip pointed C siralama konisi ile kismi
sraly (X, |.||x) normlu wzayinin alt kimesi ve X, (Y, ||.|ly) gercel normlu

uzayman topolojik dual uzayr olsun. Bununla birlikte S zayf *-kapaly olsun.

(b) S # 0, bostan farkl cebirsel ice sahip pointed C siralama konisi ile kismi
swraly (X, ||.||x) yansimaly Banach uzayinin alt kimesi olsun ve bu S kiimesi

zayf kapali olsun.

Ek olarak, S C {i} + cor(C) saglayan & € X wvarsa ve ||.|x normu C
tuzerinde kuvvetli monoton artan ise S kumesi en az bir has minimal elemana

sahiptir.
Kamit. Teorem 4.0.28'nin kanitina benzer sekilde ispat tamamlanir. O

Ornek 4.0.31. Cx C Cx- olacak sekilde bostan farkl cebirsel ice sahip Cx
siralama konist ile kismi swraly (X, < .,. >) Hilbert Uzayinin bostan farkl bir
S alt kimesini alalim.

Eger S zayf kapaly ve S C {2} + cor(Cx) saglayan & € X wvarsa, S kiimesi en

az bir has minimal elemana sahiptir.

Her minimal eleman bir has minimal olacagindan, bostan farkli cebirsel
ige sahip ve X’den farklh C' C X siralama konisinin oldugu kabul edilirse,
minimal elemanlarla ilgili varlik teoremleri, zayif minimal elemanlara kolaylikla

genigletilebilir.

Teorem 4.0.32. S, cebirsel i¢i bostan farkls Cx # X olacak sekilde kapal
swralama konisi ile kismi siraly X yerel konveks uzayinin bos kimeden farkl bir
alt kimesini olsun. Eger S kiimesi, zayf kompakt kesite sahipse, S kiimesi en

az bir zayf minimal elemana sahiptir.

Kamit. Cx siralama konisi kapali ve X uzayindan farkli oldugundan,( ayirma
teoreminden ) en az bir [ € Cx«\{Ox~} siirekli lineer fonksiyoneli vardir. Bu
fonksiyonel, S kiimesinin bir zayif kompakt kesiti iizerinde infimumunu alir.(bu
infimum, kesitin zayif minimal elemanidir.) Yardimci Teorem 4.0.22(b) ’den

kanit tamamlanir. O
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Teorem 4.0.33. Kabul edelim ki asaqidaki (a) veya (b) kabullerinden biri

saglansin.

(a) S # 0, bostan farkly cebirsel ice sahip C swralama konisi ile kismi siraly
(X, ||-|lx) normlu uzayinin alt kiimesi ve X, (Y, ||.|ly) gercel normlu uzayinin
topolojik dual uzayr olsun. Ayrica, en az bir x € X icin S, zayf *-kapal kesiti

verilsin.

(b) S # 0, bostan farkl cebirsel i¢e sahip C siralama konisi ile kismi siraly
(X, ||.]lx) yansimal banach uzayimn alt kiimesi olsun. Ayrica, en az birx € X

icin Sy zayif- kapaly kesiti verilsin.

Ek olarak, S, kesiti & € X alttan simrina sahipse yani S, C {2} + C wve
I.llx normu C' dizerinde kesin monoton artan ise, S kiimesi en az bir zayf

minimal elemana sahiptir.

Kanit. Teorem 4.0.28 nin kanitina benzer sekilde kanitlanir. O

4.1 Gerekli Sartlar

Tanim 4.1.1. T, Cx swalama konisi ile kismi swraly bir lineer uzayn alt

kiimesi, S # 0, T kiimesinin alt kiimesi olsun.

1. f:T — R doniisimi, VT € S i¢in x € ({T} — C)NS iken f (z) < f(T)

oluyorsa, f dontsimine S tzerinde monoton artandir denir.

2. f: T — R donisimi, VT € S i¢in, x # T ve x € ({T} — C)N S iken
f(z) < f(T) oluyorsa f déniigiimiine S fzerinde strongly (kuvvetli)

monoton artandir denir.

3. [:T — R dontisimii, VT € S igin, cor (C) # O vex € ({T} — cor (C))N
S iken f (z) < f(T) oluyorsa f déniisimiine S tizerinde strictly (kesin)

monoton artandir denir.

Ornek 4.1.2. S kiimesi, Cx swralama konisi ile kismi sirals X lineer uzayimn

herhangi bir alt kumesi olsun.
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Cy = {l € X' :Vee Cx ikenl(c) > 0} kiimesindeki her lineer fonksiyonel,

S dzerinde monoton artandar.

Cg(, ={l € X :Vce Cx — {0} ikenl(c) >0} kiimesindeki her lineer fonksiy-

onel, S tzerinde kuvvetli monoton artandar.

cor (Cx) # 0 ise Cyr — {0y} kiimesindeki her lineer fonksiyonel S tizerinde

kesin monoton artandir.

Teorem 4.1.3. cor (Cx) # 0 olacak sekilde cebirsel kapaly Cx siralama konisi
ile kasmi swraly X lineer uzayimin S # 0 bir alt kiimesini alalim.

Eger T € S, S kiimesinin bir minimal eleman ise Vx € {T} — cor (Cx) ig¢in
Cx dzerinde monoton artan ve Vo € S — {T} i¢in,

1=7 -7 |z<|| * — T ||z olacak sekilde || . ||z normu vardar.

Sekil 4.39. Teorem 4.1.3’iin geometrik yorumu

Kanit. z, S kiimesinin minimal eleman ve & € {Z} — cor(Cx) olsun. Vz € X

icin,

||| = /1\:(;%{)\ cx €Nz -z, 7 — 2|}

[ — Z,T — &] sirali araligl, bu norma gére kapali biri yuvar: verir.
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Sekil 4.40. |z| = /i\nf(’]{)\ 1 x € N[ — %, — |} normunun geometrik yorumu
>

Z, S kiimesinin minimal elemani oldugundan,
[ —z,z2—-2N(S—{7}) ={z — 2}

olur. Bu durumda, Vo € S\{z} i¢in,

1=z 2| <z -2

olur. C'y iizerinde monoton artanligi gostermek icin bir ¢ € C'x ve x € [0y, |
alalim. Bu durumda, ||z|| < ||¢|| olur.

O

Yardimc1 Teorem 4.1.4. cor(C) # (), C cebirsel kapaly ve pointed ise X

uzerindeki ||.|| normu, Yy € C' i¢in
z € [0z, y] = [lz]| < [ly]l
esitsizliging saglar.

Teorem 4.1.5. S # () kiimesi, asikar olmayan pointed C'x siralama konisi ile
kismi suraly X lineer uzayinan bir alt kumesi olsun.

S + Cx konveks ve cor(S 4+ Cx) # 0 ise Vi € S minimal elemans ve Vx € S
icin [(z) < l(x) saglayan | € C\{0y} varder.
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Kamit. T € S minimal eleman ise, T , S+C'x kiimesinin de minimal elemanidir.
Bu durumda,
({z} = Cx) N (S+ Cx) = {7z}

olur. {z} — Cx ve S + Cx konveks, cor(S + Cx) # 0 ve T & cor(S + Cx)

oldugundan, ayirma teoremi yardimiyla bir { € X'\{0} lineer fonksiyoneli ve

bir « € R,Vx € S, Vey, ¢ € Cx igin
(T —c) <a<l(z+c)

olacak sekilde vardir. Cx koni oldugundan | € C'/\{0} olur. ¢,c2 = Ox

alirsak, Vo € S icin [(Z) < (z) elde ederiz.

Teorem 4.1.5'nin sonucu su sekilde yorumlanabilir:
Uygun sartlar altinda, her £ minimal elemani i¢in Z, mig [(x) skaler optimiza-
e
syon probleminin bir minimal ¢dziimii olacak sekilde [ € Cy/\{0y } lineer

dontigimi vardir.

Yardimci Teorem 4.1.6. Vx € Cx\{0x} ve VI € X*\{0x-} i¢cin 0 < [(x)

olur.

Kanat. Bir x € Cx\{0x} alalim. B, Cx konisinin bir tabam olsun. B taban

oldugundan Ox ¢ B olur. Ayirma teoreminden,

Vb € B ve a € R olmak fizere 0 < a < [(b) saglayan bir [ € X*\{0x~}
vardir. Her z € Cx\{0Ox} elemam A > 0 ve b € B olmak {izere x = \.b seklinde

yazilabildiginden = € Cx\{0x} icin 0 < I(z) olur.

O

Teorem 4.1.5’deki konvekslik sartin1 kaldirarak, lineer fonksiyonellerle ilgili

gerekli ve yeterli gsart1 agsagidaki teoremle vermeye caligalim.

Teorem 4.1.7. Kapali ve pointed C'x siralama konisi ile kismi siraly yerel kon-

veks X lineer uzayinin bos kimeden farkl bir S alt kimesini alalim.
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T elemaminin S kiumesinin minimal elemany olmasy i¢in gerek ve yeterli kosul
Ve € S\{z} i¢in I(Z) < l(x) esitsizligini saglayan 3| € Cx«\{0x~} var ol-

masidar.

Kanit. (=) z € S minimal eleman yani ({z} — Cx) NS = {Z} olsun. Vz €
S\{z} i¢in,
v & {z} - Cx (4.8)

olur. Cx kapali ve konveks oldugundan, {z} —C'x kiimesi kapali ve konvekstir.
Ayirma teoreminden 4.8 ifadesi,

Vi € {z} — Cx icin [(Z) < o < [(x) olacak sekilde Il € X*\{0x-}, a0 € R
vardir.

0 € Cx oldugundan z € {z} — Cx olur. Bu durumda, Vz € S\{z} icin,
I(z) < l(x)

olur. I(z) < a < (z) ifadesinde 3¢ € Cx igin & = T—c olacagmndan [(z)—I(c) <
a’dir. Cx koni oldugundan bu esitlik sadece Ve € Cx igin I(¢) > 0 durumunda
olabilir. Dolayisiyla [ € Cx+\{0x+} elde edilir. O

Teorem 4.1.7 su sekilde yorumlayabiliriz,
Z elemaninin, S kiimesinin minimal eleman1 olmasi igin gerek ve yeterli kogul
Cx+\{0x~} konisinin, Z elemanini S kiimesindeki diger elemanlardan ayirmasi—
dur.
Teorem 4.1.7 tam olarak bir skalerizasyon sonucu degildir. Simdi, Teorem
4.1.7'dekine benzer, kuvvetli minimal elemanlar i¢in bir skalerizasyon sonucu

elde etmeye caligacagiz.

Teorem 4.1.8. Kapaly C'x siralama konisi ile kismi swraly yerel konveks X
lineer uzayinin bos kiumeden farkly bir S alt kiimesini alalvm. T elemaninin S
kiimesinin kuvvetli minimal elemani olmas i¢in gerek ve yeter kosul VI € Cx+

veVr € S i¢in l(z) < I(z) olmasidur.
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Kamt. (=) z € S, S kiimesinin minimal eleman1 olsun.
Sc{z}+Cx (4.9)
Cx kapali konveks koni ve X yerel konveks oldugundan
Cx={reX:l(x)>0,VleCx+}
yazilabilir. Dolayisiyla, 4.9 kapsami,
S—{z}c{re X :l(z) >0,Vle Cx+}

olacagindan, Vx € S ve VIl € Cx~ i¢cin x —x € S — {Z} iken,

bulunur.

(<) Vo € S i¢in I(Z) < I(x) olacak sekilde [ € C'y+ var olsun, ancak T € S
kuvvetli minimal eleman olmasim. ( yani S ¢ {Z} + C'x ). Bu durumda,
T {z} +Cx yani ¥ — {z} &€ Cx olan 3% € S vardir.
Cx ={xeX:l(x) >0,Vl € Cx+} ve T — {Z} ¢ Cx oldugundan ;
[(z — ) < 0 yani I(Z) < [(Z) olur. Bu ifade, & € S olmak iizere,
Vo € S igin I(Z) < I(z) kabulii ile celisir. O

Dikkat edilirse, Teorem 4.1.8’da konvekslik kabuliine ihtiya¢ duyulmamigtir.
Bu ylizden, kuvvetli bir minimal eleman, skaler optimizasyon probleminin her-
hangi bir smnifi i¢in bir minimal ¢éziimdiir. Bu ifade, optimallik fikri icin

oldukca giicludiir.

Teorem 4.1.9. Zayif kompakt tabana sahip C'x siralama konisi ile kismi siraly
(X, [|.]lx) normlu uzayinin bostan farkl bir S alt kiimesini alalim. Bir & € S
¢,

cone(T(S + Cx,x) U (S — {7}))
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zayf kapaly olsun. Eger, T, S kiimesinin has minimal elemans ise VT € {T} —

Cx, T # T i¢in X dzerinde surekli, Cx tzerinde kuvvetli monoton artan ve
Vo e S\{z} igin,

1=z —zf <[z -z
olacak sekilde bir ||.| normu vardur.

Kamit. Bu teoremin kanit1 dort boliimden olugmaktadir.

1. Bolim : —Cx’in tabaniile C := cone(T(S+Cx,z)U(S—{z})) arasinda
bir € > 0 uzaklig1 oldugu gosterilecektir.

2. Bolum : ¢ uzakhgi kullanilarak C'x’i kapsayan daha genig kapali, konveks,
pointed, int(C) # 0 ve (—=C) N C = {0x} olan bir C konisi olusturulacaktir.
3. Bolim : Uygun bir siral ile bahsedilen norm Minkowski Fonksiyoneli
yardimiyla olusturulacaktir.

4. Bolum : Olugturulan normun ozellikleri incelenecektir.

1. Boluim : B, Cx siralama konisinin zayif kompakt tabani ve
C :=cone(T(S+ Cx,z)U (S —{z})) olsun. B zayif kompakt ve Vo € C i¢in
|z — .||z : X — R zayif alttan yan siirekli oldugundan
i .
nf[lz =yl
gercel degerli optimizasyon probleminin bir ¢éziimii vardir. Yani, Vax € C igin,

bir y(x) € —B, her y € —B igin

[z = y(@)ll= < llz =yl

olacak sekilde vardir.
Simdi

= inf [l — y(2)].
olarak tanimlayalim ve ¢ > 0 oldugunu gosterelim.

Eger ¢ = 0 olsaydi i € I ve x; € C' icin,

([lz; — y(@i)|lier) — 0 (4.10)
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olacak gekilde azalan bir ag olurdu.
B zayif kompakt ve C' zayif kapali oldugundan C' + B zayif kapalidir.
Vi € I i¢in @; — y(z;) € C + B oldugundan

0Oecd(C+B)=C+ B olur. (4.11)

Z, S kiimesinin minimal elemani oldugundan, 0, 7' (S + Cx, Z) konisinin ve

(S — {z}) kiimesinin minimal elemanidir. Her iki minimallikten,
{0} = ((=Cx)NT(S+ Cx, 7)) U((=Cx) N (5 —{z}))
= (=Cx)N(T(S+ Cx, 1) U (S —{7}))
(=B)NC C (=Cx)N(T(S+ Cx,z) U (S —{z})) = {0}

ve 0 ¢ B oldugundan —B ve C' kiimelerinin ortak elemani yoktur. Yani,

0 ¢ C'+ B olur. Bu ifade 4.11 ile celigir. Dolayisiyla € > 0 olmalidir.

2. Boliim :  Simdi, —B ve C kiimelerini bir C' konisi ile ayiracagiz.

B zayif kompakt oldugundan ve Ox ¢ B oldugundan,
0 <d:= inf flyllx

olarak secersek, f = min{%, %} > 0 i¢gin N(0,53), 0 'm 8 yarigaph kapal
komgulugu olmak tizere U := B + N(0, 5) tamimlarsak, U'nun kapali konveks
oldugu aciktir. Bu durumda, U 'nun iirettigi C' := ¢l (cone(U)) konisi konvek-
stir.

Tammdan, int(C) # 0 oldugu aciktar.

Pointed oldugunu gosterelim :

0+42 e (—C)NC olsun. z € C oldugundan ve z € B + N(0, 8) icin & = Az
olacak sekilde bir A > 0 vardir. —% = A\(—z) € C olacagmdan bir x> 0 icin

—ux € B+ N(0x, 8) olur.

x ve —px , B+ N(0Ox, 8 konveks kiimesinin elemanlari oldugundan - €

1+p
[0, 1] igin

0=ty (1 - ﬁ) (i) € B+ N(0x. f)
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Sekil 4.41. Teorem 4.1.9’nin geometrik yorumu

olur. Fakat bu g < g ile geligir. Yani, C pointed olur.
3. Boliim : Herhangi bir & € {Z} — Cx, & # Z olarak secelim. ( C’nin

belirledigi kismi siralamaya baglh olarak ),
(2 — 7,7 — 4] = ({:&—:@}+é) N ({:z—:&}—é)

seklinde tammlayahm. C' ve U'nun tammlamgindan z — 2 € int(C) olur. Ek
olarak, C kapali ve pointed’tir.

Sonug olarak,

olarak tammmlanan ||.|| : X — R Minkowski fonksiyoneli X iizerinde bir norm-

dur ve
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—z|={x € X :||z|| < 1} olur. (4.12)

[z — Z,
4. Bolim : ||.|| normunun 6zelliklerini gosterelim:

Ox € int ([ — z,Z — z]) oldugundan, bir o > 0 igin,
N(O0x,a) C [z — 2,7 — ]

olur.
4.12 kapsami ile Vo € X i¢in ||z|| < ||z]/x olur. Bu esitsizlikle birlikte, Vz,y €
X icin,

[l = llyll] < llz = yll < efle = yllx
olur. Bu ise normun siirekliligini gosterir.
|||l normunun C' iizerinde kuvvetli monoton artan oldugunu gostermek igin,
bu normun C' iizerinde monoton artan olduguna dikkat edelim.
e,

ze ({7} -C)nC = |la) < Jal

Her 7 € Cx € C ve z € ({2} — (Cx\{0x})) N Cx icin Cx\{0x} C int(C)
oldugundan ||z|| < ||z|| elde edilir. Dolayisiyla, ||.|| normu Cx iizerinde giiclii
monoton artandir.
Son olarak, z'nin belirli bir yaklagim probleminin tek ¢o6ziimii oldugunu gostere—
cegiz. T — & birim yuvarin kapamiginda oldugundan ||z — z|| = 1 olur.

N

Ayrica (—C)NC = {0x} oldugunu gosterelim.

U'nun tammlamgidan ve her x € C\{Ox} icin 8 < § segiminden dolayi,

z & cl(cone(U)) = C olacak sekilde N(x,p) N cone(U) = () olan bir p > 0
vardir. Bu yiizden,

(=C)n(C\{ox}) =0

olur ve (—C) N C = {0x} esitligi aikar. Ustelik bu esitlik ve 4.12 esitliginden,

z—zlNn({z—-2}+C)={z -1}

&I

& -
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ve Vo € C\{0x} icin,
l=|z—z|| <||z—2+z|

"dur.
S —{z} C C oldugundan V € S\{z} i¢in,

L=z -zl <z -2

elde edilir. O

Yardimci Teorem 4.1.10. (X, |.||x) asikar olmayan, kapali Cx swralama
konisi ile kismi siraly yansimaly bir Banach uzay olsun.

Cx konisinin zayuf kompakt tabana sahip olmasu icin gerek ve yeterli kosul {x €
Cx : l(z) = 1} sunarl olacak sekilde siirekli ve lineer bir | € C%. déniisiimiin

var olmasidar.

Kanat. Teoremin kanitiigin bazi yardimei teoremlerden yararlanmamiz gerekir.
Bunlar,

Bir gercel Banach uzayimin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter kogul kapali
birim yuvarinin zayif kompakt olmasidir.

B, Cx konisinin bir tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B = {x € Cx :
I(z) = 1} olan bir [ € C%. olmasidir.

Bir [ lineer doniigtimiiniin, sublineer dontigiim ile tistten sinirh oldugunu bildigi—

mizden ['nin siirekli ve sinirh oldugunu buradan soyleyebiliriz. O

Yardimci Teorem 4.1.11. S, Cx swralama konisi ile kismi sirals (X, ||.||x)
normlu uzayimin bos olmayan bir alt kimesi olsun.

Eger S + Cx bir T € S’de yildiz bigimli ve T(S + Cx, T) zayf kapali ise
cone (T'(S+ Cx,z)U (S —{z}))
zayf kapalidar.

Kanit. S+ Cx , & € S’de yildiz bi¢imli ve T'(S + Cx, Z) zayif kapali olsun.
0 € Cx oldugundan S — {z} C S+ Cx — {z} dir.
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S + Cx, z’de yildiz bigimli oldugundan,
S—{z}cCcS+Cx—{z} CcT(S+Cx,x)
olur ve dolayisiyla
cone (T'(S + Cx,z)U (S —{z})) = cone (T(S + Cx,z)) =T(S + Cx, )

elde edilir. cone (T'(S + Cx,z) U (S — {z})) zayif kapal oldugundan, 7'(S +
Cx, ) zayif kapahdir. O

Yardimct Teorem 4.1.12. S, Cx swralama konisi ile kismi siraly (X, ||.]x)
normlu uzayimin bos olmayan bir alt kimesi olsun.

Eger S + Cx kimesi konveks ise Vx € S igin
cone (T'(S+ Cx,z) U (S —{z}))
kiimesi zayf kapalidar.

Kamit. S+ Cx kiimesi konveks olsun. Bu durumda, Vz € S i¢in T'(S + Cy, T)
konvekstir ve Vz € cl(S + Cx) i¢in T'(S + Cx, ) kapaldir. Ayrica S kiimesi
konveks oldugundan

S kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeterli kogul S kiimesinin zayif kapali

olmasidir. Sonug olarak, teoremin kanit1 tamamlanir. O

Simdi, kesin lineer fonksiyoneller kullanilarak olugan skaler bir sonug elde

etmeye calisacagiz.

Teorem 4.1.13. S, int(Cx) # 0 olacak sekildeki Cx kapali siralama konisi
ile kismi siral (X, ||| x) normlu uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun.
X* , X wzayman topolojik duali olsun. Eger S + Cx konveks ise S’ nin her T

has minimal elemant ve Vx € S icin
(z) <l(x)

esitsizliginig saglayan sturekli, lineer bir | € ch. dontstimi vardar.
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Kanat. S 4 Cx konveks ve Z, S’nin has minimal elemani olsun. Bu durumda

0, T'(S + Cx, z)'in minimal elemamdir.
(=Cx)NT(S+Cx,z) = {0} (4.13)

S+Cx konveks oldugundan cone(S+Cx —{z}) kiimesi konvekstir. Dolayisiyla
cl (cone(S + Cx,{z})) kiimesi konveks olur. S+C'x yildiz bi¢imli iken cone(S+
Cx —{z}) € T(S + Cx,z) ve T(S + Cx,z) C cl(cone(S+ Cx —{z}))
oldugundan,

T(S+ Cx,z) = cl(cone(S + Cx — {z}))

elde edilir. Yani, T'(S + Cx, %) teget konisi konvekstir.
Kapali, konveks koniler i¢in Ayirma teoreminden 4.13 kiime esitligi

Bir I € X*\{0x+} , Ve e Cx ve Vt € T(S + Cx, T) igin
[(—c) <0< I(t) (4.14)

ve Ve € Cx\{OX} iken
I(c) >0 (4.15)

dir. Buradan, [ € C%. elde edilir.
S—{z}CcS+Cx—{z} CcT(S+Cx,x)
oldugundan Vx € S olmak {izere 4.14 esitsizliginden,
0<l(x—2)
I(z) < l(z)

olur. O

Agagidaki teoremle zayif minimal elemanlar icin gerekli bir sart vermeye

calisacagiz.

Teorem 4.1.14. cor(Cx) # 0 olacak sekildeki Cx siralama konisi ile kismi

swraly X lineer uzayinan bostan farkly bir S alt kiimesini alalim.
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Eger z € S, S kimesinin zayif minimal eleman ise Vi € {z} — cor(Cx) ve
Vo € S i¢in,

L=z —ifls <z —2[a
olacak sekilde X izerinde tanwmbh, cor(Cy) tzerinde kesin monoton artan bir

I-llz yar: normu vardur.
Kanit. z, S kiimesinin zayif minimal elemam ve & € {Z} — cor(Cx) olsun.

Ve € X icin,

A>0

1
|z|| = inf {)\ 3T € [:E—:)s,:z—:i"]}
olacak gekilde tanimlayalim. Bu durumda,
cor([t—z,z—2]) ={r e X :|z| <1}
Z zayif minimal eleman oldugundan
{reX ||z]|<1}nS—={z} =0
‘dir. Buradan, Vx € S i¢gin,
L <lz— 2|
ve T—1, [t—Z, T—z] sirali araligin cebirsel sinirina ait oldugundan, ||z—z|| = 1
elde edilir.
Ve € cor(C) icin
x € cor ([0x, c) = [lz]| < el
olur ve bu esitsizlik ile ||.|| normunun cor(C) iizerinde kesin monoton artan

oldugu kanitlanir.

Zayif minimallik kavramini, konvekslik ile vermeye ¢aligalim.

Teorem 4.1.15. S, cor(Cx) # 0 olacak sekildeki Cx svralama konisi ile kismi
swraly X lineer uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun.
Eger S+ Cx konveks ise S kimesinin her T zaiyf minimal elemani ve Vo € S
1¢in

I(z) < l(z)

olacak sekilde bir I € Cy\{0y } donisimi vardar.
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Kamit. S + Cx konveks ve z, S kiimesinin zayif minimal elemani olsun. Bu

durumda, z, S 4+ Cx kiimesinin zayif minimal elemanidir. Bu durum,
({z} —cor(Cx))N(S+Cx) =10

olarak yazilabilir.

Ayirma teoreminden; Vey, co € Cx, Vs € S ve a € R i¢in
(Z—c) <a<l(s+e)

olacak sekilde bir [ € X'\ {0} vardur.

Cx koni oldugundan, ¢; = ¢o = 0 alinirsa
I(z) <(s)

elde edilir.

Z € S olmak tizere s =z ve ¢; = 0 alinirsa,

0<a<l(c)

elde edilir. Bu ifade [ € C'y/\{0y } oldugunu gosterir. O

Bu béliimde iki tiir skalerizasyon sonucu gostermeye galigtik. Yaklagim
problemleri yardimi ile konveks olmayan tiirler ( Teorem 4.1.3, Teorem 4.1.9,
Teorem 4.1.14 ), lineer fonksiyoneller yardim ile konveks tiirler ( Teorem
4.1.5, Teorem 4.1.13, Teorem 4.1.15 ). Teorem 4.1.7 ve Teorem 4.1.8, S + C
kiimesinin konveks varsayimi olmadan, lineer fonksiyoneller yardimi ile bulu-

nan sonuglardir.

4.2 Yeterli Sartlar

Bu boliimde, verilen gerekli sartlarin kabulleri altinda, bir kiimenin optimal

elemanlar i¢in yeterli kogullar1 vermeye calisacagiz.

Yardimci Teorem 4.2.1. S, C' pointed siralama konisi ile kismi siraly lineer
uzaywn bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Ek olarak,

Ve € S ve birz € S igin f: S — R fonksiyonell,

f(@) < flx) (4.16)
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esitsizligini saglasin. Bu durumda,

(a) Eger f fonksiyoneli S tizerinde monoton artansa ve T, S kiimesinin 4.16

esitsizligini saglayan tek elemana ise &, S kiimesinin minimal elemanidar.

(b) Eger [ fonksiyoneli S kiimesi tizerinde kuvvetli monoton artan ise T, S

kimesinin minimal elemanidar.

Kanat. Her iki durum icin, kabul edelim ki z, S kiimesinin minimal elemani
olmasm. Bu durumda, minimallik tanimindan, bir z € [S N ({z} — C)\{z}

vardir. T € {z} — C oldugundan,

(a) f, S tizerinde monoton artan oldugundan, f(Z) < f(z) olur. Bu ifade,
Z elemaninin, S kiimesinin 4.16 esitsizligini saglayan tek elemani olmasi

ile celigir.

(b) f, S kiimesi tizerinde kuvvetli monoton artan oldugundan, f(z) < f(z)

olur. Bu ifade, 4.16 ile celisir.

O

Kesin yar1 norm ve lineer fonksiyoneller olarak adlandirilan f fonksiyonel-

lerinin 6zel bir sinifi i¢in Yardime: Teorem 4.2.1’den yararlanacagiz.

Teorem 4.2.2. S, C pointed siralama konisi ile kismi surale X lineer uzayin
bos olmayan bir alt kimesi olsun. Ek olarak, ||.||, X dzerinde bir yari norm,
Te X,z es ign,
Sc{z}+C (4.17)
veVx € S igin,
|z — 2| < ||z — 2]

ifadelert saglansin.

(a) Eger ||.|| yart normu, C tzerinde monoton artan ve T, S kiimesinden &

‘ya tek en iyt yaklasim ise T, S kiimesinin minimal elemanadar.
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(b) Eger ||.| yar: normu, C tzerinde kuvvetli monoton artan ise T, S kiimesinin

bir minimal elemanidar.

Kanat.  (a) Yardimcr teorem 4.2.1’den yararlanabilmek igin ||. — 2| fonksiy-
onelinin S iizerinde monoton artan oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin
bir 5 € S alalim.

S kiimesi iizerinde 5’den daha kiigiik elemanlarin kiimesi,

{s-chHnsSc{s-CHn{z+C})

={z} +[0x,5 — 7]

Bu durumda, S kiimesinde 5’den daha kiiciik her = eleman igin,
Vee ({s}—-C)nS

936{:%}+[OX,§—:%]:>:E—§:€[OX,§—93]CC

elde edilir. Yani, z — & , § — 2’dan daha kiigiikk olur. |.||, C' {izerinde

monoton artan oldugundan,
| — 2] < [[s — 2|

‘dir. Boylece ||. — z|| fonksiyonelinin S iizerinde monoton artan oldugu

gortiliir. Sonug olarak Yardimc: Teorem 4.2.1’den kanit tamamlanir.

(b) Benzer sekilde kanitlanir.
U

Sonug 4.2.3. S, cor(C) # 0 olacak sekildeki cebirsel kapali C' pointed konisi
ile kisma swrale X lineer uzayiman bos olmayan bir alt kumes: olsun. Ek olarak,
bir & € X i¢in S C {z} + cor(C) saglansin. Bu durumda,

Z'nin S kimesinin minimal elemany olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul Vx €
S\{z} i¢in |z — z|| < ||]xr — Z| olacak sekilde C' iizerinde monoton artan bir

||| normunun var olmasidar.
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Kamit. (=) Teorem 4.1.3 ile kamtlanir.
(=) Teorem 4.2.2(a) ile kanitlanr.

O

S kiimesi z ile alttan simira sahip degil ise, S C {z} + C kapsami gerekli
olmadiginda, yaklagim problemleri, S kiimesinin minimal elemanlarinin belir-

lenmesinde kisithdir.

Teorem 4.2.4. C pointed siralama konisi ile kismi swralv X lineer uzayinin
bostan farkly bir S alt kiimesini alalvm. Bir z € S, 3z € SN ({2} — C) wve
Vee Sn({z} —C) igin

Iz = 2| = [l — ] (4.18)
olacak sekilde X dizerinde bir ||.| yar: normu var olsun. Bu durumda,
(a) Eger ||.|| yar: normu C dzerinde monoton artan ve &, S kiimesinin 4.18

esitsizligini saglayan tek elemany ise T, S kumesinin bir minimal ele-

manadar.

(b) Eger||.| yari normu C dizerinde kuvvetli monoton artan ise T, S kiimesinin

bir minimal elemanidar.

Kanit.  (a) ||.|| yart normu C' iizerinde monoton artan ve z, S kiimesinin 4.18
esitsizligini saglayan tek elemani olsun.
Oncelikle —||. — &|| fonksiyonelinin {#} — C' iizerinde monoton artan
oldugunu gosterecegiz. Bunun igin keyfi biry € {z}—Cvez € ({g} — C)N
({z} — C) ={y} — C alalm.
Bu durumda,
t—ze{r—y}+C
T—ye{t—a}-C
olur.
Ayrica, § € {2} — C oldugundan z — y € C ’dw. ||.| yar1 normu C

iizerinde monoton artan oldugundan,

17 = gll < [|lZ - «|
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olur.
Bu durumda,

—[lg =2l = =z — 2|

elde edilir. Bu ise —||. — Z|| fonksiyonelinin {Z} — C' {izerinde monoton

artan oldugunu gosterir.

Yardimer Teorem 4.2.1(a)’dan z , SN ({2} — C) kiimesinin minimal ele-

mani olur. Yani,

({z} -=C)nsSn{{z} - C) = {7}

Sonug olarak

{7z} -C)nsc({z}-0)

kapsami

({z} -C)n S ={z}

elde edilir ve bu ifade Z’nin S kiimesinin minimal eleman: olmas: demek-

tir.

Dikkat edilirse Teorem 4.2.2’da S kiimesi ile & arasindaki minimal uzakligi,

Teorem 4.2.4'de ise SN ({z} — C) ile Z arasindaki maksimal uzaklig1 belirlem-

eye caligtik.

Simdi kesin lineer fonksiyonellerle ilgili bir teorem vermeye caligsacagiz.

Teorem 4.2.5. S, Cx pointed siralama konisi ile kismi siraly X lineer uzayinin

bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

(a) Eger birz € S ve Vo € S\{Z} i¢in

1(7) < I(2)

olacak sekilde bir Il € C'yr varsa x, S kimesinin minimal elemanadar.
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(b) Eger bir z € S ve Vo € S\{Z} i¢in

I(z) <l(x)

olacak sekilde | € C’g(, varsa T, S kumesinin minimal elemanidar.

Kanat. Ornek 4.1.2°den, VI € Cy lineer fonksiyonel S fizerinde monoton ar-
tandir.
Vi e C’g{, lineer fonksiyoneli S tizerinde kuvvetli monoton artandir.

Dolayisiyla Yardimer Teorem 4.2.1 yardimi ile kanit tamamlanir. O

Teorem 4.2.6. (Krein - Rutman Teoremi)

(X, Illlx), Cx kapali, pointed konveks konisi ile kismi siraly ger¢el normlu uzay

ise C% # 0’dar.

Krein-Rutman teoreminde C’g( # () oldugu durumda sartlar verilmistir.
Eger Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.2.5’e bakilirsa, Teorem 4.1.5’de formiile edilen
gerekli sartin yeterliliginin kanitlanamaz oldugu goriiliir. Bu yiizden normun
yerine Sonug 4.2.3’ya benzer bir karakterizasyon, lineer fonksiyoneller yardimi

ile gosterilemez.

Simdiki teorem ile has minimallik kavramini inceleyelim.

Teorem 4.2.7. cor(C') # 0 olacak sekildeki C pointed siralama konisi ile kismi
swraly (X, ||| x) normlu uzayimin bostan farkl bir S alt kimesini alalim. Ek
olarak bir & € X i¢in S C {2} + cor(C) olsun.

Eger bir x € S ve Vx € S i¢in
|z — 2| < ||z — 2] (4.19)

olacak sekilde X dizerinde sturekli ve C tzerinde kuvvetli monoton artan bir

norm varsa T, S kimesinin has minimal elemanadar.

Kanat. ||.||, C f{izerinde kuvvetli monoton artan oldugundan ve S — {Z} C
cor(C) oldugundan Yardimer teorem 4.2.1(b)’den z, S kiimesinin minimal ele-

manidir. 0'm T'(S+C, z) teget konisinin minimal elemani oldugunu gésterirsek
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kanit tamamlanir.
||.]| C tizerinde kuvvetli monoton artan oldugundan 4.19 esitsizligi ile birlikte

Ve €S vece C igin
|z — 2| < [lz — 2] < flz +c— 2

Ve € S+ C igin
|z — 2| < ||z — 2] (4.20)

olur.
||.—2|| fonksiyonelinin ||.|| normunun iirettigi topolojiye gore konveks ve siireklidir.
Dolayisiyla
Vh € T(S + C,7) icin
Iz =2l <[l =&+ Al (4.21)

yazilabilir.

T:=T(S+C,7)n({z —})

olarak tamimlarsak 4.21 esitsizligi Vh € T igin gecerlidir.

VeTign |—2+0| <|z—2+ h|| oldugundan ve ||z — & + .|, {Z —z} +
C' tizerinde kuvvetli monoton artan oldugundan, Oy, 7" kiimesinin minimal
elemanidir.

Ox, T(S + C,z) kiimesinin minimal elemani olmadigini kabul edelim. Bu
durumda x # Ox olan bir z € (—Cx) NT(S + C,Z) eleman vardir. S C
{2} + cor(C) oldugundan \x € {& — z} + C olacak sekilde bir A > 0 vardir.

Bu durumda,
e (-O)NTS+Cz)n({z—z}+C)

—(-O)NT

olur. Bu ifade 0'in 7" kiimesinin minimal elemani olmas ile ¢elisir. Boylece, Oy,
T(S+ C,z) teget konisinin minimal elemanmidir. Sonug olarak, z, S kiimesinin

has minimal elemanidir. O
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Teorem 4.1.9’de, Teorem 4.2.7’da 6nemli rol oynayan cor(C) # () ve & €
{z} — cor(C) kabullerine gerek goriilmemistir. Diger yandan, Teorem 4.2.7°da
Z'nin tek olarak belirlendigi 4.19 esitsizligi gerekli degildir. Teorem 4.1.9 ve
Teorem 4.2.7, has minimal elemanlarin bir karakterizasyonunu elde etmemizi

saglamigtir.

Sonug 4.2.8. S, cor(C) # 0 ve zayf kompakt tabana sahip C siralama kon-
isi ile kismi swraly (X, |].]|x) normlu uzayinin bos olmayan bir alt kimesi ol-
sun. Ek olarak, bir # € X i¢in S C {2} + cor(C) ve T € S olmak izere
cone (T'(S+ C,z) U (S —{z})) kiimesi zayf kapalr olsun. Bu durumda,

T elemaninin S kimesinin has minimal elemany olmasy i¢in gerek ve yeterli
kosul Vz € S\{z} i¢in

1=z —2| <z -2

olacak sekilde X tzerinde sirekli ve C' tuzerinde kuvvetli monoton artan olan

bir ||.|| normu vardar.

Teorem 4.2.9. S, Cfi(* % () olacak sekildeki Cx pointed siralama konisi ile
kismi surale X normlu uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun.

Eger bir x € S ve Vx € S i¢in

I(z) < I(z) (4.22)

olacak sekilde sirekli ve lineer bir | € Cg(* varsa T, S kumesinin has minimal

elemanadar.

Kamit. | € C'g{* icin 4.22 esitsizligi saglansin. Teorem 4.2.5(b)’den z, S kiimesinin
minimal elemanidir.

0'm T'(S + Cx, ) teget konisinin minimal eleman oldugunu gostermeliyiz.

Bir h € T(S + Cx, z) alahm. Teget koninin tanmindan, & = lim,cy z, ve
h = lim,en A, (2, —7) olacak gekilde bir (x,,),eny C S+Cx ve bir (A\,)peny C RT
vardir.

[ siirekli oldugundan I(Z) = lim,ey [(x,,) olur.

[, X tizerinde kuvvetli monoton artan oldugundan ([ € Cfi(* oldugundan ) 4.22
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esitsizligi Vo € S 4 Cx icin
I(z) <l(x)

olmasini gerektirir. Bu durumda, x,, € S + Cx oldugundan
(z, —Z)>0

"dir. Buradan
[(h) = lim I (An(2n — 7))
= }Ller?\/ A () = 1(Z)) >0

elde edilir. Dolayisiyla Vh € T'(S + Cx, Z) olmak iizere
0=1(0) <I(h)

'dir. Sonug olarak, Teorem 4.2.5(b)’den
[, X tizerinde kuvvetli monoton artan oldugundan, 0, 7'(S 4+ C'x, ) teget kon-
isinin minimal elemamdir. Buradan, z’nin S kiimesinin has minimal oldugu

sonucu ¢ikar. O

Teorem 4.1.13 ve Teorem 4.2.9 ile konvekslik sarti altinda has minimal
elemanlarin bir karakterizasyonunu vermeye caligtik. Bu iki teorem yardimi

ile has minimal elemanlar i¢in bir sonug verelim.

Sonug 4.2.10. S, int(Cx-«) # 0 olacak sekilde kapaly Cx siralama konisi ile
kismi swraly X normlu uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun. X*, X
uzayimn topolojik duali ve S + Cx konveks olsun.

T € S elemanimn S kiimesinin has minimal elemant olmast i¢in gerek ve yeter

kosul Vx € S olmak tizere
I(z) <l(z)

olacak sekilde bir | € Cﬁ(* surekli ve lineer fonksiyonelinin var olmasidur.

Kamit. (=) Teorem 4.1.13 ile kamitlanir.

(<) Teorem 4.2.9 ile kamtlanir.
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Sonug 4.2.10'mn kabulleri altinda int(Cx-) = C%. elde edilir.
Sonug 4.2.10’daki karakterizasyon sonucu onemli olmasina ragmen, kabuller

sinirlayicidir. Bu yiizden, has minimallik notasyonunu degistirecegiz.

Tanim 4.2.11. S, Cﬁﬁ # () olacak sekilde Cx siralama konisi ile kismi siraly
X topolojik lineer uzayinan bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger bir x € S
ve VYV € S i¢in

I(z) < U(z)

olacak sekilde birl € Ct. lineer fonksiyoneli varsa, T 'ye S kiimesinin neredeyse

has mintmal elemanaidair denir.

Krein-Rutman teoreminde, C'y kapali ve pointed konisi ile kismi sirali
ayrilabilir (X, ||.||) normlu uzay: icin C%. # (’dir. Sonug 4.2.10’'mmn kabulleri

?

altinda ”has minimallik” ve ” neredeyse has minimallik ” kavramlari aynidir.

Ustelik, Teorem 4.2.5(b)’den, her neredeyse has minimal eleman, bir minimal

elemandir.

Yardimci1 Teorem 4.2.12. S, cor(Cx) # 0 olacak sekilde C'x siralama konisi
ile kismi suraly lineer uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun. S tuzerinde

kesin monoton artan olan f: S — R fonksiyonu i¢in

f(@) < flx)
ozelligini saglayan bir x € S varsa x, S kiimesinin zayif minimal elemanadar.

Kanat. Kabul edelim ki z € S, S kiimesinin zayif minimal elemani olmasin.

Bu durumda,

f(z) < f(z) saglayan 3z € ({Z} — cor(C)) N S vardir. Bu ifade, f’nin
Z’deki minimalligi ile celigir. Dolaywsiyla, £ € S, S kiimesinin zayif minimal

elemamdir. O

Teorem 4.2.13. S, cor(Cx) # 0 olacak sekilde C' siralama konisi ile kismi

swraly X lineer uzayinan bos olmayan bir alt kimesi olsun. ||.||, C tzerinde kesin
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monoton artan X wzayiman bir yary normu olsun ve bir & € X i¢in S C {2} +C

verilsin. Eger Vo € S i¢in
|z — 2| < ||z — 2]
olacak sekilde T € S varsa, T, S kimesinin zayf minimal elemanadar.

Kanat. Teorem 4.2.2°in kanitina benzer sekilde kanitlayalim.

S C {2} + C verildiginde, ||.|| : X — R fonksiyoneli C' iizerinde kesin monoton
artan oldugundan, ||. — Z|| : X — R’min S {izerinde kesin monoton artan
oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Bir 5 € § alalim. s’den kii¢iik elemanlarin kiimesi,
{s}-C)c ({5t -C)n({i} +C) = [2,5] = & +[0,5 — ]

Vee ({s}—C)nS
=ze€2+0,5- 7]
=z—-2€0,5—z]CC
olur. Bu durumda x — 2, § — #’dan kiiciik olur.
||.]|, C tizerinde kesin monoton artan oldugundan,

[ =[] < |5 — ]

olur ki bu S {izerinde ||. —Z|| normunun kesin monoton artan oldugunu gosterir.

O

Sonug 4.2.14. S, cor(C) # 0 olacak sekilde C' siralama konisi ile kismi siraly
X lineer uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Ek olarak, bir x € X icin
S C {z} + cor(C) wverilsin. Bu durumda, T 'nin S kiimesinin zayif minimal
elemani olmasu igin gerek ve yeterli kosul cor(C') tizerinde kesin monoton artan
olan ve Vx € S i¢in

|z — 2| < [z — 2|

olacak sekilde X tzerinde bir ||.|| yart normu vardar.
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Kamit. ( = ) Teorem 4.1.14’dan kanitlanir.

( <= ) Teorem 4.2.13’dan kanitlanir. O

Minimal elemanlarla ilgili, Sonug¢ 4.2.3’'nin aksine Sonug¢ 4.2.14’da Z’nin, S
kiimesinden Z’ya en iyi yaklasim olmasina gerek duymadik.

7

Simdi verecegimiz Teorem 4.2.15’de, ” Z ile kesin alttan simirli 7 kabuliine

ihtiyacimiz olmayacaktir.

Teorem 4.2.15. S, cor(C) # 0 olacak sekilde C' siralama konisi ile kismi
swraly X lineer uzayinin bos olmayan bir alt kumesi olsun. Ayrica, T € S ve
X dzerindeki ||.| yart normu, C tzerinde kesin monoton artan olsun. Yz €
Sn{z} - C) igin,

|z — Z]| = [z — ]
saglayan bir x € S varsa, T’ye S kimesinin zayf minimal elemanadar.

Teorem 4.2.16. S, cor(Cx) # 0 olacak sekilde Cx swralama konisi ile kismi
swraly X lineer uzayinin bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger Yx € S we
dx € S igin,

I(z) < l(z)
olacak sekilde birl € Cy\{0y } lineer fonksiyoneli varsa, T, S kimesinin zayf

manimal elemanaidar.

Lineer fonksiyoneller yardimi ile minimal elemanlarin tamamlanmig bir
karakterizasyonunu formiile edemememize ragmen zayif minimaller i¢in bu

yapilabilir.

Sonug 4.2.17. S, cor(Cx) # 0 olacak sekilde Cx swralama konisi ile kismi
swraly X lineer uzayiman bos olmayan bir alt kimesi olsun. Ek olarak, S + Cx
konveks olsun. Bu durumda,
Z'nin S kimesinin zayf minimal elemany olmasy i¢in gerek ve yeterli kosul
Ve € S icin

I(z) < l(z)

olacak sekilde bir I € Cy\{0y} lineer fonksiyonelinin var olmasidur.
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Kamit. (= ) Teorem 4.1.15’den kanitlanir.

(< ) Teorem 4.2.16’den kanitlanir. O

5 SONUC

Genel anlamda skaler degerli bir kisitsiz optimizasyon problemi, X gergel
normlu uzay ve f : X — R olmak iizere
(P) : {min(max)f(:x)
zeX
bigiminde verilebilir. Skaler degerli kisithh bir optimizasyon problemi ise ¢ =
1,2,...,micgin g : X — R gercel degerli fonksiyonlar1 yardimiyla olusturulan
S={reX|gr)<0,i=12,...,m}
kisit kiimesi kullanilarak
(P): {min(max)f(x)
zes
bi¢iminde verilebilir.

Belli kriterlere gore alternetifler arasindan ”iyi” ya da ”en iyi” se¢imini yap-
may1 amagclayan cok oOlciitlii optimizasyon problemleri, matematiksel olarak,
R™ ’den RP ’ye ya da daha genel anlamda X normlu vektor uzayindan Y
normlu vektor uzayina tanimlanan f vektor degerli fonksiyonlarimin f(X) = Z
goriintii kiimeleri ile iligkilendirilip vektor optimizasyon problemleri olarak ad-
landirilirlar. Genellikle bu iligkilendirme Y kiimesinin elemanlarini siralayan
bir C' konisi kullanilarak gergeklegtirilir. Boylece bir vektor optimizasyon prob-
lemi; C konisi Y uzay1 iizerinde bir siralama konisi ve Z = f(X) C Y olmak
tizere Z = f(X) ’in, C siralama konisine gore gesitli minimal (maksimal) nok-
talarina giden X ’in elemanlarini bulma problemi olur.

Benzer diigiinceyle S C X herhangi bir yolla olugturulmug kisit kiimesi ve
Z = f(S) C Y kiimesinin C siralama konisine gore ¢esitli minimal (maksi-
mal noktalarina giden X ’in elemanlarini bulma problemine de kisith vektor

optimizasyon problemi denir.
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Cesitli skalerlegtirme yontemleri kullanilarak ve skaler optimizasyon prob-
lemlerinin ¢oztimlerinden yararlanilarak bir vektor optimizasyon probleminin
¢ozuimlerinin bulunusu, yani skalerizasyon yontemiyle ¢oziim, giinliikk yaganti-
mizdaki bir ¢ok problemi ¢ozmek icin kullanilmaya baglanmistir.

Vektor optimizasyon problemlerinin skalerlestirilmesinde iki onemli soru
kargimiza ¢ikar: Bunlardan biri, vektor optimizasyon probleminin ¢oziim kiime-
sindeki her bir ¢oziim, ¢oztimlerin bir kismi ya da tamami, vektor optimizasyon
problemi skalerlestirildiginde, skaler optimizasyon problemlerinin ¢oziimlerinden
elde edilip edilemeyecegi sorusudur. Digeri de tersine bir vektor optimizasyon
problemi skalerlestirilip, skaler problemin ¢oztimii yapildiginda, bu ¢oztimlerin
vektor optimizasyon probleminin ¢oziimleri olup olmadigr sorusudur. Bu iki
sorunun yaniti olumlu olmadikca tutarl bir skalerizasyondan soz edilemez.

Bu konularda matematiksel taban olugturma cabalar1 son 60 yilda hig de
kiigiimsenmeyecek bir noktaya gelmistir ve genigleyerek cogalmaktadir. Ancak
bu bilgileri biraraya getiren ¢aligmalar ¢ok degildir.

Bu tezde, bilgisayara bilimleri, miithendislik, uygulamal matematik, iktisat,
isletme ve saglik bilimleri gibi uygulama alanlarinda c¢aligan aragtirmacilari,
yukarida sozii edilen skaler ve vektor optimizasyon problemlerinin temel mate-

matiksel alt yapis1 ve kurulugu hakkinda bilgilendirmek amaglanmistir.

101



KAYNAKLAR

1]

2]

3]

[4]

[10]

[11]

Benson, H.P. (1978), “Existence of efficient solutions for vector maximiza-

tion problems”, J.O.T.A., 569-580.

Benson, H.P. (1979), “An improved definition of proper efficiency for vec-
tor minimization with respect to cones”, J.Math.Anal. Appl., 232-241.

Benson, H.P. (1983), “Efficiency and proper efficiency in vector optimiza-
tion with respect to cones”, J.Math.Anal. Appl., 173-189.

Borwein, J.M. (1977), “Proper efficiency for minimization with respect to

cones”, SIAM J. Control Optim., 57-63.

Borwein, J.M. (1980), “The geometry of Pareto efficiency over cones”,

Math. Operationsforsch. Stat. Ser. Optim., 235-248.

Borwein, J.M. (1983), “On the existence of Pareto efficient points”, Math.
Operationsforsch. Stat. Ser. Optim., 64-73.

Cambini, A. ve Martein, L. (1992), “Generalized concavity and optimality
conditions in vector and scalar optimization”, Proceedings of the IVth

International Workshop on Generalized Convexity, Pecs..

Cambini, A. ve Martein, L. (1994), “On the existence of efficient points”,
Optimization , 283-290.

Corley, H'W. (1980a), “An existence result for maximization with respect

to cones”, Journal of Optimization Theory and Applications, 277-281.

Corley, H'W. (1980b), “A new scalar equivalence for Pareto optimization

7 IEEFE Trans. Automat. Contr., 829-830.

Corley, H.W. (1985), “On optimality conditions for maximization with
respect to cones”, Journal of Optimization Theory and Applications, 67-

78.

102



[12] Geoffrion, A.M. (1968), “Proper efficiency and the theory of vector max-
imization”, J. Math. Anal. Appl., 618-630.

[13] Giorgi, G., Guerraggio, A. ve Thierfelder, J. (2004), “Mathematics of opti-
mization: Smooth and Nonsmooth case”, Elsevier Science and Technology

Books

[14] Guerraggio, A. , Molho, A. ve Zaffaroni A. (1994), “On the notion of
proper efficiency in vector optimization”, J.O.T. A, 1-21.

[15] HA, T.X.D. (1994), “A note on the class of cones ensuring the existence

of efficient points in bounded complete sets”, Optimization, 141-152.

[16] Hartley, R. (1978), “On cone efficiency, cone-convexity and cone-
compactness”, SIAM J. Appl. Math., 211-222.

[17] Henig, M.I. (1982a), “Proper efficiency with respect to cones”, Journal of
Optimization Theory and Applications, 387-407.

[18] Henig, M.I. (1982b), “A cones Seperation Theorem”, Journal of Opti-

mazation Theory and Applications, 451-455.

[19] Henig, M.I. (1988), “Characterizing the nondominated set by separable
functions”, Journal of Optimization Theory and Applications, 423-444.

[20] Henig, M.I. (1990), “Value functions, domination cones and proper effi-

ciency in multicriteria optimization”, Math. Programming, 205-217.

[21] Hurwicz, L. (1958), “Programming in linear space”, Studies in Linear and

Nonlinear Programming.

[22] Isac, G. (1983), “Sur l'existence de 'optimum de Pareto”, Riv. Mat. Univ.
Parma, 303-325.

[23] Jahn, J. (1984), “Scalarization in vector optimization”, Math. Program-
ming, 203-218.

103



[24] Jahn, J. (1985a), “Scalarization in multiobjective optimization”, Mathe-

matics of multiobjective optimization, 45-88.

[25] Jahn, J. (1985b), “A characterization of properly minimal elements of a
set”, SIAM J. Control and Opt., 649-656.

[26] Jahn, J. (1986), “Mathematical vector optimization in partially ordered

: 7
linear spaces”, Lang..

[27] Jahn, J. ve Sachs, E. (1986), “Generalized quasi-convex mappings and
vector optimization”, SIAM J. Control and Opt., 306-322.

[28] Jahn, J. (1987), “Parametric approximation problems arising in vector

optimization”, J.O.T.A., 503-516.
[29] Jahn, J. (2004), Vector Optimization, Springer, Heidelberg.

[30] Jeyakumar, V. (1986), “A generalization of a minimax theorem of Fan
via theorem of alternative”, Journal of Optimization Theory and Appli-

cations, 525-533.

[31] Jeyakumar, V. ve Mond, B. (1992), “On generalized convex mathematical
programming”, J. Austral. Math. Soc., 43-53.

[32] Jeyakumar, V. ve Yang, X.Q. (1993), “Convex composite multiobjective
nonsmooth programming”, Math. Programming, 325-343.

[33] Jeyakumar, V. ve Luc, D.T. (1998), “Approximate Jacobian matrices for
nonsmooth continuous maps and C'-optimization”, SIAM J. Control and

Opt., 1815-1832.

[34] Khanh, R.Q. (1995), ”Sufficient optimality conditions in vector optimiza-
tion with invex-convexlike functions”, Journal of Optimization Theory

and Applications, 359-378.

[35] Klinger, A. (1967),“In proper solution of the vector maximum problems”,

Oper. Res., 570-572.

104



[36] Kuhn, H-W. ve Tucker, A.W. (1951), “Nonlinear Programming”, Proc.
2" Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, Uni-

versity of California Press, Berkeley, California.

[37] Luc, D.T. (1984), “On duality theory in multiobjective programming”,
J.O.T.A, 557-582.

[38] Luc, D.T. (1987a), “Scalarization of vector optimization problems”,

J.O.T.A, 85-102.

[39] Luc, D.T. (1987b), “Convexity and closedness of sets with respect to

cones”, Optimization, 7T85-789.

[40] Luc, D.T. (1989a), “An existence theorem in vector optimization”, Math.
Oper. Res., 693-699.

[41] Luc, D.T. (1989b), “Theory of vector optimization”, Springer Verlag..

[42] Luc, D.T. (1990), “Recession cones and the domination property in vector

optimization”, Math. Prog., 113-122.

[43] Postolica, V. (1993), “New existence results for efficient points in locally

convex spaces ordered by supernormal cones”, J. Global Opti., 233-242.

[44] Sawaragi, Y. , Nakayama, H. ve Tanino, T. (1985), “Theory of multiob-

jective optimization”, Academic Press..

[45] Singh, C. ve Hanson, M.A. (1991), “Generalized proper efficiency in mul-
tiobjective programming”, J. Inf. and Opt. Sc., 139-144.

[46] Wagner, D.H. (1977), “Semicompactness with respect to a Euclidean
cone”, Canadian J. Math., 29-36.

105



