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ÖZET 

 

Yüksek lisans tezi olarak oluşturulan bu çalışma beş bölüm içermektedir. İlk kısımda, literatür 

özetine yer verilmiş olup, konunun güncelliği ve tez konusuyla ilgili yapılan araştırmalardan 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, temel tanımlar ve teoremler açıklanmıştır. Üçüncü bölümde, 

Lorentzian Consircular Structure manifoldlarla ilgili tanımlar, teoremler ve sonuçlar sunulmuştur. 

Dördüncü kısımda, (LCS)n manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldlarının bölünmesiyle ilgili 

distribüsyonlar, integrallenebilirlik ve geodeziklik gibi geometrik özellikler tanımlanmıştır. Aynı 

zamanda, (LCS)n manifoldunun kontak pseudo-slant çarpımı üzerine bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

Son olarak, beşinci bölümde, ortaya çıkan sonuçlar ve öneriler tartışılmıştır. 
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ABSTRACT 

 

This study, which was created as a master's thesis, includes five chapters. In the first part, a summary 

of the literature is given, the topicality of the subject and the researches on the thesis subject are 

mentioned. In the second part, basic definitions and theorems are explained. In the third chapter, 

definitions, theorems and results related to Lorentzian Consircular Structure manifolds are presented. 

In the fourth part, geometric properties such as distributions, integrability and geodesicity related to 

the division of the contact pseudo-slant submanifolds of the (LCS)n manifold are defined. Also, some 
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chapter, the resulting results and recommendations are discussed. 
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1. GİRİŞ 

 

Geometri ile ilgili bilinen ilk bilgiler Mezopotamya medeniyetleri'ne aittir. Mezopotamya 

uygarlığından yapıların günümüze yetişmemesinin bir nedeni Mısırlıların yapılarını taştan 

meydana getirirken Mezopotamya uygarlıkların çamurdan yapılma briket kullanmalarıdır. 

Ancak Mezopotamya uygarlığının ulaştığı matematik seviyesini gösteren daha çok 

materyale sahibiz. Bunun nedeni ise Mezopotamyalıların geometri ve matematik üzerine 

eserlerini kilden tabletler üzerine not etmeleridir. Örneğin antik-Yunan’dan çok daha 

önceleri Mezopotamya uygarlıklarının Pisagor bağıntısını bildiklerini bu tabletlerden 

öğrenebiliyoruz. 

 

Gerek eski Mısır uygarlığı ve gerek eski Mezopotamya uygarlıkların geometrisi daha çok 

pratik gereklerden ortaya çıkmış ve bunun ötesine geçememişti. Bu nedenle bugün 

anladığımız anlamda geometri biliminin başlangıcı antik Yunan’a dayandırılmaktadır. Bu 

geometri eski Mısır ve Mezopotamya uygarlıklarının geometrisiyle karşılaştırıldığında 

görülmektedir ki bu geometri daha pür ve daha az işleme dayanır. İlk geometrik çalışmaların 

Mısır ve Mezopotamya'da yapıldığı düşünülmektedir. Bu antik uygarlıklar, özellikle tapınak 

ve piramit gibi yapıları inşa ederken geometriyi kullanmışlardır. Örneğin, piramitlerin 

yapısında dik açıların kullanımı ve üçgen formlarının sıklıkla kullanımı dikkat çekicidir. 

 

Geometri, Yunan matematiği açısından da büyük bir öneme sahiptir. Antik Yunanlılar, 

özellikle Öklid'in "Elementler" adlı kitabıyla geometri alanında önemli bir ilerleme 

kaydettiler. Bu kitap, bugün bile matematiksel düşüncenin temel taşlarından biri olarak 

kabul edilmektedir. Antik Yunan matematikçileri ayrıca, şekillerin hacmini ve alanını 

hesaplamak için farklı yöntemler geliştirdiler. 

 

Orta Çağ'da, Arap matematikçileri, geometrinin gelişimine katkıda bulundular. Özellikle, 

Al-Khwarizmi'nin "Kitab al-Jabr ve'l-Muqabala" adlı kitabı, cebir ve geometri arasındaki 

bağlantıyı kurduğu için büyük bir önem taşımaktadır. 

 

Modern geometri, 17. yüzyılda Fransız matematikçi René Descartes tarafından geliştirilen 

analitik geometri ile başlamıştır. Analitik geometri, geometrik nesneleri cebirsel ifadelerle 

temsil etmeyi mümkün kıldı. Bu da, geometri ve cebir arasındaki ayrımı ortadan kaldırdı ve 

matematiğin daha geniş bir alanını oluşturan cebirsel geometriyi ortaya çıkardı. 
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Son yüzyılda, geometrinin önemi büyük ölçüde artmıştır. Matematiksel analiz, teorik fizik, 

bilgisayar grafikleri ve tasarım gibi alanlarda geometri önemli bir rol oynamaktadır. Ayrıca, 

topoloji, diferansiyel geometri ve sayısal geometri gibi yeni alt disiplinler geliştirilmiştir. 

 

Diferansiyel geometri, matematikte, uzayların eğrilerini ve yüzeylerini tanımlamak için 

kullanılan bir alandır. Manifoldlar teorisi ise, uzayların topolojik yapılarını ve özelliklerini 

inceler. Manifoldlar, matematiksel nesnelerdir ve herhangi bir yerel olarak Öklid uzayına 

benzerler, ancak global olarak bu özellikleri göstermeyebilirler. Örneğin, dünya yüzeyi gibi 

bir iki boyutlu manifold, yerel olarak bir düzlem gibi görünebilir, ancak global olarak farklı 

topolojik olarak farklıdır. 

 

Diferansiyel geometri, manifoldların eğriliği ve diğer geometrik özelliklerini inceler. Bu 

alanda, uzayın eğriliği, büyüklüğü, uzunluğu, açısı, kıvrımları gibi geometrik özellikler, 

matematiksel tekniklerle ölçülür. Özellikle, eğri ve yüzeylerin matematiksel tanımlamaları, 

fonksiyonlar, vektörler ve tensörler kullanılarak yapılır. Diferansiyel geometri, bu 

özelliklerin daha geniş bir matematiksel ve fiziksel bağlama yerleştirilmesine de yardımcı 

olur. 

 

Manifoldlar teorisi, manifoldların topolojik özelliklerini ve bunların altında yatan 

matematiksel yapıları inceler. Topoloji, nesnelerin uzayda nasıl yerleştirildiği ve şekillerinin 

değiştirilip değiştirilemeyeceği gibi özelliklerle ilgilenir. Manifoldlar teorisi, manifoldların 

topolojik olarak eşdeğer olup olmadığını belirlemek için matematiksel araçlar kullanır. Bu 

teori, geometrik ve fiziksel problemlerin çözümü için matematiksel çerçeve sağlar. 

 

Diferansiyel geometri ve manifoldlar teorisi, matematiksel fizik, matematiksel analiz, 

topoloji, cebir ve geometrinin birçok alt disipliniyle ilişkilidir. Özellikle, genel görelilik gibi 

alanlarda uzay ve zamanın matematiksel tanımlanması için önemlidirler. 

 

Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel olarak tanımlanmış bir tür 

manifolddur. Bu manifoldlarda, her bir noktanın yakınında, bir Lorentzian metriği ve bir 

concircular yapı tanımlanabilir. Lorentzian metrik, özel görelilik teorisinde önemli bir rol 

oynayan bir matematiksel nesnedir. Bu metrik, uzay ve zamanın birleşik yapısını tanımlar 

ve genel görelilik teorisinde Einstein denklemlerinin çözümü için gereklidir. Concircular 

yapı ise, manifolddaki her bir noktanın yakınında, bir tanjant uzayı vardır ve bu tanjant 
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uzayında, bir concircular yapı tanımlanabilir. Bu yapı, her bir noktada, bir açının 

belirlenebileceği bir özelliktir. Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel 

fizikte kullanılan birçok konuya uygulanabilir. Örneğin, özel görelilik teorisindeki 

Lorentzian metrikleri ve eğriliği tanımlamak için kullanılabilirler. Ayrıca, bu yapılar, 

elektromanyetizma, kuantum mekaniği, kozmoloji ve diğer fiziksel teorilerde de kullanılır. 

Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel analiz, diferansiyel geometri ve 

cebir gibi matematik dallarında çalışan araştırmacılar tarafından incelenir. Bu alanlarda, bu 

manifoldlara özgü matematiksel özellikler, özellikle Lorentzian metrik ve concircular 

yapılar, matematiksel yapıların anlaşılmasına ve uygulanmasına yardımcı olur. 

 

Chen, 1990 yılında invariant ve anti-invariant manifoldların genelleştirilmişi olan slant 

altmanifoldların geometrisi üzerine araştırmalar yapmaya başlamıştır. Chen, hemen hemen 

Hermityen manifoldların slant altmanifold kavramını ortaya atmıştır (Chen, 1990a; Chen, 

1990b). Daha sonra, Lotta hemen hemen kontak metrik manifoldların slant altmanifoldlarını 

tanımladı (Lotta, 1996). Cabrerizo ve arkadaşları, bir Sasakian manifoldunun slant 

altmanifoldlarını inceleyerek birçok sonuca ulaşmışlardır (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez 

ve Fernandez, 1999; Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 2000). 

 

Papaghuic 2009 yılında semi-slant altmanifoldlar ve almost hermityen manifoldlarda 

çalışmalar yaptı ve birbirinden ilginç sonuçlar elde etti (Papaghuic, 1994). Cabrerizo ve 

arkadaşları Sasakian manifoldlarının ve K-kontağının slant altmanifoldlarını araştırıp 

karakterize ederek birkaç örnek literatüre kazandırdı. Cabrerizo ve arkadaşları bir hemen-

hemen kontak metrik manifoldda bi-slant altmanifold tanımlayıp inceleyerek pseudo-slant 

altmanifold kavramını verdi (Cabrerizo ve arkadaşları, 1999; Cabrerizo ve arkadaşları, 

2000). Khan ve arkadaşları pseudo-slant altmanifoldları araştırdılar (Khan ve Khan, 2007). 

Daha sonra, De ve arkadaşları bir Sasakian manifoldunun Pseudo-slant altmanifoldlarını 

inceledi ve karakterize etti (De, ve Sarkar, 2004). 2013 yılında M. Atçeken (𝐿𝐶𝑆)𝑛 

manifoldlarının kontak pseudo-slant altmanifoldları üzerine çalışmalar yapmaya başlamıştır 

(Atçeken ve Hui, 2013). S. Dirik doktora çalışması olan “Pseudo-Slant Altmanifoldların 

Geometrisi Üzerine” ile bu alandaki literatüre ciddi manada katkı sağlamıştır. Son 

zamanlarda S. Dirik, M. Atçeken ve Ü. Yıldırım farklı manifoldlarda slant ve pseudo-slant 

altmanifoldları ile ilgili çok sayıda çalışmaları bulunmaktadır (Atçeken ve Dirik, 2014; 

Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2017; Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018; Dirik ve Yıldırım, 

2022; Dirik ve Çelik, 2022).  



4 
 

 

Shaikh yakın zamanda Lorentzian concirculer structure manifoldları ((𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldlar) 

kavramını tanıttı (Shaikh, 2003; Shaikh ve Bahishya, 2005; Shaikh, Kim ve Hui 2011). 

Mihai ve Chen, Matsumoto tarafından ortaya atılan Lorentzian para Sasakian manifoldları 

kavramını genelleştiren bir örnek kurdu (Matsumoto ve Mihai, 1988; Mihai ve Chen, 2009). 

Ardından, Shaikh ve Baishya (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldlarının genel görelilik kuramı ve kozmolojide 

nasıl kullanılabileceğini incelediler (Shaikh ve Bahishya, 2005). Ayrıca, (𝐿𝐶𝑆)𝑛 -

manifoldlar Shaikh, Kim ve Hui tarafından incelenmiştir (Shaikh, Kim ve Hui, 2011). 

 

Bu bilgiler ışığında, (𝑀̃ , 𝑔) lorentzian manifoldu ile birlikte birim time-like vektör alanı 𝜉, 

𝜂 1-form,   (1,1)-tipinde tensör alanı olmak üzere (𝑀̃ , 𝑔) ye Lorentzian concircular 

structure manifold adı verilir. Yukarıdaki çalışmalar doğrultusunda, bu tezde (𝐿𝐶𝑆)𝑛 - 

manifoldlarının kontak pseudo-slant alt manifoldlarının diferansiyel geometrisi çalışılmıştır. 

(𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun alt manifoldlarının kontak pseudo slant altmanifold olabilmesi için 

gerek ve yeter koşullar verilerek bir (𝐿𝐶𝑆)𝑛 - manifoldunun kontak pseudo-slant 

altmanifoldların tanımından elde edilen distribüsyonların integrallenebilirliği için gerekli ve 

yeterli koşullar araştırılmıştır. Son olarak, distribüsyonların geodeziklik kavramları 

tanımlanarak, (𝐿𝐶𝑆)𝑛- manifoldunun kontak pseudo-slant çarpımı incelenerek bazı sonuçlar 

elde edilmiştir. Ek olarak, kontak pseudo-slant çarpımı, 𝐷𝜃 - total geodezik, 𝐷⊥- total 

geodezik ile mixed –total geodezik kavramları tanımlanmıştır. Daha sonra tezimizi, hemen 

hemen kontak metrik yapıya sahip ℝ11'de dört boyutlu kontak pseudo-slant altmanifold 

örneği vererek destekliyoruz. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Manifoldlar  

 

Bu bölümde, ilk olarak koordinat komşuluğu kavramı sunulacak ve ardından topolojik 

manifold tanımı yapılacaktır. Akabinde manifold üzerindeki diferansiyellenebilir atlasın 

tanımı yapıldıktan sonra, 𝑟. mertebeden diferansiyellenebilir manifold kavramı anlatılacak 

ve manifold üzerinde diferansiyellenebilir yapılar tanımlanacaktır. Manifoldlar üzerinde 

tensör, Lie braketi, diferansiyel form, vektör alanı, kovaryant türev, türev dönüşümü ve diğer 

kavramlar sunulacaktır. 

 

2.1.1. Tanım Bir Hausdorff uzayı 𝑋 ve 𝑈 ⊂  𝑋 açık kümesinden 𝑉 ⊂ ℝ𝑛 bölgesine 

tanımlanan 

 

 ∶  𝑈 →  𝑉 ⊂  ℝ𝑛 
 

homeomorfizmi 𝑋 üzerinde harita ya da 𝑛− boyutlu koordinat sistemi denir. 𝑈 açık 

cümlesine ise, koordinat bölgesi ya da  haritasının koordinat komşuluğu adı verilir. Bu 

harita (𝑈,) ile gösterilir. Şayet, 𝑥 ∈  𝑈 ise  

 

       (𝑥)  = (𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛 

 

şeklindedir. Buradaki 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 reel sayılarına ise  haritası üzerinde 𝑥 noktasının 

koordinatları adı verilir (Aslım, 1988; Şahin, 2012). 

 

2.1.2. Tanım  𝑀̃ boş olmayan bir cümle olsun. 𝑀̃ nın herbir noktasının 𝐸𝑛 e ya da 𝐸𝑛 nin 

bir 𝑈 açık alt cümlesine homeomorf olacak şekilde bir koordinat komşuluğu varsa, 𝑀̃ 

manifolduna 𝑛−boyutlu topolojik manifold adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980).  

 

2.1.3. Tanım ℝ𝑛 uzayına ait bir 𝑈 açık cümlesi üzerinde tanımlanan reel değere sahip bir 

fonksiyon 𝑓 olsun. Şayet 𝑓 fonksiyonunun 𝑘. mertebeden kısmi türevi var ve 𝑘 ≤  𝑟 olmak 

koşulu ile sürekli ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑟. mertebeden diferansiyellenebilirdir adı verilir. 𝑓 ∈ 

𝐶𝑟 (𝑈, ℝ) ile sembolize edilir. Şayet ∀ 𝑟 ∈ 𝑍+ için 𝑓 ∈ 𝐶𝑟 (𝑈, ℝ) oluyorsa 𝑓 fonksiyonu 
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diferansiyellenebilir denir. Bu fonksiyon 𝑓 ∈ 𝐶∞ (𝑈, ℝ) ile sembolize edilir (Hacısalihoğlu, 

1980).  

 

2.1.4. Tanım 𝑀̃ bir topolojik manifold olmak üzere 𝑀̃ nın açık bir örtüsü {𝑈α} ile 

tanımlansın. 𝑈α açık cümlesinin 𝛼 indisinin cümlesi 𝐴 olmak koşuluyla {𝑈α} açık örtüsü 

için {𝑈α}α∈A yazılabilir. Eğer 𝐸𝑛 içindeki her 𝑈α, bir homeomorfizm 
α
  ile homeomorf ise, 

o zaman (
α
, 𝑈α) haritalarının {(

α
, 𝑈α)}α∈A koleksiyonu bir koordinat komşuluğu sistemi 

(atlas) olarak adlandırılır. 

 

2.1.5. Tanım 𝑛− boyutlu bir topolojik manifold 𝑀̃ olmak üzere, 𝑆 ={𝑈α, ψα}α de 𝑀̃ 

manifoldunun bir atlası olsun. 𝑟 ≥  1 koşulu için, şayet 𝑆 atlasının 𝑈α ∩ 𝑈β ≠ ∅ olması 

durumunda ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 için  

 


αβ
= ψαoψβ

−1: ψβ(Uα ∩ Uβ) → ψα(Uα ∩ Uβ) 

 

ve 

 


βα
= ψβoψα

−1: ψα(Uα ∩ Uβ) → ψβ(Uα ∩ Uβ) 

    

özelliklerine sahipse 𝑆 ye 𝐶𝑟-sınıfındadır denir. Bu durumda, her biri ikişer ikişer bir 

homeomorfizmanın bileşkesi olan fonksiyonlar olan 
𝛽𝛼

 ve 
𝛼𝛽

 de birer 

homeomorfizmadır. Söz konusu 
αβ

 ile 
βα

 fonksiyonları 𝐶𝑟-sınıfından 

diferansiyellenebilirse 𝑆 atlasına 𝐶𝑟-Sınıfından diferansiyellenebilirdir adı verilir.  

 

𝑀̃ üzerindeki bir 𝐶𝑟-sınıfı atlası 𝑆, 𝐶𝑟-sınıfından bir diferansiyellenebilir yapı olarak 

tanımlanır. 

 

𝑀̃ bir manifold olsun ve bu manifoldda r. mertebeden diferansiyellenebilir bir atlas var ise, 

𝑀̃'ya 𝑟. mertebeden diferansiyellenebilir manifold adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.6. Tanım 𝑀̃ ile 𝑁̃ iki manifold ve  ∶ 𝑀̃ → 𝑁̃, diferansiyellenebilir dönüşümünün tersi 

mevcut ve bu dönüşümün tersi de diferansiyellenebilirse,  dönüşümüne diffeomorfizma 
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denir. Eğer 𝑀̃ dan 𝑁̃ ya bir diffeomorfizma mevcutsa, 𝑀̃ ile 𝑁̃ manifoldları diffeomorfiktirler 

denir. 

 

2.1.1. Not Manifoldlar üzerinde önemli bir kavram da tanjant vektörleridir. Manifold, temel 

olarak bir topolojik uzaydır ve bu uzay üzerinde diferansiyel yapı tanımlayarak diferansiyel 

teknikler kullanmak mümkündür. 

 

2.1.7. Tanım 𝑀̃ topolojik bir manifold ve 𝑝 ∈ 𝑀̃ olsun.  𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasının bir 

komşuluğu 𝑈 olmak koşuluyla 

𝐶∞(𝑈,ℝ)  =  {𝑓 | 𝑓 ∶  𝑈
𝑑𝑖𝑓−𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→      ℝ} 

 

kümesini ele alalım, bu kümede 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑈,ℝ) ve 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ sabitleri için 

 

i) Lineerlik  

𝑉𝑝 (𝑎𝑓 +  𝑏𝑔) = 𝑎𝑉𝑝(𝑓)  + 𝑏𝑉𝑝(𝑔)   
 

ii) Leibnitz  

𝑉𝑝 (𝑓. 𝑔) = 𝑉𝑝(𝑓)𝑔(𝑝)  + 𝑓(𝑝)𝑉𝑝(𝑔)   

 

şartlarını karşılayan 𝑉𝑝 fonksiyonu, 𝑀̃ manifoldunun 𝑝-noktasındaki tanjant vektörü olarak 

adlandırılır. 

 

𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant vektörlerinin kümesi 𝑇𝑀̃(𝑝) ile gösterilir.  

 

Buna göre, 

 

𝑇𝑀̃(𝑝) = {𝑉𝑝 | 𝑉𝑝: 𝐶
∞(𝑀̃, ℝ)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 ,   𝐿𝑒𝑖𝑝𝑛𝑖𝑧𝑖
→            ℝ} 

 

dir. Bu cümlede iç işlem  

 

⊕∶  𝑇𝑀̃(𝑝) × 𝑇𝑀̃(𝑝) → 𝑇𝑀̃(𝑝) 
 

                                                    (𝑉𝑝,𝑊𝑝) → 𝑉𝑝⊕ 𝑊𝑝:  𝐶
∞(𝑀̃, ℝ) → ℝ 

 

ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)  için  
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(𝑉𝑝 +𝑊𝑝)[𝑓] = 𝑉𝑝[𝑓]  + 𝑊𝑝[𝑓] 

 

olarak tanımlanır. Bu şekilde (𝑇𝑀̃(𝑝),⊕) ikilisi abel grup olur. Bu cümledeki dış işlem ise 

 

ʘ ∶ ℝ × 𝑇𝑀̃(𝑝) → 𝑇𝑀̃(𝑝) 
 

                                                                   (𝜆, 𝑉𝑝) → λʘ𝑉𝑝:  𝐶
∞(𝑀̃, ℝ) → ℝ    

 

ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ)  için  

 

(λʘ𝑉𝑝)[𝑓] = 𝜆 𝑉𝑝[𝑓]  

 

olarak tanımlanır. (𝑇𝑀̃(𝑝)) reel sayılar cismi üzerindeki bir vektör uzaydır ve bu uzay 𝑀̃ 

manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant uzayı olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1980).  

 

2.1.8. Tanım 𝑓: 𝐸𝑛 →  ℝ diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑝 ∈ T𝐸𝑛(𝑝)  olsun. Buna 

göre 𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑝 = 𝑃𝑄 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  olmak şartıyla 

 

                          𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑝[𝑓] =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(𝑃1+𝑡(𝑄1−𝑃1)), . . . , 𝑓(𝑃𝑛+𝑡(𝑄𝑛−𝑃𝑛)))𝑡=0  

 

reel sayısına 𝑓 fonksiyonunun  𝑉⃗ 𝑝 vektörü yönündeki türevi adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

2.1.9. Tanım Reel sayılar cismi üzerindeki 𝑟 adet vektör uzayı 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, . . . , 𝑉𝑟 şeklinde 

verilsin. 

 

𝑓: 𝑉1 × 𝑉2 × 𝑉3, . . . , 𝑉𝑟 →ℝ 

 

fonksiyonu 1 ≤  𝑖 ≤  𝑟  ve 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖 olmak üzere 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ için 

 

𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑖−1, 𝑎𝑣𝑖 + 𝑏𝑢𝑖,  𝑣𝑖+1, … , 𝑣𝑟)
= 𝑎𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖 , … ,  𝑣𝑟) + 𝑏𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑖−1, 𝑢𝑖, … , 𝑣𝑟) 

 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝑟−lineer fonksiyon adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983).  
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2.1.10. Tanım 𝑀̃, 𝑛-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑝 ∈ 𝑀̃ noktasında 

bulunan tanjant uzayı 𝑇𝑀̃(𝑝)  olsun. 𝑇𝑀̃(𝑝) 'nin dual uzayı, 𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasındaki 

kotanjant uzayı olarak adlandırılır. 𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasındaki kotanjant uzayı ise 

𝑇𝑀̃
∗ (𝑝) ile gösterilir. Bu durumda 

 

𝑇𝑀̃
∗ (𝑝) = {𝜔 | 𝜔 ∶  𝑇𝑀̃(𝑝)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→    ℝ} 

 

olur. 𝑇𝑀̃
∗ (𝑝) kotanjant uzayının herbir elemanı ise 𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasındaki kotanjant 

vektörleri olarak adlandırılır (O’Neill, 1983). 

 

2.1.11. Tanım Reel sayıların cismi üzerindeki bir vektör uzayı 𝑉 olsun. 𝑉∗ ise 𝑉 vektör 

uzayının dual uzayı olarak tanımlansın 

 

𝐿(𝑉𝑟 , 𝑉s∗; ℝ) = {𝑓|𝑓 ∶ 𝑉𝑟 × 𝑉s∗
𝑟+𝑠−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→        ℝ} 

 

vektör uzayındaki iç ve dış işlemler sırası ile 

 

 (𝑓 ⊕ 𝑔)(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) = 𝑓(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) + 𝑔(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) 
 

ve 

 

(𝜆𝑓)(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) = 𝜆𝑓(α1, … , α𝑟 , β1, … , β𝑠) 
 

olarak tanımlanır. Bu uzay, 𝑟. mertebeden kovaryant ve 𝑠. mertebeden kontravaryant tensör 

uzay olarak adlandırılır. Bu uzayın öğelerine ise (𝑟, 𝑠)-tipinde bir tensör adı verilir (Boothby, 

1986). 

 

2.1.2. Not Manifoldlar üzerinde tanjant vektörleri kullanarak vektör alanları tanımlanabilir. 

𝑀̃ bir manifold olsun ve 𝑇𝑀̃(𝑝) bu manifoldun 𝑝 noktasına karşılık gelen tanjant uzayı olsun. 

Her 𝑝 ∈ 𝑀̃ noktasına karşılık gelen 𝑋 diferansiyellenebilir dönüşümü, 𝑇𝑀̃(𝑝) uzayında bir 

tanjant vektörü üretir ve bu dönüşüme vektör alanı adını veririz. Bu şekilde vektör alanları 

aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 
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2.1.12. Tanım 𝑀̃ diferansiyellenebilir manifold olsun. 𝑀̃ manifoldu üzerinde bulunan 

diferansiyellenebilir fonksiyonların cümlesi  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) olmak üzere, ∀ 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) ile 

𝑎, 𝑏 ∈  ℝ için  

 

𝑋 :  𝐶∞(𝑀̃, ℝ)  → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) 
 

dönüşümü aşağıdaki 

 

i) 𝑋(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑋(𝑓) + 𝑏𝑋(𝑔) 

 

ii) 𝑋(𝑓𝑔) = 𝑋(𝑓)𝑔 + 𝑓𝑋(𝑔) 

 

özellikleri sağlıyor ise 𝑋 vektörüne 𝑀̃ manifoldu üzerindeki bir vektör alanı adı verilir. 

𝑀̃'daki vektör alanları 𝜒(𝑀̃) simgesiyle gösterilir (Boothby, 1986). 

 

2.1.13. Tanım Diferansiyellenebilir bir manifold olan 𝑀̃'daki vektör alanları cümlesi  

𝜒(𝑀̃) olmak üzere 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

[ , ]: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃)  → 𝜒(𝑀̃) 
 

                      (𝑋, 𝑌) → [𝑋, 𝑌] 
 

dönüşümü  

 

i) 2-lineer, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ ve 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

 [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑍] = 𝑎[𝑋, 𝑍] + 𝑏[𝑌, 𝑍]  
 

ii) Anti-simetrik yani her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

[𝑋, 𝑌] = −[𝑌, 𝑋]  
 

iii) ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀̃) için 

 

[[𝑋, 𝑌], 𝑍] + [[𝑍, 𝑋], 𝑌] + [[𝑌, 𝑍], 𝑋] = 0  

 

koşullarını sağlıyor ise [ , ] ye 𝑀̃ manifoldu üzerinde Lie operatörü adı verilir (Boothby, 

1986). 
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𝑀̃ diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀̃ üzerinde tanımlı 𝜒(𝑀̃) vektör alanı olmak 

üzere, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

[ , ] ∶ 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃)  →𝜒(𝑀̃) 
 

                                                                         (𝑋, 𝑌) → [𝑋, 𝑌] 
 

dönüşümü her  𝑓 ∈  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) fonksiyonu için  

 

                                             [𝑋, 𝑌]𝑓 = 𝑋(𝑌(𝑓)) − 𝑋(𝑌(𝑓))                                                (2.1.1) 

 

olarak tanımlanır. [ , ], 𝜒(𝑀̃) üzerindeki bir Lie operatörüdür. Eşitlikteki 𝑋(𝑓) ise 𝑓’nin 𝑋 

vektör alanının yöne göre türevi olarak ifade edilir. 

 

𝑀̃ diferansiyellenebilir manifold olsun. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) için  𝑓, 𝑔 ∈  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) 

fonksiyonları ile birlikte 𝜆 ∈  ℝ için Lie operatörü 

 

i) [𝑋, 𝑌](𝑓 + 𝑔) = [𝑋, 𝑌](𝑓) + [𝑋, 𝑌](𝑔) 
 

ii) [𝑋, 𝑌](𝜆𝑓) = 𝜆[𝑋, 𝑌](𝑓)  
 

iii) [𝑋, 𝑌](𝑓𝑔) = 𝑔[𝑋, 𝑌](𝑓) + 𝑓[𝑋, 𝑌](𝑔) 
 

özelliklerini sağlar (Yano ve Kon, 1984).  

 

2.1.1. Teorem 𝑀̃ diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere ∀ 𝑋 , 𝑌 ∈  𝜒(𝑀̃) ile 𝑓, 𝑔 ∈ 

 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) için 

 

                                 [𝑓𝑋, 𝑔𝑌] = (𝑓𝑔)[𝑋, 𝑌] + 𝑓𝑋(𝑔)𝑌 − 𝑔𝑌(𝑓)𝑋                                 (2.1.2) 

 

dir (Yano ve Kon, 1984).  

 

2.1.14. Tanım 𝑀̃ ile 𝑁̃ manifoldları sırası ile 𝑚 ile 𝑛 boyutlu diferansiyellenebilir 

manifoldlar olsun. 𝑓: 𝑀̃ → 𝑁̃ olarak tanımlanan fonksiyon 𝑝 noktası üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak koşuluyla    
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𝑓∗: 𝑇𝑀̃(𝑝) →  𝑇𝑁̃(𝑓(𝑝)) 

 

                                                                 𝑉𝑝 → 𝑓∗|𝑝(𝑉𝑝) =  (𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑝[𝑓1]|𝑓(𝑝), … , 𝑉 ⃗⃗  ⃗𝑝[𝑓n]|𝑓(𝑝)) 

 

ile tanımlanan 𝑓∗ dönüşümü 𝑓 fonksiyonunun türev dönüşümü olarak adlandırılır. Şayet 𝑔 ∈

 𝐶∞(𝑀̃, ℝ), 𝑓(𝑝) nin komşuluğu altında diferansiyellenebilir bir fonksiyonsa 

 

(𝑓∗(𝑉𝑝))𝑔 = 𝑉𝑝(𝑔𝑜𝑓) 

 

şeklinde verilir (Yano ve Kon, 1984). 

 

2.1.2. Teorem 𝑀̃ ve 𝑁̃ manifoldları diferansiyellenebilir manifoldlar olmak üzere 𝑓: 𝑀̃ → 𝑁̃ 

diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Bu koşulda 𝑓∗ türev dönüşümü lineer ve 𝑀̃ üzerinde 

seçilen eğriden bağımsız olur (Yano ve Kon, 1984). 

 

2.1.15. Tanım 𝑀̃, diferansiyellenebilir bir manifold olarak tanımlansın. 𝑀̃  manifoldu 

üzerindeki  𝐶∞ vektör alanının cümlesi 𝜒(𝑀̃) ve 𝑀̃ dan ℝ ye olan  𝐶∞ fonksiyonlarının 

cümlesi ise  𝐶∞(𝑀̃, ℝ) olsun. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃)  ile 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ için 

 

𝑔: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃)  → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) 
 

dönüşümü  

 

i) Simetrik, yani  

 

𝑔(𝑌, 𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝑌),  
 

ii) Pozitif tanımlılık  

 

𝑋 ≠ 0  için 𝑔(𝑋, 𝑋) > 0 ve 𝑔(𝑋, 𝑋) = 0 ⇔  𝑋 =  0, 

 

iii) Bilineer;  

 

𝑔(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑍) = 𝑎𝑔(𝑋, 𝑍) + 𝑏𝑔(𝑌, 𝑍), 
 

şartlarını sağlıyor ise 𝑔 ye 𝑀̃ üzerinde (2, 0)-mertebeli metrik tensör ya da Riemann metriği 

denir. (𝑀̃, 𝑔) çifti ise Riemann manifoldu olarak adlandırılır (O’Neill, 1983).  
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2.1.16. Tanım 𝑀̃, bir diferansiyellenebilir manifold olsun ve 𝑀̃ manifoldu üzerinde bulunan 

𝐶∞ vektör alanlarının cümlesi 𝜒(𝑀̃) olmak üzere 

 

 ∇̃: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃)
2−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 
→      𝜒(𝑀̃) 

 

                            (𝑋, 𝑌) → ̃(𝑋, 𝑌) = ̃𝑋𝑌 

 

dönüşümü ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) ile 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) için 

 

i) ̃𝑋(𝑌 + 𝑍) = ̃𝑋𝑌 + ̃𝑋𝑍  
 

ii) ̃𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓̃𝑋𝑍 + g̃𝑌𝑍  

 

iii) ̃𝑋(𝑓𝑌) = 𝑓̃𝑋𝑌 + 𝑋(𝑓)𝑌  
 

özelliklerini sağlıyor ise ̃ ya 𝑀̃ üzerindeki bir afin konneksiyon denir. ̃𝑋 ise 𝑋’e göre 

kovaryant türev operatörü olarak adlandırılır (Yano ve Kon, 1979).  

 

2.1.17. Tanım 𝑀̃ manifoldu 𝑛-boyutlu ve 𝑀̃ manifoldu üzerindeki konneksiyon ̃ olmak 

üzere 

 

𝑇: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃) → 𝜒(𝑀̃)                                       
 

                                                    (𝑋, 𝑌) → 𝑇(𝑋, 𝑌) = ̃𝑋𝑌 − ̃𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 
 

olarak tanımlanmış vektör değerli tensöre 𝑀̃ manifoldu üzerinde tanımlı olan ̃ 

konneksiyonunun torsiyon tensörü adı verilir. Basitçe görülebilir ki torsiyon tensörü 

antisimetriktir.  

 

2.1.18. Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifoldu olsun. ̃ ise 𝑀̃ üzerinde tanımlı bir afin 

konneksiyon olmak üzere ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) için ̃ konneksiyonu  

 

i) ̃𝑋𝑌 − ̃𝑌𝑋 = [𝑋, 𝑌] (Sıfır torsiyon özelliği olan konneksiyon)  

 

ii) 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(̃𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ̃𝑋𝑍) (Metrik ile bağdaşma özelliği olan konneksiyon)  
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koşullarını sağlıyor ise, ̃ konneksiyonuna 𝑀̃ manifoldu üzerindeki Sıfır torsiyonlu 

konneksiyon (Riemann konneksiyonu) ya da Levi-Civita konneksiyonu adı verilir (Yano ve 

Kon, 1979). 

 

(𝑀̃, 𝑔) 𝑛-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere ̃ konneksiyonu 𝑀̃ manifoldu 

üzerinde tanımlı Levi-Civita konneksiyonu olsun. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) için  

 

2𝑔(̃𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑌𝑔(𝑍, 𝑋) − 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌)                                            
 

                         −𝑔(𝑋, [𝑌, 𝑍]) − 𝑔(𝑌, [𝑋, 𝑍]) + 𝑔(𝑍, [𝑋, 𝑌])                               (2.1.3) 

 

ile ifade edilen eşitliğe Kozsul formülü denir.  

 

2.1.19. Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifoldu olmak üzere 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 𝐿𝑋, keyfi (𝑟, 𝑠)-

tipindeki bir tensör alanını yine (𝑟, 𝑠)-tipindeki bir tensör alanına götürür ise 𝐿𝑋 operatörü 

𝑋 vektör alanına göre Lie türev operatörü olarak tanımlanır.  

 

(𝐿𝑋𝜙)(𝑋1, … , 𝑋𝑟, 𝑌1, … , 𝑌𝑠) = 𝑋1𝜙(𝑋1, … , 𝑋𝑟 , 𝑌1, … , 𝑌𝑠)  

                                                 −𝜙(𝐿𝑋𝑋1, … , 𝑋𝑟, 𝑌1, … , 𝑌𝑠) − 𝜙(𝑋1, … , 𝑋𝑟 , 𝑌1, … , 𝐿𝑋𝑌𝑠) 

 

şeklinde gösterilir. Özel olarak 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

𝐿𝑋𝑌 = [𝑋, 𝑌] 
 

biçiminde tanımlıdır. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐶(𝑀̃, ℝ) için 𝐿𝑋𝑓 = 𝑋(𝑓) dir. ∀ 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃)  olmak üzere 

𝑔-Riemann metrik tensörünün 𝑋 − vektör alanına göre Lie türevi ise  

 

(𝐿𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝐿𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝐿𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, 𝐿𝑋𝑍) 
 

                                                    = 𝑋(𝑔(𝑌, 𝑍)) − 𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍) − 𝑔(𝑌, [𝑋, 𝑍]) 
 

                                                    = 𝑔(𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌,𝑋𝑍) − 𝑔(𝑋𝑌, 𝑍) 
 

                                                       +𝑔(𝑌𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝑌,𝑋𝑍) + 𝑔(𝑌,Z𝑋) 
 

                                                    = 𝑔(𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝑌,𝑍𝑋) 
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olarak tanımlanır. 𝐿𝑋𝑔 = 0  olması durumunda 𝑋  vektör alanı Killing vektör alanı olarak 

tanımlanır (Chen, 1973).  

 

2.1.20. Tanım (𝑀̃, 𝑔) bir Riemann manifoldu olmak üzere, 𝑀̃ manifoldu üzerinde verilmiş 

olan her bir difarensiyel 𝑟-𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 bir diferansiyel (𝑟 + 1)-𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢 karşılık getiren 

diferansiyel operatöre "dış türev operatörü" adı verilir ve bu operatör 𝑑 ile gösterilir 

 

Şayet 𝜔 bir 𝑟−formsa,  𝑋0,  𝑋1, … , 𝑋𝑟 ∈ 𝜒(𝑀̃)  için  

 

𝑑ω(𝑋0,  𝑋1, … , 𝑋𝑟) =  
1

𝑟 + 1
{∑(−1)𝑖𝑋𝑖(ω(𝑋0, … , 𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖, … , 𝑋𝑟)

𝑟

𝑖=1

 

                                                                       

+
1

𝑟 + 1
∑(−1)𝑖+𝑗ω([𝑋𝑖, 𝑋𝑗], 𝑋0, … , 𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖, … , 𝑋𝑟)}

𝑟

𝑖,𝑗=0

 

 

şeklinde ifade edilir. Özel olarak 1−𝑓𝑜𝑟𝑚 ile 2−𝑓𝑜𝑟𝑚 için 𝑑 operatörü ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) 

için 

 

                                2𝑑ω(𝑋, 𝑌) = 𝑋(ω(𝑌)) − 𝑌(ω(𝑋)) − ω([𝑋, 𝑌])                        (2.1.4) 

 

ve  

 

     3𝑑ϕ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑋(ϕ(𝑌, 𝑍)) + 𝑌(ϕ(𝑍, 𝑋)) + 𝑍(ϕ(𝑋, 𝑌)) 
 

                                                −ϕ([𝑋, 𝑌], 𝑍) −  ϕ([𝑌, 𝑍], 𝑋) − ϕ([𝑍, 𝑋], 𝑌)             (2.1.5) 

 

şeklinde tanımlanır (Yano ve Kon, 1984). 

 

2.1.21. Tanım (𝑀̃, 𝑔) Riemann manifold olmak üzere ̃ konneksiyonu 𝑀̃ manifoldu 

üzerinde Levi-Civita konneksiyonu ve ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀̃) için  

 

𝑅̃: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃) → 𝜒(𝑀̃) 
 

(𝑋, 𝑌, 𝑍) → 𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍 
 

olmak üzere  
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                                        R̃(𝑋, 𝑌)𝑍 = ̃𝑋̃𝑌𝑍 − ̃𝑌̃𝑋𝑍 − ̃[𝑋,𝑌]𝑍                         (2.1.6) 

 

olarak ifade edilen 𝑅̃ fonksiyonu 𝑀̃ manifoldu üzerinde (3, 1)-tipindeki tensör alanıdır. Bu 

tensöre 𝑀̃ manifoldunun Riemann eğrilik tensörü adı verilir. Ayrıca  ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̃) 

için K̃( 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = 𝑔(R̃(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) biçiminde tanımlı olan 𝐾̃ tensörüne ise Riemann 

Christoffel eğrilik tensörü denir. Manifold'un Riemann eğrilik tensörü sıfır ise flat manifold 

olarak adlandırılır. Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) üzerindeki konneksiyon ̃ için ̃𝑅̃ = 0 ise, 

𝑀̃'ya lokal simetrik manifold adı verilir.  ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̃) için, Riemann eğrilik tensörü 

olan 𝑅̃ 

 

i) 𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍 = −𝑅̃(𝑌, 𝑋)𝑍  
 

ii) 𝑔(𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) = −𝑔(𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑊, 𝑍) 
 

iii) 𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍 + 𝑅̃(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑅̃(𝑍, 𝑋)𝑌 = 0 (I. Bihanchi özdeşliği) 

 

iv) 𝑔(𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) = 𝑔(𝑅̃(𝑍,𝑊)𝑋, 𝑌) 
 

özelliklerine sahiptir (O’Neill, 1983).  

 

2.1.22. Tanım n-boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛}, lokal ortonormal 

vektör alanları 𝜒(𝑀̃) nın bazı olsun. 

 

𝑄: 𝜒(𝑀̃) → 𝜒(𝑀̃) 
                                                  

𝑋𝚤 →𝑄(𝑋) = 𝑄𝑋 =∑𝑅̃(𝑋, 𝑒𝑖)𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

                                    (2.1.7) 

ile tanımlı 𝑄 operatörü 𝑀̃ manifoldunun Ricci operatörü olarak adlandırılır (O’Neill, 1983). 

 

𝑛− boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) nin Riemann eğrilik tensörü 𝑅̃ ve {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛} 

cümlesi 𝜒(𝑀̃) nın ortonormal vektör alanları olmak üzere ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için  

 

𝑆: 𝜒(𝑀̃) × 𝜒(𝑀̃) → 𝐶∞(𝑀̃, ℝ) 
                                            

(𝑋, 𝑌) → 𝑆(𝑋, 𝑌) =  ∑𝑔(𝑅̃(𝑌, 𝑒𝑖)𝑒𝑖, 𝑋)                                (2.1.8)

𝑛

𝑖=1
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şeklinde tanımlanan (2, 0)− tipinde tensöre 𝑀̃ nın Ricci tensörü denir. Ricci tensörünün 

simetrik olduğu kolayca görülebilir. 𝑀̃ nin Ricci operatörü 𝑄 ile ifade edilir. Bu operatör, 

 

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑄𝑋, 𝑌)                                            (2.1.9) 

 

şeklinde tanımlanır (Yano ve Kon, 1984). 

 

𝑛-boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛} lokal ortonormal vektör alanları 

olmak üzere 

                                              

𝜌 =∑𝑆(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

                                                   (2.1.10) 

                                                

değeri, 𝑀̃ manifoldunun skaler eğrilik fonksiyonu olarak adlandırılır (Yano ve Kon, 1984).   

 

Diğer yandan bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) nin 𝑋 doğrultusunda Ricci eğriliği 

 

                                                 𝑘(𝑋) =
𝑆(𝑋,𝑋)

𝑔(𝑋,𝑋)
                                                             (2.1.11) 

 

ile tanımlanır. 

 

𝑛−boyutlu Riemann manifold (𝑀̃, 𝑔) olmak koşuluyla, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

                                        𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌)                                                          (2.1.12) 

 

olacak şekilde 𝑀̃ üzerinde bir 𝜆 fonksiyonu var ise, 𝑀̃ manifoldunun Ricci tensörü 𝑆, metrik 

tensörü 𝑔’nin bir katıysa 𝑀̃ ya Einstein manifoldu denir. (2.1.12) eşitliğinde 𝑋 = 𝑌 =

𝑒𝑖 𝑣𝑒  1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 ortonormal bazı seçilmesi halinde   λ =  
ρ

𝑛
 olduğu görülür. 

 

𝑛− boyutlu Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) ve Ricci tensörü 𝑆 olmak üzere ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

                                           𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑎𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝑏𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                                     (2.1.13) 
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eşitliği sağlanıyor ise 𝑀̃ manifolduna 𝜂−Einstein manifoldu denir. Eşitlikte ki 𝑎 ile 𝑏, 𝑀̃ 

manifoldu üzerindeki fonksiyonlar ve 𝜂’da 1-formdur (Yano ve Kon, 1979).  

 

2.1.23. Tanım Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔) olsun. 𝑇𝑀̃(𝑝) tanjant uzayının iki boyutlu alt 

uzayı Π olmak üzere 𝑋, 𝑌 ∈ Π tanjant vektörleri için  

 

𝑔(𝑋, 𝑌)𝑔(𝑌, 𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌)2 ≠ 0 
 

olmak üzere  

 

                                𝐾(𝑋 ∧ 𝑌 ) =
𝑔(𝑅(𝑋,𝑌)𝑌,𝑋)

𝑔(𝑋,𝑋)𝑔(𝑌,𝑌)−𝑔(𝑋,𝑌)2
                                       (2.1.14) 

 

 

ile tanımlanan 𝐾(𝑋 ∧ 𝑌)’ye Π düzleminin kesit eğriliği adı verilir. 𝐾(Π)  ile sembolize edilir. 

Eşitlikten görüldüğü gibi kesit eğriliği olan 𝑇𝑀̃(𝑝) tanjant uzayının 2-boyutlu bir alt uzayı 

Π’den seçilmiş olan bazlardan bağımsızdır (Sular, 2009).  

 

∀ 𝑝 ∈ 𝑀̃ olmak üzere 𝑋𝑝, 𝑌𝑝 ∈ 𝑇𝑀̃(𝑝)  için 𝐾(𝑋𝑝, 𝑌𝑝) sabitse 𝑀̃ manifolduna reel uzay form 

ya da c-sabit kesit eğrilikli uzay adı verilir. 𝑀̃ uzay formu n-boyutlu olmak üzere 𝑀̃𝑛(𝑐) ile 

gösterilir. Bu durumda Riemann manifoldu olan 𝑀̃ reel uzay form ise 𝑀̃ manifoldunun 𝑅̃ 

Riemann eğrilik tensörü 𝑐-sabit kesit eğrilikli olmak koşuluyla ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̃) için 

 

                     𝑔(𝑅̃(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) = 𝑐{𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋,𝑊) − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑔(𝑌,𝑊)}               (2.1.15) 

 

şeklindedir. Eğer;  

 

𝑐 =  0 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝐸𝑛 Öklid uzayı  

 

𝑐 =  
1

𝑟2
 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝑆𝑛(r) küresi  

 

𝑐 = − 
1

𝑟2
 ise 𝑀̃(𝑐) ≈ 𝐻𝑛(r) Hiperbolik uzay olur.  

 

Bu durumda, sabit eğriliğe sahip bir Riemann manifoldunun eğriliği pozitifse eliptik olarak 

adlandırılır, negatifse hiperbolik olarak adlandırılır ve sıfırsa düzlemsel (flat) veya lokal 
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öklidyen manifold olarak adlandırılır. Bu nedenle, Riemann eğrilik tensörü sıfır olan 

manifoldlar flat manifoldlardır. 
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2.2. Altmanifoldlar 

 

Bu bölümde, yüzeyler teorisinin daha genel bir hali olan Riemann manifoldunun alt 

manifoldları ele alınmaktadır. Altmanifold üzerinde indirgenen metrik tensör ile indirgenmiş 

konneksiyonun Levi-Civita konneksiyonu olduğu durumlar incelenirken, Weingarten temel 

tensörü ve ikinci temel form özellikleri ile Riemann manifoldu ile alt manifoldunun 

eğrilikleri arasındaki ilişkiler de açıklanmaktadır. Ayrıca, total umbilik, pseudo-umbilik, 

total geodezik ve minimal altmanifoldlar da tanımlanacaktır. 

 

2.2.1. Tanım 𝑀 ve 𝑀̃ manifoldları sırası ile 𝑚 ve 𝑛 boyutlu Riemann manifoldları olsun.  

 

𝑓:𝑀 → 𝑀̃ 

 

diferansiyellenebilir dönüşümü için, 𝑏𝑜𝑦(𝑓∗(𝑇𝑀(𝑝))) = 𝑞 olmak üzere 𝑓’nin 𝑝 ∈  𝑀 

noktasında rankı 𝑞 olup, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑝(𝑓) = 𝑞 ile gösterilmektedir.  

 

Şayet 𝑏𝑜𝑦(𝑀) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓) olursa 𝑓 ye daldırma (immersiyon) adı verilir. 𝑓(𝑀) ise 𝑀̃ 

manifoldunun gömülmüş (immersed) altmanifoldu olarak adlandırılır.  

 

Eğer 𝑓 bire-bir bir immersiyonsa, 𝑓’ye gömme (imbeding) denir. 𝑓(𝑀)’ye ise 𝑀̃ nın 

altmanifoldu veya gömülen altmanifoldu adı verilir (Chen, 1973).  

 

2.2.2. Tanım (𝑀, 𝑔) ile (𝑀̃, 𝑔̃) Riemann manifoldları sırasıyla 𝑚 ve 𝑛 boyutlu olsun. 𝑓:𝑀 →

𝑀̃  immersiyon olmak koşuluyla ∀ 𝑋, 𝑌 ∈  𝑇𝑀(𝑝) için  

 

𝑔̃(𝑓∗𝑝𝑋, 𝑓∗𝑝𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) 
 

ise 𝑓 ye metrik koruyan immersiyon (izometrik immersiyon) denir (Chen, 1973). 

 

2.2.3. Tanım 𝑀̃, 𝑚-boyutlu bir manifold ve 𝑀̃ manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant uzayı 

𝑇𝑀̃(𝑝) olsun. 𝑀̃ üzerindeki bir 𝑟-boyutlu 𝐷 distribüsyonu, 𝑀̃ manifoldunun her bir 𝑝 

noktasını 𝑟-boyutlu altuzaya götüren bir dönüşümdür. Yani 

 

𝐷: 𝑀̃ → 𝑇𝑀̃(𝑝) 
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                                                                  𝑝 → 𝐷𝑝 ⊂ 𝑇𝑀̃(𝑝)  

 

ile tanımlanan 𝐷 dönüşümüne distribüsyon adı verilmektedir. ∀ 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀̃) ve 𝑝 ∈ 𝑀̃ olmak 

üzere  𝑋𝑝 ∈ 𝐷𝑝 olduğunda 𝑋 vektör alanına 𝐷 distribüsyonuna aittir denir. ∀ 𝑝 noktası için 

𝐷'de 𝑟 adet diferansiyellenebilir, lineer bağımsız vektör bulunuyorsa 𝐷 distribüsyonuna 

diferansiyellenebilir bir distribüsyon adı verilir (Duggal ve Bejancu, 1996)  

 

2.2.4. Tanım 𝑀̃ manifoldu bir 𝐶∞-manifold ve 𝑀 üzerindeki 𝑞-boyutlu bir 𝐶∞-

distribüsyonu 𝐷 olsun. 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu 𝑀 olmak üzere 𝑀 altmanifoldunun 

her 𝑝 noktasında, 𝑀'nin tanjant uzayıyla 𝐷𝑝 aynı ise, 𝑀 altmanifolduna 𝐷 distribüsyonunun 

integral manifoldu adı verilir.  

 

Bu durumda 

 

𝑓:𝑀 → 𝑀̃ 

 

bir gömme (imbedding) olmak üzere ∀ 𝑝 ∈  𝑀 için 

 

𝑓∗(𝑇𝑀(𝑝)) = 𝐷𝑝 

 

olur. Bu durumda 𝐷 distribüsyonunun 𝑀 altmanifoldunu kapsayan farklı bir integral 

manifoldu yok ise 𝑀 manifolduna 𝐷 distribüsyonunun maksimal integral manifoldu adı 

verilir. 

 

𝑀̃ diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀, 𝑀̃'nın bir altmanifoldu olmak üzere ∀ 𝑝 ∈

𝑀 için 𝐷 distribüsyonunun 𝑝 noktasını içeren maksimal integral manifoldu var ise 𝐷 

distribüsyonuna integrallenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu, 1996). 

  

𝑀̃ bir manifold olmak üzere ve ̃, 𝑀̃ manifoldu üzerindeki lineer konneksiyon olsun. 𝑋, 𝑌 ∈

Γ(𝐷)  için ̃𝑋𝑌 ∈ Γ(𝐷)  oluyorsa 𝐷 distribüsyonu paraleldir denir. 

 

𝑛-boyutlu bir Riemann manifoldu olan 𝑀̃ üzerindeki distribüsyon 𝐷 olsun. 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷) için 

[𝑋, 𝑌] ∈ Γ(𝐷) oluyor ise 𝐷 distribüsyonu involutive distribüsyon olarak adlandırılır. Ayrıca, 
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𝑀 altmanifoldu üzerindeki bir distribüsyonun integrallenebilmesi için gerekli ve yeterli 

koşul, 𝐷 distribüsyonun involutive olmasıdır (Duggal ve Bejancu, 1996). 

 

2.2.5. Tanım Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) ve 𝑀, 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu olmak 

üzere ∀ 𝑝 ∈ 𝑀 için  

 

𝑇⊥𝑀 = {𝑉𝑝 ∈ 𝑇𝑀̃(𝑝): 𝑔̃(𝑋𝑝, 𝑉𝑝) = 0, ∀𝑋𝑝 ∈ 𝑇𝑀(𝑝)} 
 

olarak tanımlı altuzaya 𝑀̃ nın normal uzayı adı verilir. 𝑀 nin normal vektörü 𝑉𝑝 olmak üzere 

𝑉𝑝 nin birim vektör olarak tanımlanması durumunda, 𝑉𝑝 vektörüne 𝑀 altmanifoldunun birim 

normal vektörü adı verilir. 𝑀 altmanifoldunun bütün normal vektörlerini içermekte olan 

𝑇⊥𝑀 uzayına ise 𝑀 altmanifoldunun normal demeti denir.  

 

2.2.1. Not 𝑀, 𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. 𝑀 nin tanjant demeti 𝑇𝑀 ve 

𝑇⊥𝑀 ise 𝑀 nin tüm normal vektörlerinin vektör demetini temsil etsin. Bu durumda, 𝑀̃ nın 

tanjant demeti 

 

𝑇𝑀̃ = 𝑇𝑀⊕ 𝑇⊥𝑀 

 

şeklinde yazılabilir.  

 

2.2.6. Tanım Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) olmak üzere 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu 𝑀 

olarak tanımlansın. ̃ ile ∇ konneksiyonları sırasıyla 𝑀̃ ile 𝑀  manifoldları üzerinde 

Riemann konneksiyonları olsun. ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere 

 

                                            ℎ: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

 

                                                             (𝑋, 𝑌) → ℎ(𝑋, 𝑌) = ̃𝑋𝑌 − 𝑋𝑌 
 

olarak tanımlanan ℎ simetrik bi lineer form, 𝑀 altmanifoldunun ikinci temel formu olarak 

adlandırılır. ℎ =  0 olması durumunda 𝑀 altmanifolduna total geodezik altmanifold denir.  

 

                                                  ̃𝑋𝑌 = 𝑋𝑌 + ℎ(𝑋, 𝑌)                                                  (2.2.1) 
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ile tanımlı eşitlik Gauss formülü olarak adlandırılır. Eşitlikteki ℎ(𝑋, 𝑌) 𝑣𝑒 𝑋𝑌, ̃𝑋𝑌 nin 

sırası ile normal ve teğet bileşenleri olarak adlandırılır. 𝑀 nin ikinci temel formu olan ℎ ın 

kovaryant türevi olarak ifade edilen 𝛻ℎ ise ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀)  için 

 

                       (
𝑋
ℎ)(𝑌, 𝑍) = 𝑋

⊥ ℎ(𝑌, 𝑍) − ℎ((
𝑋
𝑌, 𝑍) − ℎ(𝑌,𝑋𝑍)                (2.2.2) 

 

olarak tanımlanır. ℎ ikinci temel formunun kovaryant türevi olan ∇ℎ’a ise 𝑀 

altmanifoldunun üçüncü temel formu denir (Chen, 1973). 

 

𝑛−boyutlu bir altmanifold olan 𝑀, (𝑀̃, 𝑔̃) Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. 𝑀 

altmanifoldu üzerindeki 𝑝 ∈  𝑀 için 𝑇𝑀(𝑝)’nin lokal otonormal bazı ise {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛}  

olma şartıyla 𝑀 altmanifoldunun ikinci temel formu olan ℎ ın normu ise 

                                          

‖ℎ‖2 = ∑ 𝑔(ℎ(𝑒𝑖 , 𝑒𝑗), ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑗))                                        (2.2.3)

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

2.2.7. Tanım 𝑛−boyutlu bir altmanifold olan 𝑀, 𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu 

olsun. 𝑀 altmanifoldunun ikinci temel formu ℎ olsun. 𝑀 altmanifoldu üzerinde 𝑝 ∈  𝑀 için 

𝑇𝑀(𝑝)’nin lokal ortonormal bazı {𝑒1,  𝑒2, … , 𝑒𝑛}  olsun.  

   

𝐻 =
1

𝑛
∑ℎ(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)                                                       (2.2.4)

𝑛

𝑖=1

 

 

şeklinde tanımlanan vektöre 𝑀 altmanifoldunun ortalama eğrilik vektörü adı verilir. Şayet 

𝐻 =  0 olması durumunda 𝑀 altmanifoldu minimal altmanifold olarak adlandırılır (Pandey 

ve Gupta, 2008).  

 

2.2.8. Tanım 𝑛−boyutlu bir altmanifold olan 𝑀, 𝑀̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu 

olsun. 𝑀 altmanifoldunun ikinci temel formu ℎ ile 𝑀 altmanifoldunun ortalama eğrilik 

vektörü ise 𝐻 olmak üzere ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) koşuluyla 

  

                                       ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝐻                                                  (2.2.5) 
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oluyorsa 𝑀 altmanifoldu 𝑀̃ manifoldunun total umbilik altmanifoldu olarak adlandırılır. 

Eğer  

 

                                     𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝐻) = 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌),   𝜆 ∈ 𝐶( 𝑀, 𝑅)                                     (2.2.6) 

 

koşulu sağlanıyorsa 𝑀 altmanifolduna 𝑀̃ manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu adı 

verilir. Görüleceği üzere her total umbilik altmanifold ayrıca pseudo-umbilik altmanifold 

olur. Ancak bu koşulun tersi doğru değildir (Pandey ve Gupta, 2008).  

 

2.2.9. Tanım Bir Riemann manifoldu (𝑀̃, 𝑔̃) ve 𝑀 ise 𝑀̃ manifoldunun bir altmanifoldu 

olsun. 𝑀 altmanifoldunun normal demetindeki konneksiyonu ⊥ olmak koşuluyla ∀ 𝑋 ∈

𝜒(𝑀) ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝐴: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀)  → 𝜒(𝑀)  
 

                                                              (𝑉, 𝑋) → 𝐴(𝑉, 𝑋) = 𝐴𝑉𝑋 = 𝑋
⊥𝑉 − ̃𝑋𝑉 

 

olarak tanımlanan bilineer dönüşüme 𝑀 altmanifoldunun şekil operatörü adı verilir (Chen, 

1973). 

 

̃𝑋𝑉 = −𝐴𝑉𝑋 + 𝑋
⊥𝑉                                               (2.2.7) 

 

eşitliğine ise Weingarten formülü adı verilir. 𝑀 altmanifoldunun bu durumdaki şekil 

operatörü olan 𝐴𝑉 nin kovaryant türevi ise 

 

                                          (
𝑋
𝐴)𝑉𝑌 = 𝑋𝐴𝑉𝑌 − 𝐴𝑋⊥𝑉𝑌 − 𝐴𝑉𝑋𝑌                                (2.2.8) 

 

şeklinde tanımlanır (Chen, 1973; Chen, 1990).  

 

∀ 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑔(𝑌, 𝑉) = 0 eşitliğinin 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) ’ye göre kovaryant 

türevinin alınması durumunda  

 

                                        𝑋𝑔(𝑌, 𝑉) = 𝑔(̃𝑋𝑌, 𝑉) +  𝑔(𝑌, ̃𝑋𝑉) = 0                                  (2.2.9) 

 

olur. Burada Weingarten ve Gauss formülleri kullanılır ise  
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𝑔(𝑋𝑌, 𝑉) + 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝐴𝑉𝑋) + 𝑔(𝑌,𝑋
⊥V) = 0 

 

olur. Burada gerekli sadeleştirme işlemleri yapılırsa 

 

                                              𝑔(𝐴V𝑌, 𝑋) = 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉)                                                      (2.2.10) 

 

olacağı görülür. Bu son eşitlik 𝑀 altmanifoldunun şekil operatörü 𝐴𝑉 ile ikinci temel formu 

ℎ arasındaki bağıntıyı verir (Chen, 1973).  
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3. LORENTZIAN CONCIRCULAR STRUCTURE MANİFOLDLAR 

 

Bu bölümde Lorentzian Consircular Structure manifoldlar tanıtılarak bazı temel özellikler 

verilmiştir. 

 

3.1. Lorentzian Consircular Structure Manifoldlar 

 

Bu bölümde (𝐿𝐶𝑆)𝑛- manifoldları ve bunların alt manifoldları için temel formüller ve 

tanımlar verilmiştir. 

 

𝑀̃ 𝑛-boyutlu Lorentzian manifoldu verilsin. Bir lorentzian metrik 𝑔(0,2) tipinde bir 

tensördür öyleki her 𝑥 ∈ 𝑀̃ için  

 

𝑔𝑥: 𝑇𝑥 𝑀̃  × 𝑇𝑥 𝑀̃ → ℝ 

 

non-dejenere metriktir. Burada metriğin işareti (−, +, ···, +) şeklindedir. Sıfırdan farklı bir 

𝑝 ∈ 𝑇𝑥𝑀̃ vektörü için 

 

 𝑔𝑥(𝑝, 𝑝)  <  0 ise   time like 

 

 𝑔𝑥(𝑝, 𝑝)  =  0 ise  null 

 

 𝑔𝑥(𝑝, 𝑝)  >  0 ise  space like 

 

olarak ifade edilir (Bishop ve O’Neil, 1969). 

 

(𝑀̃,𝑔) bir lorentzian manifoldu verilsin. Eğer (1, 1)- tipinde ki tensör alanı olan 𝐴, ∀ 𝑌 ∈ 

𝜒(𝑀) için 

 

𝑔(𝑌, 𝐾)  =  𝐴(𝑌),         (3.1.1) 

 

olarak tanımlanıyorsa 𝐾’ya concircular vektör denir (Yano, 1940). 

 

𝐴’nın kovaryant türevi, her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

(̃𝑌 𝐴)𝑋 =  𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌) +  𝜔(𝑋)𝐴(𝑌)}  ,                      (3.1.2) 
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olarak tanımlanır. Burada 𝛼 ≠  0 ve 𝜔 kapalı bir 1-formdur.  

 

Bir 𝑛-boyutlu 𝑀̃ Lorentzian manifoldunda, time-like consircular vektör alanı 𝜉 karakteristik 

vektör alanı olmak üzere 

 

𝑔(𝜉, 𝜉)  =  −1.        (3.1.3) 

 

dir. 𝜂 1-form olmak üzere 

 

𝑔(𝑋, 𝜉)  =  𝜂(𝑋).       (3.1.4) 

 

eşitliği vardır. Aynı zamanda 𝜂 nın kovaryant türevi her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

       (̃𝑋 𝜂)𝑌 =  𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌)  +  𝜂(𝑌) 𝜂(𝑋)} , (𝛼 ≠  0),       (3.1.5) 

 

                       ̃𝑋 𝜉 =  𝛼 { 𝑋 +  𝜂 (𝑋) 𝜉}  (𝛼 ≠  0)                  (3.1.6) 

 

şeklindedir. Burada, 𝑔 lorentzian metrik 𝛼 ≠  0 bir skaler fonksiyondur. 𝛼 nın 𝑋’e göre 

kovaryant türevi 

 

                            ̃𝑋 𝛼 = 𝑋 (𝛼) = 𝑑 𝛼(𝑋)= 𝜌𝜂 (𝑋)      (3.1.7) 

 

Burada 𝜌 = −(𝜉𝛼) şeklinde tanımlı skaler fonksiyondur. Ayrıca 

 

                      𝜑𝑋 =  
1

𝛼 
̃𝑋𝜉.       (3.1.8) 

 

şeklinde tanımlıdır.  (3.1.6) ve (3.1.8)'den aşağıdaki denklemler sağlanır 

 

                𝜑𝑋 =  𝑋 +  𝜂(𝑋)𝜉       (3.1.9) 

 

                                                  𝑔(𝜑𝑋, 𝑌)  =  𝑔(𝑋, 𝜑𝑌)                       (3.1.10) 

 

Burada  (1, 1)-tipinde simetrik tensördür. Aynı zamanda  ye manifoldun yapı tensörü adı 

verilir. 
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(𝑀̃ , 𝑔) lorentzian manifoldu ile birlikte birim time-like vektör alanı 𝜉, 𝜂 1-form,   (1,1)-

tipinde tensör alanı olmak üzere (𝑀̃ , 𝑔) ye Lorentzian concircular structure manifold adı 

verilir ve (𝐿𝐶𝑆)𝑛 – manifold olarak gösterilir (Shaikh, 2003). Bir (𝐿𝐶𝑆)𝑛– manifoldunda 

özel olarak 𝛼 = 1 alınırsa manifold Lorentzian para-Sasakian olarak adlandırılır 

(Matsumoto ve Mihai, 1988). 

 

Bir (𝐿𝐶𝑆)𝑛 – manifoldunda (𝑛 > 2) için aşağıdaki durumlar söz konusudur. Her 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈

 𝜒(𝑀) için 

 

  𝜑𝜉 =  0 , 𝜂 (𝜉)  =  −1, 𝜂(𝜑𝑌)  =  0, 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑋)  =  𝑔(𝑌, 𝑋)  +  𝜂(𝑌) 𝜂(𝑋),  (3.1.11) 

 

 𝜑2𝑋 = 𝑋 +  𝜂 (𝑋)𝜉,     (3.1.12) 

 

ve 

 

              𝑆(𝑌, 𝜉)   =  (𝑛 −  1)(𝛼2  −  𝜌) 𝜂(𝑌),                    (3.1.13) 

 

                 𝑅(𝑋, 𝑌)𝜉  =  (𝛼2 −  𝜌)[𝜂(𝑌)𝑋 −  𝜂(𝑋)𝑌] ,                          (3.1.14) 

 

                             𝑅(𝜉, 𝑌)𝑍 =  (𝛼2  −  𝜌) [𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉 −  𝜂(𝑍)𝑌 ] ,                         (3.1.15) 

 

                               (̃𝑋𝜑 )𝑌 =  𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 +  𝜂 (𝑌)𝑋 +  2𝜂(𝑌) 𝜂(𝑋)𝜉},               (3.1.16) 

 

          (𝑋𝜌)  =  𝑑𝜌(𝑋)  =  𝛽𝜂(𝑋),                                           (3.1.17) 

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 =  𝜑𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 + (𝛼2  −  𝜌) {𝑔(𝑌, 𝑍) 𝜂 (𝑋)  −  𝑔(𝑋, 𝑍) 𝜂 (𝑌)} 𝜉,    (3.1.18) 

 

𝑀, 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛 – manifoldunun bir altmanifoldu olsun. ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

̃𝑌𝑋 =  𝑌𝑋 +  ℎ(𝑌, 𝑋)                         (3.1.19) 

 

ve 

 

    ̃𝑌𝑉 =  −𝐴𝑉𝑌 + 𝑌
𝑉,                               (3.1.20) 

 

Formüllerine sırasıyla Gauss ve Weingarten formülleri denir. Burada  ve  

konveksiyonları sırasıyla 𝑇𝑀 ve 𝑇⊥𝑀 üzerinde tanımlıdır. Aynı zamanda ℎ ve 𝐴𝑉  sırasıyla 

temel 2-form ve Weingarten (şekil operatörü) temel tensörüdür. Şayet ℎ = 0 ise 𝑀 
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altmanifoldu total geodezik altmanifold olarak adlandırılır. Şekil operatörü  𝐴𝑉 ve ikinci 

temel form ℎ arasındaki bağıntı   

 

𝑔(𝐴𝑉𝑌, 𝑋)  =  𝑔(ℎ(𝑌, 𝑋), 𝑉),                              (3.1.21) 

 

şeklindedir. 

 

𝑀'nin ortalama eğrilik vektörü 𝐻 şu şekilde verilsin  

 

𝐻 = 
𝑡𝑟(ℎ)

𝑟
 

 

burada 𝑟, 𝑀'nin boyutudur. ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑀 total umbilik olduğundan dolayı 

 

ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝐻 

 

yazılır. 

 

 ℎ(𝑋, 𝑌) = 0 ise manifoldun total umbilik altmanifoldu total geodezik olur. 

 

 𝐻 = 0 ise, altmanifoldun minimal olduğu söylenir. 

 

𝑀, 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛 – manifoldunun bir altmanifoldu olmak üzere, ∀ 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

     𝜑𝑋 =  𝑇𝑋 +  𝑁𝑋,               (3.1.22) 

 

dir. Eşitlikteki 𝑇𝑋 ve 𝑁𝑋 sırası ile 𝑋 in teğet ile normal parçalarıdır. Aynı zamanda 𝑉 ∈ 

𝜒(𝑀) için 

 

     𝜑𝑉 =  𝑡𝑉 +  𝑛𝑉,               (3.1.23) 

 

dir. Burada 𝑡𝑉 ile 𝑛𝑉 sırası ile 𝑉 nin teğet ile normal parçalarıdır. (3.1.12), (3.1.22) ve 

(3.1.23) denklemleri kullanılır ise altmanifolda indirgenmiş tensörler arasındaki bağıntı,  

 

𝑇2 +  𝑡𝑁 =  𝐼 +  𝜂  𝜉,     𝑁𝑇 +  𝑛𝑁 =  0             (3.1.24) 

 

ve 
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𝑛2  =  𝐼 −  𝑁𝑡, 𝑇𝑡 +  𝑡𝑛 =  0.                 (3.1.25) 

 

şeklindedir. Ayrıca, altmanifolda indirgenen 𝑇,𝑁, 𝑡 ve 𝑛 tensör alanlarının kovaryant 

türevleri 

 

(𝑋𝑇)𝑌 =  𝑋 𝑇𝑌 –  𝑇𝑋𝑌,                               (3.1.26) 

 

   (𝑋𝑁)𝑌 =  𝑋
 𝑁𝑌 –  𝑁𝑋 𝑌,                                    (3.1.27) 

 

(𝑋𝑡)𝑉 =  𝑋𝑡𝑉–  𝑡𝑋
 𝑉,                                     (3.1.28) 

 

ve  

 

(𝑋𝑛)𝑉 =  𝑋
 𝑛𝑉–  𝑛𝑋

 𝑉.                         (3.1.29) 

 

şeklinde verilir. Ayrıca  nin kovaryant türevi ̃, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀)  için 

 

          (̃𝑋 𝜑)𝑌 =  ̃𝑋 𝜑𝑌 −  𝜑̃𝑋𝑌                                   (3.1.30) 

 

şeklinde yazılır. Yine ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) ve ve 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑔 (𝑇𝑋, 𝑌)  =  𝑔 (𝑋, 𝑇𝑌) 
 

𝑔 (𝑈, 𝑛𝑊)  = 𝑔 (𝑛𝑈,𝑊) 
 

eşitlikleri 𝑇 ve 𝑛'nin simetrik tensör alanları olduğunu gösterir. Ayrıca 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑌 ∈ 

𝜒(𝑀) için 

 

      𝑔(𝑁𝑌, 𝑉)  =  𝑔(𝑌, 𝑡𝑉),                         (3.1.31) 

 

şeklinde bir eşitlik vardır. 

 

Her 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑋 =  𝑇𝑋 +  𝑁𝑋 ifadesinde Eğer 𝑇 = 0 olursa 𝑀 altmanifolduna anti-invaryant 

altmanifold denir. Şayet 𝑁 = 0 olursa 𝑀 altmanifolduna invaryant altmanifold adı verilir. 
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(3.1.16), (3.1.22), (3.1.23) ve (3.1.30) denklemleri ile birlikte Gauss ve weingarten 

formülleri kullanılırsa altmanifolda indirgenen kovaryant türevleri, ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

(𝑋𝑇)𝑌 =  𝐴𝑁𝑌𝑋 +  𝑡ℎ(𝑋, 𝑌)  +  𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌 )𝜉 +  𝜂(𝑌)𝑋 +  2𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜉}    (3.1.32) 

 

        (𝑋𝑁)𝑌 =  𝑛ℎ(𝑋, 𝑌)  −  ℎ(𝑋, 𝑇𝑌 ).                        (3.1.33) 

 

olur. benzer olarak 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

(𝑋𝑡)𝑉 =  𝐴𝑛𝑉𝑋 −  𝑇𝐴𝑉𝑋                  (3.1.34) 

 

 (𝑋𝑛)𝑉 =  −ℎ(𝑡𝑉, 𝑋)  −  𝑁𝐴𝑉𝑋.                  (3.1.35) 

 

dir. Sırasıyla ∇𝑇 =  0, 𝛻𝑁 =  0, ∇𝑡 =  0 ve ∇𝑛 =  0 ise 𝑀 alt manifoldundaki 𝑇,𝑁, 𝑡 𝑣𝑒 𝑛 

tensörlerinin paralel olduğu söylenir. 

 

Ayrıca 𝜉, 𝑀'ye teğet vektörü olduğundan 𝜑𝑋 =
1

𝛼
  ̃𝑋𝜑, (3.1.19), (3.1.20), (3.1.21) ve 

(3.1.22) kullanılarak 𝑋 ∈  𝜒(𝑀) ve 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)  için 

 

           𝑋 𝜉 =  𝛼 𝑇𝑋,   ℎ(𝑋, 𝜉) =  𝛼 𝑁𝑋,   𝐴𝑉 𝜉 =  𝛼 𝑡𝑉,                      (3.1.36) 

 

(3.1.24), (3.1.32) ve (3.1.33) denklemlerinden 𝑋, ξ ∈  𝜒(𝑀) için 

 

  (𝑋𝑇)𝜉 = −𝛼 {−𝑡𝑁𝑋 + 𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉}                                    (3.1.37) 

 

ve  

 

    (𝑋𝑁)𝜉 =  −𝛼 𝑁𝑇𝑋 ,                (3.1.38)  

 

Benzer şekilde 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀) ile 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

(𝜉𝑡)𝑉 =  2𝛼𝑡𝑛𝑉                          (3.1.39) 

 

ve 

 

         (𝜉 𝑛)𝑉 =  −2 𝛼 𝑁𝑡𝑉.                           (3.1.40) 
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şeklindedir. 𝑄' nun kovaryant türevi 𝑄 olmak üzere denklemde 𝑄 =  𝑇2 yazarsak her 𝑋, 𝑌 

∈ 𝜒(𝑀) için 

 

(𝑋𝑄)𝑌 =  𝑋 𝑄𝑌 −  𝑄𝑋𝑌                      (3.1.41) 

 

denklemi elde edilir. 

 

A. Lotta, kontak geometride slant altmanifoldları aşağıdaki gibi tanıtmıştır (Lotta, 1996). 

 

3.1.1. Tanım 𝑀 altmanifoldu hemen hemen kontak bir metrik manifold olan 

𝑀̃(, ,, 𝑔)’nın bir alt manifoldu olsun. 𝑀 içindeki bir 𝑥 noktası için, 𝜉 vektörü ile lineer 

bağımlı olmayan, sıfırdan farklı bir vektör 𝑋 olmak üzere 𝑋 ve 𝑇𝑥(𝑀) arasında kalan açı 

slant açı olarak adlandırılır ve bu açıyı θ(𝑋) ile gösterelim. ∀ 𝑥 ∈  𝑀 noktası ile ∀ 𝑋 ∈ 

𝑇𝑥(𝑀)-{ ξ } için θ(𝑋) ile ifade edilen slant açı sabit ise 𝑀 altmanifolduna (𝑀̃,, ,, 𝑔)’nın 

kontak slant alt manifoldu adı verilir. Bunun yanı sıra θ(𝑋) ∈ (0,
𝜋

2
) aralığında yer alır 

(Cabrerizo ve arkadaşları, 2000). 

 

Bu bağlamda hemen hemen kontak bir metrik manifoldun 

 

i) Anti-invaryant altmanifoldu θ =  
π

2
 slant açısına sahip kontak slant altmanifolddur.  

 

ii) İnvaryant altmanifolduysa θ =  0 slant açısına sahip kontak slant altmanifolddur. 

 

Slant bir altmanifold ne anti-invaryant nede invaryant altmanifoldsa proper kontak slant 

altmanifold olur. 

 

Hemen hemen kontak bir metrik manifoldun slant altmanifoldları için aşağıdaki teorem iyi 

bilinmelidir (Lotta, 1996). 

 

3.1.1.  Teorem 𝑀̃, (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun, 𝜉 ye teğet olan altmanifoldu 𝑀 olmak üzere. Bu 

durumda 𝑀 altmanifoldunun slant altmanifold olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul 

 

𝑇2  =  𝜆(𝐼 +  𝜂 ⊗  𝜉).                                 (3.1.42) 
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olacak biçimde bir 𝜆∈[0,1] sabitinin mevcut olmasıdır. 𝑀 altmanifoldunun slant açısı olan 

𝜃 ise 𝜆 = 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 dır (Lotta, 1996). 

 

İspat 𝑀 altmanifoldu slant altmanifold olmak üzere. Bu durumda ∀ 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑇𝑋 ile 

φ𝑋 arasında bulunan açı 𝜃 ise 

 

cos𝜃 =
𝑔(φ𝑋,T𝑋)

‖φ𝑋‖‖T𝑋‖
=
‖T𝑋‖

‖φ𝑋‖
                              (3.1.43) 

 

𝑇'nin simetrik olduğunu dikkate alarak, 𝑔 bir Riemann metriği olduğundan, 𝑇2 = 𝜆(I + η⊗ξ) 

olur. 𝜆 =  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 alırsak, 𝜃 sabit olduğu için 𝜆'nın da sabit olduğu sonucunu elde ederiz. 

 

𝑔(𝑇2𝑋, 𝑋)  =  𝑔(𝑇𝑋, 𝑇𝑋)  =  𝑐𝑜𝑠2 𝜃𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑋)  =  𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔(𝜑2𝑋, 𝑋) 
 

                         = 𝑐𝑜𝑠2 𝜃𝑔(𝑋 +  𝜂(𝑋) 𝜉, 𝑋). 
 

Tersine, şimdi (3.1.42) denkleminin geçerli olduğunu varsayıyoruz. Daha sonra (3.1.12) ve 

(3.1.22)'den  

 

cos𝜃 =
𝑔(φ𝑋, T𝑋)

‖φ𝑋‖‖T𝑋‖
=  
𝑔(𝑇2𝑋, 𝑋)

‖φ𝑋‖‖T𝑋‖
 

 

                    = 𝜆
𝑔(𝑋,𝑋)+𝜂2(𝑋)

‖𝜑𝑋‖‖𝑇𝑋‖
 =   𝜆

𝑔(𝜑𝑋,𝜑𝑋)

‖𝜑𝑋‖‖𝑇𝑋‖
= 𝜆

‖𝜑𝑋‖

‖𝑇𝑋‖
    

 

olur. Dolayısıyla 𝜆 =  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 sonucuna varırız. O halde 𝜆 sabit olduğundan dolayı 𝜃’da 

sabit, 𝑀 altmanifolduda slant altmanifold olur.  

 

3.1.1. Sonuç 𝑀̃ bir (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldun 𝜃 slant açıya sahip altmanifoldu 𝑀 olmak üzere. 

∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑔(𝑇𝑋, 𝑇𝑌 )  =  𝑐𝑜𝑠2𝜃 {𝑔(𝑋, 𝑌 )  +  𝜂(𝑋) 𝜂(𝑌)}              (3.1.44) 

 

ve 

 

𝑔(𝑁𝑋,𝑁𝑌 )  = 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 {𝑔(𝑋, 𝑌 )  +  𝜂(𝑋) 𝜂 (𝑌)} .                (3.1.45) 
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olur. 
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4. (LCS)n MANİFOLDUNUN KONTAK PSEUDO-SLANT 

ALTMANİFOLDLARI 

 

Bu kısımda (𝐿𝐶𝑆)𝑛 manifoldlarının kontak pseudo-slant alt manifoldlarının geodeziklik 

durumları incelenecektir. 

 

4.1. Bir (LCS)n-Manifoldunun Kontak Pseudo-Slant Alt Manifoldlarının Geodeziklik 

Durumları 

 

Bu kısımda, bir (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunda, bir altmanifoldun kontak pseudo-slant alt manifold 

olabilmesi için gerek ve yeter koşullar verilmiş olup 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) (𝐿𝐶𝑆)𝑛 manifoldunun 

kontak pseudo-slant altmanifoldunun integrallenebilirlik durumları araştırılmıştır. 

𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) (𝐿𝐶𝑆)𝑛 manifoldunun total umbilik bir kontak pseudo-slant olması halinde 

bazı sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca, 𝐷𝜃-total geodezik, 𝐷⊥-total geodezik ile mixed-total 

geodezik kavramları verildikten sonra kontak pseudo slant çarpım kavramının tanımı 

yapılmıştır. Akabinde hemen hemen kontak metrik yapısı ile ℝ11 de 4-boyutlu bir kontak 

pseudo-slant altmanifold örneğine yer verilmiştir. 

 

4.1.1. Tanım Bir 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) (𝐿𝐶𝑆)𝑛 manifoldunun altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

 

i)   𝐷⊥ distribüsyonu total reel (anti-invaryant) distribüsyon, yani 𝜑 ( 𝐷⊥) ⊆ 𝑇⊥𝑀, 

 

ii)  𝐷𝜃 distribüsyonu, 𝜃 slant açısına sahip slant distribüsyon,  

 

iii) 𝑇𝑀 =  𝐷⊥⊕𝐷𝜃 , 𝜉 ∈ Γ(𝐷𝜃). 
 

şartlarını sağlayacak iki ortogonal 𝐷𝜃 ve 𝐷⊥ distribüsyonları var ise 𝑀 altmanifolduna 𝑀̃ 

manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu denir (Khan ve Khan, 2007). 

 

𝑑1 ve 𝑑2  sırasıyla 𝐷⊥ ve 𝐷𝜃 nın boyutları olsun. 

 

i)  𝑑2  =  0 ise 𝑀 altmanifoldu anti-invaryant altmanifolddur. 

 

ii)  𝑑1  =  0 ve 𝜃 =  0 ise 𝑀 altmanifoldu bir invaryant altmanifolddur. 
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iii)  𝑑1  =  0 ve 0 < θ < 
π

2
 ise, 𝑀 altmanifoldu bir proper kontak slant altmanifolddur. 

 

iv)  𝜃 = 
π

2
, ise 𝑀 altmanifoldu anti-invaryant altmanifolddur. 

 

v) 𝑑2 𝑑1  ≠  0 ve 0 < θ < 
π

2
 , bu durumda 𝑀 altmanifoldu bir proper kontak pseudo-slant 

altmanifolddur. 

 

𝐷⊥  ve 𝐷𝜃 üzerindeki izdüşümler sırasıyla 𝜛1 ve ϖ2 ile gösterirsek, o zaman her 𝑋 ∈  𝜒(𝑀)  

için, 

 

𝑋 =  𝜛1𝑋 + ϖ2 𝑋 +  𝜂(𝑋)𝜉 . 
 

dir. 

 

Eğer 𝜇, 𝜑(𝑇𝑀) nin 𝑇⊥𝑀 deki ortogonal tümleyeni ise 𝑀̃(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (𝐿𝐶𝑆)𝑛 manifoldunun 

bir kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 nin 𝑇⊥𝑀 normal uzayı, 

 

𝑇⊥𝑀 =  𝜑 (𝐷⊥)⊕ 𝑁(𝐷𝜃) ⊕  𝜇,   𝜑(𝐷⊥) ⊥ 𝑁(𝐷𝜃). 
 

şeklinde yazılabilir.  

 

4.1.1. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olmak üzere, 

eğer 𝑡 paralel ise o halde 𝑀 altmanifoldu ya mixed geodezik ya da anti-invaryant 

altmanifolddur (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

İspat 𝑡 tensörü paralelse 𝑁 de paraleldir. ∀ 𝑋 ∈ Γ(𝐷𝜃) ile 𝑌 ∈ Γ(𝐷⊥) için  

 

𝑁 = 0 
 

dir. (3.1.33) ve (3.1.34) denklemlerinden 

 

𝑛ℎ(𝑋, 𝑌) −  ℎ (𝑋, 𝑇𝑌) =  0.                                         (4.1.1) 

 

dir. yukarıdaki denklemde 𝑋 yerine 𝑇𝑋 yazılırsa 

 

𝑛ℎ(𝑇𝑋, 𝑌)– ℎ (𝑇𝑋, 𝑇𝑌) = 0                                           (4.1.2) 
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denklemini elde ederiz. 𝑌 ∈ Γ(𝐷⊥)  ve 𝑇𝑌 = 0 için 

 

 𝑛ℎ(𝑇𝑋, 𝑌) = 0.                                                          (4.1.3) 

 

olur. O halde yukarıdaki denklemde 𝑋 yerine 𝑇𝑋 alınırsa 

 

𝑛ℎ(𝑇2𝑋, 𝑌) =  −𝑛 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 ℎ(𝑋, 𝑌) = 0                                    (4.1.4) 

 

şekline dönüşür. 

 

Son denklemde 𝜃 = 
𝜋

2
 ise bu durum 𝑀'nin anti-invaryant olduğunu gösterir. ℎ =  0 

olduğunda ise 𝑀 mixed geozedik olur. 

 

4.1.2. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛- manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumda 𝑇'nin kovaryant türevi simetriktir (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

İspat ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀) için (3.1.32) denkleminde  

 

𝑔((𝑋𝑇)𝑌, 𝑍)  = 𝑔(𝐴𝑁𝑌𝑋 +  𝑡ℎ(𝑋, 𝑌) +  𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 +  𝜂(𝑌 )𝑋  
 

              + 2𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜉}, 𝑍)                                                         (4.1.5) 

 

 

olur. Yukarıdaki denklemde (4.1.5) kullanarak 

           

            𝑔((𝑋𝑇)𝑌, 𝑍)  =  𝑔( ℎ(𝑋, 𝑍), 𝑁𝑌) +  𝑔(𝑡 ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑍) 
 

                               + 𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌) 𝜂(𝑍) +  𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍) +  2 𝜂(𝑋) 𝜂(𝑌) 𝜂(𝑍)} 
 

                 =  𝑔(𝑡 ℎ(𝑋, 𝑍), 𝑌) +  𝑔( ℎ(𝑋, 𝑌),𝑁𝑍) 
 
                    + 𝛼 {𝑔(𝜂(𝑍)𝑋 +  𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 + 2 𝜂(𝑋) 𝜂(𝑍)𝜉, 𝑌)} 
 

                =  𝑔( 𝐴𝑁𝑍𝑋 +  𝑡ℎ(𝑋, 𝑍) +  𝛼{𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 +  𝜂(𝑍)𝑋} 
 
                  + 2 𝜂(𝑋) 𝜂(𝑍)𝜉 , 𝑌) 
 
                =  𝑔((𝑋𝑇)𝑍, 𝑌). 
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eşitliğini elde ederiz. Bu durumda 𝑇 tensörünün kovaryant türevinin simetrik olduğu 

sonucuna varılır. 

 

4.1.3. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper pseudo slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumda 𝑇 tensörünün paralel olması için gerekli ve yeterli şartlardan biri de ∀ 𝑌 ∈  𝜒(𝑀)  

ve 𝑉 ∈  𝜒(𝑀)  için 𝐴𝑉  şekil operatörünün 

 

                                          𝐴𝑛𝑉
     𝑇𝑌 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃(𝐴𝑉

    𝑌 +  𝜂(𝑌)𝜉).                                          (4.1.6) 

 

şartını sağlamasıdır (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

İspat 𝑁 paralelse ∀ 𝑋, 𝑌 ∈  𝜒(𝑀)  için (3.1.33) denkleminden 

 

                                                   𝑛ℎ(𝑋, 𝑌) –  ℎ(𝑋, 𝑇𝑌)  = 0                                       (4.1.7) 

 

denklemini elde ederiz. Buradan da 𝑌 = 𝑇𝑌 alınırsa 

 

                                              𝑛ℎ(𝑋, 𝑇𝑌) –  ℎ(𝑋, 𝑇2𝑌)  = 0                                       (4.1.8) 

 

böylece 

 

                                       𝑛ℎ(𝑋, 𝑇𝑌) =  𝑐𝑜𝑠2 𝜃 ℎ(𝑋, 𝑌 +  𝜂(𝑌) 𝜉)                                (4.1.9) 

 

denklemi elde edilir. Her 𝑉 ∈  𝜒(𝑀) için  

 

     𝑔(𝑛ℎ(𝑋, 𝑇𝑌), 𝑉) =  𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌 +  𝜂(𝑌) 𝜉 ), 𝑉) 
 

 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑇𝑌), 𝑛𝑉) =  𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑔(𝐴𝑉
   𝑋, 𝑌 +  𝜂(𝑌) 𝜉 ) 

 
     𝑔(𝐴𝑁𝑉

     𝑇𝑌, 𝑋) =  𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑔(𝐴𝑉
   𝑌 +  𝜂(𝑌)𝜉, 𝑋) 

 

denklemi sağlanmış olur. Bu denklemde  

 

                                               𝐴𝑛𝑉
     𝑇𝑌 = 𝑐𝑜𝑠2 𝜃(𝐴𝑉

   𝑌 + 𝐴𝑉
   𝜂(𝑌)𝜉).                                  (4.1.10) 

 

denklemine eşdeğer olduğundan ispat tamamlanır. 
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4.1.4. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. 

Bu durumda 𝑛 tensörünün paralel olması için gerekli ve yeterli koşullardan biri de ∀ 𝑈, 𝑉 ∈ 

𝜒(𝑀)  için 𝑀 altmanifoldunun şekil operatörünün 

 

𝐴𝑈𝑡𝑉 = −𝐴𝑉𝑡𝑈 
 

şartını sağlanmasıdır (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

İspat n tensörü paralel olsun. ∀ 𝑋 ∈  𝜒(𝑀)  ile 𝑈, 𝑉 ∈  𝜒(𝑀)  için (4.1.35) denkleminden  

 

𝑔((𝑋𝑛)𝑉, 𝑈)  =  𝑔(−ℎ(𝑋, 𝑡𝑉) − 𝑁 𝐴𝑉
    𝑋,𝑈 ) = 0 

 
                              = −𝑔(𝐴𝑈

    𝑡𝑉, 𝑋)  −  𝑔(𝐴𝑉
    𝑋, 𝑡𝑈)  = 0 

 
                     =  −𝑔(𝐴𝑈

    𝑡𝑉 + 𝐴𝑉
    𝑡𝑈, 𝑋)  = 0 

 

yazılabilir. Burada 

 

𝐴𝑈𝑡𝑉 = −𝐴𝑉𝑡𝑈 
 

dir.  

 

4.1.5. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumda ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃) ve 𝑍 ∈  Γ (𝐷⊥) için 

 

𝑐𝑜𝑠2 𝜃𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍) = 𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋 − 𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌) 
 

dir (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

İspat  ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃) ile 𝑍 ∈  Γ (𝐷⊥)  için (3.1.32) ve (3.1.33) denklemleri kullanılarak 

 

+𝐴𝑁𝑍𝑋 + 𝑡ℎ(𝑋, 𝑍) = (𝑋𝑇)𝑍 =  −𝑇𝑋𝑍 

 

ve  

 

(
𝑋
𝑁)𝑍 = 𝑛ℎ(𝑋, 𝑍) 

 



40 
 

elde edilir. Ayrıca (3.1.27) ve (3.1.40) kullanılarak  

 

𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍) = 𝑔(𝐴𝑁𝑍𝑋, 𝑇𝑌) − 𝑔(𝐴𝑁𝑍𝑌, 𝑇𝑋) + 𝑔(𝑌
⊥𝑁𝑍,𝑁𝑋) − 𝑔(𝑋

⊥𝑁𝑍,𝑁𝑌) 
 

                             =  𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌) + 𝑔((𝑌𝑁)𝑍 + 𝑁𝑌𝑍,𝑁𝑋)  
                      

                               − 𝑔((𝑋𝑁)𝑍 + 𝑁𝑋𝑍,𝑁𝑌) 
 

                             = 𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋𝚤 − 𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝑌𝑍,𝑁𝑋) − 𝑔(𝑁𝑋𝑍, 𝑁𝑌) 
 

                             = 𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋 − 𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌) + 𝑠𝑖𝑛
2𝜃{𝑔(𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌𝑋, 𝑍)} 

  

                             =  𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋 − 𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌) + 𝑠𝑖𝑛
2𝜃{𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍)} 

 

yazılabilir. Burada 

 

𝑐𝑜𝑠2 𝜃𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍) = 𝑔(𝑇𝐴𝑁𝑍𝑋 − 𝐴𝑁𝑍𝑇𝑋, 𝑌). 
 

olur. 

 

4.1.6. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun total umbilik altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki kavramlardan en az biri doğrudur (Dirik ve Çelik, 2022). 

 

1- 𝑀 proper altmanifolddur 

 

2- 𝐻 ∈  Γ(𝜇) 
 

3- 𝐷𝑖𝑚(𝐷⊥) = 1 

 

İspat  ∀ 𝑋 ∈  Γ(𝐷⊥) için (3.1.6) eşitliğini kullanarak 

 

(̃𝑋𝜑)𝑋 =  𝛼 𝑔(𝑋, 𝑋)𝜉. 
 

elde ederiz. Burada  (3.1.19), (3.1.20), (3.1.22) ve (3.1.23) eşitlikleri kullanılırsa 

 

̃𝑋𝑁𝑋 − 𝜑(𝑋𝑋 + ℎ(𝑋, 𝑋)) − 𝛼 𝑔(𝑋, 𝑋)𝜉 = 0.  
 

−𝐴𝑁𝑋𝑋 +𝑋
⊥𝑁𝑋 −  𝑁𝑋𝑋 − 𝑡ℎ(𝑋, 𝑋) − 𝑛ℎ(𝑋, 𝑋) − 𝛼 𝑔(𝑋, 𝑋)𝜉 = 0. 

 

olduğu görülür. Denklemin teğetsel bileşenleri alınırsa 
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𝐴𝑁𝑋𝑋 + 𝑡ℎ(𝑋, 𝑋) + 𝛼 𝑔(𝑋, 𝑋)𝜉 = 0.  
 

yazılır. Böylece denklem 𝑊 ∈  Γ(𝐷⊥) ile çarpılırsa  

 

𝑔(𝐴𝑁𝑋𝑋,𝑊) + 𝑔(𝑡ℎ(𝑋, 𝑋),𝑊) = 0. 
 

olur. 𝑀 total umbilik altmanifold olduğundan  

 

               𝑔(𝐴𝑁𝑋𝑊,𝑋) + (𝑡ℎ(𝑋, 𝑋),𝑊) = 0 
 

                                           𝑔(ℎ(𝑊,𝑋), 𝑁𝑋) − 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑋),𝑁𝑊) = 0 

 

𝑔(𝑊,𝑋)𝑔(𝐻, 𝑁𝑋) − 𝑔(𝑋, 𝑋)𝑔(𝐻, 𝑁𝑊) = 0 
 

                                      −𝑔(𝑋, 𝑋)𝑔(𝑡𝐻,𝑊) + 𝑔(𝑋, 𝑋)𝑔(𝑡𝐻, 𝑋) = 0  
 

olur. Buradan da  

 

𝑔(𝑡𝐻, 𝑋)𝑊 − 𝑔(𝑡𝐻,𝑊)𝑋 = 0  
 

olur. Burada ya 𝑡𝐻 sıfırdır ya da 𝑋 ile 𝑊 lineer olarak bağımlı vektör alanlarıdır. Eğer 𝑡𝐻 ≠

0 ise 𝐷𝑖𝑚(𝐷⊥)  =  1 olur. Şayet 𝑡𝐻 =  0 ise bu 𝐻 ∈  Γ(𝜇) demektir. 𝑀, (𝐿𝐶𝑆)𝑛 

altmanifold olduğundan 𝐷𝜃 ≠  0 ve 𝜃 ≠ 0 dir. 𝑑1𝑑2 ≠  0 ve 𝜃 ≠ 0 olduğundan 𝑀 proper 

(𝐿𝐶𝑆)𝑛dir. 

 

4.1.7. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumda anti-invaryant distribüsyonu 𝐷⊥ nın integrallenebilmesi için gerekli ve yeterli 

şartlardan biri 

 

𝐴𝑁𝐷⊥  𝐷
⊥ = 0 

 

olmasıdır. Burada 𝐴 şekil operatörüdür (Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018). 

 

İspat ∀ 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝐷⊥) için (3.1.16), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.22) ve (3.1.23) denklemleri 

kullanılırsa 
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                            ̃𝑍𝑌 =  ̃𝑍𝑌 +  𝛼 {𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉 +  𝜂(𝑌)𝑍 +  2 𝜂(𝑌) 𝜂(𝑍)𝜉} 
 

−𝐴𝑁𝑌𝑍 + 𝑍
𝑁𝑌 =  𝑁𝑍𝑌 +  𝑇𝑍𝑌 +  𝑡ℎ(𝑍, 𝑌)  +  𝑛ℎ(𝑍, 𝑌 )  +  𝛼 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉, 

 

olur. denklemin teğet kısımlarından  

 

−𝐴𝑁𝑌𝑍 =  𝑇𝑍𝑌 +  𝑡ℎ(𝑌, 𝑍)  +  𝛼 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉. 
 

denklemini elde ederiz. Böylece  

 

𝑇[𝑌, 𝑍]  =  𝐴𝑁𝑍𝑌  −  𝐴𝑁𝑌𝑍. 
 

sonucuna ulaşılmış olur. Buradan ∀ 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝐷⊥)  için 𝑇[𝑌, 𝑍] = 0 dır. Böylelikle teoremin 

ispatı tamamlanır. 

 

4.1.8. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumunda slant distribüsyon olan 𝐷𝜃  nın integrallenebilir olabilmesi için gerekli ve yeterli 

şartlardan biri 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃) için 

 

                       𝜔1 {𝑋𝑇𝑌 –  𝑇𝑌 𝑋 − 𝐴𝑁𝑌 𝑋 −  𝑡ℎ(𝑋, 𝑌 ) +  𝛼 𝜂(𝑌)𝑋} =  0             (4.1.11) 

 

şartını sağlamasıdır (Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018). 

 

İspat  ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃)  için (3.1.32) kullanılarak ve teğetsel kısım dikkate alınarak, 

 

𝑇[𝑋, 𝑌]  =  𝑋𝑇𝑌 –  𝑇𝑌𝑋 − 𝐴𝑁𝑌𝑋 −  𝑡ℎ(𝑋, 𝑌) 
 

    + 𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 +  𝜂(𝑋)𝑌 +  2 𝜂(𝑋) 𝜂(𝑌)𝜉}       (4.1.12) 

 

(4.1.11)’e 𝜔1'i uygulayarak (4.1.10) elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

 

4.1.2. Tanım 𝑀̃  (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu 

durumda 

 

i) ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃) için ℎ (𝑋, 𝑌)  =  0 olması halinde 𝑀 altmanifoldu, 𝐷𝜃–total geodezik 

altmanifolddur. 
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ii) ∀ 𝑌,𝑊 ∈  Γ(𝐷⊥) için ℎ (𝑌,𝑊)  =  0 olması halinde 𝑀 altmanifoldu, 𝐷⊥total geodezik 

altmanifolddur. 

 

iii) ∀ 𝑊 ∈  Γ(𝐷𝜃) ve 𝑍 ∈  Γ(𝐷⊥) için ℎ (𝑊, 𝑍)  =  0 olması halinde 𝑀 altmanifoldu, mixed 

total geodezik altmanifolddur. 

 

4.1.9.  Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. 

Bu durumda 𝑀 altmanifoldu ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur 

(Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018). 

 

İspat ∀ 𝑋 ∈ Γ(𝐷𝜃), 𝑌 ∈  Γ(𝐷
⊥) ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)  için (3.1.13), (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20), 

(3.1.21), (3.1.22) ve (3.1.23) kullanarak, 

 

   𝑔(𝐴𝑉 𝑋, 𝑌)  =  𝑔(̃𝑋𝑌, 𝑉 )  =  −𝑔(̃𝑌 𝑉, 𝑌 ) 
 

                       = −𝑔(̃𝑋𝑉,𝑌 )  =  𝑔((̃𝑋 )𝑉 − ̃𝑋𝑉,𝑌) 
 

                       =  𝑔(𝛼 {𝑔(𝑋, 𝑉)𝜉 +  𝜂(𝑉)𝑋 +  2 𝜂(𝑉) 𝜂(𝑋)𝜉} , 𝑁𝑌 )  −  𝑔(̃𝑋𝑉,𝑁𝑌 ) 
 

                       = −𝑔(̃𝑋 𝑡𝑉 + ̃𝑋𝑛𝑉,𝑁𝑌) 
 

                       = −𝑔(ℎ(𝑋, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑌 )  −  𝑔(𝑋
𝑛𝑉, 𝑁𝑌), 

 

yazılabilir. Burada (3.1.31), (3.1.29) ve (3.1.35) kullanılır ise 

 

𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌)  =  −𝑔(ℎ(𝑋, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑌 )  −  𝑔((𝑋𝑛)𝑉 +  𝑛 𝑋
𝑉,𝑁𝑌) 

 

 = −𝑔(ℎ(𝑋, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑌 )  −  𝑔(−ℎ(𝑋, 𝑡𝑉 )  −  𝑁𝐴𝑉𝑋,𝑁𝑌 ) 
                                        

                                        =  𝑔(𝑁𝐴𝑉𝑋,𝑁𝑌)  =  𝑔(𝑡𝑁𝐴𝑉  𝑋, 𝑌 ). 
 

şekline dönüşür. O halde denkleme (3.1.24) uygulanırsa 

 

𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌)  =  𝑔(𝐴𝑉𝑋 +  𝜂(𝐴𝑉𝑋)𝜉 − 𝑇
2𝐴𝑉𝑋, 𝑌) 

 

            =  𝑔(𝐴𝑉  𝑋, 𝑌 )  −  𝑔(𝑇
2𝐴𝑉𝑋, 𝑌), 

 

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑔(𝐴𝑉𝑋 +  𝜂(𝐴𝑉 𝑋)𝜉, 𝑌)  =  𝑐𝑜𝑠
2𝜃 𝑔(𝐴𝑉 𝑋, 𝑌)  =  0. 
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şekline dönüşür. Böylece 𝑐𝑜𝑠2𝜃 =  0 ise 𝜃 = 
𝜋

2
 olur. Bu da bize 𝑀 altmanifoldunun anti-

invaryant olduğunu gösterir. Ayrıca yukarıdaki denkleme (3.1.21) uygulanırsa eşitlik 

 

𝑔(𝐴𝑉𝑌, 𝑋)  =  𝑔(ℎ(𝑌, 𝑋), 𝑉), 
 

şekline dönüşür. 𝑔(ℎ(𝑌, 𝑋), 𝑉) = 0 ise ℎ(𝑌, 𝑋) = 0 olur. Burdan da 𝑀 altmanifoldunun 

mixed-total geodezik olduğunu görülür. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.1.10. Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. 

Bu durumda 𝑀 altmanifoldu ya 𝐷⊥- total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur 

(Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018). 

 

İspat  ∀ 𝑍,𝑊 ∈  Γ(𝐷⊥) ile 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀)  için (3.1.31), (3.1.24), (3.1.35) ve (3.1.42) kullanılır 

ise, 

 

  𝑔(ℎ(𝑍,𝑊), 𝑉) =  −𝑔(̃𝑊𝑉, 𝑍)  =  −𝑔(̃𝑊𝑉,𝑍)                                                                        
   

                           =  𝑔((̃𝑊 )𝑉 − ̃𝑊𝑉,𝑍) 
 

                           =  𝑔(𝛼 {𝑔(𝑊, 𝑉)𝜉 +  𝜂(𝑉)𝑊 + 2 𝜂(𝑉) 𝜂(𝑊)𝜉} , 𝑁𝑍 − 𝑔(̃𝑊 𝑉,𝑁𝑍) 
 

                           = −𝑔(̃𝑊 𝑡𝑉, 𝑁𝑍)  −  𝑔(̃𝑊 𝑛𝑉, 𝑁𝑍) 
 

                           = −𝑔(ℎ(𝑊, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑍)  −  𝑔(𝑊
 𝑛𝑉,𝑁𝑍), 

 

yazılır. Buradan (3.1.13), (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.21), (3.1.22) ile (3.1.23) kullanılır 

ve akabinde gerekli düzenlemeler yapılır ise 

 

𝑔(ℎ(𝑍,𝑊), 𝑉)  =  −𝑔(ℎ(𝑊, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑍) −  𝑔((∇𝑊𝑛)𝑉, 𝑁𝑍) 
 

    =  −𝑔(ℎ(𝑊, 𝑡𝑉 ), 𝑁𝑍)  +  𝑔(ℎ(𝑡𝑉,𝑊)  +  𝑁𝐴𝑉 𝑊,𝑁𝑍) 
 

    =  𝑔(𝑁𝐴𝑉𝑊,𝑁𝑍)  =  𝑔(𝑡𝑁𝐴𝑉𝑊,𝑍) 
 

    =  𝑔(𝐴𝑉𝑊 +  𝜂(𝐴𝑉𝑊)𝜉 − 𝑇
2𝐴𝑉𝑊,𝑍) 

 

    =  𝑔(𝐴𝑉𝑊,𝑍)  −  𝑔(𝑇
2𝐴𝑉𝑊,𝑍), 

 

𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑔(𝐴𝑉𝑊 +  𝜂(𝐴𝑉𝑊)𝜉, 𝑍)  =  𝑐𝑜𝑠
2 𝜃 𝑔(𝐴𝑉𝑊,𝑍)  =  0. 
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denklemi elde edilir. Eğer  

 

Son bağıntıda, 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 0 ise 𝜃 = 
𝜋

2
 olur. Bu durum da 𝑀 altmanifoldunun anti-invaryant 

olduğunu gösterir. Şayet 𝑔 (ℎ (𝑍,𝑊), 𝑉)  =  0 ise ℎ (𝑍,𝑊)  =  0 olduğundan 𝑀 

altmanifoldu 𝐷⊥- total geodezik altmanifold olur. 

 

4.1.3. Tanım 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. 

Eğer 𝑀 altmanifoldunun 𝐷𝜃 ve 𝐷⊥ distribüsyonları 𝑀 altmanifoldunda total geodezik iseler 

𝑀 altmanifolduna kontak pseudo-slant çarpım adı verilir. 

 

4.1.11.  Teorem 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. 

Bu durumda 𝑀 altmanifoldu bir kontak pseudo-slant çarpımdır (Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 

2018). 

 

İspat ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝐷𝜃) ile 𝑍 ∈  Γ(𝐷⊥ ) için (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.31), (3.1.33) ve 

(3.1.44) eşitliklerinden  

 

     𝑔( 𝑋𝑌, 𝑍)  = 𝑔( ̃𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑔(̃𝑋𝑌 − (̃𝑋)𝑌,𝑍)   

 

              =  𝑔(̃𝑋 𝑌, 𝑁𝑍) − 𝑔(𝛼{𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 +  𝜂(𝑌)𝑋 +  2 𝜂(𝑌) 𝜂(𝑉)𝜉} , 𝑁𝑍) 
 

                         =  𝑔(ℎ(𝑋, 𝑇𝑌 ), 𝑁𝑍) +  𝑔(𝑋
𝑁𝑌,𝑁𝑍) 

 

              =  𝑔(ℎ(𝑋, 𝑇𝑌 ), 𝑁𝑍) +  𝑔((𝑋𝑁)𝑌 +  𝑁 𝑋𝑌,𝑁𝑍) 
 

                          =  𝑔(ℎ(𝑋, 𝑇𝑌 ), 𝑁𝑍) +  𝑔(𝑛ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑁𝑍) 
 

                              − 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑇𝑌), 𝑁𝑍) +  𝑔(𝑁𝑋𝑌,𝑁𝑍) 
 

                          =  𝑔(𝑁 𝑋𝑌, 𝑁𝑍)  =  𝑔(𝑡𝑁𝑋𝑌, 𝑍)       
                                                                                               

                          =  𝑔(𝑋𝑌 +  𝜂(𝑋𝑌)𝜉 − 𝑇
2𝑋𝑌, 𝑍), 

 

olur. Buda  

 

 𝑔(𝑇2 𝑋𝑌, 𝑍) =  𝑐𝑜𝑠
2𝜃 𝑔(𝑋𝑌 +  𝜂(𝑋𝑌 )𝜉, 𝑍) =  𝑐𝑜𝑠

2 𝜃𝑔(𝑋𝑌, 𝑍) =  0     (4.1.13)           

 

olduğunu gösterir.  
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∀ 𝑍,𝑊 ∈  Γ(𝐷⊥) ile 𝑋 ∈  Γ(𝐷𝜃) için 

 

   𝑔(𝑊𝑍, 𝑋)  =  −𝑔(̃𝑊𝑋, 𝑍)  =  −𝑔(𝜑̃𝑊𝑋, 𝜑𝑍)  
 

                       =  𝑔((̃𝑊𝜑)𝑋, 𝜑𝑍) −  𝑔(̃𝑊𝜑𝑋,𝜑𝑍)  
 

                       =  𝑔(𝛼 {𝑔(𝑊, 𝑋)𝜉 + 𝜂(𝑋)𝑊 + 2𝜂(𝑋)𝜂(𝑊)𝜉} , 𝑁𝑍) −  𝑔(̃𝑊𝜑𝑋,𝑁𝑍) 
                        

                       = −𝑔(ℎ(𝑇𝑋,𝑊),𝑁𝑍)  −  𝑔( 𝑊
 𝑁𝑋,𝑁𝑍) 

  

                       =  −𝑔(ℎ(𝑇𝑋,𝑊),𝑁𝑍)  −  𝑔(( 𝑊𝑁)𝑋 +  𝑁𝑊𝑋,𝑁𝑍) 
 

                       = −𝑔(ℎ(𝑇𝑋,𝑊),𝑁𝑍)  −  𝑔(𝑛ℎ(𝑋,𝑊),𝑁𝑍) 
 

     + 𝑔(ℎ(𝑊, 𝑇𝑋), 𝑁𝑍) −  𝑔(𝑁𝑊𝑋,𝑁𝑍)  =  −𝑔(𝑡𝑁𝑊𝑋, 𝑍) 
 

            =  −𝑔( 𝑊𝑋 +  𝜂(𝑊𝑋)𝜉 − 𝑇
2𝑊𝑋, 𝑍) 

 

             =  𝑔(𝑊𝑍, 𝑋)  −  𝑔(𝑇
2𝑊𝑋, 𝑍), 

yani, 

 

𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑔(𝑊𝑋 + 𝜂(𝑊𝑋)𝜉, 𝑍) = 𝑐𝑜𝑠
2 𝜃𝑔(𝑊𝑋, 𝑍) = −𝑐𝑜𝑠

2𝜃𝑔(𝑊𝑍, 𝑋) = 0   (4.1.14) 

 

elde edilmiş olur. Böylece (4.1.12) ile (4.1.13)’den teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Örnek 𝑀, ℝ11’de 4-boyutlu 

 

Χı (u, v, w, t) = (vcosu, wcosu, v + w, −wcosu, −vcosu, vsinu, wsinu, v + w, wsinu, vsinu, t). 

 

olarak tanımlanan altmanifoldu olsun. 𝑀 altmanifoldunun tanjant demeti 

 

                        𝑒1 = −𝑣 sin 𝑢 
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑤 sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑤 sin 𝑢  

𝜕

𝜕𝑥4
+ 𝑣 sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥5
  

 

                                   +𝑣 cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑦1
− 𝑤 cos𝑢 

𝜕

𝜕𝑦2
+ 𝑤 cos 𝑢  

𝜕

𝜕𝑦4
+ 𝑣 cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦5
  

 

                       𝑒2 = cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥3
− cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥5
+ sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦1
+

𝜕

𝜕𝑦3
 + sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦5
 

 

                       𝑒3 = cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑥2
+

𝜕

𝜕𝑥3
− cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥4
+ sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦2
+

𝜕

𝜕𝑦3
 + sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦4
 , 𝑒4 =

𝜕

𝜕𝑡
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yukarıda ki gibi verilmiş olan tanjant vektörleri tarafından oluşturulduğu kolayca görülür. 

ℝ11’in koordinat sistemi şayet (x1, x2, x3, x4, x5, y1, y2, y3, y4, y5, z) şeklinde seçilir ise, ℝ11’in 

𝜑 hemen hemen kontak yapısı 

 

 (∑{𝑋𝑖
𝜕

𝜕𝑋𝑖
+ 𝑌𝑖  

𝜕

𝜕𝑦𝑖
} + 𝑍

𝜕

𝜕𝑧

5

𝑖=1

) =∑(𝑌𝑖
𝜕

𝜕𝑋𝑖
+ 𝑋𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑖
)

5

𝑖=1

, 

 

𝜉 =
𝜕

𝜕𝑧
, 𝜂 = 𝑑𝑧 , 𝑔 = 𝜂 ⊗ 𝜂 +∑(𝑑𝑥𝑖

2 + 𝑑𝑦𝑖
2).

5

𝑖=1

 

 

şeklinde tanımlanabilir. Bu durumda 

 

𝑈 = 𝜇İ
𝜕

𝜕𝑋𝑖
+ 𝑣İ

𝜕

𝜕𝑦𝑖
+ 𝜆

𝜕

𝜕𝑧
∈ 𝑇(ℝ11) 

 

olmak üzere 

 

𝑈 =  𝜇İ (
𝜕

𝜕𝑥𝑖
) + 𝑣İ (

𝜕

𝜕𝑦𝑖
) + 𝜆 (

𝜕

𝜕𝑧
) = 𝜇İ

𝜕

𝜕𝑦𝑖
+ 𝑣İ

𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 

 

𝑔(𝑈,𝑈) =  𝜇𝑖
2 + 𝑣𝑖

2, 𝑔(𝑈, 𝑈) = 𝜇𝑖
2 + 𝑣𝑖

2 − 𝜆2, 𝜂(𝑈) = 𝑔(𝑈, 𝜉) =  𝜆, 𝜂( 𝜉) = −1 olur. 

 

Bu durumda 

 

2𝑈 = 𝜇İ
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑣İ

𝜕

𝜕𝑦𝑖
= 𝑈 +  𝜂(𝑈)𝜉, 

 

𝑔(𝑈,𝑈) = 𝑔(𝑈, 𝑈) 𝜂2(𝑈). 
 

koşulları sağlanmış olur. Böylelikle (, ,, 𝑔), ℝ11’in hemen hemen para kontak metrik 

yapısı olur. Yukarıdaki baz vektöre 𝜑 uygulanır ise 

 

                        𝑒1 = −𝑣 sin 𝑢 
𝜕

𝜕𝑦1
− 𝑤 sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦2
+ 𝑤 sin 𝑢  

𝜕

𝜕𝑦4
+ 𝑣 sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦5
  

 

                                    +𝑣 cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑤 cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑤 cos 𝑢  

𝜕

𝜕𝑥4
+ 𝑣 cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥5
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            𝑒2 = cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑦1
+

𝜕

𝜕𝑦3
− cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦5
+ sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥3
 + sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥5
 

 

                        𝑒3 = cos 𝑢 
𝜕

𝜕𝑦2
+

𝜕

𝜕𝑦3
− cos 𝑢 

𝜕

𝜕𝑦4
+ sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥2
+

𝜕

𝜕𝑥3
 + sin 𝑢 

𝜕

𝜕𝑥4
 

 

olduğu görülür. Buradan da gerekli işlemler yapılırsa 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑔(φ𝑒2, 𝑒2)

‖φ𝑒2‖‖𝑒2‖
=
𝑔(φ𝑒3, 𝑒3)

‖φ𝑒3‖‖𝑒3‖
=  
𝑔(φ𝑒3, 𝑒2)

‖φ𝑒3‖‖𝑒2‖
 =
𝑔(φ𝑒2, 𝑒3)

‖φ𝑒2‖‖𝑒3‖
=
1

2
, 𝜃 = 600 

 

sonucuna ulaşırız. Bu sonuca göre 𝐷𝜃  =  𝑠𝑝𝑎𝑛 {𝑒2,  𝑒3} slant açıya sahip bir slant 

distribüsyon olduğu sonucunu çıkarabiliriz. 𝑔(φ𝑒1,ei) = 0, 𝑖 =  2, 3, 4 olduğundan, φ𝑒1 𝑀 

altmanifolduna diktir. Böylelikle 𝐷⊥  = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1} anti-invaryant (total reel) 

distribüsyondur. Böylece 𝑀 altmanifoldu ℝ11'de hemen hemen para kontak metrik yapısı ile 

4 boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold olur (Dirik, Atçeken ve Yıldırım, 2018). 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

 

1) 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

 

 a ) 𝐷⊥ nın integrallenebilmesi için gerekli ve yeterli koşullardan biride 

 

𝐴𝑁𝐷⊥  𝐷
⊥ = 0 

 

dır. 

 

b ) 𝐷𝜃 nın integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli koşullardan biri, 

 

𝜔1 {𝑋𝑇𝑌 –  𝑇𝑌 𝑋 − 𝐴𝑁𝑌 𝑋 −  𝑡ℎ(𝑋, 𝑌 ) +  𝛼 𝜂(𝑌)𝑋} =  0              

 

olmasıdır. 

 

2) 𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun total umbilik altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda aşağıdaki 

kavramlardan en az biri doğrudur. 

 

a ) 𝑀 proper altmanifoldur  
 

b ) 𝐻 ∈ Γ(𝜇) 

 

c ) 𝐷𝑖𝑚(𝐷⊥) = 1 
 

3 )  𝑀̃ (𝐿𝐶𝑆)𝑛-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu 𝑀 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

 

a ) 𝑀 altmanifoldu mixed total geodezik altmanifold olur. 

 

b ) 𝑀 altmanifoldu Dθ - total geodezik altmanifold olur. 

 

c ) 𝑀 altmanifoldu D⊥ - total geodezik altmanifold olur. 

 

d ) 𝑀 altmanifoldu anti-invaryant altmanifold olur. 

 

e ) 𝑀 altmanifoldu kontak pseudo-slant çarpım olur. 

 

Bu sonuçlar genişletilerek farklı manifoldlara uygulanabilir.  
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