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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere
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1. GIRIS

Geometri ile ilgili bilinen ilk bilgiler Mezopotamya medeniyetleri'ne aittir. Mezopotamya
uygarligindan yapilarin giiniimiize yetismemesinin bir nedeni Misirlilarin yapilarini tastan
meydana getirirken Mezopotamya uygarliklarin camurdan yapilma briket kullanmalaridir.
Ancak Mezopotamya uygarligimin ulastigi matematik seviyesini gosteren daha ¢ok
materyale sahibiz. Bunun nedeni ise Mezopotamyalilarin geometri ve matematik {izerine
eserlerini kilden tabletler {izerine not etmeleridir. Ornegin antik-Yunan’dan c¢ok daha
Onceleri Mezopotamya uygarliklarinin Pisagor bagimtisini bildiklerini bu tabletlerden

Ogrenebiliyoruz.

Gerek eski Misir uygarlig1 ve gerek eski Mezopotamya uygarliklarin geometrisi daha ¢ok
pratik gereklerden ortaya ¢ikmis ve bunun Otesine gecememisti. Bu nedenle bugiin
anladigimiz anlamda geometri biliminin baglangict antik Yunan’a dayandirilmaktadir. Bu
geometri eski Misir ve Mezopotamya uygarliklarinin geometrisiyle karsilastirildiginda
goriilmektedir ki bu geometri daha piir ve daha az isleme dayanir. Ik geometrik ¢alismalarin
Misir ve Mezopotamya'da yapildig: diistiniilmektedir. Bu antik uygarliklar, 6zellikle tapinak
ve piramit gibi yapilar1 insa ederken geometriyi kullanmuslardir. Ornegin, piramitlerin

yapisinda dik agilarin kullanimi ve tiggen formlarinin siklikla kullanimi dikkat ¢ekicidir.

Geometri, Yunan matematigi acisindan da biiyiik bir 6neme sahiptir. Antik Yunanlilar,
ozellikle Oklid'in "Elementler" adli kitabiyla geometri alaminda onemli bir ilerleme
kaydettiler. Bu kitap, bugiin bile matematiksel diislincenin temel taglarindan biri olarak
kabul edilmektedir. Antik Yunan matematikgileri ayrica, sekillerin hacmini ve alanim

hesaplamak i¢in farkli yontemler gelistirdiler.

Orta Cag'da, Arap matematikgileri, geometrinin gelisimine katkida bulundular. Ozellikle,
Al-Khwarizmi'nin "Kitab al-Jabr ve'l-Mugqabala" adli kitabi, cebir ve geometri arasindaki

baglantiy1 kurdugu i¢in biiyiik bir 6nem tagimaktadir.

Modern geometri, 17. ylizyilda Fransiz matematik¢i René Descartes tarafindan gelistirilen
analitik geometri ile baglamistir. Analitik geometri, geometrik nesneleri cebirsel ifadelerle
temsil etmeyi miimkiin kild1. Bu da, geometri ve cebir arasindaki ayrimi ortadan kaldirdi ve

matematigin daha genis bir alanini olusturan cebirsel geometriyi ortaya ¢ikardi.



Son yiizyilda, geometrinin 6nemi biiylik 6l¢lide artmigtir. Matematiksel analiz, teorik fizik,
bilgisayar grafikleri ve tasarim gibi alanlarda geometri dnemli bir rol oynamaktadir. Ayrica,

topoloji, diferansiyel geometri ve sayisal geometri gibi yeni alt disiplinler gelistirilmistir.

Diferansiyel geometri, matematikte, uzaylarin egrilerini ve yiizeylerini tanimlamak icin
kullanilan bir alandir. Manifoldlar teorisi ise, uzaylarin topolojik yapilarini ve 6zelliklerini
inceler. Manifoldlar, matematiksel nesnelerdir ve herhangi bir yerel olarak Oklid uzayma
benzerler, ancak global olarak bu 6zellikleri gostermeyebilirler. Ornegin, diinya yiizeyi gibi
bir iki boyutlu manifold, yerel olarak bir diizlem gibi goriinebilir, ancak global olarak farkli

topolojik olarak farkhdir.

Diferansiyel geometri, manifoldlarin egriligi ve diger geometrik 6zelliklerini inceler. Bu
alanda, uzaym egriligi, biyiikliigli, uzunlugu, agisi, kivrimlar1 gibi geometrik 6zellikler,
matematiksel tekniklerle &lgiiliir. Ozellikle, egri ve yiizeylerin matematiksel tanimlamalari,
fonksiyonlar, vektorler ve tensorler kullanilarak yapilir. Diferansiyel geometri, bu
ozelliklerin daha genis bir matematiksel ve fiziksel baglama yerlestirilmesine de yardimci

olur.

Manifoldlar teorisi, manifoldlarin topolojik 0©zelliklerini ve bunlarin altinda yatan
matematiksel yapilari inceler. Topoloji, nesnelerin uzayda nasil yerlestirildigi ve sekillerinin
degistirilip degistirilemeyecegi gibi 6zelliklerle ilgilenir. Manifoldlar teorisi, manifoldlarin
topolojik olarak esdeger olup olmadigini belirlemek icin matematiksel araglar kullanir. Bu

teori, geometrik ve fiziksel problemlerin ¢6zliimii i¢cin matematiksel ¢erceve saglar.

Diferansiyel geometri ve manifoldlar teorisi, matematiksel fizik, matematiksel analiz,
topoloji, cebir ve geometrinin birgok alt disipliniyle iliskilidir. Ozellikle, genel gorelilik gibi

alanlarda uzay ve zamanin matematiksel tanimlanmasi i¢in 6nemlidirler.

Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel olarak tanimlanmis bir tiir
manifolddur. Bu manifoldlarda, her bir noktanin yakininda, bir Lorentzian metrigi ve bir
concircular yap1 tanimlanabilir. Lorentzian metrik, 6zel gorelilik teorisinde dnemli bir rol
oynayan bir matematiksel nesnedir. Bu metrik, uzay ve zamanin birlesik yapisini tanimlar
ve genel gorelilik teorisinde Einstein denklemlerinin ¢6ziimii i¢in gereklidir. Concircular

yap1 ise, manifolddaki her bir noktanin yakininda, bir tanjant uzay: vardir ve bu tanjant



uzayinda, bir concircular yapi tanimlanabilir. Bu yapi, her bir noktada, bir aginin
belirlenebilecegi bir 6zelliktir. Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel
fizikte kullanilan birgok konuya uygulanabilir. Ornegin, 6zel gérelilik teorisindeki
Lorentzian metrikleri ve egriligi tanimlamak ic¢in kullanilabilirler. Ayrica, bu yapilar,
elektromanyetizma, kuantum mekanigi, kozmoloji ve diger fiziksel teorilerde de kullanilir.
Lorentzian concircular structure manifoldlar, matematiksel analiz, diferansiyel geometri ve
cebir gibi matematik dallarinda ¢alisan aragtirmacilar tarafindan incelenir. Bu alanlarda, bu
manifoldlara 6zgii matematiksel ozellikler, 6zellikle Lorentzian metrik ve concircular

yapilar, matematiksel yapilarin anlagilmasina ve uygulanmasina yardimci olur.

Chen, 1990 yilinda invariant ve anti-invariant manifoldlarin genellestirilmisi olan slant
altmanifoldlarin geometrisi lizerine arastirmalar yapmaya baglamistir. Chen, hemen hemen
Hermityen manifoldlarin slant altmanifold kavramini ortaya atmigtir (Chen, 1990a; Chen,
1990b). Daha sonra, Lotta hemen hemen kontak metrik manifoldlarin slant altmanifoldlarini
tamimlad:r (Lotta, 1996). Cabrerizo ve arkadaslari, bir Sasakian manifoldunun slant
altmanifoldlarini1 inceleyerek birgok sonuca ulagsmislardir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez

ve Fernandez, 1999; Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez, 2000).

Papaghuic 2009 yilinda semi-slant altmanifoldlar ve almost hermityen manifoldlarda
calismalar yapti ve birbirinden ilging sonuglar elde etti (Papaghuic, 1994). Cabrerizo ve
arkadaslar1 Sasakian manifoldlarinin ve K-kontaginin slant altmanifoldlarimi arastirip
karakterize ederek birkag¢ ornek literatiire kazandirdi. Cabrerizo ve arkadaslart bir hemen-
hemen kontak metrik manifoldda bi-slant altmanifold tanimlayip inceleyerek pseudo-slant
altmanifold kavramimi verdi (Cabrerizo ve arkadaslari, 1999; Cabrerizo ve arkadaslari,
2000). Khan ve arkadaslar1 pseudo-slant altmanifoldlari aragtirdilar (Khan ve Khan, 2007).
Daha sonra, De ve arkadaslar1 bir Sasakian manifoldunun Pseudo-slant altmanifoldlarini
inceledi ve karakterize etti (De, ve Sarkar, 2004). 2013 yilinda M. Atgeken (LCS),
manifoldlarinin kontak pseudo-slant altmanifoldlari iizerine ¢alismalar yapmaya baslamistir
(Atgeken ve Hui, 2013). S. Dirik doktora galismasi olan “Pseudo-Slant Altmanifoldlarin
Geometrisi Uzerine” ile bu alandaki literatiire ciddi manada katki saglamistir. Son
zamanlarda S. Dirik, M. Atceken ve U. Yildirim farkli manifoldlarda slant ve pseudo-slant
altmanifoldlar: ile ilgili ¢ok sayida g¢alismalar1 bulunmaktadir (At¢eken ve Dirik, 2014,
Dirik, At¢eken ve Yildirnm, 2017; Dirik, Atceken ve Yildirim, 2018; Dirik ve Yildirim,
2022; Dirik ve Celik, 2022).



Shaikh yakin zamanda Lorentzian concirculer structure manifoldlar1 ((LCS),-manifoldlar)
kavramini tanittt (Shaikh, 2003; Shaikh ve Bahishya, 2005; Shaikh, Kim ve Hui 2011).
Mihai ve Chen, Matsumoto tarafindan ortaya atilan Lorentzian para Sasakian manifoldlar
kavramini genellestiren bir 6rnek kurdu (Matsumoto ve Mihai, 1988; Mihai ve Chen, 2009).
Ardindan, Shaikh ve Baishya (LCS),,-manifoldlarinin genel gorelilik kuram1 ve kozmolojide
nasil kullanilabilecegini incelediler (Shaikh ve Bahishya, 2005). Ayrica, (LCS), -
manifoldlar Shaikh, Kim ve Hui tarafindan incelenmistir (Shaikh, Kim ve Hui, 2011).

Bu bilgiler 1s181nda, (M , g) lorentzian manifoldu ile birlikte birim time-like vektor alani &,
n 1-form, ¢ (1,1)-tipinde tensor alam olmak iizere (M, g) ye Lorentzian concircular
structure manifold adi verilir. Yukaridaki ¢alismalar dogrultusunda, bu tezde (LCS), -
manifoldlarinin kontak pseudo-slant alt manifoldlarinin diferansiyel geometrisi ¢aligilmistir.
(LCS),-manifoldunun alt manifoldlarinin kontak pseudo slant altmanifold olabilmesi igin
gerek ve yeter kosullar verilerek bir (LCS), - manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldlarin tanimindan elde edilen distribiisyonlarin integrallenebilirligi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar arastirllmigtir. Son olarak, distribiisyonlarin geodeziklik kavramlar
tanimlanarak, (LCS),,- manifoldunun kontak pseudo-slant ¢arpimi1 incelenerek bazi sonuglar
elde edilmistir. Ek olarak, kontak pseudo-slant ¢arpimi, Dy - total geodezik, D*- total
geodezik ile mixed —total geodezik kavramlari tanimlanmigtir. Daha sonra tezimizi, hemen
hemen kontak metrik yapiya sahip R'!'de dért boyutlu kontak pseudo-slant altmanifold

ornegi vererek destekliyoruz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Manifoldlar

Bu boéliimde, ilk olarak koordinat komsulugu kavrami sunulacak ve ardindan topolojik
manifold tanim1 yapilacaktir. Akabinde manifold iizerindeki diferansiyellenebilir atlasin
tanimi yapildiktan sonra, r. mertebeden diferansiyellenebilir manifold kavrami anlatilacak
ve manifold iizerinde diferansiyellenebilir yapilar tanimlanacaktir. Manifoldlar iizerinde
tensor, Lie braketi, diferansiyel form, vektor alani, kovaryant tiirev, tiirev doniisiimii ve diger

kavramlar sunulacaktir.

2.1.1. Tanim Bir Hausdorff uzay1r X ve U c X acik kiimesinden V < R" bolgesine

tanimlanan

p: U >V cR"

homeomorfizmi X iizerinde harita ya da n— boyutlu koordinat sistemi denir. U agik
climlesine ise, koordinat bolgesi ya da ¢ haritasinin koordinat komsulugu adi verilir. Bu

harita (U, ¢) ile gosterilir. Sayet, x € U ise

o(x) = (x1,x5,...,%x,) ER™

seklindedir. Buradaki x;, x; , ... , x, reel sayilarina ise ¢ haritasi lizerinde x noktasinin

koordinatlar: ad1 verilir (Aslim, 1988; Sahin, 2012).

2.1.2. Tamm M bos olmayan bir ciimle olsun. M nin herbir noktasinin E™ e ya da E™ nin
bir U acik alt ciimlesine homeomorf olacak sekilde bir koordinat komsulugu varsa, M

manifolduna n—boyutlu topolojik manifold ad: verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.3. Tanim R™ uzayna ait bir U acik climlesi {izerinde tanimlanan reel degere sahip bir
fonksiyon f olsun. Sayet f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevi var ve k < r olmak
kosulu ile siirekli ise f fonksiyonuna r. mertebeden diferansiyellenebilirdir adi verilir. f €

C" (U, R) ile sembolize edilir. Sayet V r € Z* i¢in f € C" (U, R) oluyorsa f fonksiyonu



diferansiyellenebilir denir. Bu fonksiyon f € C* (U, R) ile sembolize edilir (Hacisalihoglu,
1980).

2.1.4. Tamm M bir topolojik manifold olmak iizere M nin agik bir ortiisii {Uy} ile
tamimlansin. U, agik climlesinin « indisinin ctimlesi A olmak kosuluyla {U,} ag¢ik ortiisii
igin {Ug}qen yazilabilir. Eger E™ igindeki her Uy, bir homeomorfizm ¢ ile homeomorf ise,
0 zaman (¢, Uy) haritalarinim {(¢,_, Uy)}aea koleksiyonu bir koordinat komsulugu sistemi

(atlas) olarak adlandirilir.

2.1.5. Tanim n— boyutlu bir topolojik manifold M olmak iizere, S ={Ugy, Yy}, de M
manifoldunun bir atlasi olsun. 7 = 1 kosulu igin, sayet S atlasimin U, N Ug # @ olmasi

durumunda VvV a, 8 € Aigin

(0043 = qjaoq-’[;l: qJB(U(x n UB) - P (Ug N UB)

ve

Ppe = WpoWg ' 1 W (U NUg) = Y (Uy N Up)

Ozelliklerine sahipse S ye C"-siuifindadir denir. Bu durumda, her biri ikiser ikiser bir

homeomorfizmanin bileskesi olan fonksiyonlar olan ve de birer

Ppa Pap

homeomorfizmadir. S6z  konusu Pup ile Do fonksiyonlar1  C"-sinifindan

diferansiyellenebilirse S atlasina C"-Sinifindan diferansiyellenebilirdir ad1 verilir.

M {izerindeki bir C"-sinifi atlas1 S, CT-smifindan bir diferansiyellenebilir yap: olarak

tanimlanir.

M bir manifold olsun ve bu manifoldda r. mertebeden diferansiyellenebilir bir atlas var ise,

M'ya r. mertebeden diferansiyellenebilir manifold ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.6. Tamm M ile N iki manifold ve ¢ : M — N, diferansiyellenebilir doniisiimiiniin tersi

mevcut ve bu doniisiimiin tersi de diferansiyellenebilirse, ¢ doniisiimiine diffeomorfizma



denir. Eger M dan N ya bir diffeomorfizma mevcutsa, M ile N manifoldlar: diffeomorfiktirler

denir.

2.1.1. Not Manifoldlar iizerinde 6nemli bir kavram da tanjant vektorleridir. Manifold, temel
olarak bir topolojik uzaydir ve bu uzay iizerinde diferansiyel yap1 tanimlayarak diferansiyel

teknikler kullanmak mimkindiir.

2.1.7. Tanim M topolojik bir manifold ve p € M olsun. M manifoldunun p noktasinin bir

komsulugu U olmak kosuluyla

CPWR) = {f|f: UL Ry

kiimesini ele alalim, bu kiimede f,g € C*(U,R) ve a,b € R sabitleri i¢in

i) Lineerlik
Vo (af + bg) = aVp(f) + bVy(9)

ii) Leibnitz
W (f-9) =%(Ng@) +f@W9)

sartlarini karsilayan V, fonksiyonu, M manifoldunun p-noktasindaki tanjant vektérii olarak

adlandirilir.
M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi T 5 (p) ile gosterilir.

Buna gore,

lineer, Leipnizi

Tia() = {Vp | Vp: C*(M,R) ————— R}

dir. Bu ciimlede i¢ islem

D: Tu) XTu() - Tulp)

(Vp, Wp) =V, @ Wy, C¥(M,R) » R

ve f € C*°(M,R) igin



(b + Wp)[f] = W[f] + Wplf]
olarak tanimlanir. Bu sekilde (T (p),@®) ikilisi abel grup olur. Bu ciimledeki dis islem ise
O:RxTg)~ Tulp)
(4, V) > A0V,: C*(M,R) » R
ve f € C*°(M,R) icin
AOV)[f] = 1, [f]

olarak tanimlanir. (T 5(p)) reel sayilar cismi iizerindeki bir vektdr uzaydir ve bu uzay M

manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayr olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.8. Tamim f: E™ — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve Vp € Tgn(p) olsun. Buna

gore Vp = W olmak sartiyla

Voplf] = 2 (FPLHE(Q=P))s- o f (Pt t(Qn—P))e=o

reel sayisina f fonksiyonunun I_/;, vektorii yoniindeki tiirevi adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.9. Tanim Reel sayilar cismi tizerindeki r adet vektor vzay1 V;, V,, Vs,..., V. seklinde

verilsin.

f:V1XV2XV3,...,[/-r_)IR

fonksiyonu1l < i < r veu;, v; € V; olmak iizere a,b € R i¢in

f(uy, ..., uj_q, av; + buy, Vigq, ., Vy)
= af (U1, v, Vic1y Uiy ooes V) F Df (U1, oo, Vi1, Uy ooe, V)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna r—lineer fonksiyon adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).



2.1.10. Tanim M, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. p € M noktasinda
bulunan tanjant uzay1 T (p) olsun. Tg(p) nin dual uzay1, M manifoldunun p noktasindaki
kotanjant uzay: olarak adlandirilir. M manifoldunun p noktasindaki kotanjant uzay1 ise

T (p) ile gosterilir. Bu durumda

" lineer
Ti() ={w|w: Tz() — R}
olur. Tg; (p) kotanjant uzaymin herbir elemant ise M manifoldunun p noktasindaki kotanjant

vektorleri olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

2.1.11. Tanim Reel sayilarin cismi iizerindeki bir vektdr uzayr V olsun. V* ise V vektor

uzayinin dual uzayi olarak tanimlansin

r+s—lineer

LT, VS R) = {f|f : VT X V" —— R}

vektor uzayindaki i¢ ve dis islemler sirasi ile

(f @ g)(alf ey Oy Bll T BS) = f(ali weey Oy Bll T BS) + g(al' ey Oy Blr e Bs)

ve

(llf)((xl’ B O(T" Bl’ et BS) = Af(al' "t ar’ Bl’ R BS)

olarak tanimlanir. Bu uzay, r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant tensér
uzay olarak adlandirilir. Bu uzaym 6gelerine ise (r, s)-tipinde bir tensor ad1 verilir (Boothby,
1986).

2.1.2. Not Manifoldlar iizerinde tanjant vektorleri kullanarak vektor alanlar1 tanimlanabilir.
M bir manifold olsun ve T (p) bu manifoldun p noktasina karsilik gelen tanjant uzay1 olsun.
Her p € M noktasina karsilik gelen X diferansiyellenebilir doniisiimii, Tz (p) uzayimnda bir
tanjant vektori tiretir ve bu dontisiime vektor alan1 adini veririz. Bu sekilde vektor alanlari

asagidaki gibi tanimlanabilir.
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2.1.12. Tamim M diferansiyellenebilir manifold olsun. M manifoldu iizerinde bulunan
diferansiyellenebilir fonksiyonlarmn ciimlesi C*® (M, R) olmak iizere, V f, g € C®(M,R) ile
a,b € Rigin

X: C®(M,R) — C*(M,R)
doniistimii asagidaki

i) X(af +bg) = aX(f) + bX(g)

i) X(fg) =X(fHg + fX(g)

ozellikleri sagliyor ise X vektoriine M manifoldu iizerindeki bir vektor alan: ad1 verilir.

M'daki vektor alanlar1 y(M) simgesiyle gosterilir (Boothby, 1986).

2.1.13. Tamm Diferansiyellenebilir bir manifold olan M'daki vektor alanlari ciimlesi

x (M) olmak iizere X, Y € y(M) igin

[ 1: x(M) X x(M) — x(M)

X, V) = [X,Y]

dontisimii

i) 2-lineer,Va,b € RveX,Y,Z € y(M) igin
[aX + bY,Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]

ii) Anti-simetrik yani her X,Y € x(#) igin
[X,Y] = —[V,X]

i) VX,Y,Z € y(M) igin
[[X,Y], 2]+ [[Z, X],Y] +[[V,Z],X] = 0

kosullarii sagliyor ise [,] ye M manifoldu iizerinde Lie operatérii adi verilir (Boothby,
1986).
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M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde tanimli y(M) vektor alani olmak

lizere, V X, Y € y(M) igin
[,1: x(M) x x (M) —x(M)
X,Y) - [X,Y]

doniisiimii her f € C* (M, R) fonksiyonu igin

X, Y1f =X(Y(F)) = X(Y () (2.1.1)

olarak tanimlanir. [,], y(M) iizerindeki bir Lie operatoriidiir. Esitlikteki X (f) ise f nin X

vektor alaninin yone gore tiirevi olarak ifade edilir.

M diferansiyellenebilir manifold olsun. vV X,Y,Z € y(M) ic¢in f,g € C®(M,R)

fonksiyonlari ile birlikte A € R i¢in Lie operatorii

) [XYI(f +9) =X YI() + X, Y](9)
i) [X,YI(Af) = 21X, Y](f)
i) [X,Y](fg) = glX,YI(f) + f[X,Y](9)

ozelliklerini saglar (Yano ve Kon, 1984).
2.1.1. Teorem M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere V X ,Y € y(M)ile f,g €
C*(M,R) igin

[fX,gY] = FPIX. Y]+ fX(QY — gY (H)X (2.1.2)
dir (Yano ve Kon, 1984).
2.1.14. Tamm M ile N manifoldlar1 siras1 ile m ile n boyutlu diferansiyellenebilir

manifoldlar olsun. f:M — N olarak tamimlanan fonksiyon p noktasi iizerinde

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak kosuluyla
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fuiTa(®) - Ty(f ()

Vp - f*|p(V1'o) = (Vp[f1]|f(p)' ---'V)p[fn“f(p))

ile tanimlanan f, doniisiimii f fonksiyonunun tirev doniisiimii olarak adlandirilir. Sayet g €

C*(M,R), f(p) nin komsulugu altinda diferansiyellenebilir bir fonksiyonsa

(£(%)) g = Vo(gof)

seklinde verilir (Yano ve Kon, 1984).

2.1.2. Teorem M ve N manifoldlar diferansiyellenebilir manifoldlar olmak iizere f: M — N
diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Bu kosulda £, tiirev doniisiimii lineer ve M iizerinde

segilen egriden bagimsiz olur (Yano ve Kon, 1984).

2.1.15. Tanim M, diferansiyellenebilir bir manifold olarak tanimlansin. M manifoldu
iizerindeki C® vektor alanmin ciimlesi y(M) ve M dan R ye olan C* fonksiyonlarinin

ciimlesi ise C°°(1VI, R)olsun. VvV X,Y,Z € )((M) ilea,b € Rigin

g: x(M) x (M) — €*(M,R)

doniigiimii

1) Simetrik, yani
g, X) =g(X,Y),
i) Pozitif tanimlilik
X#0icing(X,X)>0veg(X,X) =0 X = 0,
iii) Bilineer;
gaX +bY,Z)=ag(X,Z) + bg(Y,Z),

sartlarini sagliyor ise g ye M iizerinde (2, 0)-mertebeli metrik tensér ya da Riemann metrigi

denir. (M, g) cifti ise Riemann manifoldu olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).
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2.1.16. Tamim M, bir diferansiyellenebilir manifold olsun ve M manifoldu iizerinde bulunan
C* vektor alanlarinin ciimlesi y(M) olmak iizere
~ ~ ~_ 2—lineer ~
Vix(M) X x(M) — x(M)
(X,Y) > V(X,Y) = VyY
doniisimii V X, Y, Z € y(M) ile f,g € C*(M,R) igin
”) ﬁfx_’_gyz = f?XZ + gﬁyz
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

ozelliklerini sagliyor ise V ya M iizerindeki bir afin konneksiyon denir. Vy ise X’e gore

kovaryant tiirev operatorii olarak adlandirilir (Yano ve Kon, 1979).

2.1.17. Tamim M manifoldu n-boyutlu ve M manifoldu {izerindeki konneksiyon V olmak

uzere

T: x (M) x x(M) > x(8)
X, Y) > TX,Y)=VyY -V, X —[X,Y]
olarak tamimlanmis vektdr degerli tensére M manifoldu iizerinde tanimli olan V

konneksiyonunun forsiyon tensérii adi verilir. Basitge goriilebilir ki torsiyon tensorii

antisimetriktir.

2.1.18. Tanim (M, g) Riemann manifoldu olsun.V ise M iizerinde tanimli bir afin

konneksiyon olmak iizere V X, Y, Z € y(M) igin V konneksiyonu

i) VY —V,X = [X,Y] (Stfir torsiyon 6zelligi olan konneksiyon)

i) Xg(V,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (Metrik ile bagdasma 6zelligi olan konneksiyon)
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kosullarmi sagliyor ise, V konneksiyonuna M manifoldu tizerindeki Sifir torsiyonlu
konneksiyon (Riemann konneksiyonu) ya da Levi-Civita konneksiyonu adi verilir (Yano ve
Kon, 1979).

(M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere V konneksiyonu M manifoldu

tizerinde tanimli Levi-Civita konneksiyonu olsun. ¥ X,Y, Z € y(M) i¢in

29(VxY,2) =Xg(Y,2) +Yg(Z,X) — Zg(X,Y)

ile ifade edilen esitlige Kozsul formiilii denir.

2.1.19. Tanim (M, g) Riemann manifoldu olmak iizere X € y(M) icin Ly, keyfi (r,s)-
tipindeki bir tensor alanini yine (7, s)-tipindeki bir tensor alanina gotiiriir ise Ly operatori

X vektor alanina gore Lie tiirev operatérii olarak tanimlanr.

(LxP) Xy, o0, X, Y1, 0, ) = X0 0Ky, o, Xo, Y1, 00, Ys)
—¢(LXX1, ""XT" Yl' ey Y;-) - ¢(X1, ""XT'J Yl’ ,LXy;-)

seklinde gosterilir. Ozel olarak Y € y(M) igin

LyY = [X,Y]

bigiminde tammlidir. Ayrica f € C(M,R) icin Lyf = X(f) dir.VY,Z € y(M) olmak iizere

g-Riemann metrik tensoriiniin X — vektor alanina gore Lie tiirevi ise

Lxg)(Y,2) = Lxg(Y,Z) — g(LxY,Z) — g(V, LxZ)
=X(g(¥,2)) - g(IX,Y1,.2) — g (¥, [X,Z])
=g(VxY,2) + g(Y,V4Z) — g(VxY,2)

+9(VyX,2) — g(Y,VyZ) + g(Y,V,X)

=g(VyX,Z) + g(Y,V,X)
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olarak tanimlanir. Lyg = 0 olmasi durumunda X vektor alan1 Killing vektor alan: olarak

tanimlanir (Chen, 1973).

2.1.20. Tanim (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere, M manifoldu iizerinde verilmis
olan her bir difarensiyel r-forma bir diferansiyel (r + 1)-formu karsilik getiren

diferansiyel operatore "duis tiirev operatérii" adi verilir ve bu operator d ile gosterilir

Sayet w bir r—formsa, X,, X4, ..., X, € x(M) igin

T

1 .

dw(Xo, Xy, oo, X,) = H—l{Z(—l)‘Xi(w(Xo, o X X, X
i=1

1 - i+j
i Z (D™ o([Xi, X1, Xo, s Xicq, Xiy o Xp )}

i,j=0

seklinde ifade edilir. Ozel olarak 1—form ile 2—form igin d operatorii V X,Y,Z € y(M)
igin
2dw(X,Y) = X(w(Y)) — Y (X)) — o([X, Y]) (2.1.4)

ve

3dd(X,Y,Z) = X(d(Y,2)) + Y(d(Z, X)) + Z(d(X, 1))

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

2.1.21. Tamm (M, g) Riemann manifold olmak iizere V konneksiyonu M manifoldu

iizerinde Levi-Civita konneksiyonu ve V X, Y, Z € y(M) igin

R: x(M) x x(M) x x(M) - x(M)

(X,Y,2) » R(X,V)Z

olmak tlizere
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ﬁ(X, Y)Z = ﬁxﬁyz - ?vaZ - ?[X‘Y]Z (216)

olarak ifade edilen R fonksiyonu M manifoldu iizerinde (3, 1)-tipindeki tensor alamdir. Bu
tensdre M manifoldunun Riemann egrilik tensérii adi verilir. Ayrica V X,Y,Z,W € y(M)
icin K(X,Y,Z,W) = g(ﬁ(X, Y)Z, W) bi¢iminde tamimli olan K tensériine ise Riemann
Christoffel egrilik tensorii denir. Manifold'un Riemann egrilik tensorii sifir ise flat manifold
olarak adlandirilir. Riemann manifoldu (M, g) iizerindeki konneksiyon V i¢in VR = 0 ise,
M'ya lokal simetrik manifold ad1 verilir. V X,Y,Z,W € )((1\71) icin, Riemann egrilik tensorii

olan R

i) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z
i) g(RX,VZ,W)=-g(RX,Y)W,Z)
i) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (I. Bihanchi 6zdesligi)

iv) g(RX,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X,Y)

ozelliklerine sahiptir (O’Neill, 1983).

2.1.22. Tanim n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {e;, e, ..., e,}, lokal ortonormal

vektor alanlari y(M) nin bazi olsun.
Q: x(M) > x(M)

X,,0X) =0X = Z R(X,e))e; (2.1.7)
i=1

ile taniml1 Q operatorii M manifoldunun Ricci operatorii olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g) nin Riemann egrilik tensorii R ve {e;, e, ..., e,}

ciimlesi y (M) nin ortonormal vektor alanlari olmak iizere V X, Y € y(M) icin
S: x(M) x (M) > C*(M,R)

X,Y) - S(X,Y) = Z g(R(Y,e)e;, X) (2.1.8)



17

seklinde tanimlanan (2, 0)— tipinde tensére M nin Ricci tensorii denir. Ricci tensdriiniin

simetrik oldugu kolayca gériilebilir. M nin Ricci operatorii Q ile ifade edilir. Bu operator,

SX,Y)=g@QX,)Y) (2.1.9)

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {e;, e,, ..., e,} lokal ortonormal vektor alanlart

olmak Uzere

n
p= ZS(ei, e;) (2.1.10)
i=1
degeri, M manifoldunun skaler egrilik fonksiyonu olarak adlandirilir (Yano ve Kon, 1984).

Diger yandan bir Riemann manifoldu (M, g) nin X dogrultusunda Ricci egriligi

_S(X,X)
k(x) =205 (2.1.11)

ile tanimlanir.
n—boyutlu Riemann manifold (M, g) olmak kosuluyla, V X,Y € y(M) igin

S(X,Y) = Ag(X,Y) (2.1.12)

olacak sekilde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise, ¥ manifoldunun Ricci tensorii S, metrik
tensdrii g’nin bir katiysa M ya Einstein manifoldu denir. (2.1.12) esitliginde X =Y =

e;ve 1 < i < nortonormal bazi se¢ilmesi halinde A = goldugu goriiliir.

n— boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve Ricci tensorii S olmak iizere V X, Y € y(M) igin

S(X,Y) = ag(X,Y) + bn(X)n(Y) (2.1.13)
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esitligi saglaniyor ise M manifolduna n—Einstein manifoldu denir. Esitlikte ki a ile b, M

manifoldu ilizerindeki fonksiyonlar ve n’da 1-formdur (Yano ve Kon, 1979).

2.1.23. Tanim Bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. T (p) tanjant uzaymin iki boyutlu alt

uzayi IT olmak iizere X, Y € II tanjant vektorleri i¢in
gX, Vg, Y) —gX,¥)? #0
olmak iizere

gRX Y)Y, X)
9XX)g(¥,Y)—g(X,¥)?

K(XAY) = (2.1.14)

ile tammmlanan K (X A Y)’ye Il diizleminin kesit egriligi ad1 verilir. K (IT) ile sembolize edilir.
Esitlikten goriildiigli gibi kesit egriligi olan Tz (p) tanjant uzaymin 2-boyutlu bir alt uzayi
[T’den segilmis olan bazlardan bagimsizdir (Sular, 2009).

Vp € M olmak iizere X, Y, € Tz (p) i¢in K(X,,Y,) sabitse M manifolduna reel uzay form
ya da c-sabit kesit egrilikli uzay adi verilir. M uzay formu n-boyutlu olmak iizere M"(c) ile
gosterilir. Bu durumda Riemann manifoldu olan M reel uzay form ise M manifoldunun R

Riemann egrilik tensérii c-sabit kesit egrilikli olmak kosuluyla V X,Y,Z, W € y(M) icin

9RXZW) = c{g(¥,2)g(X, W) - g(X,2)g(Y,W)} (2.1.15)
seklindedir. Eger;
c = 0ise M(c) = E™ Oklid uzay:
c = %2 ise M(c) = S™(r) kiiresi
¢ =—-zise M(c) ~ H"(r) Hiperbolik uzay olur.

Bu durumda, sabit egrilige sahip bir Riemann manifoldunun egriligi pozitifse eliptik olarak

adlandirilir, negatifse hiperbolik olarak adlandirilir ve sifirsa diizlemsel (flat) veya lokal
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oklidyen manifold olarak adlandirilir. Bu nedenle, Riemann egrilik tensori sifir olan

manifoldlar flat manifoldlardir.
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2.2. Altmanifoldlar

Bu boéliimde, yiizeyler teorisinin daha genel bir hali olan Riemann manifoldunun alt
manifoldlar1 ele alinmaktadir. Altmanifold lizerinde indirgenen metrik tensor ile indirgenmis
konneksiyonun Levi-Civita konneksiyonu oldugu durumlar incelenirken, Weingarten temel
tensorii ve ikinci temel form Ozellikleri ile Riemann manifoldu ile alt manifoldunun
egrilikleri arasindaki iliskiler de agiklanmaktadir. Ayrica, total umbilik, pseudo-umbilik,

total geodezik ve minimal altmanifoldlar da tanimlanacaktir.
2.2.1. Tanim M ve M manifoldlar siras1 ile m ve n boyutlu Riemann manifoldlar: olsun.

fiM—>M

diferansiyellenebilir doniisiimii icin, boy(f.(Ty(p))) = q olmak iizere fnin p € M

noktasinda ranki g olup, rank, (f) = q ile gosterilmektedir.

Sayet boy(M) = rank(f) olursa f ye daldirma (immersiyon) ad1 verilir. f(M) ise M

manifoldunun gomiilmiis (immersed) altmanifoldu olarak adlandirilir.

Eger f bire-bir bir immersiyonsa, f’ye gomme (imbeding) denir. f(M)'ye ise M nin

altmanifoldu veya gomiilen altmanifoldu ad1 verilir (Chen, 1973).

2.2.2. Tamm (M, g) ile (M, §) Riemann manifoldlar1 sirastyla m ve n boyutlu olsun. f: M —

M immersiyon olmak kosuluyla V X, Y € Ty (p) i¢in

G X, fip¥) = g(X,Y)

ise f ye metrik koruyan immersiyon (izometrik immersiyon) denir (Chen, 1973).
2.2.3. Tamim M, m-boyutlu bir manifold ve M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi
T (p) olsun. M iizerindeki bir r-boyutlu D distribiisyonu, M manifoldunun her bir p

noktasini r-boyutlu altuzaya gotiiren bir doniisiimdiir. Yani

D:M - T (p)
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p - D, € Ty(p)

ile tanimlanan D doniisiimiine distribiisyon adi verilmektedir. V X € y(M) ve p € M olmak
lizere X, € D), oldugunda X vektor alamina D distribiisyonuna aittir denir. V p noktasi igin
D'de r adet diferansiyellenebilir, lineer bagimsiz vektor bulunuyorsa D distribiisyonuna

diferansiyellenebilir bir distribiisyon ad1 verilir (Duggal ve Bejancu, 1996)

224, Tamm M manifoldu bir C*-manifold ve M iizerindeki g-boyutlu bir C-
distribiisyonu D olsun. M manifoldunun bir altmanifoldu M olmak iizere M altmanifoldunun
her p noktasinda, M'nin tanjant uzayiyla D,, ayni ise, M altmanifolduna D distribiisyonunun

integral manifoldu ad1 verilir.

Bu durumda

fiM—> M

bir gdmme (imbedding) olmak lizere Vp € M igin

f.(Tu(@)) =D,

olur. Bu durumda D distribiisyonunun M altmanifoldunu kapsayan farkli bir integral

manifoldu yok ise M manifolduna D distriblisyonunun maksimal integral manifoldu adi
verilir.

M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M, M'nin bir altmanifoldu olmak iizere Vp €
M igin D distribiisyonunun p noktasini igeren maksimal integral manifoldu var ise D

distribiisyonuna integrallenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

M bir manifold olmak iizere ve V, M manifoldu tizerindeki lineer konneksiyon olsun. X, Y €

I'(D) icin VY € T(D) oluyorsa D distribiisyonu paraleldir denir.

n-boyutlu bir Riemann manifoldu olan M iizerindeki distribiisyon D olsun. X, Y € I'(D) i¢in

[X,Y] € T'(D) oluyor ise D distriblisyonu involutive distribiisyon olarak adlandirilir. Ayrica,
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M altmanifoldu iizerindeki bir distribiisyonun integrallenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul, D distribiisyonun involutive olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.5. Tamim Bir Riemann manifoldu (M, §) ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak

lizere Vp € M i¢in

T*M = {V, € Ta(®):§(Xp,Vp) =0, VX, € Ty(p)}

olarak tanimli altuzaya M nin normal uzay: ad1 verilir. M nin normal vektorii V, olmak iizere
V, nin birim vektor olarak tanimlanmas: durumunda, V, vektoriine M altmanifoldunun birim
normal vektorii ad1 verilir. M altmanifoldunun biitiin normal vektorlerini igermekte olan

T+M uzayma ise M altmanifoldunun normal demeti denir.

2.2.1. Not M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. M nin tanjant demeti TM ve
TLM ise M nin tiim normal vektorlerinin vektér demetini temsil etsin. Bu durumda, M nin

tanjant demeti

TM =TM @ T*M

seklinde yazilabilir.

2.2.6. Tamim Riemann manifoldu (M, §) olmak iizere M manifoldunun bir altmanifoldu M
olarak tamimlansm. V ile V konneksiyonlar1 sirastyla M ile M manifoldlar1 iizerinde

Riemann konneksiyonlari olsun. V X, Y € y(M) olmak iizere

h: x(M) X x(M) = x*(M)
(X,Y) » h(X,Y) = VyY — VY

olarak tanimlanan h simetrik bi lineer form, M altmanifoldunun ikinci temel formu olarak

adlandirtlir. h = 0 olmas1 durumunda M altmanifolduna total geodezik altmanifold denir.

VY = VyY + h(X,Y) (2.2.1)
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ile tanimli esitlik Gauss formiilii olarak adlandirilir. Esitlikteki h(X,Y) ve VxY, V4Y nin
sirasi ile normal ve teget bilesenleri olarak adlandirilir. M nin ikinci temel formu olan h 1n

kovaryant tiirevi olarak ifade edilen Vhise V X,Y,Z € y(M) igin

(V,)(Y,2) =Vx h(Y,Z) = h((V,Y,Z) — h(Y,V,Z) (2.2.2)

olarak tanimlanir. h ikinci temel formunun kovaryant tirevi olan Vh’a ise M

altmanifoldunun iigiincii temel formu denir (Chen, 1973).

n—boyutlu bir altmanifold olan M, (M, §) Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. M
altmanifoldu tizerindeki p € M igin Ty (p)’nin lokal otonormal bazi ise {e;, ey, ..., e,}

olma sartiyla M altmanifoldunun ikinci temel formu olan h i normu ise

n

117 = > g (h(ewer).h(ewey)) (2.2.3)

ij=1

seklinde ifade edilir.

2.2.7. Tanim n—boyutlu bir altmanifold olan M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu
olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h olsun. M altmanifoldu iizerinde p € M igin

Ty (p)’nin lokal ortonormal bazi {e;, e, ..., e,} olsun.

n
1
H= ;Z h(e, e;) (2.2.4)
i=1

seklinde tanimlanan vektore M altmanifoldunun ortalama egrilik vektorii adi verilir. Sayet
H = 0 olmasi durumunda M altmanifoldu minimal altmanifold olarak adlandirilir (Pandey
ve Gupta, 2008).

2.2.8. Tanim n—boyutlu bir altmanifold olan M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu
olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h ile M altmanifoldunun ortalama egrilik

vektorii ise H olmak lizere V X, Y € y(M) kosuluyla

h(X,Y) = g(X,Y)H (2.2.5)
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oluyorsa M altmanifoldu M manifoldunun total umbilik altmanifoldu olarak adlandirilir.

Eger

g(h(X,Y),H) = Ag(X,Y), A€ C(M,R) (2.2.6)

kosulu saglaniyorsa M altmanifolduna M manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu ad:
verilir. Goriilecegi lizere her total umbilik altmanifold ayrica pseudo-umbilik altmanifold

olur. Ancak bu kosulun tersi dogru degildir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.9. Tanim Bir Riemann manifoldu (M, §) ve M ise M manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. M altmanifoldunun normal demetindeki konneksiyonu V* olmak kosuluyla V X €
x(M) ileV € (M) igin

Az x (M) x x(M) - x(M)
(V,X) = A(V,X) = ApX = ViV — VyV

olarak tanimlanan bilineer doniisime M altmanifoldunun sekil operatorii adi verilir (Chen,
1973).

ViV = —ApX + V3V (2.2.7)

esitligine ise Weingarten formiilii adi verilir. M altmanifoldunun bu durumdaki sekil

operatorii olan Ay, nin kovaryant tiirevi ise

(VXA)VY = VXAVY - AV*VY - AVVXY (228)

seklinde tanimlanir (Chen, 1973; Chen, 1990).

VvV Y€EyM)ileVeyi(M) igin g(Y,V) = 0 esitliginin X € y(M) ’ye gore kovaryant

tirevinin alinmasi durumunda

Xg(Y, V) =g(Vx¥, V) + g(¥,VxV) =0 (2.2.9)

olur. Burada Weingarten ve Gauss formiilleri kullanilir ise
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g(VxY, V) + g(h(X,Y),V) — g(Y,ApX) + g(Y,VxV) =0
olur. Burada gerekli sadelestirme iglemleri yapilirsa

g(AvY,X) = g(h(X,Y),V) (2.2.10)

olacagi goriiliir. Bu son esitlik M altmanifoldunun sekil operatorii Ay ile ikinci temel formu

h arasindaki bagintiy1 verir (Chen, 1973).
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3. LORENTZIAN CONCIRCULAR STRUCTURE MANIFOLDLAR

Bu bolumde Lorentzian Consircular Structure manifoldlar tanitilarak bazi temel ozellikler

verilmistir.

3.1. Lorentzian Consircular Structure Manifoldlar

Bu boliimde (LCS),,- manifoldlart ve bunlarin alt manifoldlar i¢in temel formiiller ve

tanimlar verilmistir.

M n-boyutlu Lorentzian manifoldu verilsin. Bir lorentzian metrik g(0,2) tipinde bir

tensordiir dyleki her x € M igin

gu:Te M xT, M - R

non-dejenere metriktir. Burada metrigin isareti (—, +, -+, +) seklindedir. Sifirdan farkli bir

p € T, M vektérii igin

gx(»,p) < Oise time like
gx(@,p) = Olise null
gx(p,p) > 0Oise space like

olarak ifade edilir (Bishop ve O’Neil, 1969).

(M,g) bir lorentzian manifoldu verilsin. Eger (1, 1)- tipinde ki tensor alani olan A, VY €
x(M) igin

g(Y,K) = A(Y) (3.1.1)

olarak tanimlaniyorsa K’ya concircular vektor denir (Yano, 1940).
A’nin kovaryant tiirevi, her X,Y € y(M) igin

(Vy A)X = a{g(X,V) + w(X)A(Y)} (3.1.2)
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olarak tanimlanir. Burada @ # 0 ve w kapali bir 1-formdur.

Bir n-boyutlu M Lorentzian manifoldunda, time-like consircular vektor alan1 € karakteristik

vektor alant olmak lizere

9¢.$) = -1 (3.1.3)

dir. n 1-form olmak iizere

9gX,$&) = nX) (3.1.4)

esitligi vardir. Ayn1 zamanda 7 nin kovaryant tiirevi her X, Y € y(M) igin

VxmY = a{g(X,Y) + n(¥)n(X)}, (a # 0) (3.1.5)

V& =a{X +n(X)& (a = 0) (3.1.6)

seklindedir. Burada, g lorentzian metrik @ # 0 bir skaler fonksiyondur. @ nin X’e gore

kovaryant tiirevi

Vya=X (a) =d a(X)=pn (X) (3.12.7)

Burada p = —(¢a) seklinde tanimli skaler fonksiyondur. Ayrica

1 ~
pX = ;fo (3.1.8)

seklinde tanimlhidir. (3.1.6) ve (3.1.8)'den asagidaki denklemler saglanir
pX = X + n(X)¢ (3.1.9)

g(@X,Y) = g(X,¢Y) (3.1.10)

Burada ¢ (1, 1)-tipinde simetrik tensordiir. Ayn1 zamanda ¢ ye manifoldun yapi tensorii adi

verilir.
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(M , g) lorentzian manifoldu ile birlikte birim time-like vektor alani &, n 1-form, ¢ (1,1)-
tipinde tensor alan1 olmak iizere (M , g) ye Lorentzian concircular structure manifold ad
verilir ve (LCS),, — manifold olarak gosterilir (Shaikh, 2003). Bir (LCS),,— manifoldunda
ozel olarak a =1 almirsa manifold Lorentzian para-Sasakian olarak adlandirilir
(Matsumoto ve Mihai, 1988).

Bir (LCS),, — manifoldunda (n > 2) i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur. Her X,Y,Z €
x(M) igin

p¢ =0,n() = -1 n(pY) =0, gleY,pX) = g¥,X) + n(¥)nX) (3.1.11)

02X =X + n (X)¢ (3.1.12)
ve
5,8 = (- D(a* — p)n(Y) (3.1.13)
R&X,VE = (a2 = X — n(X)Y] (3.1.14)
REYVZ = (@2 - p) [9(Y,2)§ — n(2)Y] (3.1.15)
(Tx@)Y = a{g(X,Y)E + 1(NX + 2n(V) n(X)E) (3.1.16)
Xp) = dp(X) = Bn(X), (3.1.17)

RX,Y)Z = RX,Y)Z + (a® — p){g(Y,Z2)n (X) — g(X,Z)n (V)}§ (3.1.18)

M, M (LCS),,— manifoldunun bir altmanifoldu olsun. ¥ X,Y € y(M) ile V € y*(M) igin

VyX = VyX + h(Y,X) (3.1.19)

ve

VyV = -4, 4+ V3V (3.1.20)
Formiillerine sirasiyla Gauss ve Weingarten formiilleri denir. Burada V ve V*
konveksiyonlar: sirastyla TM ve T1M iizerinde tammlidir. Ayn1 zamanda h ve Ay sirastyla

temel 2-form ve Weingarten (sekil operatorii) temel tensoriidiir. Sayet h =0 ise M
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altmanifoldu total geodezik altmanifold olarak adlandirilir. Sekil operatorii Ay, ve ikinci

temel form h arasindaki baginti

gAY, X) = g(h(Y,X),V) (3.1.21)

seklindedir.

M'nin ortalama egrilik vektorii H su sekilde verilsin

tr(h)

r

burada r, M'nin boyutudur. vV X,Y € y(M) i¢in M total umbilik oldugundan dolayi

h(X,Y) =g(X,Y)H

yazilir.
e h(X,Y) = 0 ise manifoldun total umbilik altmanifoldu total geodezik olur.
e H = 0ise, altmanifoldun minimal oldugu sdylenir.
M, M (LCS),,— manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, V X € y(M) icin

X = TX + NX (3.1.22)
dir. Esitlikteki TX ve NX sirasi ile X in teget ile normal pargalaridir. Ayn1 zamanda V €
x* (M) igin

oV =tV + nlV (3.1.23)

dir. Burada tV ile nV sirasi ile @V nin teget ile normal pargalaridir. (3.1.12), (3.1.22) ve

(3.1.23) denklemleri kullanilir ise altmanifolda indirgenmis tensorler arasindaki baginti,

T2+ tN =1+ n® NT +nN =0 (3.1.24)

ve
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n?=1—-Nt, Tt +tn =0 (3.1.25)

seklindedir. Ayrica, altmanifolda indirgenen T,N,t ve n tensor alanlarinin kovaryant

tiirevleri
(VxT)Y = V4 TY - TVyY (3.1.26)
(VxN)Y = Vx NY - NV, Y (3.1.27)
(Vxt)V = VytV- tVx V (3.1.28)
ve
(Vxn)V = VynV- nVx V (3.1.29)

seklinde verilir. Ayrica @ nin kovaryant tiirevi Vo, V X, Y € y(M) igin

seklinde yazilir. Yine V X,Y € y(M) ve ve V,W € y*(M) igin

g([TX,Y) = g(X,TY)
gU,nw) =g mU,W)
esitlikleri T ve n'nin simetrik tensor alanlar1 oldugunu gosterir. Ayrica V € y*(M) ve Y €
x(M) igin
g(NY, V) = g(¥,tV) (3.1.31)
seklinde bir esitlik vardir.
HerY € y(M) igin

X = TX + NX ifadesinde Eger T =0 olursa M altmanifolduna anti-invaryant

altmanifold denir. Sayet N = 0 olursa M altmanifolduna invaryant altmanifold adi verilir.
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(3.1.16), (3.1.22), (3.1.23) ve (3.1.30) denklemleri ile birlikte Gauss ve weingarten

formtilleri kullanilirsa altmanifolda indirgenen kovaryant tiirevleri, V X, Y € y(M) i¢in
(VaT)Y = AwX + th(X,Y) + a {g(X,Y)E + n(")X + 2n(On(V)E} (3.1.32)
(VxkN)Y = nh(X,Y) — h(X,TY) (3.1.33)

olur. benzer olarak V € y*(M) ve X € y(M) icin

(Vyn)V = —h(tV,X) — NAyX (3.1.35)

dir. SirasiylaVT = 0,VN = 0,Vt = 0veVn = 0ise M alt manifoldundaki T, N, t ve n

tensorlerinin paralel oldugu soylenir.

Ayrica &, M'ye teget vektorii oldugundan X =§ Vyo, (3.1.19), (3.1.20), (3.1.21) ve

(3.1.22) kullanilarak X € y(M) ve V € y*(M) igin

Vy& = aTX, h(X,§) = aNX, Ay & = atV (3.1.36)

(3.1.24), (3.1.32) ve (3.1.33) denklemlerinden X, & € y(M) igin

(VxT)E = —a {—tNX + X + n(X)&} (3.1.37)

ve

(VxN)§ = —a NTX (3.1.38)

Benzer sekilde V € y*(M) ile & € y(M) igin

VeV = 2atnV (3.1.39)

ve

(Vem)V = —2a NtV (3.1.40)
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seklindedir. Q' nun kovaryant tiirevi VQ olmak iizere denklemde Q = T2 yazarsak her X,Y
€ (M) i¢in
(VxQ)Y = V4 QY — QVyY (3.1.41)

denklemi elde edilir.
A. Lotta, kontak geometride slant altmanifoldlar asagidaki gibi tanitmistir (Lotta, 1996).

3.11. Tanim M altmanifoldu hemen hemen kontak bir metrik manifold olan
M (¢, & 1, g) nin bir alt manifoldu olsun. M icindeki bir x noktasi icin, & vektorii ile lineer
bagimli olmayan, sifirdan farkli bir vektdr X olmak tizere ¢X ve T, (M) arasinda kalan ac1

slant a¢1 olarak adlandirilir ve bu agiyr 8(X) ile gosterelim. V x € M noktasi ile V X €
T,,(M)-{ € } i¢in B(X) ile ifade edilen slant ag1 sabit ise M altmanifolduna (M, 0,&m, g) nin
kontak slant alt manifoldu adi verilir. Bunun yani sira 6(X) € (0, g) araliginda yer alir

(Cabrerizo ve arkadaslari, 2000).

Bu baglamda hemen hemen kontak bir metrik manifoldun

i) Anti-invaryant altmanifoldu 6 = gslant agisina sahip kontak slant altmanifolddur.

ii) Invaryant altmanifolduysa @ = O slant agisina sahip kontak slant altmanifolddur.

Slant bir altmanifold ne anti-invaryant nede invaryant altmanifoldsa proper kontak slant

altmanifold olur.

Hemen hemen kontak bir metrik manifoldun slant altmanifoldlari i¢in asagidaki teorem iyi

bilinmelidir (Lotta, 1996).

3.1.1. Teorem M, (LCS),-manifoldunun, & ye teget olan altmanifoldu M olmak iizere. Bu

durumda M altmanifoldunun slant altmanifold olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T2 = A1 + 1 ® &) (3.1.42)
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olacak bi¢imde bir A€[0,1] sabitinin mevcut olmasidir. M altmanifoldunun slant agisi olan

0 ise A = cos? @ dir (Lotta, 1996).

Ispat M altmanifoldu slant altmanifold olmak iizere. Bu durumda V X € y(M) igin TX ile

@X arasinda bulunan ag1 6 ise

g(@XTX) _ ITX||
lexINTXI  llex]|

cosf = (3.1.43)

T'nin simetrik oldugunu dikkate alarak, g bir Riemann metrigi oldugundan, T2 = A(l + n®&)
olur. 1 = cos 28 alirsak, 6 sabit oldugu i¢in A'nin da sabit oldugu sonucunu elde ederiz.
g(T?X,X) = g(TX,TX) = cos? 0g(pX,pX) = cos?0g(p?X,X)

= cos?0g(X + n(X) &, X)

Tersine, simdi (3.1.42) denkleminin gegerli oldugunu varsayiyoruz. Daha sonra (3.1.12) ve

(3.1.22)'den

_9(eX,TX)  g(T?X,X)
leXIINITXI  llXI[IITXI|

cosf

_ 29X 5 9(eXeX) _ , lleX|l

loXITXI loXINTXI| x|l

olur. Dolayisiyla2 = cos %6 sonucuna variriz. O halde 2 sabit oldugundan dolay1 6°da

sabit, M altmanifolduda slant altmanifold olur.

3.1.1. Sonu¢ M bir (LCS),-manifoldun 6 slant actya sahip altmanifoldu M olmak iizere.
VX,Y € y(M) igin

g(TX, TY) cos?0 {g(X,Y) + n(X) n(¥)} (3.1.44)

ve

g(NX,NY) =sin? 0 {g(X,Y) + n(X)n (Y)} (3.1.45)
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4.  (LCS)» MANIFOLDUNUN KONTAK PSEUDO-SLANT
ALTMANIFOLDLARI

Bu kisimda (LCS),, manifoldlarinin kontak pseudo-slant alt manifoldlarinin geodeziklik

durumlar1 incelenecektir.

4.1. Bir (LCS)r-Manifoldunun Kontak Pseudo-Slant Alt Manifoldlarinin Geodeziklik

Durumlar

Bu kisimda, bir (LCS),-manifoldunda, bir altmanifoldun kontak pseudo-slant alt manifold
olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar verilmis olup M (g, &,1,g) (LCS),, manifoldunun
kontak pseudo-slant altmanifoldunun integrallenebilirlik durumlar1 aragtirilmistir.
M(p,&,1,9) (LCS),, manifoldunun total umbilik bir kontak pseudo-slant olmasi halinde
bazi sonuglara yer verilmistir. Ayrica, Dg-total geodezik, D+-total geodezik ile mixed-total
geodezik kavramlar1 verildikten sonra kontak pseudo slant carpim kavraminin tanimi
yapilmistir. Akabinde hemen hemen kontak metrik yapisi ile R de 4-boyutlu bir kontak

pseudo-slant altmanifold 6rnegine yer verilmistir.
4.1.1. Tamm Bir M (¢, &,1, g) (LCS),, manifoldunun altmanifoldu M olsun. Bu durumda

i) D? distribiisyonu total reel (anti-invaryant) distribiisyon, yani ¢ (D) € T+M,
ii) Dy distribiisyonu, @ slant agisina sahip slant distriblisyon,

iii)TM = DY @ Dy, & € T'(Dyp).

sartlarini saglayacak iki ortogonal Dy ve D' distribiisyonlar1 var ise M altmanifolduna M

manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu denir (Khan ve Khan, 2007).
d, ve d, sirasiyla D* ve Dy nin boyutlari olsun.

i) d, = 0ise M altmanifoldu anti-invaryant altmanifolddur.

i) d; = 0ved = 0ise M altmanifoldu bir invaryant altmanifolddur.
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i) d; = 0ve0<0 <§ ise, M altmanifoldu bir proper kontak slant altmanifolddur.
iv) 8 = g ise M altmanifoldu anti-invaryant altmanifolddur.

vV)d,dy # 0ve0 <0< g , bu durumda M altmanifoldu bir proper kontak pseudo-slant

altmanifolddur.

Dt ve Dy iizerindeki izdiisiimler sirasiyla @, Ve @, ile gosterirsek, o zaman her X € y(M)

i¢in,
dir.

Eger u, (TM) nin T+ M deki ortogonal tiimleyeni ise M (¢, &,1, g), (LCS),, manifoldunun

bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M nin T+M normal uzayi,

T*M = ¢ (DY) @ N(Dg) @ u, ¢(D*) L N(Dp).

seklinde yazilabilir.

4.1.1. Teorem M (LCS),-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olmak iizere,
eger t paralel ise o halde M altmanifoldu ya mixed geodezik ya da anti-invaryant
altmanifolddur (Dirik ve Celik, 2022).

Ispat t tensérii paralelse N de paraleldir. vV X € T'(Dg) ile Y € T(D?1) icin

VN =0

dir. (3.1.33) ve (3.1.34) denklemlerinden

nh(X,Y) — h (X,TY) = 0 (4.1.1)

dir. yukaridaki denklemde X yerine TX yazilirsa

nh(TX,Y)-h (TX,TY) = 0 (4.1.2)
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denklemini elde ederiz. Y € ['(D+) ve TY = 0 i¢in

nh(TX,Y) =0 (4.1.3)

olur. O halde yukaridaki denklemde X yerine TX alinirsa

nh(T?X,Y) = —ncos? 0 h(X,Y) =0 (4.1.4)

sekline dontisiir.

Son denklemde 6 = % ise bu durum M'nin anti-invaryant oldugunu gosterir. h = 0

oldugunda ise M mixed geozedik olur.

4.1.2. Teorem M (LCS),- manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda T'nin kovaryant tiirevi simetriktir (Dirik ve Celik, 2022).
IspatV X,Y,Z € y(M) igin (3.1.32) denkleminde

g((VxT)Y,Z) = g(AnyX + th(X,Y) + a {g(X,Y)§ + n(¥Y )X

+2n(X)n(Y)$} 2) (4.1.5)

olur. Yukaridaki denklemde (4.1.5) kullanarak

g(VxDY,z) = g(h(X,2),NY) + g(t h(X,Y),Z)
taf{gX,Y)nZ) + n(¥)g(X,Z) + 2n(X) n(Y) n(2)}
= g(th(X,2),Y) + g(h(X,Y),NZ)
+a{gm@X + gX,2)§ +2nX) n(Z2)$,Y)}
= g(AnzX + th(X,Z) + a{g(X,2)§ + n(2)X}
+2n(X) n(2)¢.Y)

= g((VxT)Z,Y)
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esitligini elde ederiz. Bu durumda T tensoriiniin kovaryant tiirevinin simetrik oldugu

sonucuna varilir.

4.1.3. Teorem M (LCS),,-manifoldunun proper pseudo slant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda T tensoriiniin paralel olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlardan biri de VY € y(M)

veV € yt(M) igin Ay sekil operatdriiniin
A,y TY = cos?0(A, Y + n(Y)é)

sartin1 saglamasidir (Dirik ve Celik, 2022).

Ispat N paralelse V X,Y € y(M) igin (3.1.33) denkleminden

nh(X,Y) - h(X,TY) =0

denklemini elde ederiz. Buradan da Y = TY alinirsa
nh(X,TY) - h(X,T?Y) =0
boylece
nh(X,TY) = cos? 0 h(X,Y + n(Y) &)
denklemi elde edilir. Her V € y*(M) icin

g(mh(X,TY),V) = cos?8 g(h(X,Y + n(Y) &),V)
g(h(X,TY),nV) = cos?0 g(AyX,Y + n(¥) &)

g(AnyTY,X) = cos?8 g(AyY + n(Y)§, X)

denklemi saglanmis olur. Bu denklemde

Ay TY = cos? 0(A,Y + Ayn(Y)é).

denklemine esdeger oldugundan ispat tamamlanir.

(4.1.6)

4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)
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4.1.4. Teorem M (LCS),,-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.
Bu durumda n tensoériiniin paralel olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullardan biri de V U,V €

x (M) igin M altmanifoldunun sekil operatdriiniin

AutV = _Ath

sartin1 saglanmasidir (Dirik ve Celik, 2022).

Ispat n tensorii paralel olsun. VX € y(M) ile U,V € y*(M) igin (4.1.35) denkleminden

g((Vxn)V,U) = g(=h(X,tV) =N A, X,U) =0
= —g(AytV,X) — g(Ay X, tU) =0

= —g(AytV + A, tU,X) =0

yazilabilir. Burada

AutV = _Ath

dir.

4.1.5. Teorem M (LCS),-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu
durumdaVv X,Y € I'(Dg) ve Z € T (D) igin

cos? 0g([X,Y],Z2) = g(TAyzX — AyzTX,Y)

dir (Dirik ve Celik, 2022).

Ispat ¥V X,Y €T(Dg)ile Z € T (DY) igin (3.1.32) ve (3.1.33) denklemleri kullanilarak

ve

V,N)Z = nh(X,Z)
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elde edilir. Ayrica (3.1.27) ve (3.1.40) kullanilarak

9([X,Y],Z2) = g(AnzX, TY) — g(AnzY, TX) + g(VyNZ,NX) — g(VxNZ,NY)
= g(TAnzX,Y) — g(AyzTX,Y) + g((VyN)Z + NVyZ,NX)
— g((VxN)Z + NVyZ,NY)
= g(TAnzX, — AnzTX,Y) + g(VyZ,NX) — g(NV4Z, NY)
= g(TAnzX — AnzTX,Y) + sin?0{g(VY,Z) — g(VyX,Z)}

= g(TAnzX — AnTX,Y) + sin?0{g([X,Y],Z)}

yazilabilir. Burada

cos? 0g([X,Y],Z) = g(TAnzX — AnzTX,Y)

olur.

4.1.6. Teorem M (LCS),-manifoldunun total umbilik altmanifoldu M olsun. Bu durumda

asagidaki kavramlardan en az biri dogrudur (Dirik ve Celik, 2022).

1- M proper altmanifolddur
2-H € T'(w)

3- Dim(DY) = 1

Ispat ¥V X € T(D4) igin (3.1.6) esitligini kullanarak

(Vxp)X = a g(X,X)¢
elde ederiz. Burada (3.1.19), (3.1.20), (3.1.22) ve (3.1.23) esitlikleri kullanilirsa
VyNX —o(VxX + h(X, X)) —a g(X,X)§ =0
—AnxX + VENX — NVyxX — th(X,X) — nh(X,X) —a g(X,X)é = 0

oldugu goriiliir. Denklemin tegetsel bilesenleri alinirsa
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AnxX +th(X, X) + a g(X, X)E =0

yazilir. Béylece denklem W € T'(D%) ile ¢arpilirsa

g(ANXX' W) + g(th(X'X)'W) =0
olur. M total umbilik altmanifold oldugundan
gAnxW,X) + (th(X,X),W) =0
g(h(W,X),NX) — g(h(X,X),NW) =0

gW,X)g(H,NX) — g(X,X)g(H,NW) = 0

—g9(X,X)g(tH,W) + g(X,X)g(tH,X) = 0

olur. Buradan da

g(eH, X)W — g(tH, W)X = 0

olur. Burada ya tH sifirdir ya da X ile W lineer olarak bagimli vektor alanlaridir. Eger tH +#
0 ise Dim(D') = 1 olur. Sayet tH = 0 ise bu H € I'(u) demektir. M, (LCS),
altmanifold oldugundan Dg # 0 ve 6 # 0 dir. d;d, # 0 ve 8 # 0 oldugundan M proper
(LCS),dir.

4.1.7. Teorem M (LCS),-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu
durumda anti-invaryant distribiisyonu D! nim integrallenebilmesi igin gerekli ve yeterli

sartlardan biri

Aypr DX =0

olmasidir. Burada A sekil operatoriidiir (Dirik, At¢eken ve Yildirim, 2018).

Ispat YY,Z € T(DY) igin (3.1.16), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.22) ve (3.1.23) denklemleri

kullanilirsa
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Vzo¥ = oVi¥ + a{g(Y,2)§ + n(V)Z + 2n(Y) n(Z)¢}

—AwyZ + VZNY = NV,Y + TV,Y + th(Z,Y) + nh(Z,Y) + a g(Y,Z)¢

olur. denklemin teget kisimlarindan

—AnyZ = TV,Y + th(Y,Z) + ag(Y,Z)¢
denklemini elde ederiz. Boylece
T[Y,Z] = ANZY - ANyZ

sonucuna ulasilmis olur. Buradan V'Y, Z € I'(D1) i¢in T[Y, Z] = 0 dir. Boylelikle teoremin

ispat1 tamamlanir.

4.1.8. Teorem M (LCS),-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu
durumunda slant distribiisyon olan Dg nin integrallenebilir olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

sartlardan biri X, Y € I'(Dg) i¢in

W {VxTY = TVy X — Ay X — th(X,Y) + an(¥)X} = 0 (4.1.11)

sartin1 saglamasidir (Dirik, Atgeken ve Yildirim, 2018).

Ispat V¥ X,Y € T(Dy) icin (3.1.32) kullanilarak ve tegetsel kisim dikkate almarak,

T[X,Y] = VxTY - TVyX — AyyX — th(X,Y)

+afgX,Y)§ + n(X)Y + 2n(X) n(¥)$} (4.112)

(4.1.11)’e w;'i uygulayarak (4.1.10) elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

4.1.2. Tannm M (LCS),-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda

1) VX, Y€TI(Dg)igin h(X,Y) = 0 olmasi halinde M altmanifoldu, Dy—total geodezik
altmanifolddur.
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i) YY,We (DY iginh (Y, W) = 0 olmasi halinde M altmanifoldu, D+total geodezik
altmanifolddur.

iii) VW e I'(Dy)veZ € T(DY)iginh (W,Z) = 0 olmasi halinde M altmanifoldu, mixed
total geodezik altmanifolddur.

4.1.9. Teorem M (LCS),,-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.
Bu durumda M altmanifoldu ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur
(Dirik, Atceken ve Yildirim, 2018).

Ispat VX €T(Dg), Y € T(DY) ile V € yX(M) igin (3.1.13), (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20),
(3.1.21), (3.1.22) ve (3.1.23) kullanarak,

gAy X,Y) = g(VxY,V) = —g(Vy V,Y)
= —g(¢VxV,0¥) = g(Vx 9V — VoV, ¢¥)
= g(a{gX, V)§ + n(NX + 2n(V)n(X)§}, NY) — g(VxgV,NY)
= —g(Vx tV + VynV,NY)

= —g(h(X,tV),NY) — g(VxnV,NY)

yazilabilir. Burada (3.1.31), (3.1.29) ve (3.1.35) kullanilir ise

g(4vX,Y) = —g(h(X,tV),NY) — g((Vxn)V + n VxV,NY)

= —g(h(X,tV),NY) — g(—h(X,tV) — NA,X,NY)

sekline doniisiir. O halde denkleme (3.1.24) uygulanirsa

gAvX,Y) = g(AvX + n(AvX)§ — T?AyX,Y)

= g(Ay X,Y) — g(T?AyX,Y)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

cos?0 g(AyX + n(Ay X)&,Y) = cos?0 g(Ay X,Y) = 0.
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sekline doniisiir. Boylece cos?8 = 0 ise § = g olur. Bu da bize M altmanifoldunun anti-

invaryant oldugunu gosterir. Ayrica yukaridaki denkleme (3.1.21) uygulanirsa esitlik

g(AVY' X) = g(h(Y, X)! V),

sekline doniistir. g(h(Y,X),V) = 0 ise h(Y,X) = 0 olur. Burdan da M altmanifoldunun

mixed-total geodezik oldugunu goriiliir. Béylece ispat tamamlanir.

4.1.10. Teorem M (LCS),,-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda M altmanifoldu ya D*- total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur
(Dirik, Atceken ve Yildirim, 2018).

Ispat ¥V Z,W € T(DY)ileV € y1(M) igin (3.1.31), (3.1.24), (3.1.35) ve (3.1.42) kullanlir

IS€E,

gh(Z,W),V) =

—g(VwV,2) = —g(eVwV, ¢Z)

9(Vw 9V = VoV, 9Z)

gla{gW,V)§ + n(V)W +2n(V) n(W)§} ,NZ — g(Vw ¢V,NZ)
—g(Vw tV,N2) — g(Vy nV,NZ)

—g(h(W,tV ),NZ) — g(ViynV,NZ),

yazilir. Buradan (3.1.13), (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.21), (3.1.22) ile (3.1.23) kullanilir

ve akabinde gerekli diizenlemeler yapilir ise

gz, w),V) = —g(h(W,tV),NZ) — g((Vwn)V,NZ)

= —g(h(W,tV),NZ) + g(h(tV,W) + NA, W,NZ)
= g(NAyW,NZ) = g(tNA,W,2)
= g(A4yW + n(AW)E — T?A,W,Z)

= g(AyW,z2) — Q(TZAVW'Z)'

cos?0 g(AyW + n(AyW)E,Z) = cos? 0 g(AyW,Z) = 0
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denklemi elde edilir. Eger

Son bagmntida, cos?0 =0 ise § = % olur. Bu durum da M altmanifoldunun anti-invaryant
oldugunu gosterir. Sayet g (h (Z,W),V) = 0 ise h(Z,W) = 0 oldugundan M

altmanifoldu D+- total geodezik altmanifold olur.

4.1.3. Tamm M (LCS),-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.
Eger M altmanifoldunun Dy ve D+ distribiisyonlar1 M altmanifoldunda total geodezik iseler

M altmanifolduna kontak pseudo-slant ¢arpim adi verilir.

4.1.11. Teorem M (LCS),,-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.
Bu durumda M altmanifoldu bir kontak pseudo-slant carpimdir (Dirik, Atgeken ve Yildirim,
2018).

Ispat ¥V X,Y € T(Dp) ile Z € T(D') icin (3.1.3), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.31), (3.1.33) ve
(3.1.44) esitliklerinden

9(VxY,2) = g(oV,Y,02) = g(Vxo¥ — (Vx0)V, ¢Z)
= g(Vx@Y,NZ) — g(a{g(X,Y)§ + n(V)X + 2n(Y)n(V)§},NZ)
= g(h(X,TY),NZ) + g(VxNY,NZ)
= g(h(X,TY),NZ) + g((VxN)Y + N VyY,NZ)
= g(h(X,TY),NZ) + g(nh(X,Y),NZ)
— g(h(X,TY),NZ) + g(NVxY,NZ)
= g(N VxY,NZ) = g(tNVyY,Z)

= g(VxY + n(VxY)¢ — T?VyY,Z)
olur. Buda
g(T?VyY,Z) = cos?0 g(VyY + n(VxY )&, Z) = cos? 0g(VyY,Z) = 0 (4.1.13)

oldugunu gosterir.
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VZ,W € T(DY)ile X € I'(Dy) igin

IVwZ,X) = —g(VwX,Z) = —g(oVyX, ¢Z)

yani,

= 9(Vwe)X,0Z) — g(VweX, ¢Z)

= g(a{gW,X)¢ +n(XOW +2n(X)n(W)§},NZ) — g(VweX,NZ)
= —g(h(TX,W),NZ) — g(ViwNX,NZ)

= —g(W(TX,W),NZ) — g((VwN)X + NVyX,NZ)

= —g(h(TX,W),NZ) — g(nh(X,W),NZ)

= —g(VwX + n(VwX)§ — T*VyX,Z)

= g(VwZ,X) — g(TZVWX,Z)

cos?0g(Vy X + n(VwX)é,Z) = cos? 0g(Vy X, Z) = —cos?*0g(VywZ,X) =0 (4.1.14)

elde edilmis olur. Boylece (4.1.12) ile (4.1.13)’den teoremin ispat1 tamamlanir.

Ornek M, R de 4-boyutlu

X, (u, v, w, t) = (vcosu, wcosu, V + w, —wcosu, —VCOSU, vsinu, wsinu, v + w, wsinu, vsinu, t).

olarak tanimlanan altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun tanjant demeti

. i) . i) . d . 3]
e = —vsinu — —wsinu — +wsihu —+vsinu —
0x1 0x5 0x4 Oxsg

) ) d d
+vcosu — —wcosu — +wcosu — +vcosu —
0y, 0y, 0ya 0ys

d d d . ad d . ad
e, = cosu — — — CoSU — SiInu — _— Ssinu —
2 o | x5 oxs | v ays T dys

d d d . d d . d d
e; = cosu — +——cosu — +sinu —+— +sinu — ,e, = —
3 6x2+6x3 6x4+ 6y2+6y3 + ay, '+ ot
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yukarida ki gibi verilmis olan tanjant vektorleri tarafindan olusturuldugu kolayca goriiliir.

R™’in koordinat sistemi sayet (X1, X2, X3, X4, X5, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Z) seklinde secilir ise, R*"’in

¢ hemen hemen kontak yapis1

j{x L. Y e )
4 ax, T toay) T %8,) T L\"ax, " “tay)

i=1 i=1

5
9
{=7 n=dy g=n®n+z(dx?+dy?)-
z i=1

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda

U 0 + 0 +/16€T(]R111)
Yox, oy, "o,

olmak Uzere

o~ o) +oelig) 0(3) b3

L
g9(oU, U) = pi + v, g(U,U) = uf + v = 2%,nU) = g(U,&) = A,n(&) =—1olur.

Bu durumda

d d
*U = llia—xi‘l‘via—yi— U+ nU)g,
g(eU, pU) = g(U,U) n*(U).

kosullar1 saglanmis olur. Béylelikle (¢, & 77, g), R*’in hemen hemen para kontak metrik

yapist olur. Yukaridaki baz vektore ¢ uygulanir ise

= —vsinu 9 wsinu 9 + wsinu 9 + vsinu 9
P v, ay, 0y, dys

d d d d
+vcosu — —wcosu —+wcosu —+vcosu —
x4 ax, 0x4 Oxs
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d
= cosu—+——cosu—+smu—+— + sinu —
pez 2. o3 275 o2 o5
pe; = cosu 0 + —cosu 0 + sinu + 2 + sinu 0
3 ay, dys 0y, 0x; X3 0x4

oldugu goriiliir. Buradan da gerekli islemler yapilirsa

€z, €e es, e es, e ey, e 1
cosB=g((p2 2) _ g(pesze3)  g(gpese)  g(ge; 3)—§9=600

llpellllell  lwesllllesll  llpesllllexll  llezllllesll

sonucuna ulasiriz. Bu sonuca gore Dy = span{e,, ez} slant agiya sahip bir slant
distribiisyon oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. g(@eq,ei) = 0,i = 2, 3,4 oldugundan, @e; M
altmanifolduna  diktir. Béylelikle D+ = span{e;} anti-invaryant (total reel)
distribiisyondur. Boylece M altmanifoldu R'"'de hemen hemen para kontak metrik yapis ile

4 boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold olur (Dirik, At¢eken ve Yildirim, 2018).
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5. SONUC ve ONERILER

1) M (LCS),,-manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
a) D+ nin integrallenebilmesi igin gerekli ve yeterli kosullardan biride

AypL DL =0
dir.

b ) Dy nin integrallenebilir olmasi igin gerekli ve yeterli kosullardan biri,
olmasidir.

2) M (LCS),,-manifoldunun total umbilik altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki

kavramlardan en az biri dogrudur.

a) M proper altmanifoldur
b)H €I'(y)
¢) Dim(DY) =1

3) M (LCS),-manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler gegerlidir.

a ) M altmanifoldu mixed total geodezik altmanifold olur.
b) M altmanifoldu Dy - total geodezik altmanifold olur.

¢ ) M altmanifoldu D+ - total geodezik altmanifold olur.

d ) M altmanifoldu anti-invaryant altmanifold olur.

e ) M altmanifoldu kontak pseudo-slant ¢arpim olur.

Bu sonuglar genisletilerek farkli manifoldlara uygulanabilir.
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