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OZET
Yiksek Lisans Tezi

BIR MODUL SINIFINA GORE SUREKLI VE YARI-SUREKLI
MODULLER

Ebru Teslime CEYLAN
Matematik Anabilim Dali
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Danigman: Yrd. Dog¢. Dr. Hasan OGUNMEZ

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Ilk boliimde, cahgmamiz icin gerekli olan
baz1 tanim ve teoremler ile (C1), (C2), (C3) sartlar1 ve bu sartlarin diger baz 6zel-
likleri verilmistir. Ikinci boliimde, extending, yari-siirekli ve siirekli modiillerin bir
modiil smifina gére (C1), (C2), (C3) sartlarinin bir uyarlamasi olarak tanimlanmig
olan bu ozelliklere ait karakterizasyonlar incelenmistir. Ayrica, bu bolimde direkt
toplama ait Ozellikler ve kisa tam diziye gore genigleme problemleri calisilmigtir.
Uciincii boliimde, bir R halkasia gore siireklilik karakterizasyonu ve diizgiin boyutlu
bir M modili i¢in yari-siirekli modil karakterizasyonu incelenmigtir. Son olarak
dordincii boliimde genel teorideki (C'1), (C2), (C3) sartlar: bir modiil simfina gore
(C1), (C2), (C3) sartlar ile karsilagtirilmig, diger baz1 6zel halka karakterizasyonlar:
ile iligkileri ¢ahgilmigtir.

2010, 46 sayfa
Anahtar Kelimeler: Siirekli Modiil, Yari-Siirekli Modiil, Extending Modiil.
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ABSTRACT
Msc. Thesis

CONTINUOUS AND QUASI-CONTINUOUS MODULES RELATIVE
TO A MODULE CLASSES

Ebru Teslime CEYLAN

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Hasan OGUNMEZ

This master thesis consists of four chapters. In the first chapter, some necessary
definitions and theorems which is needed for our study, (C1), (C2), (C3) conditions
as well as some properties of these conditions are given. In the second chapter,
extending, (quasi-)continuous and continuous modules are examined accorded to
one family of submodules that fits into (C'1), (C2) and (C3). Besides that, some
properties related with direct sum and extended problems according to short exact
sequence in the some chapter. In the third chapter, quasi continous characterizations
is examined for module M which has a uniform dimension according to ring R. By 4"
chapter, (C1), (C2) and (C3) conditions are compared with on (C1), (C2) and (C3)
conditions in a module and the relations between some of the ring characterization
are studied.

2010, 46 pages

Keywords: Continuous Module, Quasi-Continuous Module, Extending Module.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler Acgiklama
Eleman
C Alt kiime (sinif)
0 Sifir modiili
C Alt veya egit kiime
Mp : Sag R-modiil
0 Bos kiime
rM Sol R-modil
N Kesigim (Arakesit)
< Alt modiil
U Birlegim
<. Esas alt modil
<. Komplement alt modiil
<4 . Direkt toplanan
= . Izomorf
Direkt toplam
Imf : f nin goriinti kiimesi
Kerf . f nin g¢ekirdegi

End (M) : (Toplamsal) degismeli M grubunun sol endomorfizmalar1 halkas
End’ (M) : (Toplamsal) degismeli M grubunun sag endomorfizmalar1 halkasi

X . R-modiillerin belirli bir sinifi
U : Diizgiin R-modiillerin sinifi
P : Projektif R-modiillerin sinifi
N . Noetherian modiillerin smifi
Zo(M)  : Ikinci singiiler alt modiil
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1 GIRIS
Bu calismada, siirekli geometriler ve stirekli regular halkalar icin Von Neumann

ve Utumi'nin ¢aligmalar kaynak alinarak siirekli modiiller ve bu modiillerin ¢esitli

genellemeleri incelenmistir.

Gegen yillarda bazi yazarlar ([3],[4],[9], [11], [12], [13], [14],[15]) caligmalarinda,
modiillerin injektiflik kavraminin cesitli genellemeleri, siirekli modiiller ve bu tiirden
kavramlar: galigmiglardir. [9] da siirekli modiiller ve ilgili teoremler kapsamh bir ge-

kilde incelenmistir.

([6],[7])’de yerel injektiflik kavramlar1 detayl bir gekilde incelendigi halde, bu
calismalarda bazi tamamlanmamig tanimlar vardir. Bu calismada, N, bir halka ve
M, bir sag N modiil olmak tizere M’ nin N-siireklilik kavrami tanimlanacak ve bu-

radan elde edilecek bazi sonuclar ve ozellikler incelencektir.

Ornegin M, {N; | 1 < i < n} ailesindeki her modiil i¢in Ny-siirekli ise o za-
man M 'nin, @], N;-sturekli oldugu gosterilecektir. Bununla birlikte, sonsuz direkt

toplamlarda bu durumu gostermek gerekli degildir.

Bu caligmada, o6zellikle halkalarin temel ozellikleri ile ilgili bir modiiliin stirekliligi
incelenecektir. Bagka uygulamalar i¢inde ise yerel siireklilik kavramini iceren bazi

aileler karakterize edilecektir.

R bir halka, M bir sag R-modiil olsun. Eger M bir extending modiil ise M nin
her direkt toplanani da extending modiildiir. Fakat bu durumun tersi genelde dogru

degildir. Bu yontiniin ispati i¢in matematikgiler gerekli sartlar aragtirmaktadirlar.



“Yerel siireklilik” adli bu ¢aligma, [15]te genig bir sekilde ele alinmigtir

Bu calismada aksini belirtmedikge R birimli bir halkay1 gosterecek ve tiim R

modiiller birimsel sag modiiller olacaktir.

A ve B, birer R- modiil olsun. A modiilii B modiiliiniin esas alt modiili ise
A <, B, A modiilii B modiiliintin bir direkt toplanani ise A <; B, A modiili, B

modiiliiniin komplement alt modiilii ise A <. B gosterimi kullanilacaktir.



2 BAZI TEMEL KAVRAMLAR ve OZELLIKLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde gerekli olacak bazi temel kavramlar ve

ozellikleri verilecektir.

2.1 Cebirsel Yapilara Giris

Tanim 2.1.1 R bog olmayan bir kiime olsun. R iizerinde iki ikili iglem toplama “+”
ve ¢arpma‘-” tamimlansin. Bu iglemlere gore;

(i) (R,+) bir degismeli grup,

(ii) Her a,b,c € R i¢in a(bc) = (ab)c,

(7i) Her a, b, c € R igin soldan ve sagdan dagilma &zellikleri yani;
a(b+c¢) =ab+ ac

(a+ b)ec = ac+ be

saglaniyorsa (R, +,-) cebirsel yapisina bir halka denir. (R,+,-) notasyonu yerine

kolaylik acisindan R kullanilir. R bir halka olmak tizere, eger her a € R igin
lpa =alr =a
olacak gekilde bir 1z € R varsa, R ye birimli halka ve her a,b € R igin
ab = ba

ise R ye degigsmeli halka denir.
Bir R halkasinda, (R,+) degismeli bir grup oldugundan bu toplamsal grubun
etkisiz (birim) eleman: vardir. Bu eleman Op, ile gosterilirse, O ye R nin sufur elemans

denir. (Hungerford, 1973)

Tanim 2.1.2 R bir halka olsun. S, R deki toplama ve carpma iglemleri altinda
kapali olan R nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. S nin kendisi bu iglemlere gore

kendi bagina bir halka oluyor ise, S ye R nin bir alt halkas: denir. (Hungerford, 1973)
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Tanim 2.1.3 Sifir béleni olmayan, sifirdan farkli birimli ve degismeli bir halkaya

bolge (domain) denir. (Hungerford, 1973)

Tanim 2.1.4 R bir halka olsun. Bir (toplamsal) degismeli M grubu ve M sifirdan

farkh olmak tizere

A: R — End' (M)

bir halka homomorfizmasi olacak sekilde R den M nin sol endomorfizmalar: halkasina
bir A fonksiyonu var ise, (M, ) ¢iftine bir sol R-modiil denir. Bu durumda her bir
a € R ic¢in

Ma): M — M

dontigimi, her a,b € R ve her z,y € M icin
Aa)(z +y) = Ma)(z) + Aa)(y)
Aa+b)(z) = Ma)(x) + Ab)(x)

Aab)(x) = Aa)(A(b)(x))
ozelliklerini saglar. Ayrica A(1g)(z) = x ise (M, \) ciftine birimsel sol R-modiil
denir.
Pratikte, genel olarak A\ ve parantezler ihmal edilerek A(a)(x) yerine ax yazihr.
O zaman (a,x) — ax ile tanimh R x M — M fonksiyonu her a,b € R ve her

x,y € M icin agagidaki ozellikleri saglar.
a(r+vy) =ar +ay

(a+b)x =ax + bz
(ab)z = a(bx)

Bu durumda M’ye bir sol R-modil denir. Ayrica

lpz ==z



ise M’ ye bir birimsel sol R-modil denir.

Sag R-modiil’de benzer bigimde tanimlanir. O zaman (z,a) — za ile tammh

M x R — R fonksiyonu her a,b € R ve her x,y € M igin
(x +y)a=za+ya

z(a+0b) =xa+ b
x(ab) = (za)b

ozelliklerini saglarsa M’ ye bir sag R-modul denir. Ayrica
rlp=1x

ise M ye birimsel sag R-modil denir.

Bir R halkasi degismeli ve M, R tizerinde herhangi bir sol R-modiil olsun. Her
a € R ve her x € M i¢in za = ax olarak tamimlanmirsa M ayni zamanda bir sag
R-modiil olur.

Agikar {0} (sifir) modiiliini kisaca “0” ile gosterecegiz. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.5 R bir halka, M bir sag R-modiil ve N, M nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. M nin iglemlerine gore N, M nin bir toplamsal alt grubu ve her r € R
ve her b € N igin br € N ise, N ye M nin bir sag alt modili denir ve N < M ile
gosterilir.

N bir sag alt modiil ise N bir sag R-modiildiir. R birimli bir halka ve M birimsel
sag R-modil ise, M nin biitiin alt modiilleri de birimsel sag R-modiillerdir.

Sol R-modiil i¢in alt modiil kavrami benzer bigimde tanimlamr. (Anderson,

Fuller, 1973)

Tanim 2.1.6 R-modiil M nin kendisinden ve 0 modiiliinden farkh diger alt modiille-

rine M nin 0z alt modilleri: denir.



M bir R-modiil olsun. Asagida verilen iki sart1 da saglayan M nin bir K alt
modiiliine M’ nin bir maksimal alt moduli denir.

(1) K, M nin bir 6z alt modiludiir,

(#) M nin K y1 kapsayan kendisinden bagka higbir 6z alt modiilii yoktur. (An-
derson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.7 M bir sag R-modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. M nin K alt

modiiliine gore denklik siniflarinin kiimesi
M/K={x+K:2xe M}
a € Rve x,y € M igin agagida verilen
e+ K)+y+K)=(z+y)+ K

(x+ K)a=za+ K

toplama ve skalerle carpma iglemlerine gore bir sag R-modiildiir. Toplamsal birim
K =0+ K ve toplamsal ters eleman —(z + K) = (—z) + K bigimindedir.
M /K modiiliine M nin bir sag R-bolim modilii denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.8 Sifirdan farkli bir M modiilii agikar olmayan alt modiillere sahip
degilse (yani M’nin sifirdan ve kendisinden bagka alt modiilii yoksa) M ye basit
(simple) modil denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.9 M bir R-modiil ve A indis kiimesi olmak tizere (7,)aen, M nin basit
alt modiillerinin indislenmis bir ailesi olsun. Eger M, bu kiimenin direkt toplami ise,
bu takdirde

M = ®,\T,

M nin bir yar1 basit ayrigimidir.
Bir M modiilii bir yar1 basit ayrisima sahipse M ye bir yar: basit modul denir.

Diger bir deyisle, basit modiillerin bir direkt toplamina bir yar: basit modiil denir.
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Aqik olarak her basit modiil yar1 basit modiildiir, boylece her halka i¢in yar1 basit
modiiller bulunabilir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.10 B, modiillerin bir sinifi olsun. Bir M modiili i¢in, eger B de bir

(sonlu) (Bgy)aen indislenmis kiimesi igin bir
OBy — M — 0

epimorfizmas1 varsa M modiiline B tarafindan (sonlu) drete¢li (yada, B, M vyi
(sonlu) dretir) denir.
Eger B = {B} seklinde bir tek elemandan oluguyor ise bu takdirde B, M yi

(sonlu) tiretir ve tabii ki bu anlamda (sonlu) bir A kiimesi igin bir
BW — M — 0

epimorfizmasi vardir.
Diger bir deyisle, n, bir pozitif tam say1 olmak tizere bir M sag R-modiiliin sonlu
bir {mq,ms,...,m,} alt kiimesi icin M = myR + maR + ... + m, R oluyorsa M ye

bir sonlu trete¢li modiil denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.1.11 X, bir R-modil M nin bir alt kiimesi ise M nin X alt kiimesini
iceren biitlin alt modiillerinin arakesitine X 7 in drettigi alt modil denir. Eger X
sonlu ve X’ in trettigi alt modill N ise, N ye sonlu turetecli modul denir. Eger
X = () ise, o zaman X, sifir modiliini tiretir.

Eger bir a€ M i¢in X={a} tek elemanh bir kiime ise, o zaman X in iirettigi alt
modiile a elemaninin rettigi devirli alt modil denir.

Ayrica bir sag R-modil M verildiginde, bir m € M i¢in M = mR oluyorsa M
ye bir devirli modil denir. (Hungerford, 1973)



Tanim 2.1.12 M bir R-modil A < M ve C < B < M olsun. Bu durumda
BNn(A+C)=C+(ANB)

dir. Bu kurala Modiler Kurali denir. (Anderson, Fuller, 1973)

2.2 injektif ve Projektif Modiiller

Tanim 2.2.1 R bir halka, U bir sag R-modiil olmak tizere, her bir h : K — M

monomorfizmasi ve her bir o : K — U homomorfizmasi igin
U
’
a Ta

0— K &% M

diyagramim degismeli yapan, yani o'h = «a olacak sekilde bir o' : M — U R-
homomomorfizmasi var ise, bu takdirde U ya M modiiliine gore injektiftir(veya U,
M -injektiftir) denir.

Her R-modiil M’ ye gore injektif olan bir modiile injektif modiil denir. (Sharpe,
Vamos, 1972)

Tanim 2.2.2 M bir R-modiil olsun. M modiilii M-injektif ise M’ ye bir yari-
injektif((quasi-)injektif) modil denir. (Sharpe, Vamos, 1972)

Teorem 2.2.3 M, ve My, M nin alt modiller: olmak tzere
M = M, & M,

olsun. O zaman asagidaks ifadeler denktir.
(1) My, M;-injektiftir.
(ii)) N N My =0 olacak sekildeki M’ nin herbir N alt modiilii i¢in

M=M @& M,
ve N C M olacak sekilde M’ nin bir M alt modiilii vardar.
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Ispat. Bakinz. (Harmanci , Smith, 1993)

Tanim 2.2.4 R bir halka, U bir sag R-modil olsun. M bir sag R-modiil olmak
iizere, her bir g : M — N epimorfizmasi ve her bir o : U — N homomorfizmasi
icin
U
oy la

ML N — 0

diyagramim degismeli yapan, yani go’ = « olacak sekilde bir
o U — M

R-homomorfizmasi var ise, bu takdirde U ya M modiiliine gore projektif modiil denir.
R bir halka, P bir sag R-modiil olmak tizere eger P, her sag R-modiil M ye gore
projektif ise P’ ye projektif modil denir. (Anderson, Fuller, 1973)

2.3 Homomorfizmalar

Tanim 2.3.1 R bir halka, M ve N sag R-modiiller olsun. Her xz,y € M ve her
r € R icin

() flz+y) = flz)+ f(y)

(i) f(zr) = f(z)r
ise f: M — N fonksiyonuna bir sag R-modil homomorfizmas: denir.

Gruplarda ve halkalarda oldugu gibi eger f sirasiyla, birebir, 6rten ve hem birebir
hem orten ise f ye sirasiyla, sag R-modul monomorfizmasi, sag R-modil epimorfiz-

masy ve sag R-modil izomorfizmasi denir.



Eger M = N ise R-modiil homomorfizmasina R-modiil endomorfizmasi, R-modiil
izomorfizmasina ise R-modul otomorfizmas: denir. Bir M sag R-modiliintin endo-

morfizmalar: halkasi
End" (M)
ile gosterilir.

Diger yandan bir f : M — N R-modiil homomorfizmasi i¢in f nin goriintii kiimesi
Imf={f(z):ze M}

ve [ in ¢ekirdegi

Kerf={xe M: f(x) =0}

bigiminde tanimlanir. (Hungerford, 1973)

Tamim 2.3.2 M, M', M" R-modiiller ve f : M' — M ve g : M — M" R-modiil
homomorfizmalar1 olsun. Eger Imf = Kerg ise M’ Sy M % M” homomorfizma
cifti M de tam olarak adlandirilir. Bir tek M’ L M homomorfizmas: icin f, M’

ve M de tamdir denir. Son olarak (sonlu yada sonsuz) bir
Jn—1 fn S+l
o — My — M, — M, 11 — ...

homomorfizmalar dizisi her bir M, de tam, yani her bir f,, f,11 cifti igin
Imf, = Kerf,,1 ise, homomorfizmalar dizisine tam dizi denir. (Anderson, Fuller,

1973)

Tanim 2.3.3 f: M — N ve f : N — M, ff = 1y olacak sekilde R-modiil
homomorfizmalari olsun. Buna gore f : M — N homomorfizmasina bir split epi-
morfizm denir ve M —>é—> N — 0 ile géster/ilir. f'+ N — M homomorfizmasina
ise bir split monomorfizm denir ve 0 — N —>é§—> M ile gosterilir. Bu durumda f bir
split monomorfizm ve g bir split epimorfizm ise bir 0 — M, SEANY VN My — 0

kisa tam dizisine split (yada, tam split) denir. (Anderson, Fuller, 1973)
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2.4 Artan ve Azalan Zincir Sartlari
Tanim 2.4.1 M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin her artan (azalan)
KiCKyCK3C...CK,CKpi C... (KiDKy;DK32D...0K,,2 K12 ...)

zinciri sonlu adimda sona eriyorsa M’ ye artan zincir sartini (ACC) saglar, (azalan
zincir sartint (DCC) saglar ) denir.

Yani, M artan zincir sartin1 (azalan zincir sartim ) sagliyorsa Oyle bir pozitif m
tam sayis1 (pozitif n tamsayisi ) vardir ki, K, = K1 (K,, = K,41) dir. (Anderson,

Fuller, 1973)

Tanim 2.4.2 Bir modiil, alt modiilleri i¢in artan zincir sartini sagliyorsa bu modiile
Noetherian denir. Diger bir ifadeyle, S, basit modiillerin sinifi ve M bir modiil
olsun. M nin biitiin alt modiillerinin S(M) kafesi artan zincir sartina sahipse M ye
Noetherian denir.

R bir halka olsun. R kendisi iizerinde sirasiyla bir sol R-modiil olarak Noetherian
ise R ye sol Noetherian halka, bir sag R-modiil olarak Noetherian ise R ye sag
Noetherian halka denir. R, hem sol Noetherian halka hem de sag Noetherian halka
ise R ye Noetherian halka denir.

M bir R-modil olsun. M nin sonlu iiretegli alt modiilii Noetherian ise M ye

yerel Noetherian (locally Noetherian) denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.4.3 Bir modiil alt modiilleri i¢in azalan zincir sartini sagliyorsa bu modiile
Artinian denir. (Anderson, Fuller, 1973) Bir R-halkasmin Artinian olmasi noether-

nian olmasina benzer sekilde tanimlanir.

2.5 Burulmali ve Burulmasiz Modiiller
Tanim 2.5.1 M bir sol R-modiil olsun. O zaman bir X C M icin
Ir(X) =lanng(X)={reR:re =0 (ze X)}

11



kiimesine R de X in (sol) sifirlayans denir.

A C R igin
ry(A) =ranng(A) ={zeM:ax =0 (a€ A)}

kiimesine de M de A nmn sag sifirlayane denir. X = {z} ve A = {a} tek elemanh

kiime iseler () ve rys(a) yazihir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.5.2 R bir degismeli bolge ve M bir R-modil olsun. Bir m € M icin
mr = (0 olacak gekilde R nin sifirdan farkli bir » eleman1 varsa bu takdirde m ye M
nin burulmaly (torsion) bir elemany denir. Eger M nin burulmali eleman sadece ”0”

(sifir) elemam ise bu takdirde M ye burulmasiz denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.5.3 R bir degismeli bolge ve M bir R-modiil olsun. T'(M) ile tanimlanan

kiime, M nin biitiin burulmali elemanlarinin kiimesidir. Yani,
T(M)y={meM:30#r € R i¢in mr=0}

dir. Buna gére T'(M), M nin bir alt modiiliidiir ve bu alt modiil M nin burulmal
(torsion) alt modiili olarak adlandirilir.

Eger T(M) = M ise, bu takdirde M ye burulmal (torsion) bir modil denir.
T(M) = 0 olmasi durumunda ise M modiiliine burulmasiz (torsion-free) modiil

denir. (Anderson, Fuller, 1973)

2.6 Esas Alt Modiiller
Tanim 2.6.1 M bir R-modiil ve My, M,, M nin alt modiilleri olsun.
M1+M2 = {m1+m2 tmy € Ml,mg S MQ}

olmak tizere My + My = M ise, M bu iki alt modiili tarafindan geriliyor denir.

Diger yandan M; N My = 0 ise M; ve My alt modiilleri bagimsizdir denir.
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M; x My kartezyen ¢arpim modiiliinden M ye, (x1,22) € My x M igin
(.Il,l'g) —> X1+ X9

seklinde tanmimlanan ¢ : M; x M; — M kanonik R-homomorfizmasi igin
Im i = M; + My ve Ker i = {(x,—x) : x € My N My} dir. Eger M = M; + M, ise,
yani M; ve My, M yi geriyorsa bu takdirde ¢ ortendir. Diger yandan M; N My = 0
ise, yani M; ve My bagimsiz ise ¢ birebirdir.

Eger bu ¢ kanonik homomorfizmasi bir izomorfizma ise, yani M; ve My bagimsiz
ve M’ yi geriyor ise M modiilii M; ve M alt modiillerinin bir (i¢) direk toplamadir
denir ve M = M; & M yazlir.

Boylece M = M; & M, olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € M icgin
r = x1 + x9 olacak sekilde x1 € M; ve xo € M, elemanlarinin tek tiirli var ol-
masidir.

M bir modiil ve My, M nin bir alt modiili olsun. M = M; & M, olacak sekilde
M nin bir My alt modiliiniin var olmas: durumunda M; alt modiliine M nin bir
direk toplanany denir ve M = M; <, M Aym zamanda M, alt modiilii de M nin
bir direkt toplanan olur.

M ve My modiilleri, butiinleyict direk toplananlar veya direk tumleyenler olarak

adlandirihirlar. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.6.2 M bir R-modiil ve K, M’ nin bir alt modiilii olsun. K’ nin, M nin
bir direk toplanani olmasi icin gerek ve yeter sart KNK = 0ve K+ K = M olacak
sekilde M nin bir K alt modiiliiniin var olmasidir.

M nin herhangi bir K alt modiilii i¢cin daima bu iki sarttan birini saglayan bir
alt modiil bulabiliriz. Gergekten, K N0 =0 ve K + M = M dir.

Ozel olarak N, sifirdan farkl ve L, bir R-modiil M nin alt modiilleri olmak iizere
NN L =0olmasi L =0 olmasim gerektiriyorsa N’ ye M de esas alt modiil (essential

submodule) denir ve N <., M ile gosterilir.
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Her modiil kendisinin esas alt moduliudir. Bir modilin kendisinden farkli bir

esas alt modiiliine 6z esas alt modil denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.6.3 R bir halka, M bir R-modiil olsun. K, M nin sifirdan farkl bir alt
modiilii olmak tizere her 0 # L < M alt modiili i¢cin K N L # 0 oluyorsa K, M de
esastir denir. R-modiil M ye K nin bir esas genislemesi denir.

Her modiil kendisinin bir esas geniglemesidir. Bir modiiliin kendisinden farklh bir

esas geniglemesine 6z esas genisleme denir.(Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.6.4 Sifirdan farkli her M modiilii, 0 modiilii ve kendisi olmak tizere en
az iki direkt toplanana sahiptir. Sifirdan farkli bir M modiiliiniin direk toplananlari
sadece 0 ve M nin kendisi ise M modiiliine ayristirilamaz denir.

M sifirdan farkli bir sag R-modiil olmak iizere, M nin sifirdan farkli biitiin alt
modiillerinin ikiger ikiger arakesitleri sifirdan farkli ise M’ ye diizgiin (uniform) modiil
denir. Bu tanima denk olarak, M nin sifirdan farkli her alt modiilii ayrigtirilamaz
ise yada M nin sifirdan farkli her bir alt modiilii M de esas ise, sag R-modiil M ye
diizgiin modiil denir. (Anderson, Fuller, 1973)

Tanim 2.6.5 R bir halka ve M sifirdan farklh bir R-modiil olsun. Eger M sifirdan
farkli alt modiillerinin bir sonsuz direkt toplamini icermez ise M ye sonlu dizgin
boyuta (yada Goldie sonlu boyuta) sahiptir denir. M sifirdan farkli ve Goldie sonlu
boyutlu bir R-modil olsun. Bu durumda M bir diizgiin U alt modiiliinii icerir.
Bundan bagka bir pozitif n tam sayis1 ve M nin (lineer) bagimsiz diizgin U; (1 <

i < n) alt modiilleri vardir ve
M nin bir esas alt modiiliidiir. Bu durumda n, M igin sabittir ve M nin Goldie

boyutu (yada dizgin boyutu) “n” dir denir ve u.dim(M) = n ile gosterilir.
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Eger N & Ny @ ... ® Ny, M nin sifirdan farkli N; (1 < i < k) alt modiillerinin
herhangi bir direkt toplami ise £ < n dir.

Herhangi bir R halkasi i¢in U, sonlu diizgiin boyutlu R-modiillerin sinifini gostersin.
Bu durumda U sifirdan farkli alt modiillerin bir sonsuz direkt toplamini igermez.
Ayrica U, alt modiillere gore kapalidir. Yani bir diizgiin modiiliin her alt modiili de

diizgiindiir.(Anderson, Fuller, 1973)

2.7 Bazi Ozel Tanmimlar

M bir sag R-modiil olmak iizere asagidaki 6zellikleri gbz 6niine alalim;

(C1): M’nin her alt modilii M nin bir direkt toplananinda esastir.

(C2): M’nin bir direkt toplananima izomorf olan M nin her alt modilii M nin kendi
bagima bir direkt toplananidir.

(C3): Ave B, M'nin direkt toplananlari ve ANB = 0 ise A@® B de M nin bir direkt

toplananidir.

Tanim 2.7.1 Bir M modiili (C1) sartim saglar ise, bu modiile eztending (veya

CS-modiil) denir.(Oshiro, 1983)

Tanim 2.7.2 Bir modiil (C1) ve (C2) sartlarim saglar ise, bu modiile sirekli (con-
tinuous) modiil denir.(Oshiro, 1983)

Tamim 2.7.3 Bir M modili (C1) ve (C3) sartlarmi saglar ise, bu modiile yari-

strekli (quasi- continuous) modiil denir.(Oshiro, 1983)

Bir M modiili i¢in agagidaki gerektirmeler mevcuttur.

injektif = yar1 -injektif = siirekli = yar1 -siirekli = extending
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[10]’u g6z Oniine alarak {M;};c; bir modiil ailesi olmak tizere V j # i i¢in M;,

M -injektif ise, M; modiillerine yerel (relative) injektif denir.(Harmanci Smith, 1990)

Bu kismi daha sonra ihtiyacimiz olacak yari-siirekli modiillere ait bir 6n teorem
ile kapatacagiz. Ayrica bu ¢alismada bir M modiiliiniin injektif hull'unu E(M) ile

gosterecegiz.

On Teorem 2.7.4 M bir R-modiil olsun. Buna gore asaqidakt sartlar denktir.
(1) M, yar-streklidir.
(2) M, m-injektiftir.
(3) M ’nin injektif hull’ nun her E(M) = E1 & Ey ayrisyma igin
(M N E) @ (MnNEy) dir.
(4) M 'nin injektif hull’ nun her E(M) = @;c; E; ayrisima igin
M =®,.,(MNE,) dir.

M =

Ispat. (1) = (2) M yari-siirekli ve e, idempotent eleman olmak iizere,

A = M N e(E(M))

Ay = M0 (1—e)(B(M))

olsun. A; C B; olmak iizere B;, Ay’nin komplementi, Ay C By olmak tizere Bs,
Bi'nin komplementi olsun. By, By’in komplementi oldugundan By N B; = 0 olur.
By N By = 0 sartina gore By <T've Bo N'T' = 0 olsun. By komplement oldugundan
By N Ay = 0 ve By maksimal olur. Boylece (1) den dolay1

M = B, ® By
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yazilir. Buradan 7 : By @& By — B; dogal epimorfizmasi tanimlansin.

iddia: M N (e — 7)M = 0 dur.
(e=m)(@) =y
olacak sekilde x,y € M olsun. e(z) = w(z) + y ve buradan da
e(r) e MNe(E(M)) = A
olur. Jimdi Ay = M N (1 —e)E(M) oldugunu gosterelim. z € M igin
(1—e)(z)=z—exr)e M =>(1—e)(x)e M

olur. Diger yandan, v € M < E(M) = z € E(M) olur.
O zaman x € M < E(M) oldugundan (1 —e)(z) € (1 — e)E(M) olur. Yani;

(I1—e)(x) e MN(1—e)E(M)= A

dir. Ayrica M <. E(M) oldugunu biliyoruz. E(M)nin bir alt modiili ile M nin
arakesitine bakalim. Buradan 7(z) = e(z) ve y = 0 olur. O halde iddia dogrulanir.

M <. E(M) oldugundan (e — m)M = 0 olur yani;
eM =M < M

dir.
(2) = (3) (MNE)) & (MnNEy) <M oldugu agiktir. m, M’ nin keyfi bir elemam

olmak iizere m € Ey @ E, dir. Ayrica E*, E(M)’nin bir ayrigimi olmak {izere

yazabiliriz. O zaman E; = e;(F(M)) olacak sekilde e; € End(E(M)),
(¢ = 1,2) ortogonal idempotenti vardir. Kabulden, e;(M) < M ve es(M) < M
oldugundan

M =e1(m) +ey(m) € (MNE))+ (MN Esy)
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(3) = (4) (3)’1 goz ontinde tutarak

PMnE <M

iel
oldugunun ispat1 agiktir. Simdi m € M'nin @,;(M N E;) nin eleman oldugunu
gosterelim. M’nin injektif hullunun E(M) = @,c; E; ayrigimim ele alirsak I nin
sonlu alt kiimesi F', icin m € ®;cpF; olmak tlizere

BOM) - @ Eio B
ieF
yazilabilir. O zaman E; = e;(F(M)) olacak sekilde e; € End(E(M))(i € F) orto-
gonal idempotenti vardir. e;M < M oldugundan
m=(Y_e)(m)=> e(m)e PMnE;
i€F i€F ieF

olur. Boylece M < ®;c;M N E; olur ve buradan M = @,y M N E; olur.

(4) = (1) A < M olsun. E(M) = E(A) & E* yazilsin. O zaman hipotezden
M=(MNE(A) & (MnNE*) buradan A <, M N E(A) olur. Béylece A bir direkt
toplananda esastir; yani M, (C1) sarti saglar. Simdi,

MiNMy=0ve My <4 M ve My <4z M olsunlar.

E(M)=F, & FE,aFE
yazilsin, oyle ki £y = E(M;) ve Ey = E(M,) olsun. Hipotezden dolay1
M=(MNE)®(MNE)®(MNE)

olur. My <4 M ve My <; M oldugundan M; <, M N E; ve My, <, M N Ey ve
M, = M N Ey, My = M N E, olur buradan da (Cs5) saglanir ve ispat tamamlanir.
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3 BIR MODUL SINIFINA GORE SUREKLILIK

Oshiro'nun, (C1)-(C3) sartlar1 olarak ifade edilen, yari-siirekli, siirekli, extending
kavramlarmin bir genellemesi yapilarak, bir A ailesinden aliman bazi alt modiiller
icin tanmimlanacaktir. Bizim ¢aligmamiza 11k tutmasi agisindan bu karakterizasyonlar

agagidaki bicimde gortilir.

3.1 Bir Sinifa Gore Sureklilik

Bir M modiiliintin alt modiillerinin olugturdugu bir A ailesi i¢in agagidaki sartlari

gbz oniine alalim.

A-(C1): Her bir A € A igin A <, A* olacak sekilde M'nin en az bir tane A*
direkt toplanani vardir.

A-(C2): Her bir A € Aigin A = X olacak sekilde X, M’ nin bir direkt toplanam
ise A’da M ’nin bir direkt toplananidir.

A-(C3):Herbir Ac Ave X <4, Micin A<; Mve ANX =0ise A X <4 M
dir.

Tanim 3.1.1 M bir R-modiil ve A, M’nin alt modiillerinin, esas geniglemeler ve
izomorfik goriintiiler altinda kapal bir ailesi olsun. Eger M modiili, A-(C1), A-(C1)
ve A-(C3) veya A-(C1) ve A-(C2) sartlarim saglarsa M’ ye sirasiyla A-extending,
A-yari-siirekli veya A-sirekli modiil denir.(Lopez-Permouth, Oshiro, Rizvi, 1998)

A ailesi M’ nin tiim alt modiillerinin ailesi ise, o zaman A-extending, A-yari-

strekli ve A-stirekli modiiller extending, yari-sirekli ve strekli modiillerle gakisir.

Onerme 3.1.2 A, bir M modiiliiniin, alt modillerinin,alt modiiller, esas genislemeler
ve izomorfik gorintiler altinda kapali bir ailesi olsun. M, A-extending olsun. O za-

man asagidaki sartlar denktir.

(1) A-(C3) saglanar.
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(2) Her bir A € A igin ve AN X = 0 olacak sekilde her X <g4 M igin, her
v : A— X homomorfizmast ¢ : M — X homomorfizmasina genisletilebilir.
(3) Her A € A ve AN X = 0 olacak sekilde her X direkt toplanani i¢in X,
A-injektiftir.
Ispat. (1) = (2) Farzedelim ki (C3) saglansm. A € A ve AN X = 0 olacak gekilde
X <4 M olsun. f: A — X bir homomorfizma olsun.
B={z+ f(z) |z € A}

kiimesini ele alalim. B € A olacagindan A = B dir. B <., B* olacak sekilde B* <; M
vardir. Buradan AN B* = 0 olur. (C5)’ ten dolay:

M=A®B* @Y
olacak sekilde Y alt modiilii vardir.
T M=AoB*"®dY — A

projeksiyon olsun. A C X & B* oldugundan 7, f ye genigler.

(2) = (1) Kabul edelim ki (2) saglansin. A € A ve AN N = 0 olacak bi¢gimde A
ve N M’nin direkt toplananlari olsun. M = N & X olacak bicimde X < M verilsin.
m: M = N&X — X bir projeksiyon olsun. AN N = 0 oldugundan A = 7(A)
olur. Buradan m(A) € A olur ve 7(A) <. Y olacak gekilde Y <; X vardir. O zaman

M’nin bir Z alt modiilii icin
M=NaY & Z, X=YaZ

olur. 7m; ve my projeksiyonlar: sirasiyla my : M = N@Y & Z — N ve

mo: M =N®Y ®Z — Y seklinde tanimlansin. Agikga, A = {m(a)+m(a) | a € A}
ve mo(a) — m1(a) ile tamimlanan f : mo(a) — N fonksiyonu iyi tanimhdir. (2) sartiyla
f, f* Y — m(A) fonksiyonuna genigler. O zaman, my(A) <. Y dir ve buradan
A< Ay+fy)|yeY}vern(A) =Y olur. Sonug olarak, N6 A= NaY <; M dir.
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(2) = (3) A’ C Avep: A — X homomorfizmasini gz éniine alahm. A’'NX =0
icin A’ € A alinirsa (2) ile ¢, ¢ : M — X e genigletilebilir. ¢, A ya kisitlanirsa X’in
A-injektif oldugu gortliir.

(3) = (2) Kabul edelim ki (3) saglansin. AN X = 0 olacak gekilde A € A dan
X <4 M ye tammlanan bir déntigim ¢ : A — X olsun. (C1) sart1ile Y € M
icin A* @Y = M olacak gekilde A <, A* bulunur. O zaman A* N X = 0 ve
A* € A olur ve buradan da X, A*-injektiftir. Buradan ¢ doniigiimii, ¢ doniigiimiine
genigler dolayisiyla A* da ¢* = ¢ ve Y de ¢* = 0 oldugunda ¢* : M — X

doniisimii gergeklegir. Buradan da (2) saglanmig olur.(Oshiro, 1983)

3.2 Ogzel Bir Simifa Goére (C1)-(C3) Kavramlar:

M ve N birer modiil olmak iizere AN, M) ailes;
AN, M)={A < M|3X < N,3f € Hom(X, M), f(X) <. A} seklinde tamimlansin.
Bu A(N, M) ailesi alt modiiller, esas geniglemeler ve izomorfik goriintiiler altinda

kapalidir.

Tamim 3.2.1 M, bir R- modiil olsun. A = AN, M) i¢in M, sirasiyla A-extending,
A-yari-stirekli veya A-siirekli ise M’ ye sirasiyla N-extending, N-yari-sirekli veya
N-siirekli modiil denir. A ailesi A(N, M) olarak diigiiniilirse her (i = 1,2,3) igin
N — (C;) ozellikleri olarak A-(C;) 6zelliklerini gz 6niine alacagiz. Buna gére bir M
modiili i¢in agagidaki denklik goriilebilir.

N -siirekli =, N-yari-stirekli=, N- extending

Aciktir ki yerel stirekliligin bu notasyonu stireklilik kavraminin bir genellemesidir.
Diger taraftan yerel injektiflik, yerel siirekliligi gerektirmez. Ornegin, S basit modiil

oldugunda, biitiin modiiller S-injektiftir. Diger taraftan eger
M=S5&E(S)
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olacak sekilde S-basit modiilii injektif degilse, A(S, M) nin bir elemam igin M nin
S @ 0 toplananina izomorfik degildir.(Lopez-Permouth, Oshiro, Rizvi, 1998)

Onerme 3.2.2 (1) Her N alt modili igin, M, yar-sirekli < M, M -yari-sirekli,
& M, N-yari-sureklidir.
(2) N-(C;) sartlary , (i=1,2,3 i¢in), M 'nin bir direkt toplanani igin de saglanar.
(3) M, N-yari-sirekli ve A € A(N, M) i¢in A <4 M ise A-yari-sirekli’dir

Ispat. (1) Kabul edelim ki M, yari-siirekli olsun. Oncelikle (C'1) sartm saglasm.
M’nin M-(Cy) sartin1 sagladigimi gosterecegiz. Kabulden M 'nin her alt modiilii M nin
bir direkt toplananinda esastir. A € A(M, M) olsun. Burada A, M’nin bir alt
modiilidiir. Kabulden A alt modiilii de M’nin bir A* direkt toplananinda esastir.

Yani M, M-(C}) sartini saglar.

Tersine, M, M-(C1) sartim saglasm. Her A € A(M, M) igin, M’nin en az bir
tane A* direkt toplanam vardir oyle ki A, A* da esastir. Bu durum A’nin her alt

modiilii igin gegerli olacagindan M, (C}) sartin saglar.

M, (C3) sartin1 saglasin. M'nin M-(C3) sartin sagladigini gosterecegiz.
Kabulden her A, B <; M ve ANB = 0i¢in A® B de M’nin bir direkt toplananidir.
Ae AM,M) ve B <4 M alalm. A, M’nin alt modiliidiir. Kabulden A <; M ve
B <4 M igin AN B = 0 oldugunda A® B <; M dir. Boylece M, (C3) sartim saglar.

Tersine, M, M — (C3) sartim saglasin. Kabulden her A € A(M, M) ve B <, M
icin A<g M ve ANB=0ise A® B <4 M dir ve buradan A <; M oldugundan
A < M dir ve bu sonug her A i¢in saglanir. Dolayisiyla M, (C3) sartini saglar.

M, M-yari-siirekli olsun. Bu durumda M, M-(C}) sartim saglar.
A € A(N,M) olsun. O zaman A, M’nin alt modiili ve f(X), A’da esas olacak
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sekilde N'nin en az bir X alt modiilii ve en az bir f € Hom(X, M) vardir. N < M
oldugundan X < M dir. O halde hipotezden M nin A’y1 esas olarak igeren bir direkt
toplanani vardir. Se¢ime gore M, N-(C}) sartini saglar. M’nin her alt modiili N-
(C3) sartim saglarsa agikga M, M-(C3) sartin saglar.

Tersine M, M — (C5) sartin1 saglasm. A € A(N,M) alalim. Buradan A €
A(M, M) olacagindan ispat agiktir.

(2) M, N-(Cy) sartim saglasi. M; <4 M olsun. Her A € A(N, M) ve A* <, M
icin A, A* da esastir. M;, M’nin bir direkt toplanam ve A; € A(N, M;) olsun.
Buradan A; , M;’in bir alt modiilidiir. A; € A(N, M) oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanir. Kabulden X < N ve f € Hom(X, M) igin f(X) <. A; dir. I X <N
icin

XL M

ve

icin g(X) <. A; mi dir?

9(X) =if(X) =i(f(X)) = f(X) <c 4
ise g(X) <. A; olur. Buradan A; € A(N, M) dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
M, N-(Cy) sartin saglasm. M; <; M igin A € A(N, M;) alahm. A, M nin bir
direkt toplananina izomorf ise

AZY < M,

icin Y <4 M olacagindan kabul geregi A <; M olur. Bu durumda
M=AoA

olacak sekilde A" < M vardir. Modiiler kuralindan A <; M; bulunur.
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M, N-(Cs) sartin saglasin. M’'nin M; direkt toplananimminda N-(C5) sartin
sagladigini gosterelim. A € A(N, M) igin

ANY =0

olacak sekilde A <; M; ve Y <; M; olsun. M; <; M oldugundan A <; M ve
Y <; M olur. Hipotezden A @Y <; M bulunur. Modiiler kuralindan

AdY <4 M,

olur.
(3) A, M’nin bir direkt toplanam oldugundan (2) den A, N-yari-siireklidir.
Ae AN, M) ve A< M i¢in
AM,M)= |J AN,M)=P(A) = A(A A)
NeModR
iken

A(N,A) =P(A)
oldugunu gosterirsek A, N-yari-siirekli iken A(N, A) = P(A) esitliginden A’nin her
alt modiilii i¢in yari-siirekli olacaktir. Buradan da (1) ile A, yari-siireklidir diyecegiz.
Ae AN, A) CP(A) oldugu agiktir.
Tersine, A; € P(A) alalm.
A, e P(A) = A; € A(N,A)

oldugunu gostermeye caligalim.

Y < N,3fi € Hom(Y, A),> fi(Y) <. 4
midir? A € A(N, M) oldugundan, A < M igin,

dX < N,3f € Hom(X,M),> f(X) <. A
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dir. Buradan
x-Lm= A
FX) <0 A= m(f(X)) <. 7(A) = A

olur. A; <. A; oldugundan 7 f(X) N A; <. A; olacagindan buradan da
fi(Y) = nf(X) N A; olacak bicimde f; ve Y bulunur béylece P(A) C A(N, A) olur

ve (3) sart1 saglanir.

Onerme 3.2.3 0 = N’ — N — N” — 0 tam dizisi verilsin. O zaman A(N', M)
UA(N", M) C A(N, M). Béylece eger M, N-extending (siraswyla yari-siirekli) ise o

zaman M, N'-extending ve N"-extending (siraswyla yar-sirekli) dir.

Ispat. N’ < N oldugu diigiiniiliirse tammdan A(N’, M) C A(N, M) oldugu aciktur.
Simdi de p(N) = N"ve A € A(N", M) olsun. X < o(N)= N"ve f € Hom(X, M)
icin A, f(X)’in bir geniglemesidir. ¢ 6rten oldugundan ¢(Y') = X olacak sekilde bir
Y < N vardir. Buradan fo(Y) = f(X) <. A olur ki A € A(N, M) bulunur.
Boylece

A(N', M) U A(N", M) € A(N, M)

olur. M, N-(Cy), N-(Cy), N-(C3) sartlarim sagladigi durumda M nin N'-(Cy), N'-
(Cy), N'-(C5) ve N"-(C}), N"-(Cy), N"-(C3) sartlarim sagladigi tanimdan agiktir.

Onerme 3.24 0 — N’ — N — N” — 0 bir tam dizi ve M bir saj modiil ol-
sun. M 'nin N-extending olmas icin gerek ve yeter kosul M, N -extending ve N -
extending olmasidur. Bu durumda A(N, M) 'nin her K alt modiili, K' € A(N', M)
ve K" € A(N", M) i¢in K = K ® K" formunda yazlabilir.

Ispat. M, N-extending olsun. O zaman Onerme 2.2.3 ile M, N’-extending ve N”-

extending olur.
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Tersine, M, N'-extending ve N”-extending olsun. Genelligi bozmaksizin N’ < N
ve N” = N/N' olarak kabul edelim. L, N nin bir alt modiili ve ¢ € Hom(L, M)
olsun. K, M de, ¢(L)nin bir kapanmigi ve K', K da, (L N N') alt modiiliiniin bir
kapanisi olsun. Bu durumda

(L) <. K <. M
ve
e(LNN) <, K <. K

dan K' <. M elde edilir. Aym zamanda K € A(N', M) dir. M, N'-extending
oldugundan, M nin bir H direkt toplanam vardir ki K <., H olur. Ancak K, M
de kapal oldugundan K’ = H olur yani K, M nin bir direkt toplanani olur. M nin
bir K" alt modiilii igin M = K’ @& K" olarak yazilir. Modiiler kuralindan

K=K&(KnK")

olur.

7 K-> KNK"

kanonik projeksiyonu gostersin. Her z € L icin
¢:(L+ N')/N — M

fonksiyonunu ¢(z + N') = wp(x) ile tammlayalim. x € L igin eger x € N’ ise o
zaman o(z) € (LN N') C K’ olacagindan ¢(z) € K' = Kerm olur ki mp(z) = 0,
yvani ¢(z + N') = mp(z) = 0 bulunur.
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Buradan ¢ iyi tammhdir ve ¢ € Hom((L + N')/N’, M) oldugu aciktir. Simdi
0#ye KNK"olsun. Bir r € R ve u € L igin 0 # yr = ¢(u) olur. p(u) € K N K"
oldugundan

0#yr =) =mp(u) = ¢(u+ N)

olur. Buradan ;

0#yre (KNK")N(O(L+N'/N'))

olur ki (L+ N'/N"), KN K" nun bir esas alt modiilii olur. KN K", K'nin bir direkt

toplanani oldugundan K da kapali olur.
KNK'"<,K<.M

olmast K N K” nin M de kapal oldugunu verir. Boylece ¢((L + N')/N’), N"-
extending M modiiliintin KNK"” kapal alt modiiliinde esas olarak bulunur. KNK" €
A(N", M) oldugundan, K N K" <., H olacak sekilde bir H <; M vardir. Ancak,
KN K" <, M oldugundan K N K" = H yani K N K" <; M dir. Modiiler ku-
ralindan K N K" <; K" olur. Buradan K, M nin bir direkt toplanamdir. Boylece
o(L) € A(N, M) oldugundan ve K da esas oldugundan M, N-extending olur.

Sonug 3.2.5 0 - N — N — N” — 0 bir tam dizi ve M bir sag modil olsun.
M ’nin N -yari-strekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin, N'-yari-siirekli ve

N"-yari-stirekli olmasidur.

Ispat. (=) M, N-yan-siirekli olsun. Onerme 2.2.3 ile M, N’-yari-siirekli ve N”-
yari-siireklidir.

(«<=) Tersine ilk olarak M, N'-yari-siirekli ve N”-yari-siirekli olsun. Onerme 2.2.4
ile M, N-extendingtir. K € A(N, M) ve K N H = 0 olacak sekilde K ve H, M’nin
birer direkt toplanam olsunlar. Onerme 2.2.4 ile K’ € A(N', M) ve K" € A(N", M)
olacak sekilde K = K’ @ K" yazilabilir. Buradan K’ & (K" & H) olur.
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K'n (K" @ H) = 0 oldugundan K’ N H = 0 ve hipotez geregince K’ & H, M’nin
bir direkt toplananm olur. Benzer sekilde K" & H da M ’nin bir direkt toplananidir.
Simdi K’ € A(N', M) M, N'-yari-siirekli ve K" ® H <; M oldugundan yine hipotez
geregince

KeH=K&K'sasH
M’nin bir direkt toplanani olur. Boylece M, N-(C3) sartini saglar. Bu nedenle M,
N-yari-siireklidir.

Simdi M, N'-siirekli ve N”-siirekli olsun. Onerme 2.2.4 ile M, N-extendingtir.
K € A(N, M) ve K, M’nin bir direkt toplananma izomorf olsun. Onerme 2.2.4 den
K' € A(N',M) ve K" € A(N", M) olacak sekilde K = K’ ® K" yazilir. Buradan
K’ ve K" nin her ikiside M nin direkt toplananlarina izomorflardir.

Buradan K’ ve K” M’nin direkt toplanam olur. M, N'-siirekli ve N”-stirekli
oldugundan M, N'-yari-siirekli ve N”-yari-siireklidir. K’ N K” = 0 oldugundan is-
patin ilk boliimiindeki argiiment ile K = K’ & K”, M’nin bir direkt toplanam olur.
O halde M, N-siireklidir.

3.3 Sonlu Direkt Toplama Gore (C'1)-(C3) Sartlar:

Onerme 3.3.1 i = 1,2,...,n icin M, N;-extending (yari-siirekli) ve N = @I, N;

ise M, N-extending (yari-sirekli) dir.

ispat. M, Ni-extending ve Ny-extending olsun. Onerme 2.2.4 ile M, N-extending
olur. Tiimevarimla genelleme yapilirsa ¢ = 1,2, ..., n i¢in aciktir. Benzer sekilde Sonug

2.2.5 ten de M, N;-yari-siirekli ise M, N-yari-siireklidir.

Onerme 2.3.1 daki sonlu bir kiime icin gecerli olan tanimlamalarin sonsuz indeksli

kiimelerde gecerli olmadigini agagidaki ornekle gosterebiliriz.

Ornek 3.3.2 Modillerin bir {(S;])i = 1,2, ...} ailesine gére yari-siirekli bir R halkas

vardwr fakat @:°, S;-yar-sirekli degildir.
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ispat. F' bir cisim ve
R={(z;);2,|3f € F o&yleki, xz;=f sonlusayida j diginda}

olsun.

e; = (0,0,...,0,1,0,...)

olmak tizere

S; =(0,0,...,0,F,0,..) =, RC R

olur. (sadece sifirdan farkl giriglerde i inci terim 1 olur). O zaman R degismeli ve
bir terse sahip iken, injektif oldugunda S; basittir. Bundan dolayida R, her ¢ igin
S;-stireklidir. Bununla birlikte R, @;2, S;-siirekli degildir.

A=S1 85585 P ... € A( 1S, R)
icin A, R’'nin bir direkt toplananina genisletilemez. Gercekten, e = e € R icin

A <, eR kabul edelim. 0 # f € F'n € ZT icin

Tr = f€2n

olsun. O zaman herhangi 0 # r € R i¢in zr C A olur. Buradan R, @;°, S;-extending
degildir.

3.4 Extending Modiillerin Ayrigsimlari

Onerme 3.4.1 M ve N iki modil, A = A(N, M) olsun. M, N-extending olmak
tzere asagidakt sartlar denktir.

(1) Ac Ave M = A® X i¢in A ve X yerel injektiftir.

2 FNMeAve E(IM)=F&G icin M =(FNM)® (GNM) dir.

(3) FanNM € Ave E(M) = (Bacr Fa) @G i¢in M = (Pper(Fo N M)) @ (GN M)
dir.
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Ispat. (1=2) A=FNMec Ave E(M) = F&G olsun. M <, E(M) ve F,
E(M)’nin kapal bir alt modiilii oldugundan A, M’nin bir kapali alt modiiliidiir.
Bundan bagka M, N-extending oldugundan A <; M dir. Boylece M = A & X,
X < M yazlabilir.

w4 ve mx dogal epimorfizmalar olsun. O zaman G N M = wx (G N M) olur.
p:mx(GNM)— A

fonksiyonu igin,
mx(a) = ma(a)

her a € G N M i¢in bir homomorfizmadir. A, X-injektif oldugundan ¢, ¢* : X — A

homomorfizmasina genisler.

A

o/ T
0— mx(GNM) - X

O zaman GN M <, {a+ ¢*(a)la € X} <4 M dir. Bu yiizden G N M, M’nin kapali
alt modiiliidiir. Bundan dolay1

GNM={a+y¢*(a)jae X}ve M=AdX=AaGNM=FnM)& (GNM)
dir.

(2) = (3) ve (3) = (2) ispatlar1 agiktir.

(2) = (1): Tersine A'min X-injektif oldugunu gosterecegiz. Z < X iginp : Z — A
bir homomorfizma ve

T={z+¢(2):2€ 7}

olsun. Buradan TN A = 0 dir. E(M) = E(A) ® E(T) @ F ayrigimim gozoniine
alalm. (2)ile ; M = (F(A)NM)a [(E(T)e F)NM]=A® (E(T)® F)NM),

*

7 dogal epimorfizma olsun ve ¢* = —x/z olarak yazlsin. p*(z) = (—7/x)(2) =
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(=m/z)(=p(2) + 2 + ¢(2)) = —7/2(=(2)) + —7/2(z + ¢(2) = 0 = —m(2) —
(2 4+ p(2) = p(2). z € Z, 2 = —p(z) + (2 + p(z)) ve buradan ¢*(z) = ¢(z) dir.
Boylece ¢*, ¢ ye genislemesi olur ki buradan A, X-injektif olarak bulunur.
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4 TORSION TEORIYE GORE KAVRAMLAR

M bir R-modil olsun. T3y = {N | M, N-siirekli} olsun. Buradan Fj; = {X |
Hom(N,X) =0,V N € Ty} ile tamimlansin. 7="T), ile gosterilirse Trs, homomorfik
gortintiiler, alt modiiller, geniglemeler altinda kapahdir. (Burada 0 — N' — N —
N" — 0 kisa tam dizisi i¢cin N’, N” € Ty, ise N € Ty, saglamyorsa Ty, geniglemeler
altinda kapahdir denir).(Onerme 2.2.5 ile) Basitlik icin Ty = T ve Fay = F goster-
iminde (7, Faq) ikilisinin hereditary(torsion) teori olmasi igin gerek ve yeter sart
herhangi direkt toplamlar altinda kapal olmasidir. Ornek 2.3.2 geregince Tpy simfi

herhangi direkt toplamlara gore kapali olmak zorunda degldir.

4.1 Torsion Teori ile ilgili Baz1 Ozel Karakterizasyonlar

Teorem 4.1.1 M bir R-modil olsun. Buna gore asagidaki sartlar denktir.
(1) (Taa, Fam) ¢ifti bir torsion (hereditary) teoridir.
(2) T, siirekli, F € Fap ve F, T-injektif olacak sekilde M = T + F ayrisuma

vardar.

Ispat. T=Ty ve F=Fu olsun. 7py = (7, F) bir (hereditary) torsion teori ol-
sun. M’nin 7(M) torsion kismin gozoniine alalim.N; € Ty igin, 7(M) = XN;
oldugundan, 7T smifinin tanimi geregince Xy, = 7(M) € Tag oldugundan M, 7(M)-
strekli olur. Diger yandan agkca 7(M) € A(r(M), M) dir. M, 7(M)-C; sartim
sagladigindan 7(M) € A(r(M), M) i¢in 7(M), M’nin bir direkt toplananinda esas
olur. 7(M) <. T olacak sekilde M = T @ F ayrigimini gbzoniine alabiliriz. O za-
man F' € F dir. A(7(M), M) ailesi esas geniglemeler altinda kapali oldugundan
T € A(r(M), M) olur ki Onerme 2.2.2(3) ten T siirekli olur. M, 7(M)-Cy sartmi
sagladigindan M, 7(M)-Cs sartim saglar. Onerme 2.1.2 den T € A ve F <4 M,
T N F =0 oldugu i¢in F', T-injektif olur.
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Tersine, T, stirekli ve F' € Fpq ve F, T-injektif olacak sekilde M =T @ F,
M’nin bir ayrigimi olsun. 73y = (7T, Faq) nin bir (hereditary) torsion teori oldugunu
gostermek icin sadece Ty 'nin keyfi direkt toplamlar altinda kapali oldugunu goster-

mek yeterli olacaktir.

{Na}ael - TM
icin N = @, N, olsun.(Muller, Rizvi, 1983)’den yararlanarak iddiay1 ispatlayalim.
Iddia: Bazs X < N icin Hom(X, M) = Hom(X, T) dir.

0 X M=Ta&F

olsun. z € X olmak iizere t, € T ve f, € F i¢in p(z) = t, + f, yazilir. Farzedelim
ki f, # 0 olsun. O zaman

n
r=Y 1,
i=1
icin 0 # x,, € N,, vardir ve
Iy, : No, = N

icerim doniigiimii ve

7TFZM—>F

bir projeksiyon olmak tizere

Trela, (Ta,) = f-’Eai #0

dir.

Bundan baska X,,R C N,, ve M, N,,-strekli iken M, X,, R-stireklidir. Buradan
Hom(X,,R,F) = 0 bir ¢eligki olugturur. Bu yiizden f, = 0 ve Hom(X, M) C
Hom(X,T) dir. Bu olgu igin A(N, M) ailesinde (C1) ve (C2) sartlarim ispatlamak
yararl olacaktir. A € A(N, M) alalm. X < N i¢in f(X) <. A olmak iizere f €
Hom(X,M) = Hom(X,T) olur. mp ve mp, swasiyla M = T @& F den T ve F
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ye birer dogal epimorfizma olsunlar. buna gore f(X) <. A ve f(X) < T olur ve
buradan A = mp(A) oldugunu goriiriiz. Bu yilizden ¢(mr(a)) = 7r(a) iyi tammh
homomorfizmasiyla

o :7mr(A) — r(A)

doniigimii tammlanabilir. 7"nin stirekliligiyle 77 (A) <. P igin T' = P®Q ayrigimini
elde ederiz. F', P — injektif oldugu siirece ¢ bir ¢* : P — F homomorfizmasina
genigletilebilir.

A" ={p+¢(p)lp € P}

kabuliiyle A <., A* ve A* <; M oldugunu goriiriiz ve A(N, M) i¢in (C1) ispatlanir.
Bu diizenle (C'2)'nin ispatida kolaydir. A, B € A(N, M) igin A <; M ve A = B olur.
X < Nve fe Hom(X,M) = Hom(X,T) olmak {izere f(X) <, Adwr. g: A —
B bir homomorfizma olmak iizere h = gf yamlmasiyla h(X) <. B dir. Onceden
kullanilan bazi argiimentleri kullanarak A <; M oldugu kanitlanir ve T'= P & @
ayrigimi elde edilir, boylece A* = A = P olur. Onceden kullamlan B € A(N, M)
arglimenti icin B <, B* icin B* <q M ve T = P' & Q" ayngimu ile B* = P*'dur.
Boylece
TOPXA~B< B 2P T

olur. T, siirekli iken B = B* <; M olmas1 beklenir. Gergekten ¢ : B* — P bir
izomorfizma ise T'nin siirekliligi ve ¢)(B) = P’ kabuliiyle B = ¢(B) < P' <4 T ve
W(B) = P <; T dir. Boylece M, @,c; No-stireklidir.
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5 BIR HALKAYA GORE SUREKLILIK

Bir R-modiil M’nin , R-injektif ise injektif oldugunu biliyoruz (Baer Kriteri). Bu
durumda dogal olarak su soru sorulabilir: “Her R-siirekli modiil, stirekli midir?” Bu
durumun herhangi bir modiil i¢in dogru olup olmadigini bilmiyoruz. Fakat burada
modiiliin sonlu tiretecli yada sonlu diizglin boyuta sahip olmasi durumunda ya da
halkanin sag noetherian halka olmasi halinde dogru oldugunu gosterebiliriz.

Ayrica bu boliimde, sonraki teoremlerde kullanilmak iizere yardimei teoremleri

verelim.

On Teorem 5.0.2 0 # A sonlu dizgin boyutlu bir modiil olsun. Bu durumda Ag,

bir duzgin alt modil kapsar.

ispat. Ap diizgiin ise ispat biter. Ag diizgiin olmasin. Bu durumda Az 2 A; & A’2

olacak bicimde 0 # A;, A, alt modiilleri vardir. Ayni sekilde devam edilirse
AQADAS..

sonsuz bir dik toplam elde edilir ki bu Ag nin sonlu diizgiin boyuta sahip olmasi ile
geligir. O halde en az bir diizgiin A; alt modili vardir 6yle ki A; C A dir.(Takul,
2008)

On Teorem 5.0.3 Ap sonlu Goldie boyutlu bir modiil olsun. Bu durumda Ag, sonlu

tane dizgun alt moduliin bir dik toplamans esas olarak kapsar.

Ispat. i = 1,2,...,n icin U; < A diizgiin alt modiiller olmak iizere A’ = )

diyelim. Farzedelim ki A" <, Ag olsun. Bu durumda en az bir 0 # X < Ag vardir
oyle ki A'NX = 0 dir. On Teorem 4.0.2°den X bir U, diizgiin alt modiilii kapsar.
Boylece

n+1
AR DA ® Uy = EBUi
i=1
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elde edilir. Bu gekilde iglemlere devam edilirse sonsuz bir dik toplam bulunur ki bu da
Ap nin sonlu diizgiin boyutlu olmas: ile celigir. O halde A" <, Ag olmahdir.(Takal,

2008)

5.1 Artinian ve Noetherian Halkalarda Sureklilik

Teorem 5.1.1 M sonlu uretecli bir sag-R-modil olsun. M, R-yari-sirekl ise M,

yari-sureklidir.

Ispat. M = S m;R olsun. M,R-yari-siirekli oldugundan (i=1,2,...,n) icin M, m;R-
yari-siireklidir. Bu yiizden Onerme 2.3.1 ile @, m; R-yari-siireklidir. Bunun yaninda
M, @}, m;R nin bir homomorfik goriintiisidiir. Bu yiizden M, M-yari-stirekli
oldugundan M, yari-siireklidir.

Sonug 5.1.2 R halkasimin yari-basit artinian olmasu i¢in gerek ve yeter sart sonlu

boyutlu her R modilunin R-yari-strekli olmasidar.

Ispat.M sonlu boyutlu R-modiil olsun. O zaman R & M de yine sonlu boyutludur.
Bu nedenle R, yari-stirekli dir. Teorem 4.1.1 ile Ré M de yari-siireklidir. Bu ytizden
M, R-injektiftir dolayisiyla injektiftir. Tersi agikardir.

Buna gore eger M ve N modiilleri igin Hom(N, M) = 0 ise M, N-yari-siireklidir.
Bu durumda M’in agikar N-yari-siirekli oldugunu soyleyebiliriz. Bunlara gore M 'nin
agikar olmayan N-yari-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart Hom(N, M) # 0 ve

M’nin N-yari-siirekli olmasidir.

Teorem 5.1.3 M, duzgin sonlu boyutlu bir sag R-modul olsun. M 'nin yari-surekl
olmast i¢in gerek ve yeter sart bir N modili i¢in M ‘nin her toplanani , asikar
olmayan N-yari-sireklidir. Ozellikle sonlu boyutlu diizgin bir modiil, R-yari-stirekli

1se yari-sureklidir.
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Ispat. A(N, M) ailesindeki yerel injektif yari-siirekli toplananlarinin bir direkt topla-
nani olan her N-yari-siirekli toplanani ile her sonlu diizgiin boyutlu modiilii goster-
mek amaciyla diizglin boyutta tiimevarimi kullanacagiz. dim(M) = 1 i¢in f €
Hom(N, M) iken 0 # f(N) <. M olur. M € A(N, M) oldugundan Onerme 2.2.2(3)
ile M, yari-siirekli olur. Simdi dim(M) = n ve diizgin boyut < n oldugunda
modiiller igin teorem agiktir. Simdi bazi f € Hom(N, M) i¢gin 0 # f(N) < M

olsun. M’nin N-siirekli olmasi ile
f(N) < My <4 M

dir. Buradan M = M; & M’ s6ylenebilir. Onerme 2.2.2(3) ile M, yari-siirekli ve
Onerme 2.3(3) ile M- injektiftir. Tiimevarimsal hipotezle, (j=2,....k) icin AN, M)

ailesinin yari-siirekli géreceli(mutually) injektif elemanlar1 M; ler iken
M =M,®..» M,

olur. Ciinkii (j=2...k) icin M; , M;-injektif ise M’, M; injektif olur. Simdi sadece
(j=2..k) icin My’in M;-injektifligini gostermek kald . M = @, M; iken, herhangi
bir (j=1...k) icin My ® M, & M; vardir. Onerme 2.2.2(3) ile M; € AN, M) dir.

Teorem 5.1.4 R, bir sag noetherian halka olsun. O zaman her R-sirekli modiil

sureklidir.

Ispat. M, R-siirekli modiil olsun. {m;R | i € I} devirli modiillerin ailesini goz
oniine alirsak {@;c;miR <. M} oldugunu goriiriiz. Buradan her bir ¢ € I i¢in
m;R € A(R, M) dir. Her bir i € I igin (m;R)* <4 M oldugunda M’nin R-siirekli
oldugu kabul edilirse m; R <. (m;R)* dir.

Sonug 5.1.5 Bir R halkasimin sag noetherian olmasy i¢in gerek ve yeter sart her

R-strekli moduliin bir ayrismayan ayrisima sahip olmasidar.
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Ispat. R sag noetherian olsun. M, R-siirekli ise Teorem 4.1.4 ile M, siireklidir. O
zaman her bir M; ayrigmayan ise M = @,c; M; olur [10,sonug 4]. Tersine, R-siirekli
modiil bir ayrigmayan ayrigima sahipse her stirekli modiilde ayrigmayan ayrigima

sahiptir ve bu ylizden R sag-noetheriandir.

Teorem 5.1.6 Bir N moduli, oyle ki her modil N -yari-siirekli < N, yari-basit ve

injektiftir.

Ispat. Kabul edelim ki her modiil N -yar1 stirekli ve A, N'nin bir alt modiili olsun. O
zaman M = E(A)® A, N-siireklidir. Onerme 2.3(3) ile E(A) € Ave M = E(A)® A
iken A, F(A)-injektif buradan da injektiftir. Bu yiizden N yari-basit ve injektiftir.
Tersine, N, yari-basit ve injektif ise her M modiilii igin AN, M) ={AC M| A N
de gomiiliir} kiimesi , M’nin injektif alt modiillerinin tamamindan olugur. Buradan

da M, N-siirekli olur.

5.2 Baz1 Ozel Halkalara Gore Karakterizasyon

Bir R halkasina, basit sag R-modiil injektif ise sag V'-halkasi veya singular sag modiil
injektif ise sag SI-halkasi denir. Sonug olarak Onerme 3.6 da da amlan yerel siireklilik

terimleri de bu halkalarin karakterizasyonlar1 elde edilecektir.

Sonug 5.2.1 (1) Bir R halkasimn bir sag V -halkast olmasu igin gerek ve yeter sart
her sag R-moduliin, her basit sag modul S i¢in S-surekli olmasidar.

(2) Bir R halkasinin bir sag noetherian sag V -halkasy olmast i¢in gerek ve yeter
sart her sag R-moduliin, her yari-basit sag modil S i¢in S-strekli olmasidir.

(3) Bir R halkasinan bir sag SI-halkasi olmast i¢in gerek ve yeter sart her sag

R-modiilin, her singular sag modil S i¢in S-strekli olmasidar.

Ispat.Onerme 4.1.6 dan aciktir.
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