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OZET

Bir Modiiliis Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanmis Genellestirilmis Fark
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Bu caligmada genellestirilmis fark operatorii ve modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik ve Cesaro toplanabilme kavramlart genellestirilmis ve bu sekilde olusturulan dizi uzaylari

arasindaki iliskiler incelenmistir.
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ABSTRACT

Lacunary Statistical Convergence and Cesaro Summability of Generalized
Difference Sequences Defined by Modulus Function
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In this study, a new concept of statistical convergence and Cesaro summability were introduced by using
generalized difference operator and a modulus function and examined these kind of sequence spaces

relations.

Keywords: Generalized difference sequences, Difference sequence spaces, Statistical convergence,
Lacunary statistical convergence, Modulus function.
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Simgeler
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d(E) : Bir E kiimesinin dogal yogunlugu

d’ (E) : Bir E kiimesinin f —yogunlugu

d,(E) : Bir E kiimesinin @ —yogunlugu

A : Fark operatorii

A™ : Genellestirilmis fark operatorii
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o : Sinirh dizilerin uzay:
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1. GiRis

Istatistiksel yakinsaklik, klasik yakinsaklik kavraminin genel bir halidir. Istatistiksel
yakinsaklik fikri Zygmund [1] tarafindan 1935 yilinda yayimnlanan ¢aligmasinda ‘hemen hemen
yakinsaklik’ seklinde verilmistir. Seklen ise istatistiksel yakinsaklik, Fast [2] tarafindan 1951
yilinda tamtilmigtir. 1959 yilinda Schoenberg [3] istatistiksel yakinsakligi yeniden tammlanmis
ve bir toplanabilme metodu olarak ifade etmistir. Bundan sonraki yillarda gelisme gosteren
istatistiksel yakinsaklik kavrami bir¢ok yazar tarafindan calisilmistir [4-11,13-15]. Fridy ve
Orhan [16] istatistiksel yakinsaklik fikrini bir lacunary dizi yardimiyla tanimlamistir. Pozitif
sayilarin bir bagka dizisi yardimiyla Mursaleen [17] A —istatistiksel yakinsaklik kavramim
tanimlamistir. Colak [11], a sayis1 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olmak iizere
istatistiksel yakinsaklik kavramimi derecelendirmistir. 2014 yilinda Aizpuru v.d. [18], smirh
olmayan bir modiiliis fonksiyonu yardimiyla klasik yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik
arasinda yeni bir kavram olan f —istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamistir. Yakin
zamanda Bhardwaj ve Dhawan [4], Aizpuru [18]'nun yaklagimini kullanarak istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel sinirlilik kavramina yeni bir bakis acisi getirmistir. Buna gore;
f —istatistiksel sinirlilik, klasik sinirhilik ile istatistiksel sinirlilik arasinda olan kavramdir.

Cesaro toplanabilme kavramu literatiirde cesitli yazarlar tarafindan istatistiksel yakinsaklik
kavramindan bagimsiz olarak calisilmistir. Kuvvetli toplanabilir dizilerin uzayi Kuttner [19],
Maddox [20,21] tarafindan ¢alisilmistir. Maddox [22], kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramini
bir modiiliis fonksiyonu ile iligskilendirerek genisletmis ve sonug olarak sirastyla wy, w, wy, klasik
dizi uzaylarinin bir genellestirmesi olan wqy(f), w(f), W (f) dizi uzaylarim tanitmistir. Yakin
zamanda Colak [11], @ sayis1 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 ve p bir pozitif reel
sayl olmak ilizere a.dereceden kuvvetli p — Cesaro toplanabilme kavramini tanimlamustir.

Bhardwaj ve Dhawan [5] ise sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu yardimiyla wy (f), w(f), we (f) dizi

uzaylarmi W‘{_O, W‘{ , W‘{_oo dizi uzaylarina genellestirmistir.

Fark dizisi ve baz1 fark dizi uzaylari, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [23] tarafindan
tanimlanmustir. Daha sonra Et ve Colak [12, 24] bu dizi uzaylarm1 m € N olmak {iizere
genellestirerek bu uzaylarm birer BK —uzay1 oldugunu gostermislerdir. Et ve Nuray [25]
genellestirilmis fark dizileri kavramini, istatistiksel yakinsaklik ile birlestirerek A™ —istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanitmistir. Yakin zamanda Bektas, Et ve Colak [26] ise v = (v}) sifir
olmayan herhangi bir sabit karmagik sayi1 dizisi olmak iizere genellestirilmis fark dizileri

kavramina yeni bir yaklagim getirmistir.



Bu ¢alismada amag, a sayisi 0 < @ < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 ve p bir
pozitif reel say1 olmak iizere, genellestirilmis fark operatorii ve sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu

yardimiyla istatistiksel yakimsakligi ve Cesaro toplanabilme kavramlarini genellestirmektir.



2. MATERYAL VE METOT

Temel kavramlar ve tanmimlar i¢in [2, 4-7, 11, 12, 16-31] ve [32-51] c¢alismalarindan

yararlanilmustir.

Bu ¢aligmada temel olarak Bhardwaj ve Dhawan [6] ve Sengiil ve Et [27] tarafindan
verilen sonuglar gbz Oniine alinarak, genellestirilmis fark operatdrii ve sinirsiz bir modiiliis
fonksiyonu yardimiyla p bir pozitif reel say1 olmak tizere A}” —lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve A}" —Cesaro toplanabilme kavramlar1 tanmitilarak bu sekilde olusturulan dizi uzaylari arasindaki

iligkiler incelenmistir.

AT (f) —istatistiksel yakinsaklik, A}" —lacunary istatistiksel yakinsaklik, a.dereceden
A}” —istatistiksel yakinsaklik kavramlarmin tamimlanmasi igin swrasiyla [5, 24, 27] numaral

calismalar incelenmistir.

Bu c¢alisma hazirlanirken yukaridaki c¢alismalardan yararlanilmig, benzer metot ve
yaklagimlar kullamilarak genellestirilmis fark dizilerinin smirli olmayan bir f modiiliisii
yardimiyla lacunary istatistiksel yakinsakligt ve lacunary  f —istatistiksel yakinsaklig

tanimlanmustir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde; daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilmistir.
1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tamm 1.1.1: Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyon dizi olarak tamimlanir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli sekillerde isimlendirilebilir. Buna gore eger bir dizinin deger
kiimesi reel sayilar kiimesi ise dizi reel terimli dizi, karmasik sayilar kiimesi ise dizi karmasik
terimli dizi olarak adlandirilir [29].
Tamm 1.1.2: Bir x = (x},) dizisinin (I limiti ile) yakisak olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen
her € >0 igin k> N oldugunda |x;, — | < & olacak sekilde bir N = N(&) sayisinin var
olmasidir. Bu durumda. x;, = [ (n = o) ya da limx; = [ yazilir. Biitiin yakinsak dizilerin uzayi
c ile gosterilir [29].
Tamm 1.1.3: K c N olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
d(K) = lim = |{k < n:k € K}|
n—-oon

seklinde tanimlanir. Burada |{k < n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiikk olmayan
elemanlarinin sayisini gostermektedir. Eger d(K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime
denir [30].

Tamm 1.1.4: Herhangi bir x = (x;,) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir kiime
disinda biitiin k lar i¢in sagliyorsa, (xj) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini sagliyor denir
ve "h. h. k" bigiminde gosterilir [28].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tamimi asagidaki gibi
verilebilir.

Tamm 1.1.5: x = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak lizere, her € > 0 i¢in

1
lim —[{k <n:|x, —1l|=¢} =0
n—-oon

veya h.h.k igin |x; — | < & olacak sekilde bir [ sayisi varsa x = (x;) dizisi | sayisina
istatistiksel yakisaktir denir ve S —limx;, = lveya Xx; Y bigiminde gosterilir. Istatistiksel
yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Buna goére
1
S={x€s:lim;|{k£n:|xk—l| > ¢} =0,EIlE(C}
n

seklinde tanimlidir [28].
Acikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani lim x;, = [ ise

S —lim x;, = [ dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Bunun i¢in,



1 k =m?
X =1 m=123,..
g {0, k # m?
seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini goz oniine alalim. Her € > 0 i¢in
Ik <n:lxel > e}l < {k <n:x, #0} <Vn

oldugundan

1 n
lim—|{k <n:x; # 0}| < lim— =10
nn n n

elde edilir. Buda S — lim x;, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak x yakimsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani § —limx, =1, S —limx; = I,
ise l; = [, dir.
Lemma 1.1.6: S — limx;, = a, S — lim y, = b ve c bir reel say1 olsun. Bu takdirde
i) S—limcx, = ca,

i) S—lim(x, +y) =a+b

dir. Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzaydir [2].
Tamm 1.1.7: Bir modiiliis fonksiyonu f: [0,00) — [0,00) olarak tanimlanan ve asagidaki sartlar1
saglayan bir fonksiyondur.

) fx) =0 x=0,

ii) Herx = 0vey >0icinf(x+y) < f(x) + f(y),

iil) f artandir,

iv) f fonksiyonu, 0 noktasinda sagdan siireklidir [31].

Bir f modiiliis fonksiyonu, [0,00) araligimmin her yerinde siireklidir. Bir modiiliis fonksiyonu,

smirli veya smirsiz olabilir. Ornegin, f(x) = x? (0 < p < 1) smirh degil, fakat f(x) = ﬁ

smirlidir.

Aizpuru, Listan-Garcia ve Rambla-Barreno [18] simirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu
kullanarak reel say1 dizilerinin f —yogunlugunu ve f —istatistiksel yakinsakligi kavramlarini
asagidaki gibi tanimlamigtir.

Tamm 1.1.8: f bir smirli olmayan modiiliis fonksiyonu olmak iizere, N nin bir E alt kiimesinin
d’ —yogunlugu

 fltksnkeBD
4 = i =

limitinin mevcut olmasi ile tanimlidir [18].

Uyan 1.1.9: f(x) = x oldugunda f —yogunluk kavrami dogal yogunluk kavramina indirgenir.
Dogal yogunluk sézkonusu oldugunda d(E) + d(N — E) = 1, fakat f —yogunluk i¢in d’ (E) +
d’ (N —E) =1 esitligi genellikle saglanmaz. Ancak f —yogunluk kavrami icin d/ (E) = 0 ise
d’ (N — E)=1 dir.



Uyan 1.1.10: Her sinrsiz f modiiliisii ve E € N i¢in d/(E) =0 ise , d(E) = 0 dir. Fakat
tersinin dogru olmasi1 gerekmez, yani sifir yogunluga sahip bir kiime i¢in f —yogunlugu sifir
olmayan sinirsiz f modiiliisii bulunabilir. Ornegin; f(x) = log(x + 1) ve E = {1,4,9,..} alimirsa
d(E) =0, ancak d/(E) =% dir. Ancak Uyar1 1.1.9 geregince d(E)=0=d/(E)=0
gerektirmesi f modiiliisiiniin sinirsiz olmasina bakilmaksizin her E € N sonlu kiimesi igin
dogrudur.
Tamm 1.1.11: f sinirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve x = (x;) dizisi verilsin, eger her
e > 0 igin
d’{keN:|x, —1|=>e}) =0

ise x = (x;) dizisi [ sayisma f —istatistiksel yakisaktir (ya da [ sayisina S —yakinsaktir)
denir. f —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S’ ile gosterilir [18].
Tamm 1.1.12: a, 0 < @ < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olsun. Bir E c N kiimesinin
a —yogunlugu,

d,(E) = %mnial{k <n:k eE}|

limitinin mevcut olmasi ile tanimlidir. Burada @ = 1 olmasi durumunda a —yogunluk kavrami
bilinen dogal yogunluk kavramina indirgenir [11].
Uyar1 1.1.9 da belirtildigi gibi d(E)+d(N—E) =1 bagmntis;, dogal yogunluktan
f —yogunluga ve ¢ —yogunluga gecildiginde saglanmayabilir.
Tamm 1.1.13: @, 0 < a <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olsun ve x = (x;) dizisi
verilsin, eger her € > 0 i¢in

de({k €eN:|x, — 1| =€}) =0

yani,

1
lim —|{k <n:[x, — |2}l =0

n—oon
ise x = (x,) dizisi | sayisina a. dereceden istatistiksel yakinsaktir ya da [ sayisina
Sq —yakmsaktir denir ve S, —limx, = [ yazilir. Biitiin a.dereceden istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimesi S, ile gosterilir. a = 1lise a.dereceden istatistiksel yakinsaklik bilinen
istatistiksel yakinsakliga indirgenir [11].
Tamm 1.1.14: f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu, 0 < @ < 1 olsun ve x = (x;) dizisi
verilsin, eger her € > 0 i¢in

dl((keN:|x, =1l =€) =0
yani
1

f(n%)

Jim Fllk<nilx, —1 = }l) =0



ise x = (x,) dizisi [ sayisina a.dereceden f —istatistiksel yakinsaktir ya da [ sayisina
S‘{: —yakinsaktir denir ve S‘{: —limx;, =1 yazlabilir. Biitin «.dereceden f —istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesi S‘{: ile gosterilir. S‘{: —yakinsaklik; a = 1ligin f —istatistiksel
yakinsakliga, f(x) = x i¢in a.dereceden istatistiksel yakinsakliga f(x) =x ve a =1 ig¢in
bilinen istatistiksel yakinsakliga doniisiir [5].
Fark dizisi ve bazi1 fark dizi uzaylari, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [23] tarafindan

tanimlanmustir.
Tamm 1.1.15: x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve Ax = (X} — Xx41) olmak {izere €, (4),
c(Q) ve cy(A) dizi uzaylari

Lo (D) = {x = (x3): Ax € £}

c(d) = {x = (x3): Ax € ¢}

co(8) = {x = (xx): Ax € ¢y}

seklinde tanimlanir. Bu uzaylar
lxlly = 1211 + 1Ax]l

normu ile birer BK —uzayidir. Daha sonra Et ve Colak [12, 24], m € N, A%x = (x;), Ax =

(e = Xian): A™x = (A™x) = (A — A" M), A = N (= D) (7 ) s olmak
uzere
Lo (A™) = {x = (x,): A™x € £}
c(A™) = {x = (x): A™x € ¢}
co(A™) = {x = (x;): A™x € co}

dizi uzaylarim tanimlamis ve bu uzaylarin

m

Iella = ) il + 147 2l

i=1
normu ile birer BK —uzay1 oldugunu gostermislerdir.

Eger x € A™(X) ise

x = Zre-om (- Nye=giareom (T Dy, (1.0
Yi-m =Y2-m ==Y =0
olmak iizere yeterince biiylik k lar igin ( 6rnegin k > 2m igin ) i¢in y, = A™x;, olacak sekilde bir
tek y = (y) € X dizisi vardir [25].
Simdi X dizi uzay1 ile X(A™) dizi uzay1 arasinda birkag¢ bagint1 verelim.
Teorem 1.1.16: Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [25].
Teorem 1.1.17: Eger X C Y ise X(A™) c Y (A™) dir [25].

Teorem 1.1.18: Eger X, dizi uzayi ||. || normu ile bir Banach uzay1 ise X (A™) uzay1 da



m
Iella = ) lxil + 1™
i=1

normu ile bir Banach uzayidir [25].

Fark dizisi uzaylar1 Bektas, Et ve Colak [26] tarafindan asagidaki sekilde
genellestirilmistir:
Tamm 1.1.19: v = (v ) sifir olmayan herhangi bir sabit karmasik say1 dizisi, m negatif olmayan
bir tamsay1 ve X herhangi bir dizi uzay1 olsun, bu takdirde Adx = (vixy), Altx = (AT 1x; —
AT lx, 1) ve ATxg = Yo (—1)° (T:l) Vi4iXisi olmak lizere

AZ(X) = {x = (x): (A7'x) € X}

seklinde tanimlanur.

Eger x € AT (X) ise

x = vt Zreom (- D= v giercom (T Dy, a)
Yi-m = Y2-m = =Yo =0
olmak tizere yeterince biiyiik k lar i¢in ( ornegin k > 2m igin ) i¢in y,, = A7'x; olacak sekilde bir
y = (Vi) € X dizisi vardir [26].

Tamm 1.1.20: x = (x;) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gére her € > 0 igin
1
lim—|{k < n:|A"x, — | = €} =0
nn

yani h. h. k igin |A™x;, — I| < € ise x = (x;) dizisi [ sayisina A™ —istatistiksel yakinsaktir denir.
A™ —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S(A™) ile gosterilir [25].
Sonug 1.1.21: S(A™) uzay1 bir lineer uzaydir [25].
Tamm 1.1.22: 0 < @ < 1 olsun ve x = (x;,) dizisi verilsin, eger her € > 0 i¢in
do({k € N:|A"x, — 1| = €}) =0

yani

1
r{l_{rolon—al{k <n:|AMx -1l =€} =0

ise x = (x;) dizisi | sayisina a.dereceden A™ —istatistiksel yakinsaktir ya da [ sayisina

Sg(A™) —yakinsaktir denir ve S, —limA™x;, =1 olarak yazilir. Biitiin «.dereceden

A™ —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S,(A™) ile gosterilir. @ =1 durumunda, a.

dereceden A™ —istatistiksel yakinsaklik, A™ —istatistiksel yakinsakliga ve m = 0 durumunda da

bilinen yakinsakliga indirgenir [36].

Tamm 1.1.23: f bir sinirli olmayan modiiliis ve x = (xy) dizisi verilsin, eger her € > 0 igin
d’({k EN:|A"x, — 1| >€}) =0

yani



lim

i~ (k< 7 10— 1> ) = 0
ise x = (xy) dizisi [ sayisina Af* —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S/ —limA™x, =1
yazilabilir. Biitiin Af* —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi SF(A™) ile gosterilir. f(x) = x
durumunda, A}" —istatistiksel yakinsaklik, A™ —istatistiksel yakinsakliga dontisiir [48].

Tanim 1.1.23 ve Uyart 1.1.10 dan, her A}” —istatistiksel yakinsak dizinin

A™ —istatistiksel yakinsak oldugunu fakat A™ —istatistiksel yakinsak bir dizinin, sinirsiz bir f

modiiliisii igin A" —istatistiksel yakinsak olmas1 gerekmedigi goriiliir.

Tamm 1.1.24: wy, w, w,, kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzaylar asagidaki gibi tanimlanir [19]:

n

1

wy = {x €s:lim— ) |x| = 0},
n—-oon

k=1

n—-oon

k=1

n
1
Weo = xES:sup—lek|<oo :
n e

n
1
w= {x €s: lim— ) |x, —l| = 0,en az bir | sayist icin},

Tamm 1.1.25: Bir 8 = (k,) lacunary dizisi, negatif olmayan tamsayilarin, ko= 0 ve r — oo iken

h, = (k, —k,_1) = oo olacak sekilde bir artan dizisidir. Kolaylik olmasi igin 8 ile belirtilen

araliklar I, = (k,_1 — k;] ile kkr orani g, ile gostrilecek, q; = k; olarak alinacaktir [33].
r—1

Tamm 1.1.26: 8 = (k,) lacunary dizisi verilsin, bir E € N kiimesinin lacunary yogunlugu ya da
6 —yogunlugu
1
d?(E) = lim —|{k € I,: k € K}|
r—0o0 hT‘

Limitinin mevcut olmasi seklinde tanimlanir [16].

Tamm 1.1.27: 6 bir lacunary dizisi olsun.ve bir x = (x) say1 dizisi verilsin, her € > 0 igin

1
limh—l{k EL:|x,—1ll=¢e}=0

T—00 r
isex = (x;) dizisi | sayisina lacunary istatistiksel yakinsak ya da [ sayisina Sy —yakinsaktir
denir. Biitiin lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sy ile gosterilir [16].

Tamm 1.1.28: 6 = (k) bir lacunary dizisi olsun ve 0 < a < 1 verilsin. x = (x) € s dizisine
1
lim —|{k € L.:|x, — 1| =€} =0
r—oo h'T'

ise | reel sayisina a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Biitlin «. dereceden

lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sg ile gosterilir [27].



Uyan 1.1.29: a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik 0 < @ < 1 igin iyi tanimlidir, fakat

a > 1 i¢in iyi tammli degildir. Bunu gostermek i¢in x = (x;) dizisi

(1, k =2r _
w={y  kaa r=123.
seklinde tanimlansin. Buradan a > 1 i¢in
. 1 ke =k ; hff
}L’?oh_fl{k ElL:lx,— 1=} < }L’?o—zhf ety 2hE 0
ve
. 1 ke —ky ; hy
Jim 5 10k € byt = 0 2 ] < lim =" = lim e = 0

olup x = (x;) dizisi hem 0 hem de 1 sayisina a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaktir,

fakat bu miimkiin degildir [27].
Lemma 1.1.30: 6 herhangi bir lacunary dizisi ve tlim @ > 0 olacak sekilde f smirli olmayan

bir modiiliis ve her x = 0,y > 0 i¢in f(xy) = cf(x)f(y) olacak sekilde ¢ pozitif bir sabit olsun.

Bu takdirde Sg c S’ olmasi igin gerek ve yeter sart lim sup, g, < oo dir [6].
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2. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
VE KUVVETLI CESARO TOPLANABILME

Bu boliimde, sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve genellestirilmis A™ fark operatorii
kullanilarak reel say1 dizilerinin a. dereceden AT'(f) —istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden
kuvvetli AJ*(f) —Césaro toplanabilme kavramlari tammlanmistir. Ayrica biitiin a. dereceden
AT (f) —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ile biitiin . dereceden kuvvetli AJ'(f) — Césaro
toplanabilir dizilerin kiimesi arasindaki bagintilar verilmistir.

Bu boliimde, a > 1 i¢in a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli
Césaro toplanabilirlik anlaml olmadigindan (Bak. [50] ) hem a.dereceden AJ'(f) —istatistiksel
yakinsaklik hem de a. dereceden kuvvetli AJ*(f) —Césaro toplanabilme kavramlarini tanimlarken

a sayisi, a € (0,1] olacak sekilde bir real almmustir.

2.1. a. Dereceden A™(f) —Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda sinirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve genellestirilmis A™ fark operatorii
yardimiyla reel sayir dizileri igin a. dereceden AN'(f) —istatistiksel yakinsaklik kavrami
tanimlanarak bazi 6zellikleri verilmistir.
Tamm 2.1.1: a, 0 < a <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 ve f smirli olmayan bir

modiiliis fonksiyonu olsun. Bir x = (x) dizisi ve verilen bir &€ > 0 i¢in,

hmf( )f(l{k n:|Alx, — 1| = €}]) =0

ise x = (xy) dizisi bir [ sayisina a.dereceden Al'(f) —istatistiksel yakinsaktir ( ya da [ sayisina
S/ (A™) —yakinsak) denir. Bu durumda  S.(A™) —limx, = yazilir. SL(A™) ile biitin
a.dereceden AT(f) —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilir. @ = 1 ise S/ (A™) yerine

S/ (A™) ve f(x) = x olmas1 halinde S‘{: (A™) yerine S, (AT") yazilir.

a > 1 i¢in, bir dizinin a. dereceden AT'(f) —istatistiksel limitin tek olmadig1 asagidaki

ornekten agikga goriilebilir.
Ornek 2.1.2: f, tlim @ > 0 olacak sekilde sinirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu olsun, x =

(xy) dizisi

AT, = {3 ’;{iéﬁ n=123,.. 2.1

seklinde tanimlansin. Bu takdirde

)

f(n%)

fUfk < n:|AT'x;, — 1] = €}]) <

f()

11



veE

1 r(3)

f(na)f(l{k <n:|Alx, — 0] = €}]) < eD)
£®

elde edilir. tlim - > 0 oldugundan a > 1 ve her bir € > 0 igin

N s 0k < 80— 11> 2} =0
Ve
N s 0k < 80— 0] > 2} = 0

elde edilir. Buradan x = (x;) dizisi hem 1 hem de 0 sayilarma S‘{: (A7) —yakinsaktir ki bu da
miimkiin degildir.

Eger bir x = (x;) dizisi A} —yakinsak ise bu takdirde sinirli olmayan bir f modiiliisii ve a €
(0,1] igin Sj: (AT) —yakinsaktir fakat tersi dogru degildir. Bunu gostermek igin f(x) = xP
(0 <p <1)alnsinve x = (x;) dizisi

1, k =n?

o pegz T=123. (2.2)

A,’,”xk = {
seklinde tamimlansin. x = (x) dizisi A* —yakinsak degildir, fakat a € G, 1] i¢in

v F{k < n:|A™x, — 0] = €}) < lim f(Wn)
n—co f(n®) ~ noo f(n%)

ve buradan a € G, 1] i¢in

lim fU{k < n:|AT'x;, — 0] = €}]) _o
n—oo f(n“) -

elde edilir. Buradan x dizisi S‘{: (AT') —yakinsaktr.

Teorem 2.1.3: f smirhi olmayan bir modiiliis ve 0 < a <1 olsun. x = (x;) ve y = (Vi)

herhangi iki dizi olmak {izere
() SH™ —limx, = [ vec € Cise S, (A™) — lim cxy = cl dir,
G)  SE(A™ —limx, =1, ve SL(A™) —limy, =1, ise SL(A™)—lim(x, +
Vi) =11 + 1, dir.
Ispat: ispat, Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir.
Teorem 2.1.4: f sinirli olmayan bir modiiliis ve @ ve f parametreleri 0 < a < f < 1 olacak
seklinde reel sayilar olsunlar. Bu takdirde S‘{: (am) c SZ; (A") kapsamasi kesindir.
Ispat: f smirli olmayan bir modiiliis ve a ve § parametreleri 0 < a < B < 1 olacak seklinde reel

sayilar ve x € S‘{: (A™) olsun. Bu takdirde @ < B i¢in

12



1

o [ < m: A7, — 0] = €}))

_r AT,
f(nﬁ)f(l{k <n:|ATx — 0] = €}]) <
olup x € SZ; (ATY) dir.
Kapsamasinin kesinligini gostermek i¢in f(x) = xP (0 <p < 1) olsun ve x = (xy)
dizisi
1, k=n3

o kans M=123. (2.3)

AT X = {
seklinde tanimlansin. Bu takdirde S € G, 1] i¢in x € SZ; (A™), fakat a € (0, ﬂ icin x & S‘{: (am)
dir.

Asagidaki sonug Teorem 2.1.4 ten kolayca elde edilebilir.
Sonug 2.1.5: f sinirli olmayan bir modiiliis ve 0 < a@ < 1 olsun. Bu takdirde Sj: (A™) c sF(am)

kapsamasi kesindir.

Teorem 2.1.6: f sinirli olmayan bir modiiliis ve 0 < ¢ < 1 olsun. Bu takdirde
Do SL@p) cs.ap.
i) sp@y) e s
kapsamalari kesindir.
Ispat. Kapsama kisimlarinin ispat1 kolaydir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin f(x) =

log(x + 1) olsun ve (2.2) ile tamimlanan dizi gbz Oniine alinsin. Bu takdirde @ € G,l] icin

x € S, (A7) ve buradan x € S(AT) fakat x & S‘{: (AT) dir.

2.2. a. Dereceden Kuvvetli A7'(f) —Cesaro Toplanabilme
Bu kisimda a. dereceden kuvvetli AT*(f) —Cesaro toplanabilme kavrami tanimlanmis ve
bu kavrama iliskin birkag bagint1 ispatlanmustir.

Tanmim 2.2.1: f bir modiilis ve 0 < a < 1 olsun.
1 n
who(87) = {x € s: lim n—}Z FAATx D) = o},
1% _
wj:(A{,") = {x € sil_rgon—az f(A"x, — 1) = 0enaz birl icin},
k=1
n
f m 1 m
W (A7) = {x € 5:5up= > F(AT]) < oo,
n k=1

seklinde tanimlanir. Eger x € W‘{ (A™) ise x = (x3) dizisi bir [ sayisina f modiiliis fonksiyonuna

gore a. dereceden kuvvetli AD'(f) —Cesaro toplanabilirdir (ya da a dereceli kuvvetli

A™(f) —Cesaro toplanabilirdir) denir. Bu durumda w/ (A™) —limx, = | yazariz. Bu uzaylar
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oldukca genel uzaylardir. Gergekten f, v ve a Ozel secilerek asagida verilen bazi uzaylar elde

edilir.
i) f(x) = x olmas1 durumunda, W‘f:_o (A}Y) yerine w, o (A7), W‘{ (AT) yerine w, (ATY) ve
WZ_OO(AZ,") yerine Wy o (A7Y) yazilir.
ii) a =1 olmast durumunda W‘f:_o (A™) yerine W({ (am, W‘{ (ATY) yerine w/(ATY) ve

WZ_OO(AZ,") yerine wl, (A™) yazilir.

i)  f(x)=x ve a=1 ise, W‘f:_o (AT) yerine wy(ATY), W‘{ (AT™) yerine w(AT') ve
WZ_OO(AZ,") yerine W, (ATY) yazilir.

iv)  Eger v=(1,1,1,...) ise, bu takdirde W‘{_O(AL”) yerine W‘{_O(Am), W‘{ (AT) yerine

W‘{ (A™) ve WZ_OO(AZ,") yerine W‘{_OO(A"‘) yazilir.

Teorem 2.2.2: i) Herhangi bir f modiiliisii ve 0 < a < 1 seklindeki a sayisi i¢in W‘{_O(A,’,") c
W (850,
ii) Herhangi bir f modiiliisii ve a = 1 icin, w/ (A™) c wl (A™)

dir.

Ispat: ii) nin ispatmni verelim, i) in ispat1 benzer olarak verilir. x € w/ (AT) olsun. Bu takdirde

1 = 1 t 1 n
zsz(m%“xkl)S;Zf(mka—unfau);kzl

dir. Buradan x € Wo]; (A™) elde edilir.

Teorem 2.2.3: Herhangi bir f modiiliisii ve & = 1 i¢in,
N w@p) cw/ (g,
i) wolay) < wi (@A),
i) we(AT) c wl(am)
dir.
Ispat: Sadece (iii) iin ispatmn1 yapalim, digerlerinin ispati da benzerdir. x € wo, (AT*) olsun, bu

takdirde her n € N igin

n
1
- AT
n 2' v xkl <M
k=1
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 mevcuttur. € > 0 olsun ve 0 < § < 1 seklinde bir § segilsin. Bu
takdirde 0 < t < § i¢in f(t) < € dir. Buradan

14



n n n
1 1 1
LD EE S (Y B S (1Y)
k=1 |AT x| <6 |ATx |>8
yazilabilir. Bu durumda
%ZlAvmkuSSf(lALnxkl) < %Z e<—=c¢ (2.4)

dir ve |ATx;| > 6 oldugundan ve t nin tam kismu [t] olmak tlizere |ATx;| < [AT'x, |/6 < 1+

[1AT x| /8] ve modiiliis fonksiyonunun tanimi kullanilarak

| AT x|
1)

| A7 x|
6

F1ATx, ) < (1 ; [ )f(l) <2f(1)

yazilabilir ve boylece
1 11
LS os FUAT D) < 2F (187 257, A7 x| 2.5)

dir. (2.4) ve (2.5) ten
1% 1\
= s <6+ 2757 Y I
k=1 k=1

elde edilir. Boylece x € wy o (A7) oldugundan x € WU]:_OO(A,’,”) olur ki bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 2.2.4: f bir modiiliis ve 0 < a < 1 olsun. Eger tlim @ > 0 ise, bu takdirde W‘{ (am c

wg (A™) dir.

Ispat. lim @ >0 ise y= lim@ = inf{@; t > 0} yazilabilir. y nin tanimindan, her ¢ > 0

t—oo t—oo

icin, f(t) = yt elde edilir. y > 0 oldugundan her t > 0 igin t < y~1f(t) dir ve bdylece

1 N m -1 1 N m
DI =l <y £ (6 — 1)
k=1 k=1

olup ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4 asagidaki sonug yazilabilir.

Teorem 2.2.5: lim@> 0 olacak sekilde f herhangi bir modiilis ve a = 1sayst i¢in

t—> oo

w/ (AT = w(AT) dir.

Teorem 2.2.6: f bir modiiliis ve 0 < a < 8 < 1 olsun, bu takdirde W‘{ (am) c WZ; (AT) ve bu

kapsama kesindir.

Ispat. f smirli olmayan bir modiiliis ve @, 8 parametreleri 0 < a < 8 < 1 olacak seklinde reel

sayilar ve x € W‘{ (A™) olsun. Bu takdirde @ < B i¢in

1\ 1 &
f(nﬁ);lAvxk_llSW;f(lAvxk_ll)

olup x € WZ; (ATY) dir.
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Kapsamanin kesin oldugunu gdstermek i¢in bir f modiiliisiinii ve (2.2) ile tanimlanan
diziyi g6z oniine alalim. Modiiliis fonksiyonunun 6zelliginden (f(0) = 0 durumu kullanilarak )

her n € N i¢in
n n
1 267F(1 267 (1)Vn
n—ﬁlz;f(lA:Z‘xk -0 < n—éCU;lAiTxkl < % - 0,n - oo iken

elde edilir. Boylece g > % icin x € WZ; (am)

veE

Vn—-1

nDC

f(1) - wo,n > o iken

n

1

=D FUsgx,— o) 2
k=1

olupbuda0 < a < % icin x ¢ W‘{ (AT) demektir.

Teorem 2.2.7: f bir modiiliis ve 0 < a <1 olsun, bu takdirde W‘{ (AT) — lim x;, = [ limiti
tektir.

Ispat. Kabul edelim ki W‘{ (A™) —limx;, = limiti tek olmasin, yani [; # [ olmak iizere

W‘{ (A™) —limx, =1, ve W‘{ (A™) — lim x;, = [ olsun. Bu takdirde

n n
N D < ve Y FUATE 1) <
n? k=1 ’ 2 ne k=1 ’ 2

olacak sekilde I, ve [ sayilar1 vardir. Buradan

n n
1 1 e & €
FAL- 1) sn—a;ﬂmm ~LD+ n—a;f(m:?xk —i<i4i=t

olup modiiliis fonksiyonun (i) ve (iv) ozellikleinden |l — [;| = 0 elde edilir. Bylece | = [; dir.

2.3. a. Dereceden Kuvvetli A}' —Cesaro Toplanabilme ile «a. Dereceden
A™(f) —Istatistiksel Yakinsakhk Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda f modiliis fonksiyonuna gore a.dereceden kuvvetli AJ' —Cesaro
toplanabilme ile a. dereceden AT'(f) —istatistiksel yakinsaklik arasinda birkag¢ bagint1 verilmistir.

Teorem 2.3.1. 0 < a < 8 < 1 olacak sekilde «, § sabit reel sayilar, her x = 0,y = 0,c¢ > 0 i¢in

fxy) = cf(0)f(y) ve tlim @ > 0 olacak sekilde f smirli olmayan bir modiiliis olsun. Bu

durumda eger bir dizi bir | sayisina bir f modiiliis fonksiyonuna goére a. dereceden kuvvetli
AT —Cesaro toplanabilir ise [ sayisina 8. dereceden Al'(f) —istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Her x = (x;,) ve € > 0 igin modiiliis fonksiyonun tanimi kullanilarak
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D A — 1) > f(Emzzlxk - z|)
k=1 k=1

> f(l{k < n: |[AT'x; — 1| = €}]e)
> cf(I{k < n: |AT'x — U = €} f (e)

ve a < f§ oldugundan,

LN faap, 1 > LU= 80— 02 V7@

nD{
cf(l{k < n:|ATx — U = e}Df (€)

nB
_of (ke < n: A7 % — U] = e}D)f(e)f (nF)
B nff(nh)

yazabiliriz. Burada n — oo iken limit alinarak ispat tamamlanmus olur.
Teorem 2.3.1 den asagidaki sonug kolayca elde edilebilir.
Sonug¢ 2.3.2. 0 < a <1 olacak sekilde a bir reel say1, her x >0,y > 0,c > 0 i¢in f(xy) =

cf (X)f(y) ve tlim I® < 0 olacak sekilde f smirli olmayan bir modiiliis olsun. Eger bir dizi bir [

sayisina bir f modiiliis fonksiyonuna gore a. dereceden kuvvetli A7' —Cesaro toplanabilir ise [

sayisina AT (f) —istatistiksel yakinsaktir.
Sonug 2.3.3. Her x = 0,y = 0,¢ > 0 i¢in f(xy) = cf(x)f(y) ve 11m f( ) > 0 olacak sekilde f

simirli olmayan bir modiiliis olsun. Eger bir dizi bir [ sayisina bir f modiiliis fonksiyonuna gore

kuvvetli A7' —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [ sayisina AJ'(f) —istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 2.3.4. 11m f( )

t—>oo

> 0 olacak sekilde f bir modiiliis ve a € (0,1] olsun. Eger bir dizi bir [

sayisina bir f modiiliis fonksiyonun gére a. dereceden kuvvetli A7? —Cesaro toplanabilir ise bu
takdirde «a. dereceden A}' —istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 2.3.4 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

@

Sonug 2.3.5. llm > 0 olacak sekilde f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir dizi bir [

sayisina bir f modiiliis fonksiyonuna gore a. dereceden kuvvetli A —Cesaro toplanabilir ise bu
takdirde [ sayisina A}t —istatistiksel yakinsaktir.
Sonug 2.3.6. Eger bir dizi bir [ sayisina kuvvetli A}' —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [

sayisina A7t —istatistiksel yakinsaktir.
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3. GENELLESTIRILMIS f-LACUNARY ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK VE KUVVETLI f-LACUNARY
TOPLANABILME

Bu bolimde smirli olmayan bir modiilis fonksiyonu ve genellestirilmis A™ fark

operatérii  kullanilarak Af" —lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Af* —lacunary
yakinsaklik kavram tanimlanmigtir. Ayrica A}” —lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

ile kuvvetli Af" —lacunary yakinsak dizilerin kiimesi arasindaki kapsama bagintilar1 verilmistir.

3.1 Genellestirilmis Fark Dizilerinin f —Lacunary Istatistiksel Yakinsakhg1
Tamm 3.1.1: 6 = (k;-) bir lacunary dizisi ve f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu olsun.

Her € > 0 igin

Jim sk € |87, — 1] > e)) =0

ise x = (x;) dizisi bir [ sayisina A}" —lacunary istatistiksel yakinsak ( ya da [ sayisina
ST(A}Y) —yakinsak) denir. Bu durumda, S/ (A}') —limx, =1 yazlabilir. S/(A}') ile biitiin
AF* —lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilir. 6 = (27) olmas1 halinde ALY
yerine S”(A™); f(x) = x olmasi halinde S/ (A}}') yerine S(A}") ve ayrica = (27) ve f(x) =
x 6zel durumunda da S7(A]") yerine S(A™) yazilir.

Teorem 3.1.2: f sinirli olmayan bir modiiliis ve x = (x;) ve y = (y,) herhangi birer dizi olsun.

Bu takdirde

i) ST(AF) —limx;, = [ ve ¢ € Cise ST (A}Y) — lim cx;, = ¢l dir,
ii) ST(AF) —limx; = Iy ve ST(AFY) — limy, = [, ise ST (AFY) — lim(xy + yi) =
I + 1, dir.

Ispat: ispat, Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir.
Teorem 3.1.3: 6 = (k,) bir lacunary dizisi ve f sinirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu olsun.
Bu takdirde her A™ —yakinsak dizisi A}" —lacunary istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru
degildir.
Ispat: x = (x;) dizisi herhangi bir A™ —yakinsak dizi olsun. Bu durumda her £ > 0 igin {k €
N: |A™x;, — I| = €} kiimesi sonludur. [{k € N:|A™x, — | = €}| = M diyelim. Buna gore
{k €l.:|A™x, — | > &} c {k € N:|A™x;, — l| > &} ve f artan oldugundan

fUfk € L:[A™x, — U] = e}) < f([{k < n:|A™x, — U] Z €}]) = f(M)
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yazilabilir ve boylece
fUlk € L:[A™x — U 2 &) _ f(M)

f(hy) DAY,
olur. Her iki tarafin r — oo igin limiti alinirsa
1
Jim 5 £tk € B2 187~ 1l = e} = 0,

elde edilir.
Kapsamanin kesinligini gostermek igin f(x) = x alinsin ve x = (x) dizisi

1, kr(j)—l <k< Zkr(j)—l

m e
A% {O, diger durumlarda

bazij =1,2,3,...icin (3.1)

seklinde tanimlansin. Buradan x = (x;) dizisi A™ —yakinsak degildir, fakat (1.1) ve Lemma
1.1.30 dan x € S7(AF") elde edilir.

Teorem 3.1.4: 6 = (k,) bir lacunary dizisi ve f smirli olmayan bir modiiliis olsun. Bu takdirde
her A}" —lacunary istatistiksel yakinsak dizi, A™ — lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: x = (x;) dizisi A}" —lacunary istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda 7y € N olmak

lizere r = 1 oldugunda

1 1
f(hr) f(l{k € IT: IA Xk — ll = S}I) <5

olacak sekilde bir p € N vardir. f fonksiyonu alt toplamsal oldugundan limit tanimi géz 6niine
alimrsa

fU{k € L: |A™x, — 1| = €}]) < %f(hr) < %pf (%) _ f(%)

elde edilir. f fonksiyonu artan oldugundan

B,
(Ik € I: [a™x, = 1 2 }]) < (?)

olup, ry € N olmak iizere r = ry oldugunda
1
hy

dir, yani x dizisi A™ —lacunary istatistiksel yakinsatir.

1
({k € I:: |1A™x), — 1| = €}]) <5

Teorem 3.1.5: 6 = (k) bir lacunary dizisi ve f sinirli olmayan bir modiiliis olsun. tlim @ >0

ve liminf g, > 1 ise Af* — istatistiksel yakinsak bir dizi Af" —lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: lim inf g, > 1 ise yeterince biiyiik 7 ler i¢cin g, > 1 + a olacak sekilde bir a > 0 says1
vardir. Buradan
h, a

>
k., 14+a
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yazilabilir. Simdi x = (x;) dizisi Af* — istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda &> 0 ve

yeterince biiyiik r ler igin

f(k)f(l{k Ky IAmxk—l|>£}|)_f(k)f(|{kel A", — 1] > D)
_f(hr) k. h, 1 .
= Fa ke oy [tk € L 1A — 11 = e})
f(hr) kr a

1
2 Fhy T+ ary! (k€ bl — 1 = e}l)

olup x dizisi Af* —lacunary istatistiksel yakinsaktir.

fc

Teorem 3.1.6: 8 = (k,.) bir lacunary dizisi ve f sinirli olmayan bir modiiliis olsun. 11m >0

ve limsup q, < oo ise Af' — lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi ~Af" — istatistiksel
yakinsaktir.

Ispat:limsup g, < o ise g, < H olacak sekilde bir H > 0 sayis1 vardir. Simdi x = (x,) dizisi
fhy)
h

r

Af lacunary istatistiksel yakinsak ve llm = [; > 0 olsun. Bu durumda her ¢ > 0 i¢in

r = 1y oldugunda

f(h)
he

olacak sekilde bir 7, € N vardir ve bdylece

<L+

1
f(hr)f(l{k EL:|Ax, — 1l Z e} <e

dir. N, = {k € I: |A™x;, — l| = €} olsun. O halde her ¢ > 0 i¢in r = 1, oldugunda

£V
Fh) = ¢

dir. M = mak{f (N,), f(N), ...f(Nro)} olsun ve n sayisi k,_; < n < k, olacak sekilde segilsin.
Bu takdirde

e < 17— 1> £3) _f(kl 0k < ke 107~ 1] > 2))
f(kr 1)f({1v1+1\/2+ 4Ny, + Ny, + -+ N} )
< f(kr ey U + W) ot f(Nyy) +f (N, ) + oo+ f (VD))
< oyt g+t r0)
- f(rzi):w D f(ki_l) {f(:}{fflv))" * m+f(hh:]3{h(_i\),r) "r}
< f(:i):wl) f(ki_l){(ll+£)£hro+1+---+(ll+s)£hr}
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roM (L + )¢
< et Floy Ul

< roM (L + )¢
= [l D fkr-1)
roM (L + )¢
T Fle T e ko
rOM (L +¢)e

< H——F—F—
Flo D " Flo D ks
olup x dizisi Af* — istatistiksel yakinsaktir.

3.2. Genellestirilmis Fark Dizilerinin f —Lacunary Istatistiksel Yakinsakligina ve
Kuvvetli N/ (Ag') —Toplanabilirligine iliskin Bagitilar

Tamm 3.2.1: 8 = (k,.) bir lacunary dizisi, f smirl olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve p bir real

say1 olsun.

Jim =k )2 [F(A™x, — 1P =

ise x = (xy) dizisi bir | sayisina kuvvetli Ngf (Ap") —toplanabilirdir denir. Bu durumda
N7 (A7) — lim x;, = | yazilabilir. N}/ (A" ile biitiin kuvvetli N/ (AF) —toplanabilir dizilerin

kiimesi gosterilir, yani

Ngf(Agl) =<{x €Es: 11m Z [f(|A™x;, —1])]? = 0, en az bir [ sayis1 icin
°°f(hr)

dir. Eger 6 = (27) ise sz s (AY) yerine sz s (A™), f(x) = x olmas1 durumunda sz s (AY) yerine
N, (Agh), 6 = (27) ve f(x) = x 6zel durumunda ise sz ! (Ag") yerine N, (A™) yazilabilir.

Tamm 3.2.2:0 = (k) bir lacunary dizisi, f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve p bir real

say1 olsun.

lim ——~ 2 AMxp, = 1P =0
Hoof(hr) A" — 1]

ise x = (x) dizisi bir | sayisina kuvvetli N,Sf )(AZ‘) —toplanabilirdir denir. Bu durumda,
N (AT —limx, = | yazilabilir. N (A ile biitiin kuvvetli N’ (AT") —toplanabilir dizilerin

kiimesi gosterilir, yani

N,Sf)(Agl) ={xEs: }Lrglof(hr) Z |A™x;, — I[P = 0, en az bir [ sayis1 i¢in
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dir. Eger 8 = (27) ise N,Ef ) (A" yerine N,Ef ) (A™), f(x) = x olmas1 durumunda N,Sf ) (A" yerine

N, (Ag"), 6 = (27) ve f(x) = x 6zel durumunda ise N,Sf ) (A™) yerine N,,(A™) yazilabilir.
Tamm 3.2.3: 8 = (k,.) bir lacunary dizisi, f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve p bir real

say1 olsun.

lim - > [F(14mx, ~ D] = 0

T —00
" kel,

ise x = (xi) dizisi bir [ sayisina kuvvetli sz (Ap") —toplanabilirdir denir. Bu durumda,
N/ (A7) — limx, = | yazilabilir. N (A7") ile biitin kuvvetli NJ (A7) —toplanabilir dizilerin

kiimesi gosterilir, yani

1
NI{(AZ‘) =<{x €s: lim w Z [f(|A™x;, —1])]? = 0, en az bir [ sayis1 icin
T —00
kel,

dir. Eger 6 = (27) ise Nz{ (ARY) yerine Nz{ (A™), f(x) = x olmas1 durumunda sz (ARY) yerine
N, (Agh), 6 = (27) ve f(x) = x 6zel durumunda ise sz (Ag") yerine N, (A™) yazilabilir.

Tamm 3.2.1, Tanim 3.2.2 ve Tanmim 3.2.3 de verilen kiimeler, herhangi sinirsiz bir
modiiliis fonksiyonu i¢in birbirlerinden farkli olup birer vektér uzayidir. f(x) = x olarak
secildiginde bu ti¢ kiime N, (Ag') kiimesine indirgenir.

Teorem 3.2.4: 0 = (k,.) bir lacunary dizisi ve f smirli olmayan bir modiiliis olsun.
liminf 52 > 0 ise NJ7 (A7) © NP (87 dir

@

Ispat: x € N7 (A}') olsun. limtinf —— > 0 oldugundan f(t) > Mt olacak sckilde bir M >0

sayis1 vardir. Buradan

1 1
0 ; [F1A™ 5~ TP 2 2 ;MPIA % — I[P

elde edilir, bu ise x € N (A7) demektir,

Teorem 3.2.4 te f modiiliis fonksiyonun limt inf @ > ( sartinin saglanmasi esastir, bu

sart saglanmadiginda sz ! ) c N,Sf ) (AR bagmtist saglanmayabilir.
Teorem 3.2.5: 8 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun. N, (Ag') uzay1 1 < p < oo igin
l/p

1
llxllae = sup; h—z |A™x, |P

" kel,
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normu ile bir Banach uzayi, 0 < p < 1 i¢in
1 m
Ixllag, = supr 1= > 14™ [P
T
kel
ile bir tam p —normlu uzaydir.
Ispat: Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzay1 Ng, 1 < p < o0 igin
1,
1
Iellp = supr | = > lxel?
T
normu ile bir Banach uzayi ve 0 < p < 1 i¢in
1
Ixllo, = supr 3= ) Ixil?
T
kel
ile bir tam p —normlu uzay oldugundan Teorem 1.1.18 goz 6niine alinirsa Ny, (Ag") dizi uzaymn
1 <p < oo igin |[x|[59 normu ile bir Banach uzay1, 0 < p <1 igin [|x|[5g, normu ile bir tam
p —normlu uzay oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.5 te & = (27) alimirsa asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.6: N, (A™) uzay1 1 < p < o igin

1% o
Ixlls = sup, (;mexklp)
k=1

normu ile bir Banach uzayi ve 0 < p < 1 i¢in

n

1
Ixlla, = supn~ ) 175 ”
k=1

ile bir tam p —normlu uzaydir.

Teorem 3.2.7: f bir modiiliis fonksiyonu ve 8 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde

i) Her x = 0,y = 0,c¢ >0 i¢in f(xy) = cf(x)f(y) ve tlim @ > 0 olacak sekilde f
sinirlt  olmayan bir modiliis olsun. Eger bir dizi bir [ sayisina kuvvetli
sz (A7") —toplanabilir ise bu takdirde ! sayisia S/ (A]") —yakinsaktir, fakat tersi dogru
degildir.

ii) f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger x = (x;,) dizisi A™ —smurl1 ve

ST (AF") —yakinsak ise bu takdirde kuvvetli sz (Ap") —toplanabilirdir.

Ispat: i) x = (x;,) herhangi bir dizi ve £ > 0 i¢in, modiiliis fonksiyonunun tanimi goéz oniine

alinirsa
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NG (Z jamx, — 1

" kel,

k€l
[A™Mx ) —1]ze

! I/ |Amxk—z|\|
L

1
h—f(l{k € I:|1A™x, — 1| = }le)

if(|{k € L:|A"x;, — 1| = e} f ()

f(hr) fU{k € I: |A™x), — 1| = €}])

Ry 7t /)

fh)

T‘

elde edilir ki buradan x dizisi kuvvetli N, / (Ap") —toplanabilir ve llm > 0 oldugundan

ST (A}Y) — yakinsaktir.
ii) Kabul edelim ki x € £,,(A™) ve S/ (A}') — lim x;, = [ olsun. Bu durumda her k € N
icin IAmxk — I| < H olacak sekilde bir H > 0 bulunabilir. € > 0 verilsin, bu takdirde

N Sl W (L P S) Y( )
kel, kel kel
IAmxk lze IAmxk ll<e

hll{kel IAmxk—l|>€}|f(H)+ ~hef(€)

elde edilir
Sonug 3.2.8: i) Eger bir dizi bir [ sayisina kuvvetli N(Ag') —toplanabilir ise bu takdirde [ sayisina

S(A7Y) —yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir.
]

ii) Eger x = (xy) dizisi A™ —sinurh ve S(AR') —yakinsak ise bu takdirde kuvvetli
N(Ap") —toplanabilirdir.
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4. GENELLESTIRILMIS f-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
VE KUVVETLI f-CESARO TOPLANABILME

Bu bolimde sinirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve genellestirilmis A7 fark
operatorii kullanilarak a. dereceden A7 (f) —istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli
AT (f) —Cesaro toplanabilme kavrami tammlanmis ve a. dereceden A)' (f) —istatistiksel
yakinsalik ile a. dereceden kuvvetli AR (f) —Cesaro toplanabilme arasindaki bagmtilar
verilmistir.

Genellestirilmis A} fark operatorii.  m,n € N olmak {izere Tripathy v. d. [34, 35]
tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Ax = (x1), Apx = (X = Xpean)s A = (AT x) = (A7 Mo — AR opq0), AR Xy =

o= (") s

Bu boliimde, o > 1 i¢in a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli

Césaro toplanabilirlik anlamli olmadigindan (Bak. [50] ) hem a. dereceden AR'(f) —istatistiksel

yakinsaklik hem de a. dereceden kuvvetli AT (f) —Césaro toplanabilme kavramlari a sayisi, a €

(0,1] olacak sekilde bir real alinmustir.

4.1. a. Dereceden A™ (f) —istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve genellestirilmis A7} fark
operatorii kullanilarak «. dereceden AT (f) —istatistiksel yakinsaklik tanimlanmis ve bazi
ozellikleri verilmistir.

Tamm 4.1.1: 0 < a < 1 olacak sekilde @ herhangi bir reel say1 olsun. Her € > 0 i¢in

1
T%l_r}oloﬁl{kﬁn: AT x, — Ul =€} =0

ise x = (x) dizisi | sayisina a. dereceden AN' —istatistiksel yakinsaktir (ya da [ sayisina
Sq(ATY) —yakinsak) denir. Boylece S,(A7') —limx, =1 yazlabilir. S,(A7') ile biitin a.
dereceden A7 —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilecektir.

Tamm 4.1.2: 0 < a < 1 olacak sekilde @ herhangi bir reel say1 ve f smirli olmayan bir modiiliis

fonksiyonu olsun. Her € > 0 igin

lim f({keN: |AT' %), — 1| = €}]) =0

1
n-w f(n%)
ise x = (xp) dizisi | sayisma a. dereceden AN'(f) —istatistiksel yakinsaktir (ya da [ sayisina
S‘{: (A™) —yakinsak) denir. Bu durumda S‘{: (A™) — lim x;, = | yazlabilir. S‘{: (AT) ile biitiin a.

dereceden S‘{: (AT) —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilir. @ = 1 olmasi durumunda

S‘{: (A™) yerine ST (A7) yazilir. n =1 olmas1 durumunda S‘{: (A™) yerine S (A™) yazlrr. a.
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dereceden AJ'(f) —istatistiksel limit, @ > 1 i¢in tek olmayabilir, bu da asagidaki Ornekte
gosterilmistir.
Ornek 4.1.3: tlim @ > 0 olacak sekilde f smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu n=1 olsun ve

x = (x;) dizisi

1, k=2n

o keom N=123. 4.1

Amxk = {

seklinde tanimlansin. Bu takdirde

. fU{k eN: [A™x) — 1] 2 €}]) < ﬁ
f (%) R A (D)
ve
1 n 12
f(na)f(l{k € N:|A™x, — 0] = €}]) < )
elde edilir.
tll_)tg@ > 0 oldugundan her € > 0 ve @ > 1 i¢in
1
Jim oo Pk € N: a7z, = 11 = €}) = 0
ve
1
Jim o 1k € N: a7z, = 0] = €}) = 0

elde edilir. Boylece bir x = (x;) dizisi hem 1 hem de 0 sayilarina S‘{: (A7') —yakinsaktir ki bu da
miimkiin degildir.

Eger bir x = (x) dizisi A’ —yakinsak ise bu takdirde herhangi bir sirli olmayan f
modiiliisii fonksiyonu ve a € (0,1] sayisi i¢in S‘{: (AT') —yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir.
Bunun i¢in n=1, f(x) = xP (0 < p < 1) alinsin ve bir x dizisi

1, k =n?

o ka2 M=123. (4.2)

Amxk = {

seklinde tamimlansin. Bu takdirde A}t —yakinsak olmadigi halde a € G, 1] iginx € S‘{: (A™) dir.

Teorem 4.1.4: f siirli olmayan bir modiiliis ve 0 < a <1 olsun. x = (x) ve y = (Vi)

herhangi iki dizi olsun. Bu takdirde
i) SH(A™) —limx, = L ve ¢ € Cise SL(A™) — lim cxy, = cl dir,
ii) SIAm™) —limx, =1, ve SL(A™) —limy, =1, ise SL(A™)—lim(x; +
yi) = 1y + 1, dir.

Ispat: ispat Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir.
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Teorem 4.1.5: f bir sinirli olmayan modiiliis ve 0 < a < f < 1 seklinde sabit reel sayilar olsun.
Bu takdirde S‘{: amcs Z; (A™) dir ve bu kapsama kesindir.
Ispat: Kapsama kismuinin ispat1 kolaydir (Bak Teorem 2.1.4).

sHam) SZ; (AT") kapsamasinin Kesinligini gostermek i¢in n =1 ve f(x) = xP (0 <
p < 1) segelim ve bir x = (x;) dizisini

1, k=n3

o kaes M=123. (4.3)

Amxk = {

Olarak tanimlayalim. 8 € G, 1] i¢in x € SZ; (A™), fakat a € (0, g] icin x ¢ S‘{: (A™) dir.
Teorem 4.1.5 ten asagidaki sonug kolayca elde edilebilir.

Sonug¢ 4.1.6: f bir siirli olmayan modiiliis ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde S‘{: (A™) < sF(am)
dir ve bu kapsama kesindir.

Teorem 4.1.7: f sinirli olmayan bir modiiliis ve 0 < @ < 1 olsun. Bu takdirde
) SLAm S,
ii) SZam) < s
kapsamalari kesindir.
Ispat: Kapsama kisimlarinin ispati kolaydir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in n = 1,

f(x) =log(x + 1) olsun ve (4.2) de tanimlanan dizi goz 6niine alinsin. Bu takdirde a € G, 1]

igin x € Su(A™) dir ve buradan x € S(A™) dir fakat x & S/ (A™) dir.

4.2. a. Dereceden Kuvvetli A} (f) —Cesaro Toplanabilme
Bu kisimda genellestirilmis fark dizilerinin a. dereceden kuvvetli AJ' (f) —Cesaro

toplanabilme kavrami tanimlanmis ve bu kavrama iliskin birkag bagint1 ispatlanmustir.

Tamm 4.2.1: f sinirli olmayan bir modiiliis ve 0 < a < 1 olsun.
1 n
wl () = {x € S:T}ij{}on_azf(MT xi|) = 0}.
k=1
1 n
w‘f(Aﬁ) = {x € s: lim FZ fA™ x;, —1]) = 0 bazi l sayilart igin},
n—oo
k=1

n
1
WZ_OO(A#) = {x € s: supﬁif(lA# xil) < oo},
n k=1

seklinde tanimlanir. f ve @ nin bazi 6zel durumlari i¢in asagidaki uzaylar elde edilir.
i) f(x) = x durumunda, W‘f:_o (AT} yerine w, o (A} ) yerine, W‘{ (AT ) yerine w, (AT ),

W‘{_OO(AT ) yerine w, o, (AT} ) yazilabilir.
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ii) a =1 durumunda, W‘{_O (AT) yerine W({ (AT) yerine, W‘{ (A™) yerine w/(AT'),
W‘{_OO(AQ ) yerine wZ, (A™ ) yazilabilir.
iii)  f(x) =x ve a =1 6zel durumunda, W‘f:_o(AT) yerine w, (AT ) yerine, W‘{ (am)

yerine w(AT ), WZ_OO(AQ ) yerine Wy, (AT ) yazilabilir.

Asagidaki iki teoremin ispat1 Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 ‘e benzerdir, bu yiizden

bu teoremler ispatsiz olarak verilmistir.
Teorem 4.2.2: i) Herhangi bir f modiiliisii ve 0 < a < 1 i¢in W‘{_O (am) c WZ_OO(AQ ),
ii)Herhangi bir f modiiliisii ve @ = 1 igin, w/ (A™ ) c w/,(A™) dir.
Teorem 4.2.3: Herhangi bir f modiiliisii ve & = 1 i¢in,
i) w(am) cw/(ap),
if) wo (A7) © wj (A,
i) we (A™) € wl (A™) dir.

Teorem 4.2.4: f bir modiiliis ve 0 < a < 1 olsun. Eger tlim @ > 0 ise, bu takdirde W‘{ (am) c

we (ATY) dir.
Ispat: Teorem 2.2.4 iin ispati ile benzerdir.
Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4 asagidaki sonucu verir.

5:@
t

Teorem 4.2. > 0 olacak sekilde f herhangi bir modiiliis ve a = 1 olsun. Bu takdirde

w/ (AT = w(AT) elde edilir.
Teorem 4.2.6: f bir modiilis ve 0 < @ < 1 olsun. Bu takdirde W‘{ (am c WZ; (A™) dir ve bu

kapsama kesindir.
Ispat: Ispatin kapsama kismim gostermek kolaydir (Bak Teorem 2.2.6).
Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin (4.2) ile tanimlanan dizi gbz Oniine alinsin ve n=1

olsun. Bu durumda her n € N i¢in

1o Vn 1
n—ﬁ;f(m 50D S g f) = —f(D) =0

n- 2

elde edilir. Béylece § >~ igin x € wj (A™).
Diger taraftan 0 < a < % icin

Vn —

1
na f(1) 5> o,n -

n

1

= Fam — o)
k=1

dir. Buise x ¢ Wj: (A™) demektir.
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4.3. a.Dereceden Kuvvetli A}' (f)-Cesaro Toplanabilme ve a.Dereceden
A™ (f) -Istatistiksel Yakinsakhk Arasindaki Bagintilar
Bu kisimda f modiiliisii yardimiyla a. dereceden kuvvetli AT (f) —Cesaro toplanabilme

ile a.dereceden A}' (f) —istatistiksel yakinsaklik arasinda birkag¢ bagint1 verilecektir.

@

Teorem 4.3.1: 0 < a < B <1 olacak sekilde a, 8 sabit reel sayilar, tlim -~ > 0 ve her x >

0,y =0,c> 0 icgin f(xy) = cf(x)f(y) ve olacak sekilde f smirli olmayan bir modiiliis olsun.
Eger bir dizi bir [ sayisina a. dereceden kuvvetli A’ —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [
sayisina 8. dereceden A7 (f) —istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: Teorem 2.3.1 in ispatina benzerdir.

Teorem 4.3.1 den asagidaki sonug kolayca elde edilebilir.

Sonuc 4.3.2: 0 < @ < 1 olacak sekilde a herhangi bir reel say1 ve tlim @ >0veherx >0,y >

0,¢ > 0 igin f(xy) = cf(x)f (y) olacak sekilde f smirli olmayan bir modiiliis olsun. Eger bir
dizi bir f modiiliis fonksiyonuna gore a. dereceden kuvvetli A;' —Cesaro toplanabilir ise bu a.

dereceden AN (f) —istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 4.3.3: tlim @ >0 veherx=0,y=>0,c>0igin f(xy) = cf(x)f(y) ve olacak sekilde

f smirli olmayan bir modiiliis olsun. Eger bir dizi bir f modiiliis fonksiyonuna gore

kuvvetli A' —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde A7 (f) —istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.3.4: lim @ > 0 olacak sekilde f bir modiiliis ve @ € (0,1] olsun. Eger bir dizi bir [

t—oo
sayisina  a. dereceden kuvvetli A7' (f) —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [ sayisma a.
dereceden AN (f) —istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.3.4 ten asagidaki sonuglar elde edilir.

@

Sonug 4.3.5: tlim - > 0 olacak sekilde f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger bir dizi bir [

sayisina Kuvvetli A7 (f) —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [ sayisina A} (f) —istatistiksel
yakinsaktir.
Sonug 4.3.6: Eger bir dizi bir [ sayisina kuvvetli A}' —Cesaro toplanabilir ise bu takdirde [

sayisina Al —istatistiksel yakinsaktir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda smirli olmayan bir modiiliis fonksiyonu ve genellestirilmis A™ ( A7}
veya AM) fark operatorii kullanilarak bazi kavramlar tanitilip bu kavramlara iliskin bazi
ozellikler verilmistir.

Bu kavramlardan ilk olarak . dereceden AT'(f) —istatistiksel yakinsaklik ve a.
dereceden kuvvetli AT'(f) —Césaro toplanabilme kavramlari tamtilmistir. Bu kavramlar
arasindaki bagintilar verilmis ve elde edilen sonuglar [39] da verilen ¢alisma ile literatiire
kazandirilmigtir.

Calismada tanitilan diger kavramlar A}" —lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli
A}” —lacunary yakinsaklik kavramlaridir. Burada A}” —lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin
kiimesi ile kuvvetli Af* —lacunary yakinsak dizilerin kiimesi arasindaki kapsama bagmtilari
verilmistir. Burada elde edilen sonuglar [32,48] de verilen c¢alismalar ile literatiire
kazandirilmigtir.

Son olarak A}' fark operatori yardimiyla  reel sayr dizilerinin . dereceden
AR (f) —istatistiksel yakinsakligt ve a. dereceden kuvvetli Aj'(f) — Cesaro toplanabilmesi
kavramlar1 tanimlanmis ve bu kiimeler arasindaki bagintilar verilmistir. Burada n = 1 i¢in elde

edilen sonuglar, [49] de verilen ¢aligsma ile literatiire kazandirilmustir.
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