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Bu çalışmada genelleştirilmiş fark operatörü ve modülüs fonksiyonu yardımıyla istatistiksel 

yakınsaklık ve Cesàro toplanabilme kavramları genelleştirilmiş ve bu şekilde oluşturulan dizi uzayları 
arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Simgeler 

ܿ  : Yakınsak dizilerin uzayı 

ܿ଴ : Sıfıra yakınsak dizilerin uzayı 

ℕ                         : Doğal sayılar kümesi 

ℂ                         : Kompleks sayılar kümesi 

݀(ॱ)                   : Bir ॱ kümesinin doğal yoğunluğu 

݀௙  (ॱ)                : Bir ॱ kümesinin  ݂ −yoğunluğu 

݀ఈ(ॱ)                 : Bir ॱ kümesinin  ߙ −yoğunluğu 

Δ                         : Fark operatörü 

∆௠                      : Genelleştirilmiş fark operatörü 

ܵ                         : İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

ܵ௙                       : ݂ −istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

ܵఈ                       : ߙ. dereceden istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

ܵఈ
௙                       : ߙ. dereceden ݂ − istatistiksel  yakınsak dizilerin uzayı  

 Tüm reel veya karmaşık terimli dizilerin uzayı :                         ݏ

 Kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzayı :                       ݓ

ℓஶ                     : Sınırlı dizilerin uzayı 

 
 
 

  



 
 

1. GİRİŞ 

İstatistiksel yakınsaklık, klasik yakınsaklık kavramının genel bir halidir. İstatistiksel 

yakınsaklık fikri Zygmund [1] tarafından 1935 yılında yayınlanan çalışmasında ‘hemen hemen 

yakınsaklık’ şeklinde verilmiştir. Şeklen ise istatistiksel yakınsaklık, Fast [2] tarafından 1951 

yılında tanıtılmıştır. 1959 yılında Schoenberg [3] istatistiksel yakınsaklığı yeniden tanımlanmış 

ve bir toplanabilme metodu olarak ifade etmiştir. Bundan sonraki yıllarda gelişme gösteren 

istatistiksel yakınsaklık kavramı birçok yazar tarafından çalışılmıştır [4-11,13-15]. Fridy ve 

Orhan [16] istatistiksel yakınsaklık fikrini bir lacunary dizi yardımıyla tanımlamıştır. Pozitif 

sayıların bir başka dizisi yardımıyla Mursaleen [17] ߣ −istatistiksel yakınsaklık kavramını 

tanımlamıştır. Çolak [11], ߙ sayısı 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı olmak üzere  

istatistiksel yakınsaklık kavramını derecelendirmiştir. 2014 yılında Aizpuru v.d. [18], sınırlı 

olmayan bir  modülüs fonksiyonu yardımıyla klasik yakınsaklık ile istatistiksel yakınsaklık 

arasında yeni bir kavram olan ݂ −istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamıştır. Yakın 

zamanda  Bhardwaj ve Dhawan [4], Aizpuru [18]`nun yaklaşımını kullanarak istatistiksel 

yakınsaklık ve  istatistiksel sınırlılık kavramına yeni bir bakış açısı getirmiştir. Buna göre; 

݂ −istatistiksel sınırlılık, klasik sınırlılık ile istatistiksel sınırlılık arasında olan kavramdır.  

 Cesàro toplanabilme kavramı literatürde çeşitli yazarlar tarafından istatistiksel yakınsaklık 

kavramından bağımsız olarak çalışılmıştır. Kuvvetli toplanabilir dizilerin uzayı Kuttner [19], 

Maddox [20,21]  tarafından çalışılmıştır. Maddox [22], kuvvetli Cesàro toplanabilme kavramını 

bir modülüs fonksiyonu ile ilişkilendirerek genişletmiş ve sonuç olarak sırasıyla ݓ଴ , ,ݓ  ஶ klasikݓ

dizi uzaylarının bir genelleştirmesi olan ݓ଴(݂), ,(݂)ݓ  ஶ(݂) dizi uzaylarını tanıtmıştır. Yakınݓ

zamanda Çolak [11], ߙ sayısı 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı ve ݌ bir pozitif reel 

sayı olmak üzere ߙ.dereceden kuvvetli ݌ − Cesàro toplanabilme kavramını tanımlamıştır. 

Bhardwaj ve Dhawan [5] ise sınırsız bir modülüs fonksiyonu yardımıyla ݓ଴(݂), ,(݂)ݓ  ஶ(݂) diziݓ

uzaylarını ݓఈ,଴
௙ , ఈݓ

௙ , ఈ,ஶݓ
௙  dizi uzaylarına genelleştirmiştir. 

 Fark dizisi ve bazı fark dizi uzayları, ilk defa 1981 yılında Kızmaz [23] tarafından 

tanımlanmıştır. Daha sonra Et ve Çolak [12, 24] bu dizi uzaylarını ݉ ∈ ℕ olmak üzere  

genelleştirerek bu uzayların birer ܭܤ −uzayı olduğunu göstermişlerdir. Et ve Nuray [25] 

genelleştirilmiş fark dizileri kavramını, istatistiksel yakınsaklık ile birleştirerek Δ௠ −istatistiksel 

yakınsaklık kavramını tanıtmıştır. Yakın zamanda Bektaş, Et ve Çolak [26] ise ݒ =  sıfır (௞ݒ)

olmayan herhangi bir sabit karmaşık sayı dizisi olmak üzere genelleştirilmiş fark dizileri 

kavramına yeni bir yaklaşım getirmiştir. 
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 Bu çalışmada amaç, ߙ sayısı 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı ve ݌ bir 

pozitif reel sayı olmak üzere, genelleştirilmiş fark operatörü ve sınırsız bir modülüs fonksiyonu 

yardımıyla istatistiksel yakınsaklığı ve Cesàro toplanabilme kavramlarını genelleştirmektir.  
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2. MATERYAL VE METOT 

Temel kavramlar ve tanımlar için [2, 4-7, 11, 12, 16-31] ve [32-51] çalışmalarından 

yararlanılmıştır. 

 

Bu çalışmada temel olarak Bhardwaj ve Dhawan [6] ve  Şengül ve Et [27]  tarafından 

verilen sonuçlar göz önüne alınarak, genelleştirilmiş fark operatörü ve sınırsız bir modülüs 

fonksiyonu yardımıyla ݌ bir pozitif reel sayı olmak üzere  ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaklık 

ve ∆௙௠ −Cesàro toplanabilme kavramları tanıtılarak bu şekilde oluşturulan dizi uzayları arasındaki 

ilişkiler incelenmiştir. 

 

∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaklık, ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaklık, ߙ.dereceden 

∆௙௠ −istatistiksel yakınsaklık kavramlarının tanımlanması için sırasıyla [5, 24, 27] numaralı 

çalışmalar incelenmiştir. 

 

 Bu çalışma hazırlanırken yukarıdaki çalışmalardan yararlanılmış, benzer metot ve 

yaklaşımlar kullanılarak genelleştirilmiş fark dizilerinin sınırlı olmayan bir ݂ modülüsü 

yardımıyla lacunary istatistiksel yakınsaklığı ve lacunary  ݂ −istatistiksel yakınsaklığı 

tanımlanmıştır. 
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1. TEMEL KAVRAMLAR 

 Bu bölümde; daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler 

verilmiştir.  

1.1. Temel Tanım ve Teoremler   

Tanım 1.1.1: Tanım kümesi ℕ doğal sayılar kümesi olan fonksiyon dizi olarak tanımlanır. Diziler 

değer kümelerine göre çeşitli şekillerde isimlendirilebilir. Buna göre eğer bir dizinin değer 

kümesi reel sayılar kümesi ise dizi reel terimli dizi, karmaşık sayılar kümesi ise dizi karmaşık 

terimli dizi olarak adlandırılır [29]. 

Tanım 1.1.2: Bir ݔ =  dizisinin (݈ limiti ile) yakınsak olması için gerek ve yeter şart  verilen (௞ݔ)

her ߝ > 0 için ݇ ≥ ܰ olduğunda |ݔ௞ − ݈| < ܰ olacak şekilde bir ߝ =  sayısının var (ߝ)ܰ

olmasıdır. Bu durumda. ݔ௞ → ݈	(݊ → ∞) ya da limݔ௞ = ݈ yazılır. Bütün yakınsak dizilerin uzayı 

ܿ ile gösterilir [29]. 

Tanım 1.1.3: ܭ ⊂ ℕ olmak üzere bir ܭ kümesinin doğal yoğunluğu 

(ܭ)݀ = lim
௡→ஶ

1
݊
|{݇ ≤ ݊: ݇ ∈  |{ܭ

şeklinde tanımlanır. Burada |{݇ ≤ ݊: ݇ ∈  kümesinin ݊ den büyük olmayan ܭ ifadesi |{ܭ

elemanlarının sayısını göstermektedir.  Eğer ݀(ܭ) = 0 ise ܭ kümesine sıfır yoğunluklu küme 

denir [30]. 

Tanım 1.1.4: Herhangi bir ݔ =  dizisinin terimleri bir ܲ özelliğini sıfır yoğunluklu bir küme (௞ݔ)

dışında bütün ݇ lar için sağlıyorsa, (ݔ௞) dizisi hemen hemen her ݇ için ܲ özelliğini sağlıyor denir 

ve "ℎ. ℎ. ݇" biçiminde gösterilir [28]. 

 Doğal yoğunluk kavramından faydalanılarak istatistiksel yakınsaklık tanımı aşağıdaki gibi 

verilebilir. 

Tanım 1.1.5: ݔ = ߝ kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her (௞ݔ) > 0 için 

lim
௡→ஶ

1
݊
|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ| − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

veya ℎ. ℎ. ݇ için |ݔ௞ − ݈| < ݔ olacak şekilde bir ݈ sayısı varsa ߝ =  dizisi ݈ sayısına (௞ݔ)

istatistiksel yakınsaktır denir ve ܵ − limݔ௞ = ݈		veya ݔ௞
௦
→݈ biçiminde gösterilir. İstatistiksel 

yakınsak dizilerin uzayı ܵ ile gösterilir. Buna göre  

ܵ = ൜ݔ ∈ ݏ ∶ lim
௡

1
݊
|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ| − ݈| ≥ |{ߝ = 0, ∃݈ ∈ ℂൠ 

şeklinde tanımlıdır [28]. 

Açıkça görülebileceği gibi yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Yani lim ௞ݔ = ݈ ise  

ܵ − limݔ௞ = ݈ dir. Fakat bunun tersi doğru değildir. Bunun için, 
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௞ݔ = ൜1, ݇ = ݉ଶ

0, ݇ ≠ ݉ଶ						݉ = 1,2,3, … 

şeklinde tanımlanan ݔ = ߝ dizisini göz önüne alalım. Her (௞ݔ) > 0 için 

|{݇ ≤ ݊: |௞ݔ| ≥ |{ߝ ≤ |{݇ ≤ ݊: ௞ݔ ≠ 0}| ≤ √݊ 

olduğundan 

lim
௡

1
݊
|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ ≠ 0}| ≤ lim

௡

√݊
݊
= 0 

elde edilir. Bu da ܵ − limݔ௞ = 0 olduğu anlamına gelir. Ancak ݔ	yakınsak değildir. 

 Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir, yani ܵ − limݔ௞ = ݈ଵ, ܵ − limݔ௞ = ݈ଶ 

ise ݈ଵ = ݈ଶ dir. 

Lemma 1.1.6: ܵ − limݔ௞ = ܽ, ܵ − limݕ௞ = ܾ ve ܿ bir reel sayı olsun. Bu takdirde 

i) ܵ − lim ௞ݔܿ = ܿܽ, 

ii) ܵ − lim(ݔ௞ + (௞ݕ = ܽ + ܾ  

dır. Bu teoreme göre istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi bir lineer uzaydır [2]. 

Tanım 1.1.7: Bir modülüs fonksiyonu ݂:	[0,∞) → [0,∞)  olarak tanımlanan ve aşağıdaki şartları 

sağlayan bir fonksiyondur.  

i) ݂(ݔ) = 0 ⇔ ݔ = 0, 

ii) ݎ݁ܪ	ݔ ≥ ݕ	݁ݒ	0 ≥ 0	݅ç݅݊	݂(ݔ + (ݕ ≤ (ݔ)݂ +  	,(ݕ)݂

iii) ݂ artandır, 

iv) ݂ fonksiyonu, 0 noktasında sağdan süreklidir  [31]. 

Bir ݂ modülüs fonksiyonu, [0,∞) aralığının her yerinde süreklidir. Bir modülüs fonksiyonu, 

sınırlı veya sınırsız olabilir. Örneğin, ݂(ݔ) = ௣ (0ݔ < ݌ ≤ 1) sınırlı değil, fakat ݂(ݔ) = ௫
௫ାଵ

 

sınırlıdır. 

 Aizpuru, Listàn-Garcia ve Rambla-Barreno [18] sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu 

kullanarak reel sayı dizilerinin ݂ −yoğunluğunu ve ݂ −istatistiksel yakınsaklığı kavramlarını 

aşağıdaki gibi tanımlamıştır. 

Tanım 1.1.8: ݂ bir sınırlı olmayan modülüs fonksiyonu olmak üzere, ℕ nin bir ॱ alt kümesinin 

݀௙ −yoğunluğu 

݀௙(ॱ) = lim
௡→ஶ

݂(|{݇ ≤ ݊: ݇ ∈ ॱ}|)
݂(݊)

 

limitinin mevcut olması ile tanımlıdır [18]. 

Uyarı 1.1.9: ݂(ݔ) = ݂ olduğunda ݔ −yoğunluk kavramı doğal yoğunluk kavramına indirgenir. 

Doğal yoğunluk sözkonusu olduğunda ݀(ॱ) + ݀(ℕ − ॱ) = 1, fakat ݂ −yoğunluk için ݀௙(ॱ) +

݀௙(ℕ − ॱ) = 1 eşitliği genellikle sağlanmaz. Ancak ݂ −yoğunluk kavramı için ݀௙(ॱ) = 0 ise 

݀௙(ℕ − ॱ)=1 dir. 
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Uyarı 1.1.10: Her sınırsız ݂ modülüsü ve ॱ ⊂ ℕ için ݀௙(ॱ) = 0 ise , ݀(ॱ) = 0 dır. Fakat 

tersinin doğru olması gerekmez, yani sıfır yoğunluğa sahip bir küme için ݂ −yoğunluğu sıfır 

olmayan sınırsız ݂ modülüsü bulunabilir. Örneğin; ݂(ݔ) = log(ݔ + 1) ve ॱ = {1,4,9, . . } alınırsa 

݀(ॱ) = 0, ancak ݀௙(ॱ) = ଵ
ଶ
 dir. Ancak Uyarı 1.1.9 gereğince ݀(ॱ) = 0 ⇒ ݀௙(ॱ) = 0 

gerektirmesi ݂ modülüsünün sınırsız olmasına bakılmaksızın her ॱ ⊂ ℕ sonlu kümesi için 

doğrudur. 

Tanım 1.1.11: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve  ݔ =  dizisi verilsin, eğer her  (௞ݔ)

ߝ > 0 için 

݀௙({݇ ∈ ℕ: ௞ݔ| − ݈| ≥ ({ߝ = 0 

ise   ݔ = ݂ dizisi ݈ sayısına  (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır (ya da ݈ sayısına ܵ௙ −yakınsaktır) 

denir. ݂ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ܵ௙ ile gösterilir [18]. 

Tanım 1.1.12: 0 ,ߙ < ߙ ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı olsun. Bir ॱ ⊂ ℕ kümesinin 

ߙ −yoğunluğu, 

݀ఈ(ॱ) = lim
௡→ஶ

1
݊ఈ

|{݇ ≤ ݊: ݇ ∈ ॱ}| 

limitinin mevcut olması ile tanımlıdır. Burada ߙ = 1 olması durumunda ߙ −yoğunluk kavramı 

bilinen doğal yoğunluk kavramına indirgenir [11].  

 Uyarı 1.1.9 da belirtildiği gibi ݀(ॱ) + ݀(ℕ − ॱ) = 1 bağıntısı, doğal yoğunluktan 

݂ −yoğunluğa ve ߙ −yoğunluğa geçildiğinde sağlanmayabilir.  

Tanım 1.1.13: 0 ,ߙ < ߙ ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı olsun ve ݔ =  dizisi (௞ݔ)

verilsin, eğer her ߝ > 0 için 

݀ఈ({݇ ∈ ℕ: ௞ݔ| − ݈| ≥ ({ߝ = 0 

yani, 

lim
௡→ஶ

1
݊ఈ

|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ| − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

ise  ݔ =  dereceden istatistiksel yakınsaktır ya da ݈ sayısına .ߙ dizisi  ݈ sayısına (௞ݔ)

ܵఈ −yakınsaktır denir ve ܵఈ − limݔ௞ = ݈ yazılır. Bütün ߙ.	dereceden istatistiksel yakınsak 

dizilerin kümesi ܵఈ ile gösterilir. ߙ = 1	ise ߙ.	dereceden istatistiksel yakınsaklık bilinen 

istatistiksel yakınsaklığa indirgenir [11]. 

Tanım 1.1.14: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu, 0 < ߙ ≤ 1 olsun ve ݔ =  dizisi (௞ݔ)

verilsin, eğer her ߝ > 0 için 

݀ఈ
௙({݇ ∈ ℕ: ௞ݔ| − ݈| ≥ ({ߝ = 0 

yani 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ| − ݈| ≥ (|{ߝ = 0 
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ise  ݔ = .ߙ dizisi  ݈ sayısına (௞ݔ) dereceden	݂ −istatistiksel yakınsaktır ya da ݈ sayısına 

ܵఈ
௙ −yakınsaktır denir ve ܵఈ

௙ − limݔ௞ = ݈ yazılabilir. Bütün ߙ. dereceden	݂ −istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi ܵఈ
௙  ile gösterilir.  ܵఈ

௙ −yakınsaklık; ߙ = 1	için ݂ −istatistiksel 

yakınsaklığa, ݂(ݔ) = .ߙ için ݔ dereceden		istatistiksel	yakınsaklığa ݂(ݔ) = ߙ ve ݔ = 1 için 

bilinen istatistiksel yakınsaklığa dönüşür [5]. 

Fark dizisi ve bazı fark dizi uzayları, ilk defa 1981 yılında Kızmaz [23] tarafından 

tanımlanmıştır. 

Tanım 1.1.15: ݔ = ݔkompleks terimli bir dizi ve Δ (௞ݔ) = ௞ݔ) −  ,௞ାଵ) olmak üzere ℓஶ(Δ)ݔ

ܿ(Δ) ve ܿ଴(Δ) dizi uzayları 

ℓஶ(Δ) = ݔ} = :(௞ݔ) Δݔ ∈ ℓஶ} 

ܿ(Δ) = ݔ} = :(௞ݔ) Δݔ ∈ ܿ} 

ܿ଴(Δ) = ݔ} = :(௞ݔ) Δݔ ∈ ܿ଴} 

şeklinde tanımlanır. Bu uzaylar 

ଵ‖ݔ‖ = |ଵݔ| + ‖Δݔ‖ஶ 

normu ile birer ܭܤ −uzayıdır. Daha sonra Et ve Çolak [12, 24],  ݉ ∈ ℕ, Δ଴ݔ = ݔΔ ,(௞ݔ) =

௞ݔ) − ݔ௞ାଵ), Δ௠ݔ = (Δ௠ݔ௞) 	= (Δ௠ିଵݔ௞ − Δ௠ିଵݔ௞ାଵ), Δ௠ݔ௞ = ∑ (−1)௜ ቀ݉݅ ቁ
௠
௜ୀ଴  ௞ା௜ olmakݔ

üzere 

ℓஶ(Δ௠) = ݔ} = :(௞ݔ) Δ௠ݔ ∈ ℓஶ} 

ܿ(Δ௠) = ݔ} = :(௞ݔ) Δ௠ݔ ∈ ܿ} 

ܿ଴(Δ௠) = ݔ} = :(௞ݔ) Δ௠ݔ ∈ ܿ଴} 

dizi uzaylarını tanımlamış ve bu uzayların 

୼‖ݔ‖ =෍|ݔ௜|
௠

௜ୀଵ

+ ‖Δ௠ݔ‖ஶ 

normu ile birer ܭܤ −uzayı olduğunu göstermişlerdir. 

 Eğer ݔ ∈ Δ௠(ܺ) ise  

௞ݔ      = ∑ (−1)௠ ቀ݇ − ݅ − 1
݉ − 1

ቁݕ௜௞ି௠
௜ୀଵ = ∑ (−1)௠ ቀ݇ +݉ − ݅ − 1

݉ − 1
ቁݕ௜ି௠௞ି௠

௜ୀଵ               (1.1) 

ଵି௠ݕ = ଶି௠ݕ = ⋯ = ଴ݕ = 0 

olmak üzere yeterince büyük ݇ lar için ( örneğin ݇ > 2݉ için ) için ݕ௞ = Δ௠ݔ௞ olacak şekilde bir 

tek ݕ = (௞ݕ) ∈ ܺ dizisi vardır [25]. 

Şimdi ܺ dizi uzayı ile  ܺ(Δ௠) dizi uzayı arasında birkaç bağıntı verelim. 

Teorem 1.1.16: Eğer ܺ bir lineer uzay ise ܺ(Δ௠) de bir lineer uzaydır [25].  

Teorem 1.1.17: Eğer ܺ ⊂ ܻ ise ܺ(Δ௠) ⊂ ܻ(Δ௠) dir [25].  

Teorem 1.1.18: Eğer ܺ, dizi uzayı ‖. ‖ normu ile bir Banach uzayı ise ܺ(Δ௠) uzayı da  
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୼‖ݔ‖ =෍|ݔ௜|
௠

௜ୀଵ

+ ‖Δ௠ݔ‖  

normu ile bir Banach uzayıdır [25]. 

Fark dizisi uzayları Bektaş, Et ve Çolak [26] tarafından aşağıdaki şekilde 

genelleştirilmiştir: 

Tanım 1.1.19: ݒ =  sıfır olmayan herhangi bir sabit karmaşık sayı dizisi, ݉ negatif olmayan (௞ݒ)

bir tamsayı ve ܺ herhangi bir dizi uzayı olsun, bu takdirde ∆௩଴ݔ = ,(௞ݔ௞ݒ) ∆௩௠ݔ = (∆௩௠ିଵݔ௞ −

∆௩௠ିଵݔ௞ାଵ) ve  ∆௩௠ݔ௞ = ∑ (−1)௜ ቀ݉݅ ቁݒ௞ା௜ݔ௞ା௜
௠
௜ୀ଴   olmak üzere 

∆௩௠(ܺ) = ݔ} = :(௞ݔ) (∆௩௠ݔ௞) ∈ ܺ} 

şeklinde tanımlanır. 

  Eğer ݔ ∈ ∆௩௠(ܺ) ise  

௞ݔ    = ௞ିଵݒ ∑ (−1)௠ ቀ݇ − ݅ − 1
݉ − 1

ቁݕ௜௞ି௠
௜ୀଵ = ∑௞ିଵݒ (−1)௠ ቀ݇ + ݉ − ݅ − 1

݉ − 1
ቁݕ௜ି௠௞ି௠

௜ୀଵ              (1.2) 

ଵି௠ݕ = ଶି௠ݕ = ⋯ = ଴ݕ = 0 

olmak üzere yeterince büyük ݇ lar için ( örneğin ݇ > 2݉ için ) için ݕ௞ = ∆௩௠ݔ௞ olacak şekilde bir 

ݕ = (௞ݕ) ∈ ܺ dizisi vardır  [26]. 

Tanım 1.1.20: ݔ = ߝ kompleks terimli bir dizi olsun. Buna göre her (௞ݔ) > 0 için 

lim
௡

1
݊
|{݇ ≤ ݊: |Δ௠ݔ௞ − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

yani ℎ. ℎ. ݇ için |Δ௠ݔ௞ − ݈| < ݔ ise ߝ	 = dizisi ݈ sayısına Δ௠ (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır denir. 

Δ௠ −istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı S(Δ௠) ile gösterilir [25].  

Sonuç 1.1.21: S(Δ௠) uzayı bir lineer uzaydır [25]. 

Tanım 1.1.22: 0 < ߙ ≤ 1 olsun ve ݔ = ߝ dizisi verilsin, eğer her (௞ݔ) > 0 için 

݀ఈ({݇ ∈ ℕ: |Δ௠ݔ௞ − ݈| ≥ ({ߝ = 0 

yani 

lim
௡→ஶ

1
݊ఈ

|{݇ ≤ ݊: |Δ௠ݔ௞ − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

ise ݔ = .ߙ dizisi ݈ sayısına (௞ݔ) dereceden	Δ௠ −istatistiksel yakınsaktır ya da ݈ sayısına 

ܵఈ(Δ௠) −yakınsaktır denir ve ܵఈ − limΔ௠ݔ௞ = ݈ olarak yazılır. Bütün ߙ. dereceden  

	Δ௠ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ܵఈ(Δ௠) ile gösterilir. ߙ = 1 durumunda, ߙ. 

dereceden Δ௠ −istatistiksel yakınsaklık, Δ௠ −istatistiksel yakınsaklığa ve ݉ = 0 durumunda da 

bilinen yakınsaklığa indirgenir [36]. 

Tanım 1.1.23: ݂ bir sınırlı olmayan modülüs  ve ݔ = ߝ dizisi verilsin, eğer her (௞ݔ) > 0 için 

	݀௙({݇ ∈ ℕ: |Δ௠ݔ௞ − ݈| ≥ ({ߝ = 0 

yani 
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lim
௡→ஶ

1
݂(݊)

݂(|{݇ ≤ ݊: |Δ௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ = 0 

ise ݔ = dizisi ݈ sayısına ∆௙௠ (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda ܵ௙ − limΔ௠ݔ௞ = ݈ 

yazılabilir. Bütün ∆௙௠ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ܵ௙(Δ௠) ile gösterilir. ݂(ݔ) =  ݔ

durumunda, ∆௙௠ −istatistiksel yakınsaklık, Δ௠ −istatistiksel yakınsaklığa dönüşür [48]. 

 Tanım 1.1.23 ve Uyarı 1.1.10 dan, her ∆௙௠ −istatistiksel yakınsak dizinin 

Δ௠ −istatistiksel yakınsak olduğunu fakat Δ௠ −istatistiksel yakınsak bir dizinin, sınırsız bir ݂ 

modülüsü için ∆௙௠ −istatistiksel yakınsak olması gerekmediği görülür. 

Tanım 1.1.24:  ݓ଴ , ,ݓ  :ஶ kuvvetli Cesàro toplanabilir dizi uzaylar aşağıdaki gibi tanımlanır [19]ݓ

଴ݓ = ൝ݔ ∈ :ݏ lim
௡→ஶ

1
݊
෍|ݔ௞| = 0
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ݓ	 = ൝ݔ ∈ :ݏ lim
௡→ஶ

1
݊
෍|ݔ௞ − ݈| = 0, ݅ç݅݊		ଓݏଓݕܽݏ	݈	ݎܾ݅	ݖܽ	݊݁
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ஶݓ = ൝ݔ ∈ :ݏ sup
௡

1
݊
෍|ݔ௞| < ∞
௡

௞ୀଵ

ൡ .

 

 

Tanım 1.1.25: Bir ߠ = (݇௥)  lacunary dizisi, negatif olmayan tamsayıların, k0= 0 ve ݎ → ∞ iken 

ℎ௥ = (݇௥ − ݇௥ିଵ) → ∞  olacak şekilde bir artan dizisidir. Kolaylık olması için ߠ ile belirtilen 

aralıklar ܫ௥ = (݇௥ିଵ − ݇௥] ile  ௞ೝ
௞ೝషభ

 oranı  ݍ௥ ile göstrilecek,  ݍଵ = ݇ଵ olarak alınacaktır [33].  

Tanım 1.1.26: ߠ = (݇௥) lacunary dizisi verilsin, bir ॱ ⊂ ℕ kümesinin lacunary yoğunluğu ya da 

ߠ −yoğunluğu 

݀ఏ(ॱ) = lim
௥→ஶ

1
ℎ௥
|{݇ ∈ :௥ܫ ݇ ∈  |{ܭ

Limitinin mevcut olması şeklinde tanımlanır [16]. 

Tanım 1.1.27: ߠ bir lacunary dizisi olsun.ve bir ݔ = ߝ sayı dizisi verilsin, her (௞ݔ) > 0 için  

lim
௥→ஶ

1
ℎ௥
|{݇ ∈ :௥ܫ ௞ݔ| − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

ise	ݔ = dizisi ݈ sayısına lacunary istatistiksel yakınsak ya da ݈ sayısına ܵఏ  (௞ݔ) −yakınsaktır 

denir. Bütün lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ܵఏ ile gösterilir [16]. 

Tanım 1.1.28: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun ve 0 < ߙ ≤ 1 verilsin. ݔ = (௞ݔ) ∈  dizisine ݏ

lim
௥→ஶ

1
ℎ௥ఈ

|{݇ ∈ ௥ܫ : ௞ݔ| − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

ise ݈ reel sayısına ߙ. dereceden lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Bütün ߙ. dereceden 

lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ܵఏ
ఈ  ile gösterilir [27]. 
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 Uyarı 1.1.29: ߙ. dereceden lacunary istatistiksel yakınsaklık 0 < ߙ ≤ 1 için iyi tanımlıdır, fakat 

ߙ > 1 için iyi tanımlı değildir. Bunu göstermek için ݔ =  dizisi (௞ݔ)

௞ݔ = ൜1, ݇ = ݎ2
0, ݇ ≠ ݎ						ݎ2 = 1,2,3, … 

şeklinde tanımlansın. Buradan  ߙ > 1 için 

lim
௥→ஶ

1
ℎ௥ఈ

|{݇ ∈ :௥ܫ ௞ݔ| − 1| ≥ |{ߝ ≤ lim
௥→ஶ

݇௥ − ݇௥ିଵ
2ℎ௥ఈ

= lim
௥→ஶ

ℎ௥ఈ

2ℎ௥ఈ
= 0 

ve 

lim
௥→ஶ

1
ℎ௥ఈ

|{݇ ∈ :௥ܫ ௞ݔ| − 0| ≥ |{ߝ ≤ lim
௥→ஶ

݇௥ − ݇௥ିଵ
2ℎ௥ఈ

= lim
௥→ஶ

ℎ௥ఈ

2ℎ௥ఈ
= 0 

olup ݔ =  ,dereceden lacunary istatistiksel yakınsaktır .ߙ sayısına	dizisi hem 0 hem de 1 (௞ݔ)

fakat bu mümkün değildir [27]. 

Lemma 1.1.30: ߠ herhangi bir lacunary dizisi ve lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan 

bir modülüs ve her ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0 için ݂(ݕݔ) ≥  .olacak şekilde c pozitif bir sabit olsun (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ

Bu takdirde ܵఏ
௙ ⊂ ܵ௙  olması için gerek ve yeter şart lim 	௥݌ݑݏ ௥ݍ < ∞ dir [6]. 
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2. GENELLEŞTİRİLMİŞ İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 
VE KUVVETLİ CESARO TOPLANABİLME 

Bu bölümde, sınırsız bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş ∆௠ fark operatörü 

kullanılarak reel sayı dizilerinin ߙ. dereceden	∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaklık ve ߙ. dereceden 

kuvvetli ∆௩௠(݂) −Cèsaro toplanabilme kavramları tanımlanmıştır. Ayrıca bütün ߙ. dereceden  

∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ile bütün ߙ. dereceden kuvvetli  ∆௩௠(݂) − Cèsaro 

toplanabilir dizilerin kümesi arasındaki bağıntılar verilmiştir.  

 Bu bölümde, α > 1 için  ߙ. dereceden  istatistiksel yakınsaklık ve ߙ. dereceden kuvvetli  

Cèsaro toplanabilirlik anlamlı olmadığından (Bak. [50] ) hem ߙ. dereceden	∆௩௠(݂) −istatistiksel 

yakınsaklık hem de ߙ. dereceden kuvvetli ∆௩௠(݂) −Cèsaro toplanabilme kavramlarını tanımlarken 

ߙ  ,sayısı ߙ ∈ (0,1] olacak şekilde bir real alınmıştır. 

 

(ࢌ)࢓࢜∆ Dereceden .ࢻ .2.1 −İstatistiksel Yakınsaklık 

 Bu kısımda sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş ∆௠ fark operatörü 

yardımıyla reel sayı dizileri için ߙ. dereceden 	∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaklık kavramı 

tanımlanarak bazı özellikleri verilmiştir. 

Tanım 2.1.1: 	0 ,ߙ < 	α ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı ve ݂ sınırlı olmayan bir 

modülüs fonksiyonu olsun. Bir ݔ = ߝ  dizisi ve  verilen bir (௞ݔ) > 0 için, 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ = 0 

ise ݔ = (݂)dereceden ∆௩௠.ߙ dizisi bir ݈ sayısına (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır ( ya da ݈ sayısına 

ܵఈ
௙(∆௩௠) −yakınsak) denir. Bu durumda  ܵఈ

௙(∆௩௠) − lim ௞ݔ = ݈ yazılır. ܵఈ
௙(∆௩௠) ile bütün 

(݂)dereceden  ∆௩௠.ߙ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi gösterilir.  ߙ = 1 ise ܵఈ
௙(∆௩௠) yerine 

ܵ௙(∆௩௠) ve ݂(ݔ) = olması halinde ܵఈ ݔ
௙(∆௩௠) yerine ܵఈ(∆௩௠) yazılır.  

 

ߙ  > 1 için, bir dizinin ߙ. dereceden ∆௩௠(݂) −istatistiksel limitin tek olmadığı aşağıdaki 

örnekten açıkça görülebilir. 

 Örnek 2.1.2: ݂, lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu olsun, ݔ =

 dizisi (௞ݔ)

∆௩௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = 2݊
0,			݇ ≠ 2݊     ݊ = 1,2,3, …                   (2.1) 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 1| ≥ (|{ߝ ≤
݂ ቀ݊2ቁ

݂(݊ఈ)
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ve 

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ ≤
݂ ቀ݊2ቁ

݂(݊ఈ)
 

elde edilir.  lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0  olduğundan ߙ > 1 ve her bir ߝ > 0 için 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 1| ≥ (|{ߝ = 0 

ve 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ = 0 

elde edilir. Buradan ݔ = dizisi hem 1 hem de 0 sayılarına ܵఈ (௞ݔ)
௙(∆௩௠) −yakınsaktır ki bu da 

mümkün değildir. 

 Eğer bir ݔ = dizisi ∆௩௠ (௞ݔ) −yakınsak ise bu takdirde sınırlı olmayan bir ݂ modülüsü ve ߙ ∈

(0, 1] için ܵఈ
௙(∆௩௠) −yakınsaktır fakat tersi doğru değildir. Bunu göstermek için ݂(ݔ) =  ௣ݔ

(0 < ݌ ≤ 1) alınsın ve  ݔ =  dizisi (௞ݔ)

∆௩௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = ݊ଶ
0, ݇ ≠ ݊ଶ

						݊ = 1,2,3, …                          (2.2) 

şeklinde tanımlansın. ݔ = ∆௩௠	dizisi	(௞ݔ) −yakınsak değildir, fakat ߙ ∈ ቀଵ
ଶ
, 1] için 

lim
௡→ஶ

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ
݂(݊ఈ)

≤ lim
௡→ஶ

݂(√݊)
݂(݊ఈ)

 

ve buradan ߙ ∈ ቀଵ
ଶ
, 1] için 

lim
௡→ஶ

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ
݂(݊ఈ)

= 0, 

elde edilir. Buradan  ݔ dizisi ܵఈ
௙(∆௩௠) −yakınsaktır. 

Teorem 2.1.3: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ	 ≤ 1 olsun. ݔ = ݕ ve (௞ݔ) =  (௞ݕ)

herhangi iki dizi olmak üzere 

(i) ܵఈ
௙(∆௩௠) − lim	ݔ௞ = ݈ ve ܿ ∈ ℂ ise ܵఈ

௙(∆௩௠) − lim	ܿ ௞ݔ = ݈ܿ dir, 

(ii) ܵఈ
௙(∆௩௠) − lim	ݔ௞ = ݈ଵ ve ܵఈ

௙(∆௩௠) − lim	ݕ௞ = ݈ଶ ise ܵఈ
௙(∆௩௠) − lim	(ݔ௞ +

(௞ݕ = ݈ଵ + ݈ଶ dir. 

İspat: İspat, Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir. 

Teorem 2.1.4:	݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve ߙ ve ߚ parametreleri 0 < ߙ	 ≤ ߚ ≤ 1 olacak 

şeklinde reel sayılar olsunlar. Bu takdirde ܵఈ
௙(∆௩௠) ⊂ ఉܵ

௙(∆௩௠)	kapsaması kesindir. 

İspat: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve ߙ ve ߚ parametreleri 0 < ߙ	 ≤ ߚ ≤ 1 olacak şeklinde reel 

sayılar ve ݔ ∈ ܵఈ
௙(∆௩௠) olsun. Bu takdirde ߙ ≤   için ߚ
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 ଵ
௙൫௡ഁ൯

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ ≤ ଵ
௙(௡ഀ)

݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − 0| ≥  (|{ߝ

 

olup  ݔ ∈ ఉܵ
௙(∆௩௠) dır. 

 Kapsamasının kesinliğini göstermek için ݂(ݔ) = ௣ (0ݔ < ݌ ≤ 1) olsun ve  ݔ =  	(௞ݔ)

dizisi 

∆௩௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = ݊ଷ
0, ݇ ≠ ݊ଷ

						݊ = 1,2,3, …                        (2.3) 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde ߚ ∈ ቀଵ
ଷ
, 1] için ݔ ∈ ఉܵ

௙(∆௩௠), fakat ߙ ∈ (0, ଵ
ଷ
ቃ için ݔ ∉ ܵఈ

௙(∆௩௠) 

dir. 

Aşağıdaki sonuç Teorem 2.1.4 ten kolayca elde edilebilir.  

Sonuç 2.1.5: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Bu takdirde ܵఈ
௙(∆௩௠) ⊂ ܵ௙(∆௩௠) 

kapsaması kesindir. 

Teorem 2.1.6:	݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Bu takdirde 

i) ܵఈ
௙(∆௩௠) ⊂ ܵఈ(∆௩௠), 

ii) ܵఈ
௙(∆௩௠) ⊂ ܵ(∆௩௠)  

kapsamaları kesindir. 

İspat. Kapsama kısımlarının ispatı kolaydır. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için ݂(ݔ) =

log(ݔ + 1) olsun ve (2.2) ile tanımlanan dizi göz önüne alınsın. Bu takdirde	ߙ ∈ ቀଵ
ଶ
, 1] için 

ݔ ∈ ܵఈ(∆௩௠) ve buradan ݔ ∈ ܵ(∆௩௠) fakat ݔ ∉ ܵఈ
௙(∆௩௠) dir. 

 

(ࢌ)࢓࢜∆ Dereceden Kuvvetli .ࢻ .2.2 −Cesàro Toplanabilme 

 Bu kısımda ߙ. dereceden kuvvetli ∆௩௠(݂) −Cesàro toplanabilme kavramı tanımlanmış ve 

bu kavrama ilişkin birkaç bağıntı ispatlanmıştır. 

 Tanım 2.2.1: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ	 ≤ 1	 olsun. 

ఈ,଴ݓ
௙ (∆௩௠) = ൝ݔ ∈ :ݏ lim

௡→ஶ

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞|) = 0
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ఈݓ
௙(∆௩௠) = ൝ݔ ∈ :ݏ lim

௡→ஶ

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|) = ç݅݊݅	݈	ݎܾ݅	ݖܽ	݊݁	0
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠) = ൝ݔ ∈ :ݏ sup

௡

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞|) < ∞
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

 

şeklinde tanımlanır. Eğer ݔ ∈ ఈݓ
௙(∆௩௠) ise ݔ =  dizisi bir ݈ sayısına ݂ modülüs fonksiyonuna (௞ݔ)

göre ߙ. dereceden kuvvetli ∆௩௠(݂) −Cesàro toplanabilirdir (ya da ߙ dereceli kuvvetli 

∆௩௠(݂) −Cesàro toplanabilirdir) denir. Bu durumda ݓఈ
௙(∆௩௠) − lim	ݔ௞ = ݈ yazarız. Bu uzaylar 
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oldukça genel uzaylardır. Gerçekten ݂, ݒ ve ߙ özel seçilerek aşağıda verilen bazı uzaylar elde 

edilir. 

i) ݂(ݔ) = ఈ,଴ݓ ,olması durumunda ݔ
௙ (∆௩௠) yerine ݓఈ,଴(∆௩௠), ݓఈ

௙(∆௩௠) yerine ݓఈ(∆௩௠) ve 

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠) yerine ݓఈ,ஶ(∆௩௠) yazılır. 

ii) ߙ = 1 olması durumunda ݓఈ,଴
௙ (∆௩௠) yerine ݓ଴

௙(∆௩௠), ݓఈ
௙(∆௩௠) yerine ݓ௙(∆௩௠) ve 

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠) yerine ݓஶ

௙ (∆௩௠) yazılır. 

iii) ݂(ݔ) = ߙ ve ݔ = 1 ise, ݓఈ,଴
௙ (∆௩௠) yerine ݓ଴(∆௩௠), ݓఈ

௙(∆௩௠) yerine ݓ(∆௩௠) ve  

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠) yerine ݓஶ(∆௩௠) yazılır. 

iv) Eğer ݒ = (1,1,1, … ) ise, bu takdirde ݓఈ,଴
௙ (∆௩௠) yerine ݓఈ,଴

௙ (∆௠), ݓఈ
௙(∆௩௠) yerine 

ఈݓ
௙(∆௠) ve  ݓఈ,ஶ

௙ (∆௩௠) yerine ݓఈ,ஶ
௙ (∆௠) yazılır. 

Teorem 2.2.2: i) Herhangi bir ݂ modülüsü ve 0 < ߙ	 ≤ 1 şeklindeki ߙ	 sayısı için ݓఈ,଴
௙ (∆௩௠) ⊂

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠), 

        ii) Herhangi bir ݂ modülüsü ve ߙ = 1	için, ݓ௙(∆௩௠) ⊂ ஶݓ
௙ (∆௩௠)  

dir. 

İspat: ii) nin ispatını verelim, i) in ispatı benzer olarak verilir. ݔ ∈  ௙(∆௩௠) olsun. Bu takdirdeݓ

1
݊
෍݂(|∆௩௠ݔ௞|) ≤
௡

௞ୀଵ

1
݊
෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|) +
௡

௞ୀଵ

݂(|݈|)
1
݊
෍1
௡

௞ୀଵ

 

dır.  Buradan  ݔ ∈ ஶݓ
௙ (∆௩௠) elde edilir. 

 

Teorem 2.2.3: Herhangi bir ݂ modülüsü ve ߙ = 1	için, 

i) ݓ(∆௩௠) ⊂  ,௙(∆௩௠)ݓ

ii) ݓ଴(∆௩௠) ⊂ ଴ݓ
௙(∆௩௠), 

iii) ݓஶ(∆௩௠) ⊂ ஶݓ
௙ (∆௩௠)  

dir. 

İspat: Sadece (iii) ün ispatını yapalım, diğerlerinin ispatı da benzerdir. ݔ ∈  ஶ(∆௩௠) olsun, buݓ

takdirde her ݊ ∈ ℕ için 

1
݊
෍|∆௩௠ݔ௞| < ܯ
௡

௞ୀଵ

 

olacak şekilde bir ܯ > 0 sayısı mevcuttur. ߝ > 0	olsun ve 0 < ߜ < 1 şeklinde bir ߜ seçilsin. Bu 

takdirde 0 < ݐ ≤ (ݐ)݂ için ߜ <  dir. Buradan ߝ
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1
݊
෍݂(|∆௩௠ݔ௞|) =
௡

௞ୀଵ

1
݊

෍ ݂(|∆௩௠ݔ௞|) +
௡

|∆ೡ೘௫ೖ|ஸఋ

1
݊

෍ ݂(|∆௩௠ݔ௞|)
௡

|∆ೡ೘௫ೖ|வఋ

 

yazılabilir. Bu durumda 

 ଵ
௡
∑ ݂(|∆௩௠ݔ௞|)|∆ೡ೘௫ೖ|ஸఋ ≤ ଵ

௡
∑ ߝ ≤ ௡ఌ

௡
=  (2.4)                ߝ

dir ve |∆௩௠ݔ௞| > |௞ݔolmak üzere |∆௩௠ [ݐ] nin tam kısmı ݐ olduğundan ve ߜ < |∆௩௠ݔ௞|/ߜ < 1 +

[|∆௩௠ݔ௞|/ߜ] ve modülüs fonksiyonunun tanımı kullanılarak 

݂(|∆௩௠ݔ௞|) ≤ ቆ1 + ቈ
|∆௩௠ݔ௞|
ߜ

቉ቇ݂(1) ≤ 2݂(1)
|∆௩௠ݔ௞|
ߜ

 

yazılabilir ve böylece 

  ଵ
௡
∑ ݂(|∆௩௠ݔ௞|)௡
|∆ೡ೘௫ೖ|வఋ ≤ ଵିߜ(1)2݂ ଵ

௡
∑ |∆௩௠ݔ௞|௡
௞ୀଵ         (2.5) 

dir. (2.4) ve (2.5) ten 

1
݊
෍݂(|∆௩௠ݔ௞|) ≤
௡

௞ୀଵ

ߝ + ଵିߜ(1)2݂
1
݊
෍|∆௩௠ݔ௞|
௡

௞ୀଵ

 

elde edilir. 	Böylece ݔ ∈ ݔ ఈ,ஶ(∆௩௠) olduğundanݓ ∈ ఈ,ஶݓ
௙ (∆௩௠) olur ki bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 2.2.4: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ	 ≤ 1 olsun. Eğer lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ise, bu takdirde ݓఈ

௙(∆௩௠) ⊂

 .ఈ(∆௩௠) dirݓ

İspat. lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ise γ = lim

௧→ஶ

௙(௧)
௧
= inf	{௙(௧)

௧
; ݐ > 0} yazılabilir. γ nın tanımından, her ݐ ≥ 0 

için, ݂(ݐ) ≥ γݐ elde edilir. γ > 0 olduğundan her ݐ ≥ 0 için ݐ ≤ γିଵ݂(ݐ) dir ve böylece 

1
݊ఈ

෍|∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≤
௡

௞ୀଵ

γିଵ
1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|)
௡

௞ୀଵ

 

olup ispat tamamlanır. 

Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4 aşağıdaki sonuç yazılabilir. 

Teorem 2.2.5: lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ herhangi bir modülüs ve ߙ = 1	sayısı için 

௙(∆௩௠)ݓ =  .dir (௩௠∆)ݓ

 

Teorem 2.2.6: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ	 ≤ ߚ ≤ 1 olsun, bu takdirde ݓఈ
௙(∆௩௠) ⊂ ఉݓ

௙(∆௩௠) ve bu 

kapsama kesindir. 

İspat. ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve ߚ ,ߙ parametreleri 0 < ߙ	 ≤ ߚ ≤ 1 olacak şeklinde reel 

sayılar ve ݔ ∈ ఈݓ
௙(∆௩௠) olsun. Bu takdirde ߙ ≤   için ߚ

1
݂(݊ఉ)

෍|∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≤
௡

௞ୀଵ

1
݂(݊ఈ)

෍ ݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|)
௡

௞ୀଵ

 

olup  ݔ ∈ ఉݓ
௙(∆௩௠) dır. 
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 Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için bir ݂ modülüsünü ve (2.2) ile tanımlanan 

diziyi göz önüne alalım. Modülüs fonksiyonunun özelliğinden (݂(0) = 0 durumu kullanılarak ) 

her ݊ ∈ ℕ için 

1
݊ఉ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − 0|)
௡

௞ୀଵ

≤
ଵ݂(1)ିߜ2

݊ఉ
෍|∆௩௠ݔ௞|
௡

௞ୀଵ

≤
݊√ଵ݂(1)ିߜ2

݊ఉ
→ 0, ݊ → ∞	݅݇݁݊ 

elde edilir. Böylece ߚ > ଵ
ଶ
 için ݔ ∈ ఉݓ

௙(∆௩௠)  

ve  

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − 0|) ≥
√݊ − 1
݊ఈ

݂(1) → ∞, ݊ → ∞	݅݇݁݊
௡

௞ୀଵ

 

olup bu da 0 < ߙ < ଵ
ଶ
  için ݔ ∉ ఈݓ

௙(∆௩௠) demektir. 

Teorem 2.2.7: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ	 ≤ 1 olsun, bu takdirde  ݓఈ
௙(∆௩௠) − lim	ݔ௞ = ݈ limiti 

tektir. 

İspat. Kabul edelim ki  ݓఈ
௙(∆௩௠) − lim ௞ݔ = ݈  limiti tek olmasın, yani ݈ଵ ≠ ݈	 olmak üzere 

ఈݓ
௙(∆௩௠) − lim ௞ݔ = ݈ଵ  ve ݓఈ

௙(∆௩௠) − lim ௞ݔ = ݈ olsun. Bu takdirde 

	

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈ଵ|) <
ߝ
2
	

௡

௞ୀଵ

	ve	
1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|) <
ߝ
2
	

௡

௞ୀଵ

 

olacak şekilde ݈ଵ	 ve ݈ sayıları vardır. Buradan  

݂(|݈ − ݈ଵ|) ≤
1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈ଵ|)
௡

௞ୀଵ

+	
1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|) <
ߝ
2
	

௡

௞ୀଵ

+
ߝ
2
=
ߝ
2

 

olup modülüs fonksiyonun (i) ve (iv) özellikleinden |݈ − ݈ଵ| = 0 elde edilir. Böylece ݈ = ݈ଵ dir. 

 

࢓࢜∆ Dereceden Kuvvetli .ࢻ .2.3  −Cesàro Toplanabilme ile ࢻ. Dereceden 

(ࢌ)࢓࢜∆ −İstatistiksel Yakınsaklık Arasındaki Bağıntılar 

 Bu kısımda ݂ modülüs fonksiyonuna göre ߙ.	dereceden kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro 

toplanabilme ile	ߙ.	dereceden	∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaklık arasında birkaç bağıntı verilmiştir. 

 Teorem 2.3.1. 0 < ߙ ≤ ߚ ≤ 1 olacak şekilde ߙ, ݔ sabit reel sayılar, her ߚ ≥ 0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için 

(ݕݔ)݂ ≥ ve lim (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Bu 

durumda eğer bir dizi bir ݈ sayısına bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre ߙ. dereceden kuvvetli 

∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise ݈ sayısına ߚ. dereceden ∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

 İspat. Her ݔ = ߝ ve (௞ݔ) > 0 için modülüs fonksiyonun tanımı kullanılarak 
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෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|) ≥ ݂ ൭෍|∆௩௠ݔ௞ − ݈|
௡

௞ୀଵ

൱
௡

௞ୀଵ
																																																						≥ ݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ|{ߝ

																																																															≥ ݂ܿ(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ)݂(|{ߝ

 

ve ߙ ≤  ,olduğundan ߚ

1
݊ఈ

෍݂(|∆௩௠ݔ௞ − ݈|)
௡

௞ୀଵ

≥
݂ܿ(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ)݂(|{ߝ

݊ఈ

																																							≥
݂ܿ(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ)݂(|{ߝ

݊ఉ

																																																			=
݂ܿ(|{݇ ≤ ݊: |∆௩௠ݔ௞ − ݈| ≥ ൫݊ఉ൯݂(ߝ)݂(|{ߝ

݊ఉ݂(݊ఉ)

 

yazabiliriz. Burada ݊ → ∞ iken limit alınarak ispat tamamlanmış olur. 

  Teorem 2.3.1 den aşağıdaki sonuç kolayca elde edilebilir.  

 Sonuç 2.3.2. 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde ߙ bir reel sayı, her ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥

ve lim (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Eğer bir dizi bir ݈ 

sayısına bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre ߙ.	dereceden kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise ݈ 

sayısına ∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

Sonuç 2.3.3. Her ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥ ve lim (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ 

sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Eğer bir dizi bir ݈ sayısına bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre 

kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ sayısına ∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 2.3.4. lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ bir modülüs ve ߙ ∈ (0,1] olsun. Eğer bir dizi bir ݈ 

sayısına bir ݂ modülüs fonksiyonun göre ߙ. dereceden kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise bu 

takdirde  ߙ. dereceden	∆௩௠ −istatistiksel yakınsaktır. 

 Teorem 2.3.4 kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 2.3.5. lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ bir modülüs fonksiyonu olsun. Eğer bir dizi bir ݈ 

sayısına bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre ߙ. dereceden kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise bu 

takdirde ݈ sayısına ∆௩௠ −istatistiksel yakınsaktır. 

Sonuç 2.3.6. Eğer bir dizi bir ݈ sayısına kuvvetli ∆௩௠ −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ 

sayısına ∆௩௠ −istatistiksel yakınsaktır. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ ࢌ-LACUNARY İSTATİSTİKSEL 
YAKINSAKLIK VE KUVVETLİ ࢌ-LACUNARY  
TOPLANABİLME 

 Bu bölümde sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş ∆௠ fark 

operatörü kullanılarak ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli ∆௙௠ −lacunary 

yakınsaklık kavramı tanımlanmıştır. Ayrıca ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 

ile kuvvetli ∆௙௠ −lacunary yakınsak dizilerin kümesi arasındaki kapsama bağıntıları verilmiştir. 

 

3.1 Genelleştirilmiş Fark Dizilerinin ࢌ −Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığı 

 Tanım 3.1.1: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu olsun. 

Her ߝ > 0 için 

lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ = 0 

ise ݔ = dizisi bir ݈ sayısına  ∆௙௠ (௞ݔ) −lacunary istatistiksel yakınsak ( ya da ݈ sayısına 

ܵ௙(∆ఏ
௠) −yakınsak) denir. Bu durumda, ܵ௙(∆ఏ

௠) − lim ௞ݔ = ݈ yazılabilir. ܵ௙(∆ఏ
௠) ile bütün  

∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi gösterilir. ߠ = (2௥) olması halinde ܵ௙(∆ఏ
௠)		  

yerine ܵ௙(∆௠);  ݂(ݔ) =   ܵ௙(∆ఏ	olması halinde ݔ
௠) yerine ܵ(∆ఏ

௠) ve ayrıca ߠ = (2௥)  ve ݂(ݔ) =

özel durumunda da ܵ௙(∆ఏ ݔ
௠) yerine ܵ(∆௠) yazılır. 

Teorem 3.1.2: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve ݔ = ݕ ve (௞ݔ) =  .herhangi birer dizi olsun (௞ݕ)

Bu takdirde 

i) ܵ௙(∆ఏ
௠) − lim	ݔ௞ = ݈ ve ܿ ∈ ℂ ise ܵ௙(∆ఏ

௠) − lim	ܿ ௞ݔ = ݈ܿ dir, 

ii) ܵ௙(∆ఏ
௠) − lim	ݔ௞ = ݈ଵ ve ܵ௙(∆ఏ

௠) − lim	ݕ௞ = ݈ଶ ise ܵ௙(∆ఏ
௠) − lim	(ݔ௞ + (௞ݕ =

݈ଵ + ݈ଶ dir. 

İspat: İspat, Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir. 

Teorem 3.1.3: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu olsun. 

Bu takdirde her ∆௠ −yakınsak dizisi ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaktır, fakat tersi doğru 

değildir. 

İspat: ݔ = dizisi herhangi bir ∆௠ (௞ݔ) −yakınsak dizi olsun. Bu durumda her ߝ > 0 için {݇ ∈

ℕ: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ ݇}| .kümesi sonludur {ߝ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ |{ߝ =  diyelim. Buna göre ܯ

{݇ ∈ ௥ܫ : |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ {ߝ ⊂ {݇ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥  ve ݂ artan olduğundan {ߝ

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ ≤ ݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ =  (ܯ)݂
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yazılabilir ve böylece 

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ
݂(ℎ௥)

≤
(ܯ)݂
݂(ℎ௥)

 

olur. Her iki tarafın ݎ → ∞ için limiti alınırsa 

lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

݂(|{݇ ∈ ௥ܫ : |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ = 0. 

elde edilir. 

 Kapsamanın kesinliğini göstermek için ݂(ݔ) = ݔ alınsın ve ݔ =  dizisi (௞ݔ)

∆௠ݔ௞ = ൜
1, ݇௥(௝)ିଵ < ݇ ≤ 2݇௥(௝)ିଵ
0, ݀݅ğ݁ݎ	ܽ݀ݎ݈ܽ݉ݑݎݑ݀ ݆	ଓݖܾܽ						 = 1,2,3, … ݅ç݅݊          (3.1) 

şeklinde tanımlansın. Buradan ݔ = dizisi ∆௠ (௞ݔ) −yakınsak değildir, fakat (1.1) ve Lemma 

1.1.30 dan ݔ ∈ ܵ௙(∆ఏ
௠) elde edilir. 

Teorem 3.1.4: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Bu takdirde 

her  ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsak dizi, ∆௠ − lacunary istatistiksel yakınsaktır.  

İspat: ݔ = dizisi ∆௙௠ (௞ݔ) −lacunary istatistiksel yakınsak  olsun. Bu durumda  ݎ଴ ∈ ℕ olmak 

üzere ݎ ≥   ଴ olduğundaݎ
1

݂(ℎ௥)
݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ <

1
݌

 

olacak şekilde bir ݌ ∈ ℕ vardır. ݂	 fonksiyonu alt toplamsal olduğundan limit tanımı göz önüne 

alınırsa 	

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ <
1
݌
݂(ℎ௥) <

1
݌
݂݌ ൬

ℎ௥
݌
൰ = ݂ ൬

ℎ௥
݌
൰ 

elde edilir. ݂ fonksiyonu artan olduğundan  

(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ < ൬
ℎ௥
݌
൰ 

 

olup, ݎ଴ ∈ ℕ olmak üzere ݎ ≥  ଴ olduğundaݎ
1
ℎ௥
(|{݇ ∈ ௥ܫ : |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ <

1
݌

 

dır, yani ݔ dizisi ∆௠ −lacunary istatistiksel yakınsatır. 

Teorem 3.1.5: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun.  lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 

ve lim	inf		ݍ௥ > 1 ise ∆௙௠ − istatistiksel yakınsak bir dizi  ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

İspat: lim	inf ௥ݍ	 > 1  ise yeterince büyük ݎ ler için 	ݍ௥ > 1 + ܽ olacak şekilde bir ܽ > 0 sayısı 

vardır. Buradan  
ℎ௥
݇௥

>
ܽ

1 + ܽ
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yazılabilir. Şimdi ݔ = dizisi ∆௙௠ (௞ݔ) − istatistiksel yakınsak olsun. Bu durumda ߝ > 0 ve 

yeterince büyük ݎ ler için 
1

݂(݇௥)
݂(|{݇ ≤ ݇௥: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ ≥

1
݂(݇௥)

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ

																																							=
݂(ℎ௥)
ℎ௥

݇௥
݂(݇௥)

ℎ௥
݇௥

1
݂(ℎ௥)

݂(|{݇ ∈ ௥ܫ : |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ

																																																			≥
݂(ℎ௥)
ℎ௥

݇௥
݂(݇௥)

ܽ
1 + ܽ

1
݂(ℎ௥)

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ

 

olup ݔ dizisi ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 3.1.6: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun.  lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 

ve lim	sup	ݍ௥ < ∞ ise ∆௙௠ − lacunary istatistiksel yakınsak bir dizi  ∆௙௠ − istatistiksel 

yakınsaktır. 

İspat:lim	sup	ݍ௥ < ∞   ise 	ݍ௥ < ܪ olacak şekilde bir ܪ > 0 sayısı vardır. Şimdi ݔ =  dizisi (௞ݔ)

∆௙௠ − lacunary istatistiksel yakınsak ve lim
௥→ஶ

௙(௛ೝ)
௛ೝ

= ݈ଵ > 0 olsun. Bu durumda her ߝ > 0  için 

ݎ ≥   ଴ olduğundaݎ

݂(ℎ௥)
ℎ௥

< ݈ଵ +  ߝ

olacak şekilde bir ݎ଴ ∈ ℕ  vardır ve böylece    
1

݂(ℎ௥)
݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ <  ߝ

dır.  ௥ܰ = {݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ ߝ olsun. O halde her {ߝ > 0  için ݎ ≥   ଴ olduğundaݎ

݂( ௥ܰ)
݂(ℎ௥)

<  ߝ

dır. ܯ = ݉ܽ݇൛݂( ଵܰ), ݂( ଶܰ), …݂( ௥ܰబ)ൟ olsun ve ݊	sayısı ݇௥ିଵ < ݊ ≤ ݇௥  olacak şekilde seçilsin. 

Bu takdirde  
1

݂(݊)
݂(|{݇ ≤ ݊: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ ≤

1
݂(݇௥ିଵ)

݂(|{݇ ≤ ݇௥ିଵ: |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ 	(|{ߝ
																																															

																																																																	≤ 		
1

݂(݇௥ିଵ)
݂൫൛ ଵܰ + ଶܰ +⋯+ ௥ܰబ + ௥ܰబశభ +⋯+ ௥ܰൟ	൯

 

																																																≤ 		
1

݂(݇௥ିଵ)
൛݂( ଵܰ) + ݂( ଶܰ) +⋯+ ݂൫ ௥ܰబ൯ + ݂൫ ௥ܰబశభ൯ +⋯+ ݂( ௥ܰ)ൟ

																																																	≤ 		
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ 				

1
݂(݇௥ିଵ)

൛݂൫ ௥ܰబశభ൯ + ⋯+ ݂( ௥ܰ)ൟ
 

																																												≤ 	
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ 			

1
݂(݇௥ିଵ)

ቊ
݂൫ℎ௥బశభ൯݂൫ ௥ܰబశభ൯
ℎ௥బశభ݂൫ℎ௥బశభ൯

ℎ௥బశభ +⋯+
݂(ℎ௥)݂( ௥ܰ)
ℎ௥݂(ℎ௥)

ℎ௥ቋ

																																																																		≤ 	
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+			

1
݂(݇௥ିଵ)

൛(݈ଵ + ℎ௥బశభߝ(ߝ +⋯+ (݈ଵ + ℎ௥ൟߝ(ߝ
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																																																															≤ 	
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ 			

(݈ଵ + ߝ(ߝ
݂(݇௥ିଵ)

൛݇௥ − ݇௥బൟ

																																																	≤ 	
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ 			

(݈ଵ + ߝ(ߝ
݂(݇௥ିଵ)

݇௥
 

																																																										= 	
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ ௥ݍ		 	

(݈ଵ + ߝ(ߝ
݂(݇௥ିଵ)/݇௥ିଵ

	

																																																												≤ 				
ܯ଴ݎ

݂(݇௥ିଵ)
+ 	ܪ		

(݈ଵ + ߝ(ߝ
݂(݇௥ିଵ)/݇௥ିଵ

 

olup ݔ dizisi ∆௙௠ − istatistiksel yakınsaktır. 

 

3.2. Genelleştirilmiş Fark Dizilerinin ࢌ −Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığına ve 

Kuvvetli  ࢖ࡺ
  ൯−Toplanabilirliğine  İlişkin Bağıntılar࢓ࣂ∆൫ࢌ

 

Tanım 3.2.1: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi, ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve ݌ bir real 

sayı olsun.  

lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

෍ 		[݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)]௣ = 0
௞∈ூೝ

 

ise ݔ = dizisi bir ݈ sayısına kuvvetli  ௣ܰ (௞ݔ)
௙௙(∆ఏ

௠) −toplanabilirdir denir. Bu durumda 

௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) − lim	ݔ௞ = ݈ yazılabilir. ௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) ile bütün kuvvetli ௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) −toplanabilir dizilerin 

kümesi gösterilir, yani  

	 ௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) = ቐݔ ∈ 	:ݏ lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

	෍ 	[݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)]௣ = 0
௞∈ூೝ

, en	az	bir	݈	sayısı	içinቑ 

dir. Eğer  ߠ = (2௥) ise ௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) yerine ௣ܰ
௙௙(∆௠), ݂(ݔ) = olması durumunda ௣ܰ ݔ

௙௙(∆ఏ
௠) yerine 

௣ܰ(∆ఏ
௠),  ߠ = (2௥)  ve ݂(ݔ) = özel durumunda ise  ௣ܰ ݔ

௙௙(∆ఏ
௠) yerine ௣ܰ(∆௠) yazılabilir. 

Tanım 3.2.2:ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi, ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve ݌ bir real 

sayı olsun.  

lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

෍|∆௠ݔ௞ − ݈|௣ 	 = 0
௞∈ூೝ

 

ise ݔ = dizisi bir ݈ sayısına kuvvetli  ௣ܰ (௞ݔ)
(௙)(∆ఏ

௠) −toplanabilirdir denir. Bu durumda, 

௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠) − lim	ݔ௞ = ݈ yazılabilir. ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠) ile bütün kuvvetli ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠) −toplanabilir dizilerin 

kümesi gösterilir, yani  

	 ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠) = ቐݔ ∈ 	:ݏ lim
௥→ஶ

1
݂(ℎ௥)

	෍|∆௠ݔ௞ − ݈|௣ = 0
௞∈ூೝ

, en	az	bir	݈	sayısı	içinቑ 
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dir. Eğer ߠ = (2௥) ise ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠) yerine ௣ܰ
(௙)(∆௠), ݂(ݔ) = olması durumunda ௣ܰ ݔ

(௙)(∆ఏ
௠) yerine 

௣ܰ(∆ఏ
௠), ߠ = (2௥) ve ݂(ݔ) = özel durumunda ise ௣ܰ ݔ

(௙)(∆௠)	yerine ௣ܰ(∆௠) yazılabilir. 

Tanım 3.2.3: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi, ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve ݌ bir real 

sayı olsun.  

lim
௥→ஶ

1
ℎ௥

෍ 		[݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)]௣ = 0
௞∈ூೝ

 

ise ݔ = dizisi bir ݈ sayısına kuvvetli ௣ܰ (௞ݔ)
௙(∆ఏ

௠) −toplanabilirdir denir. Bu durumda, 

ܰ௙(∆ఏ
௠) − lim	ݔ௞ = ݈ yazılabilir. ௣ܰ

௙(∆ఏ
௠) ile bütün kuvvetli ௣ܰ

௙(∆ఏ
௠) −toplanabilir dizilerin 

kümesi gösterilir, yani  

	 ௣ܰ
௙(∆ఏ

௠) = ቐݔ ∈ 	:ݏ lim
௥→ஶ

1
ℎ௥
	෍ 	[݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)]௣ = 0
௞∈ூೝ

, en	az	bir	݈	sayısı	içinቑ 

 

dir. Eğer  ߠ = (2௥) ise ௣ܰ
௙(∆ఏ

௠) yerine ௣ܰ
௙(∆௠), ݂(ݔ) = olması durumunda ௣ܰ ݔ

௙(∆ఏ
௠) yerine 

௣ܰ(∆ఏ
௠),  ߠ = (2௥)  ve ݂(ݔ) = özel durumunda ise  ௣ܰ ݔ

௙(∆ఏ
௠) yerine ௣ܰ(∆௠) yazılabilir. 

Tanım 3.2.1, Tanım 3.2.2 ve Tanım 3.2.3 de verilen kümeler, herhangi sınırsız bir 

modülüs fonksiyonu için birbirlerinden farklı olup birer vektör uzayıdır. ݂(ݔ) =  olarak ݔ

seçildiğinde bu üç küme ௣ܰ(∆ఏ
௠) kümesine indirgenir. 

Teorem 3.2.4: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. 

 lim	inf	
௧

௙(௧)
௧
> 0 ise ௣ܰ

௙௙(∆ఏ
௠) ⊂ ௣ܰ

(௙)(∆ఏ
௠)	 dir. 

İspat: ݔ ∈ ܰ௙௙(∆ఏ
௠) olsun.  lim	inf	

௧
௙(௧)
௧
> 0 olduğundan ݂(ݐ) > ܯ olacak şekilde bir ݐܯ > 0 

sayısı vardır. Buradan  
1

݂(ℎ௥)
	෍ 	[݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)]௣
௞∈ூೝ

≥
1

݂(ℎ௥)
	෍ ௞ݔ௣|∆௠ܯ − ݈|௣
௞∈ூೝ

																				≥
௣ܯ

݂(ℎ௥)
	෍|∆௠ݔ௞ − ݈|௣
௞∈ூೝ

 

elde edilir, bu ise ݔ ∈ ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠)	 demektir. 

Teorem 3.2.4 te ݂ modülüs fonksiyonun lim	inf
௧

	௙(௧)
௧
> 0 şartının sağlanması esastır, bu 

şart sağlanmadığında ௣ܰ
௙௙(∆ఏ

௠) ⊂ ௣ܰ
(௙)(∆ఏ

௠)	 bağıntısı sağlanmayabilir. 

Teorem 3.2.5: ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun. ௣ܰ(∆ఏ
௠)  uzayı 1 ≤ ݌ < ∞ için 

ఏ∆‖ݔ‖ = ௥݌ݑݏ ቌ
1
ℎ௥

෍|∆௠ݔ௞|௣
௞∈ூೝ

ቍ

ଵ ௣ൗ
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normu ile bir Banach uzayı, 0 < ݌ < 1 için 

ఏభ∆‖ݔ‖ = ௥݌ݑݏ
1
ℎ௥
෍|∆௠ݔ௞|௣
௞∈ூೝ

 

ile bir tam ݌ −normlu uzaydır. 

İspat: Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayı ఏܰ, 1 ≤ ݌ < ∞ için 

ఏ‖ݔ‖ = ௥݌ݑݏ ቌ
1
ℎ௥

෍|ݔ௞|௣
௞∈ூೝ

ቍ

ଵ ௣ൗ

 

normu ile bir Banach uzayı ve 0 < ݌ < 1 için 

ఏభ‖ݔ‖ = ௥݌ݑݏ
1
ℎ௥

෍|ݔ௞|௣
௞∈ூೝ

 

ile bir tam ݌ −normlu uzay olduğundan Teorem 1.1.18 göz önüne alınırsa ௣ܰ(∆ఏ
௠) dizi uzayının 

1 ≤ ݌ < ∞ için ‖ݔ‖∆ఏ normu ile bir Banach uzayı, 0 < ݌ < 1 için ‖ݔ‖∆ఏభ  normu ile bir tam 

݌ −normlu uzay olduğu görülür. 

Teorem 3.2.5 te ߠ = (2௥) alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.6: ௣ܰ(∆௠)  uzayı 1 ≤ ݌ < ∞ için 

∆‖ݔ‖ = ௡݌ݑݏ ൭
1
݊
෍|∆௠ݔ௞|௣
௡

௞ୀଵ

൱

ଵ ௣ൗ

 

normu ile bir Banach uzayı ve 0 < ݌ < 1 için 

భ∆‖ݔ‖ = ௡݌ݑݏ
1
݊
෍|∆௠ݔ௞|௣
௡

௞ୀଵ

 

ile bir tam ݌ −normlu uzaydır. 

Teorem 3.2.7: ݂ bir modülüs fonksiyonu ve ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde 

i) Her ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥ ve lim (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ 

sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Eğer bir dizi bir ݈ sayısına kuvvetli 

௣ܰ
௙(∆ఏ

௠) −toplanabilir ise bu takdirde ݈ sayısına ܵ௙(∆ఏ
௠) −yakınsaktır, fakat tersi doğru 

değildir. 

ii) ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu olsun. Eğer ݔ = dizisi ∆௠ (௞ݔ) −sınırlı ve 

ܵ௙(∆ఏ
௠) −yakınsak ise bu takdirde kuvvetli ௣ܰ

௙(∆ఏ
௠) −toplanabilirdir. 

İspat: i) ݔ = ߝ herhangi bir dizi ve (௞ݔ) > 0 için, modülüs fonksiyonunun tanımı göz önüne 

alınırsa 
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1
ℎ௥
෍ ݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|) ≥

1
ℎ௥
݂ ቌ෍|∆௠ݔ௞ − ݈|

௞∈ூೝ

ቍ
௞∈ூೝ

																																																			≥
1
ℎ௥
݂

⎝

⎜
⎛

෍ |∆௠ݔ௞ − ݈|
௞∈ூೝ

|∆೘௫ೖି௟|ஹఌ ⎠

⎟
⎞

																																																										≥
1
ℎ௥
݂(|{݇ ∈ ௥ܫ : |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ|{ߝ

 

																																																																≥
ܿ
ℎ௥
݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ߝ)݂(|{ߝ

																																																																												≥
ܿ	݂(ℎ௥)
ℎ௥

݂(|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ
݂(ℎ௥)

(ߝ)݂
 

 

elde edilir ki buradan ݔ dizisi kuvvetli  ௣ܰ
௙(∆ఏ

௠) −toplanabilir ve lim
௥→ஶ

௙(௛ೝ)
௛ೝ

> 0 olduğundan 

ܵ௙(∆ఏ
௠) − yakınsaktır. 

ii) Kabul edelim ki ݔ ∈ ℓஶ(∆௠) ve ܵ௙(∆ఏ
௠) − lim ௞ݔ = ݈ olsun. Bu durumda her ݇ ∈ ℕ 

için |∆௠ݔ௞ − ݈| ≤ ܪ olacak şekilde bir ܪ > 0  bulunabilir. ߝ > 0 verilsin, bu takdirde 
1
ℎ௥

෍݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|) =
1
ℎ௥

෍ ݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|) +
1
ℎ௥

෍ ݂(|∆௠ݔ௞ − ݈|)
௞∈ூೝ

|∆೘௫ೖି௟|ழఢ
௞∈ூೝ

|∆೘௫ೖି௟|ஹఢ
௞∈ூೝ

																					≤
1
ℎ௥
|{݇ ∈ :௥ܫ |∆௠ݔ௞ − ݈| ≥ (ܪ)݂|{ߝ +

1
ℎ௥
ℎ௥݂(ߝ)

 

elde edilir 

Sonuç 3.2.8: i) Eğer bir dizi bir ݈ sayısına kuvvetli ܰ(∆ఏ
௠) −toplanabilir ise bu takdirde ݈ sayısına 

ܵ(∆ఏ
௠) −yakınsaktır, fakat tersi doğru değildir. 

ii) Eğer ݔ = dizisi ∆௠ (௞ݔ) −sınırlı ve ܵ(∆ఏ
௠) −yakınsak ise bu takdirde kuvvetli 

ܰ(∆ఏ
௠) −toplanabilirdir. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ ࢌ-İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 
VE KUVVETLİ ࢌ-CESARO TOPLANABİLME 

 Bu bölümde sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş ∆௡௠ 	fark 

operatörü kullanılarak ߙ. dereceden ∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaklık ve ߙ. dereceden kuvvetli 

∆௡௠ 	(݂) −Cesàro toplanabilme kavramı tanımlanmış ve ߙ. dereceden ∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel 

yakınsalık ile ߙ. dereceden kuvvetli ∆௡௠ 	(݂) −Cesàro toplanabilme arasındaki bağıntılar 

verilmiştir. 

Genelleştirilmiş ∆௡௠ 	fark operatörü   ݉, ݊ ∈ ℕ  olmak üzere Tripathy v. d. [34, 35] 

tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

∆௡଴ݔ = ݔ௡ଵ∆ ,(௞ݔ) = ௞ݔ) − ݔ௞ା௡), ∆௡௠ݔ = (∆௡௠ݔ௞) 	= (∆௡௠ିଵݔ௞ − ∆௡௠ିଵݔ௞ାଵ), ∆௡௠ݔ௞ =

∑ (−1)௜ ቀ݉݅ ቁ
௠
௜ୀ଴  . ௞ା௡௜ݔ

Bu bölümde, α > 1 için  ߙ. dereceden  istatistiksel yakınsaklık ve ߙ. dereceden kuvvetli  

Cèsaro toplanabilirlik anlamlı olmadığından (Bak. [50] ) hem	ߙ. dereceden ∆௡௠(݂) −istatistiksel 

yakınsaklık hem de ߙ. dereceden kuvvetli ∆௡௠(݂) −Cèsaro toplanabilme kavramları ߙ sayısı,  ߙ ∈

(0,1] olacak şekilde bir real alınmıştır. 

 

(ࢌ)	࢓࢔∆ Dereceden .ࢻ .4.1 −İstatistiksel Yakınsaklık 

 Bu kısımda sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş  ∆௡௠ 	fark 

operatörü kullanılarak ߙ. dereceden ∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaklık tanımlanmış ve bazı 

özellikleri verilmiştir. 

Tanım 4.1.1: 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde ߙ herhangi bir reel sayı olsun. Her ߝ > 0 için 

lim
௡→ஶ

1
݊ఈ

|{݇ ≤ ݊: |∆௡௠ݔ௞ − ݈| ≥ |{ߝ = 0 

ise ݔ = dereceden ∆௡௠ .ߙ	dizisi ݈ sayısına (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır (ya da ݈ sayısına 

ܵఈ(∆௡௠) −yakınsak) denir. Böylece ܵఈ(∆௡௠) − lim ௞ݔ = ݈ yazılabilir. ܵఈ(∆௡௠) ile bütün ߙ. 

dereceden ∆௡௠ −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi gösterilecektir. 

Tanım 4.1.2: 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde ߙ herhangi bir reel sayı ve ݂ sınırlı olmayan bir modülüs 

fonksiyonu olsun. Her ߝ > 0 için 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇߳ℕ: |∆௡௠ݔ௞ − ݈| ≥ (|{ߝ = 0 

ise ݔ = (݂)dereceden ∆௡௠ .ߙ dizisi ݈ sayısına (௞ݔ) −istatistiksel yakınsaktır (ya da ݈ sayısına 

ܵఈ
௙(∆௡௠) −yakınsak) denir. Bu durumda ܵఈ

௙(∆௡௠) − lim ௞ݔ = ݈ yazılabilir. ܵఈ
௙(∆௡௠) ile bütün ߙ. 

dereceden ܵఈ
௙(∆௡௠) −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi gösterilir. ߙ = 1 olması durumunda 

ܵఈ
௙(∆௡௠) yerine ܵ௙(∆௡௠) yazılır. ݊ = 1 olması durumunda ܵఈ

௙(∆௡௠) yerine ܵ௙(∆௠) yazılır. ߙ. 
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dereceden ∆௡௠(݂) −istatistiksel limit, ߙ > 1 için tek olmayabilir, bu da aşağıdaki örnekte 

gösterilmiştir. 

Örnek 4.1.3: lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu n=1 olsun ve 

ݔ =  dizisi (௞ݔ)

∆௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = 2݊
0,			݇ ≠ 2݊     ݊ = 1,2,3, …          (4.1) 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − 1| ≥ (|{ߝ ≤
݂ ቀ݊2ቁ

݂(݊ఈ)
 

ve  

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ ≤
݂ ቀ݊2ቁ

݂(݊ఈ)
 

 

elde edilir.  

lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olduğundan her ߝ > 0 ve ߙ > 1 için 

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − 1| ≥ (|{ߝ = 0 

ve  

lim
௡→ஶ

1
݂(݊ఈ)

݂(|{݇ ∈ ℕ: |∆௠ݔ௞ − 0| ≥ (|{ߝ = 0 

elde edilir. Böylece bir ݔ = dizisi hem 1 hem de 0 sayılarına ܵఈ (௞ݔ)
௙(∆௡௠) −yakınsaktır ki bu da 

mümkün değildir.  

Eğer bir ݔ = dizisi ∆௡௠ (௞ݔ) −yakınsak ise bu takdirde herhangi bir sınırlı olmayan ݂ 

modülüsü fonksiyonu ve ߙ ∈ (0,1] sayısı için ܵఈ
௙(∆௡௠) −yakınsaktır, fakat tersi doğru değildir. 

Bunun için n=1 , ݂(ݔ) = ௣  (0ݔ < ݌ ≤ 1 ) alınsın ve bir ݔ dizisi 

∆௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = ݊ଶ
0,			݇ ≠ ݊ଶ

     ݊ = 1,2,3, …             (4.2) 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde ∆௡௠ −yakınsak olmadığı halde ߙ ∈ ቀଵ
ଶ
, 1] için ݔ ∈ ܵఈ

௙(∆௡௠) dir.  

Teorem 4.1.4: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. ݔ = ݕ ve (௞ݔ) =  (௞ݕ)

herhangi iki dizi olsun. Bu takdirde 

i) ܵఈ
௙(∆௡௠) − lim	ݔ௞ = ݈ ve ܿ ∈ ℂ ise ܵఈ

௙(∆௡௠) − lim	ܿ ௞ݔ = ݈ܿ dir, 

ii) ܵఈ
௙(∆௡௠) − lim	ݔ௞ = ݈ଵ ve ܵఈ

௙(∆௡௠) − lim	ݕ௞ = ݈ଶ ise ܵఈ
௙(∆௡௠) − lim	(ݔ௞ +

(௞ݕ = ݈ଵ + ݈ଶ dir. 

İspat: İspat Lemma 1.1.6 ve Teorem 1.1.16 dan elde edilir. 
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Teorem 4.1.5: ݂ bir sınırlı olmayan modülüs ve 0 < ߙ ≤ ߚ ≤ 1 şeklinde sabit reel sayılar olsun. 

Bu takdirde ܵఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ఉܵ

௙(∆௡௠) dir ve bu kapsama kesindir. 

İspat: Kapsama kısmının ispatı kolaydır (Bak Teorem 2.1.4). 

 ܵఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ఉܵ

௙(∆௡௠) kapsamasının kesinliğini göstermek için ݊ = 1 ve ݂(ݔ) = ௣ (0ݔ <

݌ ≤ 1) seçelim ve bir ݔ =  dizisini  (௞ݔ)

∆௠ݔ௞ = ൜1, ݇ = ݊ଷ
0, ݇ ≠ ݊ଷ

						݊ = 1,2,3, …                      (4.3) 

Olarak tanımlayalım. ߚ ∈ ቀଵ
ଷ
, 1] için ݔ ∈ ఉܵ

௙(∆௡௠), fakat ߙ ∈ (0, ଵ
ଷ
ቃ için ݔ ∉ ܵఈ

௙(∆௡௠) dir. 

Teorem 4.1.5 ten aşağıdaki sonuç kolayca elde edilebilir. 

Sonuç 4.1.6: ݂ bir sınırlı olmayan modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Bu takdirde ܵఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ܵ௙(∆௡௠) 

dir ve bu kapsama kesindir. 

Teorem 4.1.7: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Bu takdirde 

i) ܵఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ܵఈ(∆௡௠) , 

ii) ܵఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ܵ(∆௡௠)  

kapsamaları kesindir. 

İspat: Kapsama kısımlarının ispatı kolaydır. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için ݊ = 1, 

(ݔ)݂ = log(ݔ + 1) olsun ve (4.2) de tanımlanan dizi göz önüne alınsın. Bu takdirde ߙ ∈ ቀଵ
ଶ
, 1] 

için ݔ ∈ ܵఈ(∆௠) dir ve buradan ݔ ∈ ܵ(∆௠) dir fakat ݔ ∉ ܵఈ
௙(∆௠) dir. 

 

 Cesàro Toplanabilme− (ࢌ)	࢓࢔∆ Dereceden Kuvvetli .ߙ .4.2

Bu kısımda genelleştirilmiş fark dizilerinin ߙ. dereceden kuvvetli ∆௡௠	(݂) 	−Cesàro 

toplanabilme kavramı tanımlanmış ve bu kavrama ilişkin birkaç bağıntı ispatlanmıştır. 

Tanım 4.2.1: ݂ sınırlı olmayan bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. 

ఈ,଴ݓ
௙ (∆௡௠ 	) = ൝ݔ ∈ :ݏ lim

௡→ஶ

1
݊ఈ

෍݂(|∆௡௠ (|௞ݔ	 = 0
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ఈݓ
௙(∆௡௠ 	) = ൝ݔ ∈ :ݏ lim

௡→ஶ

1
݊ఈ

෍݂(|∆௡௠ ௞ݔ	 − ݈|) = ݅ç݅݊	ଓݎଓ݈ܽݕܽݏ	݈	ଓݖܾܽ	0
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௡௠ 	) = ൝ݔ ∈ :ݏ sup

௡

1
݊ఈ

෍݂(|∆௡௠ (|௞ݔ	 < ∞
௡

௞ୀଵ

ൡ ,

 

şeklinde tanımlanır. ݂ ve ߙ  nın bazı özel durumları için aşağıdaki uzaylar elde edilir. 

i) ݂(ݔ) = ఈ,଴ݓ ,durumunda ݔ
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓఈ,଴(∆௡௠ 		) yerine, ݓఈ

௙(∆௡௠ 	) yerine ݓఈ(∆௡௠ 	), 

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓఈ,ஶ(∆௡௠ 	) yazılabilir. 
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ii) ߙ = 1 durumunda, ݓఈ,଴
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓ଴

௙(∆௡௠ 	) yerine, ݓఈ
௙(∆௡௠ 	) yerine ݓ௙(∆௡௠ 	), 

ఈ,ஶݓ
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓஶ

௙ (∆௡௠ 	) yazılabilir. 

iii) ݂(ݔ) = ߙ ve ݔ = 1 özel durumunda, ݓఈ,଴
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓ଴(∆௡௠ 	) yerine, ݓఈ

௙(∆௡௠ 	) 

yerine ݓ(∆௡௠ ఈ,ஶݓ ,(	
௙ (∆௡௠ 	) yerine ݓஶ(∆௡௠ 		) yazılabilir. 

 

Aşağıdaki iki teoremin ispatı Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 ‘e benzerdir, bu yüzden 

bu teoremler ispatsız olarak verilmiştir. 

Teorem 4.2.2: i) Herhangi bir ݂ modülüsü ve 0 < ߙ ≤ 1 için ݓఈ,଴
௙ (∆௡௠ 	) ⊂ ఈ,ஶݓ

௙ (∆௡௠ 	), 

ii)Herhangi bir ݂ modülüsü ve ߙ = 1	için, ݓ௙(∆௡௠ 	) ⊂ ஶݓ
௙ (∆௡௠ 	) dir. 

Teorem 4.2.3: Herhangi bir ݂ modülüsü ve ߙ = 1	için, 

i) ݓ(∆௡௠) ⊂  ,௙(∆௡௠)ݓ

ii) ݓ଴(∆௡௠) ⊂ ଴ݓ
௙(∆௡௠), 

iii) ݓஶ(∆௡௠) ⊂ ஶݓ
௙ (∆௡௠) dir. 

Teorem 4.2.4: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Eğer lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ise, bu takdirde ݓఈ

௙(∆௡௠) ⊂

 .ఈ(∆௡௠) dirݓ

İspat: Teorem 2.2.4 ün ispatı ile benzerdir.  

Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4 aşağıdaki sonucu verir. 

Teorem 4.2.5: ௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ herhangi bir modülüs ve ߙ = 1	olsun. Bu takdirde 

௙(∆௡௠)ݓ =  .elde edilir (௡௠∆)ݓ

Teorem 4.2.6: ݂ bir modülüs ve 0 < ߙ ≤ 1 olsun. Bu takdirde ݓఈ
௙(∆௡௠) ⊂ ఉݓ

௙(∆௡௠) dir ve bu 

kapsama kesindir. 

İspat: İspatın kapsama kısmını göstermek kolaydır (Bak Teorem 2.2.6). 

 Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için (4.2) ile tanımlanan dizi göz önüne alınsın ve n=1 

olsun. Bu durumda her ݊ ∈ ℕ için 

1
݊ఉ

෍݂(|∆௠ݔ௞ − 0|)
௡

௞ୀଵ

≤
√݊
݊ఉ

݂(1) =
1

݊ఉି
ଵ
ଶ
݂(1) → 0, ݊ → ∞	 

elde edilir. Böylece ߚ > ଵ
ଶ
 için ݔ ∈ ఉݓ

௙(∆௠).  

Diğer taraftan 0 < ߙ < ଵ
ଶ
  için 

1
݊ఈ

෍݂(|∆௠ݔ௞ − 0|) ≥
√݊ − 1
݊ఈ

݂(1) → ∞, ݊ → ∞	
௡

௞ୀଵ

 

dır. Bu ise  ݔ ∉ ఈݓ
௙(∆௠) demektir. 
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 Dereceden	.ࢻ Cesàro Toplanabilme ve–(ࢌ)	࢓࢔∆	 Dereceden Kuvvetli	.ࢻ .4.3

 İstatistiksel Yakınsaklık Arasındaki Bağıntılar–	(ࢌ)	࢓࢔∆	

 Bu kısımda ݂ modülüsü yardımıyla ߙ. dereceden kuvvetli	∆௡௠ 	(݂) −Cesàro toplanabilme 

ile ߙ. dereceden		∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaklık arasında birkaç bağıntı verilecektir. 

Teorem 4.3.1: 0 < ߙ ≤ ߚ ≤ 1 olacak şekilde ߙ, sabit reel sayılar, lim ߚ
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ve her ݔ ≥

0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥  .ve olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ

Eğer bir dizi bir ݈ sayısına ߙ. dereceden kuvvetli 	∆௡௠ −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ 

sayısına ߚ. dereceden 	∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

İspat:  Teorem 2.3.1 in ispatına benzerdir.  

 Teorem 4.3.1 den aşağıdaki sonuç kolayca elde edilebilir.  

Sonuç 4.3.2: 0 < ߙ ≤ 1 olacak şekilde ߙ herhangi bir reel sayı ve lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ve her ݔ ≥ 0, ݕ ≥

0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥  olacak şekilde ݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Eğer bir (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ

dizi bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre ߙ. dereceden kuvvetli 	∆௡௠ −Cesàro toplanabilir ise bu ߙ. 

dereceden 	∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

Sonuç 4.3.3: lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 ve her ݔ ≥ 0, ݕ ≥ 0, ܿ > 0 için ݂(ݕݔ) ≥  ve olacak şekilde (ݕ)݂(ݔ)݂ܿ

݂ sınırlı olmayan bir modülüs olsun. Eğer bir dizi bir ݂ modülüs fonksiyonuna göre 

kuvvetli		∆௡௠ −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde		∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 4.3.4:	 lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ bir modülüs ve ߙ ∈ (0,1] olsun. Eğer bir dizi bir ݈ 

sayısına  ߙ. dereceden kuvvetli		∆௡௠ 	(݂) −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ sayısına ߙ. 

dereceden 	∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel yakınsaktır. 

 Teorem 4.3.4 ten aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 4.3.5: lim
௧→ஶ

௙(௧)
௧
> 0 olacak şekilde ݂ bir modülüs fonksiyonu olsun. Eğer bir dizi bir ݈ 

sayısına kuvvetli		∆௡௠ 	(݂) −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ sayısına 	∆௡௠ 	(݂) −istatistiksel 

yakınsaktır. 

Sonuç 4.3.6: Eğer bir dizi bir ݈ sayısına kuvvetli		∆௡௠ −Cesàro toplanabilir ise bu takdirde ݈ 

sayısına 	∆௡௠ −istatistiksel yakınsaktır. 
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5. SONUÇLAR 

Bu tez çalışmasında sınırlı olmayan bir modülüs fonksiyonu ve genelleştirilmiş ∆௠  ( ∆௩௠ 

veya 	∆௡௠)	fark operatörü kullanılarak bazı kavramlar tanıtılıp bu kavramlara ilişkin bazı 

özellikler verilmiştir.  

 Bu kavramlardan ilk olarak  ߙ. dereceden ∆௩௠(݂) −istatistiksel yakınsaklık ve ߙ. 

dereceden kuvvetli ∆௩௠(݂) −Cèsaro toplanabilme kavramları tanıtılmıştır. Bu kavramlar 

arasındaki bağıntılar verilmiş ve elde edilen sonuçlar [39] da verilen çalışma ile literatüre 

kazandırılmıştır.  

 Çalışmada tanıtılan diğer kavramlar ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli 

∆௙௠ −lacunary yakınsaklık kavramlarıdır. Burada ∆௙௠ −lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin 

kümesi ile  kuvvetli ∆௙௠ −lacunary yakınsak dizilerin kümesi arasındaki kapsama bağıntıları 

verilmiştir. Burada elde edilen sonuçlar [32,48] de verilen çalışmalar ile literatüre 

kazandırılmıştır. 

Son olarak 	∆௡௠ fark operatörü yardımıyla  reel sayı dizilerinin ߙ. dereceden 

	∆௡௠(݂) 	−istatistiksel yakınsaklığı ve ߙ. dereceden kuvvetli 	∆௡௠(݂) − Cesàro toplanabilmesi 

kavramları tanımlanmış ve bu kümeler arasındaki bağıntılar verilmiştir. Burada ݊ = 1 için elde 

edilen sonuçlar, [49] de verilen çalışma ile literatüre kazandırılmıştır. 
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