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OZET

Bu tez ¢alismasinda bir operatdrle iiretilen sira idealin 6zellikleri incelendi. Ik
olarak, iirettigi ideali cebir olan operatdrler betimlendi ve bu operatorlerle
merkez operatorler arasindaki iligki tartigildi. Uygun kosullar altinda iirettigi
ideali cebir olan operatdrler ile merkez operatorlerin ayni oldugu goriildii. Bir
pozitif operatdr tarafindan iiretilen idealle degismeli olan operatdrler uzaymin
sira Ozellikleri incelendi. Bu uzaymn uygun kosullar altinda Ort(E)’nin Riesz
alt uzay1 oldugu gosterildi. Son olarak, E ve F Riesz uzaylart olmak iizere,
T:E—F pozitif operatoriiyle sinirli pozitif operatérler i¢in bilinen yerel
yaklagim sonuglari E ve F {izerindeki kabuller zayiflatilarak elde edildi.
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1. GIRIS

E, Riesz cebirinde halka yapis1 ve sirali yapidan kaynaklanan iki tiir ideal
bulunmaktadir. Bdylece dogal soru, hangi kogullar altinda her r-ideal,
idealdir? Benzer gsekilde, hangi kosullar altinda her ideal, r-idealdir? Bu

sorular [2] iginde incelenmig ve birimli Arsimedyan f-cebri igin, idealler
arasindaki iligkiler elde edilmistir. &£,(E) bileske islemine gére cebir yapisina

sahip olmasina karsin genelde Riesz uzayr degildir. Boliim 3’de bir pozitif

operatorle £,(E) iginde iiretilen idealin hangi kosullar altinda cebir oldugu
sorgulanmustir. Genel kosullar altinda Ar’nin cebir olmasi1 betimlenmistir.
Merkezdeki operatorle iiretilen ideal cebir olmasina kargin iirettigi ideali cebir
olan ancak merkezde olmayan operatorler bulunmaktadir. Boylece, merkez
operatorler ile iirettigi ideali cebir olan operatdrler arasindaki iligkiler
incelenmistir. T {iizerinde kimi kosullarda, iirettigi ideali cebir olan
operatdrlerin kiimesi ile merkez operatorlerin gakistif1 gosterilmigtir. Benzer
inceleme, irettigi bandi cebir olan operatorler ile ortomorfizmalar igin
yapilmagtir.

Boliim 3’de incelenen yapilar arasindaki iligki, uygun E Riesz uzaylan
icin, Z(E).~=Orth(E) olmas1 gercegine dayanmaktadir. Dedekind tam Riesz
uzaylan igin bilinen bu esitlik, Alpay $. ve Turan B. tarafindan topolojik dolu
merkeze sahip uzaylara tagmmugtir [S]. Boliim 4’de pozitif bir T operatorii
tarafindan iiretilen idealle degismeli olan operatérler uzayinin, sira 6zellikleri
incelenmistir. Uygun kosullar altinda (At).’nin Orth(E)’nin yerel diizgiin tam
birimsel f-altcebri oldugu elde edilmistir.

E ve F Riesz uzaylann F Dedekind tam, T:E—F pozitif operator olsun. E
esas projeksiyon ozelligine sahipken T’nin bilesenlerinin sirali projeksiyonlar
kullanilarak betimlenebildigi [8] i¢inde godsterildi. Daha sonra T ile smirl,
pozitif operatore, Q ve P sirali projeksiyonlar olmak iizere QTP bigimindeki

operatorlerin dogrusal bilesimleriyle yaklagilabilindigi goriildii. Yeterli sayida



sirali projeksiyona sahip olmayan uzaylarda bu teknik uygulanamayacagindan,
E iizerindeki kabul kaldirilamiyordu. Bu durum, ortomorfizmalar yoniinden
zengin Banach orgiileri i¢in incelendi [9]. Buna goére T ile smirh pozitif
operatsre L ve M ortomorfizmalar olmak tizere LTM bigimindeki
operatorlerin dogrusal bilesimleriyle yaklagilabilindi.

Banach orgiileri lizerindeki pozitif operatorlerin, sinirlanabilme
problemine katki saglayacag: disiincesiyle £,(E,F)’nin merkezi incelendi
[10]. Bunun sebebi, 0<S<T iken 0<a<I, n(T)=S olacak sekilde ne Z(L,(E,F))
olmasidir.

Béliim 5’de E ve F uzaylan tizerindeki kabuller zayiflatilarak, [9] ve [10]

igindeki yerel yaklagim sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR

Bu béliimde caligma boyunca kullanilan temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmigtir.
2.1. Pozitif Operatirlerin Sirali Yapisi

Tanim 2.1.1:  E gergel vektor uzay: “<” siralama bagintisiyla donatilsin.
i) Herze Eicinx<yiken x+z<y+z
ii) Her a>0i¢in x <y iken ax < ay

saglamyorsa E’ye sirali vektor uzay: denir.

x 2 0 ozelligini saglayan E sirali vekt6r uzayinin x elemanma pozitif denir.

E’nin biitiin pozitif elemanlarinin kiimesi E, ile gosterilir.

Calisma boyunca, vektor uzaylar arasindaki T:E—F dogrusal doniisiimil,

operator olarak adlandirilmigtir.

Tanim 2.1.2 : E ve F siral1 vektor uzaylari, T:E—F bir operator olsun. Eger
her x € E, icin Tx € F, oluyorsa, T’ye pozitif operator denir ve T > 0 (veya 0

<T) ile gosterilir.
Tanim 2.1.3:  E siral1 vektor uzay1 olmak iizere, her x, y € E i¢in
sup {x,y} € E ve inf {x,y} € E oluyorsa, E’ye Riesz uzay1 denir. Asagidaki

gosterimler kullanilir,

xvy:=sup {x,y} ve xay:=inf{x,y}



Riesz uzaylarinin tipik 6rnekleri fonksiyon uzaylar1 arasinda yer almaktadir.
Bir X kiimesi iizerinde tanimli gergel degerli fonksiyonlarin vektér uzayr E

olmak iizere her f, g € E i¢in,

fvg (x) : = max {f(x), g(x)}
fAg (x) : = min {f(x), g(x)}
E ye ait fonksiyonlardir. A¢iktir ki her E noktasal siralama ile Riesz uzayidir.

Ornek 2.1.4:

a) IRX, X kiimesi iizerindeki biitiin gergel degerli fonksiyonlar,

b) C(X), X topolojik uzayr iizerindeki biitiin gercel degerli siirekli
fonksiyonlar,

c) Cy(X), X topolojik uzayr iizerindeki biitiin gercel degerli siirekli, sinirh
fonksiyonlar, . 4

d) £, (X), X kiimesi {izerindeki biitiin sinirl1 gergel degerli fonksiyonlar,

e) & (1sp<wo), ilxn| P < o0 olan biitiin gergel diziler,
n=] .

f) L, W) (0<p<w), (X, X,u) olgiim uzayr olmak iizere X ilizerindeki biitiin,
gergel degerli, n olgiilebilir ve j|f |p d u < o 6zelligine sahip fonksiyonlar,
X

g) Lo (W) ,X iizerindeki biitiin gergel degerli p olciilebilir ve hemen her
yerde siurh fonksiyonlar,
L, (W) (O<p<co) iizerindeki siralamaya goére f < g olmasinin anlami hemen her

x i¢in f(x) < g(x) olmasidir.

E Riesz uzay: igindeki herhangi bir x igin, X’in pozitif kismi, x’in negatif
kismi, x’in mutlak degeri sirasiyla agagidaki gibi tanimlanir;

x":=xv0 ; X :=(-x)vO0; |x:=(-x)vx



E Riesz uzayinda herhangi bir x 6gesi, x=x'- X olarak yazilabilir. E Riesz
uzay1 i¢inde |x|Aly|=0 6zelligine sahip x ve y 6gelerine diktir denir ve x Ly ile
gosterilir. A, E Riesz uzayinin bostan farkli altkiimesi olmak tizere

A%={xeE: x.Lly heryeA icin } kiimesine A’mmn dik tiimleyeni denir.

Tanim 2.1.5.:  E Riesz uzay: i¢inde bir {X,} ag1 i¢in, a<p iken xp<x, 6zelligi
saglaniyorsa {X,} ag1 azalandir denir ve X,V ile gosterilir. Eger {x,} azalan ve

inf {X,} = X ise X, ¥x olarak gosterilir. x,T ve x,Tx benzer bigimde tanimlanr.

E Riesz uzayinda her xeE, igin lx d 0 ozelligi saglaniyorsa E ye
n

Arsimedyan Riesz uzay1 denir.

Bu ¢ahisma boyunca alnan Riesz uzaylan Arsimedyan olarak kabul

edilmistir.

Tanim 2.1.6:  E siral1 vektor uzaymin x <y ozelligine sahip x ve y 6geleri
icin [x,y] = {z<E : x<z<y} kiimesine siral1 aralik denir. Eger E’nin A alt

kiimesi bir sirali araligin iginde kaliyorsa A ya sira smirli kiime denir.

E ve F sirali vektér uzaylar1 olmak tizere T:E-—-F dogrusal doéniisiimii igin
E’nin sira sinirh kiimelerinin goriintiisii F nin sira siirh kiimeleri oluyorsa,

T’ye sira sinirli operatér denir ve E den F ye biitiin sira sinirlt operatorlerin

vektor uzayr Ly(E,F) ile gosterilir. Ly(E,F) iizerindeki siralamaya gore T<S

olmasimin anlami S-T>0 olmasidir. Béylece X£,(E,F) sirali vektor uzayidir.

E ve F Riesz uzayi iken L,(E,F) genelde Riesz uzay1 olmayabilir.



Tanim 2.1.7:

E Riesz uzaymin bogtan farkli her {iistten sinirli alt kiimesi, E iginde
supremuma sahipse E’ ye Dedekind tam Riesz uzayi denir.
Eger sayilabilir ve Uistten sinirli her alt kiimesi E iginde supremuma sahipse

E’ ye o-Dedekind tam Riesz uzay1 denir.

Onerme 2.1.8: E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ise, £,(E,F) , Dedekind

tam Riesz uzayidir.

Her S,T € £, (E,F) ve x €E, igin
SvT (x)=sup{Sy+Tz: y,zeE,, y+z=x }
SAT (x) = inf{ Sy+Tz: y,zeE,, y+z=x }

esitlikleri saglanir.

Ayrica, £y(E,F) icinde T, 0 olmasi her xe E, igin Tox40 olmasina denktir.
Kanit : [1], Onerme 1.13

E Riesz uzaymnin G alt vektdr uzayi, E’nin kafes operasyonlarina gore

kapaliysa; yani her x, y €G i¢in E iginde alinan xvy, G’nin 6gesiyse G’ ye

E’nin Riesz altuzay: denir.

Onerme 2.1.9: E ve F Riesz uzaylar1t F Dedekind tam, T:E—F pozitif

operator olsun. G , E’nin Riesz alt uzayr ve S:G—F, her xeG; igin
0 < Sx < Tx esitsizligi saglansin. O zaman S, E den F’ye £(E,F) iginde

0 < S < T esitsizligini saglayan pozitif operattre genigletebilir.



Kanit : {1], Onerme 2.2.

Tanim 2.1.10: E swrali vektor uzayi, F, E’nin alt vektor uzay1 olsun. Eger xe F
ve 0 <y < x esitsizligini saglayan her ye E igin ye F oluyorsa F’ye sirali ideal

denir. Pozitif iiretecli sira ideale, ideal denir.
Riesz uzaylan igin yukaridaki tanim kisaltilabilir. Yani, A, E Riesz uzayinin
alt vektor uzay1 olmak iizere xe A ve 0< |y| < |x] esitsizligini saglayan her ye E

icin ye A oluyorsa A’ya ideal denir.

Tanmm 2.1.11: {x,} E Riesz uzay: iginde bir ag ve x€ E olsun. Her o i¢in

Xy — x\ <Yo» Yol 0 olacak sekilde {y,} ag1 varsa x,, x’e sirali yakinsaktir denir

ve Xq———> X olarak gosterilir.

B, E Riesz uzaymn altkiimesi ve {X4}cB olsun. x,—>x iken x€B

oluyorsa B’ye sirali kapalidir denir.
Sira kapali ideale band denir.

Tanim 2.1.12.: E Riesz uzayi ve e > 0 olsun.

i) Eger e ile iiretilen esas ideal I, E’ye esit, yani her xe€ E i¢in [x] < A e olacak
sekilde A pozitif sayis1 varsa e’ye sirali birim denir.

ii) Eger e ile iiretilen esas band B,, E’ye esit, yani her xe E, i¢in {xAne},Tx,
ise e’ye zayif sira birim denir.

iii) Eger e ile iiretilen esas ideal I, e ile iretilen alt vektdr uzayina esit, yani

I={ Ae: A e IR}, ise e’ye diskret eleman denir.

iv) Eger x, y €[0,e] ve xAy=0 iken x=0 veya y=0 oluyorsa e’ye atom denir.



Arsimedyan Riesz uzaymda pozitif bir 6genin atom olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul diskret eleman olmasidir. [18], Onerme 26.4.

Tanim 2.1.13: E ve F Riesz uzaylar1 T:E—F bir operattr olsun.

i) Eger E i¢inde x,—>—0 iken F i¢inde Tx,—0 oluyorsa T’ye sira

siirekli operattr denir.

ii) Eger E iginde x,——0iken F iginde Tx,——> 0oluyorsa T’ye dizisel

stra siirekli operator denir.

L, (E.F):= {Te L(E,F) : T sira siirekli}

L. (E.F):= {Te Ly(E,F) : T dizisel stra siirekli}

olarak tamimlanmir. £, (E,F) ve L. (E,F), £, (E,F)’nin alt vektor uzaylandir,
Ustelik £, (E.F) ¢ £.(E,F) dir. F Dedekind tam oldugunda £, (E,F) ve

L. (E,F), £, (EF) iginde banddir. [1], Onerme 4.4.

E ve F Riesz uzaylar, F Dedekind tam olsun. Te £, (E,F) i¢in T’nin sifir

ideali Ny:={xe E:|T| |x|=0} olarak tamimlanir. Ger¢ekten Nt , E i¢inde idealdir.

Tanim 2.1.14: E Riesz uzayi, {x,} dizisi ve xe E verilsin.

i) ue E, olmak iizere, her € > 0 i¢in N < n,m iken | X, - X, | < €u olacak sekilde
N dogal sayis1 bulunabilirse, {x,} dizisine u-diizgiin Cauchy dizisi denir.
ii) ve E, olmak iizere, her € > 0 icin N<n,m iken | X, - X | < €v olacak sekilde N

dogal sayis1 bulunabilirse, {x,} dizisi x’e v-diizgiin yakinsaktir denir.



iii) E ‘nin, bir ueE, icin u-diizgiin Cauchy ( u-diizgiin yakinsak ) dizisine,
yerel diizgiin Cauchy ( yerel diizgiin yakinsak ) dizisi denir.

iv) E Riesz uzaymnda her yerel diizgiin Cauchy dizisi yerel diizgiin yakinsak
oluyorsa E’ye yerel diizgiin tam denir.

2.2. f-Cebirleri ve Ortomorfizmalar

Tanim 2.2.1:

i) B, E Riesz uzay iginde band olmak iizere E=EB®B® ise B’ye projeksiyon
band denir.

ii) B, E Riesz uzay iginde projeksiyon band1 olmak iizere her xe E i¢in;
x€B, x,eBY, x=x;+x, olacak sekilde bir tek ayrisim vardir. Pg:E—E,
Pg(x)=x, biciminde tanimlanan operatore sirali projeksiyon denir.

iii) E Riesz uzayinin her x 6gesiyle liretilen esas band, projeksiyon band ise E

ye esas projeksiyon 6zelligine sahiptir denir.

E Riesz uzayi, P:E—E bir operator olsun. P’nin sirali projeksiyon olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul P’=P ve 0<P<I dir. [1], Onerme 3.10.

Tanim 2.2.2: E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ve S, T:E—F pozitif
operatorler olsun. SA(T-S)=0 oluyorsa S’ye T’nin bileseni denir.

Ozellikle, F iizerinde Q, E fizerinde P, sirali projeksiyonlar olmak iizere QTP,
T’nin bilesenidir. QTP bi¢imindeki bilesene T’nin ilkel bilegeni denir.

YlQiTPi bigimindeki bilesene, T nin basit bileseni denir.

Tanim 2.2.3: E ve F Riesz uzaylan, T:E—F operator olsun. Her x, ye E

i¢cin T(xvy) = Tx v Ty oluyorsa T’ye Riesz homomorfizmasi denir.
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T:E—F, bire-bir ve 6rten operator olsun T nin Riesz izomorfizmasi olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul T ve T in pozitif operatdr olmasidir.[1],0nerme 7.3

Tanmm 2.2.4: E ve F Riesz uzaylari, T:E5F bir operator olsun T pozitif

operatdr ve her xe E, icin T[0,x] = [0,Tx] oluyorsa T’ye aralik koruyan

operatdr denir.

Tanim 2.2.5: E Riesz uzayi, T:E—E operator olsun E’nin her B bandi i¢in

T(B)cB oluyorsa T ye band koruyan operator denir.

Band koruyan, sira smirli operatdre ortomorfizma denir ve E nin biitiin

ortomorfizmalarinin kiimesi Ort(E) ile gosterilir.

E, Arsimedyan Riesz uzay1 Te L,(E) iken Te Ort(E) olmas: igin gerekli ve
yeterli kosul x L y iken Tx L y olmasidir. [1], Onerme 8.2.

Ly(E) icinde birim operator ile iiretilen esas ideale E’nin merkezi denir ve

Z(E) ile gosterilir. Buna gore, Z(E)={Se L£,(E): -AI < S< Al} ve Z(E) cOrt(E)
dir.

Onerme 2.2.6: E Arsimedyan Riesz uzayr ise Ort(E), Arsimedyan Riesz

uzayidir. S,Te Ort(E) ve her xe E, i¢in,

(SVT)(x) = SxvTx ; (SAT)x=SxATx dir.

Kanit : [1], Onerme 8.9.
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Onerme 2.2.7: Arsimedyan Riesz uzay1 iizerinde her ortomorfizma sira

siireklidir.

Kanit: [1], Onerme 8.10.

Onerme 2.2.8: E Dedekind tam Riesz uzayi, By, birim ile tiretilen band ise
B=0rt(E) dir.

Kanit : [1], Onerme 8.11.

Onerme 2.2.9: G, E Dedekind tam Riesz uzaymin Riesz altuzay1 ve T:G—E,

her xe G, igin 0 < Tx < x egitsizlifini saglasin. O zaman T, E {izerinde bir

pozitif ortomorfizmaya genisler.

Ozellikle, E Dedekind tam, x€ E, ve 0< lyl <x ise -1 < T < I, Tx=y olacak
sekilde Te Ort(E) vardur.

Kanit : [1], Onerme 8.15.

Onerme 2.2.10.: E, F Riesz uzaylari, F Dedekind tam T:E—F pozitif

operator olsun. Asagidakiler denktir :
i) T Riesz homomorfizmasidir.
ii) Her S:E—F, 0 <S< T icin nT=S, 0 <n<1 olacak sekilde e Ort(F) vardir.

Kanit: [1], Onerme 8.16.

Tanim 2.2.11.: E Riesz uzay birlesmeli cebir olsun. Eger her x,ye E, i¢in

xye E, oluyorsa E’ye Riesz cebiri denir.
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E Riesz cebiri olmak tizere XxAy=0 ve her ze E, i¢cin zxAy=xzAy=0 oluyorsa

E’ye f-cebiri denir.

Onerme 2.2.12: E Arsimedyan Riesz uzayi olsun. Ort(E) bileske iglemine gore
birimli f-cebiridir.

Kanit : [14], Onerme 140.9.

Her hangi bir Argimedyan f-cebiri degigmelidir. [14], Onerme 140.10.

Onerme 2.2.13:  E birimli, Arsimedyan f-cebiri olsun. Eger me Ort(E) ise

her xE i¢in (x)=px olacak sekilde pe E vardir. Tersine her pe E i¢in
7: E->E; x—px ile tanimlanirsa te Ort(E) dir.

7’nin pozitif ortomorfizma olmasi igin gerekli ve yeterli kosul 7 ile uyusan p

elemaninin pozitif olmasidir.

nie Z(E) olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul E iginde birim ile iiretilen ideal I,

olmak iizere, pe I dir.

Kanit : [14], Onerme 141.1.

Onerme 2.2.14:  E, f-cebiri olsun. Asagidaki ozellikler saglanir.

i) Herx,ye Eicgin|xy|=|x]|| y | dir. Ustelik, (xy)" =x'y" +xy ve
xy) =x"y +xy" dir.

ii) Her x,y,zeE icgin xly ise xzly ve zxly dir. Boylece E igindeki dik
tiimleyen iki-yanlt halka idealdir.
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iii) Eger E icinde x Ly ise xy=0 dir. Ozellikle, x'x = xx" =0 dur.
iv) Her xeE i¢in x*20 ve xx* = x*x = (x*)?> > 0 dur.
Kanit : [14], Onerme 142.1.

E birimli Argimedyan f-cebiri ise e=e>> 0 oldugundan birim pozitif elemandur.

Ustelik xAe=0 ise x=xAx=exAx=0 oldugundan e, E’nin zayif sira birimidir.

Tanim 2.2.15 : E Riesz cebri olsun.
i) n bir dogal say1 olmak iizere, E i¢inde x"=0 iken x=0 oluyorsa E’ye
yanasaldir denir.

ii) I, E’nin altvektor uzay: ve iki-yanl halka ideal ise I’ya r-ideal denir.

E Riesz cebrinin yariasal olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x*=0 iken x=0

olmasidir.

E yanasal f-cebri olsun. O zaman xly olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

xy=0 olmasidir. [14], Onerme 142.3.
E birimli Arsimedyan f-cebiri ise E yarasaldir. [14], Onerme 142.5.
E Arsimedyan yariasal f-cebri x,ye E,, x> <yx ise x<y dir. [2], On6nerme 12.3.

Onerme 2.2.16 : E Arsimedyan Riesz uzay1 ve € > 0 olsun. O zaman birimi e

olacak sekilde E’yi birimli f-cebiri yapan en fazla bir ¢arpma vardir.

Kanit : [1], Onerme 8.23.
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E ve F Arsimedyan yariasal f-cebirleri ve T:E—F cebir homomorfizmasi ise T
dikligi korur, yani E iginde xly iken F icinde Tx.lTy dir. Pozitif, dikligi
koruyan operatorler Riesz homomorfizmast oldugu i¢in T:E—F cebir

homomorfizmasinin, Riesz homomorfizmasi1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul T’nin pozitif olmasidir.

Onerme 2.2.17 : E ve F Arsimedyan yariasal f-cebirleri ve ek olarak E yerel

diizgiin tam olsun. O zaman T:E—F cebir homomorfizmas: ise T Riesz
homomorfizmasidir.

Kanit: [16], Onerme 5.1.

Onerme 2.2.18 : E ve F birimli Arsimedyan f-cebirleri E’nin birimi e, F’nin

birimi e’ olsun. T:E—F pozitif operatér ve T(e) = € olsun. T’nin cebir

homomorfizmasi olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T’nin Riesz

homomorfizmasi olmasidir.
Kanit:[16], Sonug 5.5.

Onerme 2.2.19 : X herhangi bir topolojik uzay, L, C(X)’in yerel diizgiin kapali

altcebiri olsun. O zaman L, C(X)’in Riesz alt uzayidur.

Kanit : [16], Onerme 6.3.

Ornek 2.2.20:

(1) C(R), Arsimedyan f-cebridir. C(IR) ic¢inde g(x)=x fonksiyonu ile tiretilen
ideal I olsun. Yani, I={fe C(IR): 0< £ l <Al gl } olsun. g2 ¢ 1 dir. Boylece I,
C(IR) iginde cebir degil, dolayisiyla r-ideal degildir.
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(i) C[0,1] icinde her xe [0,1] i¢in g(x)=x olsun. R={f.g: feC[0,1]} ile
tanimlanirsa, R C[0,1] iginde r-idealdir. Eger 0<x<1 i¢in h(x)=x |sinl | ve
X
h(0)=0 ise 0<h<g olmasma karsin hg R dir. Béylece R ideal degildir. Bu
durum, 1(g)=h olacak sekilde bir e Ort(C[0,1]) bulunamadigin1 gosterir. Bu

ise, C[0,1]’in, daha sonra tanimlanacak olan, zengin merkeze sahip olma

0zelligini, saglamadigin1 gbsterir.

Onerme 2.2.21 : E birimli Arsimedyan f-cebri olsun. Asagidakiler denktir;
i) E icinde her r-ideal, idealdir.

ii) E icinde O<u<v ise wv=u olacak sekilde we E, vardir.
Kanit : [2], Onerme 17.5.

Onerme 2.2.22 : E birimli Argimedyan f-cebri olsun. Asagidakiler denktir;

i) Eicinde her ideal, r-idealdir.

ii) E’nin birimi sira birimdir.
Kanit : [2], G6zlem, 17.18.

Onerme 2.2.23 : E Dedekind tam Riesz uzay1 ve 0S¥ <P, ®ecE; olsun.

¥ =® m, olacak sekilde E tizerinde 7, pozitif ortomorfizmasi vardir.

Kanit : [14], Onerme 145.1.

2.3 Banach Orgiileri

Bu calisma boyunca E Riesz uzaymin sira duali E~ nin E’nin noktalarmi

ayirdigi kabul edilmistir.
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Tanim 2.3.1 : p, E Riesz uzay: iizerinde yarinorm olmak iizere | x | <]y | iken
p(x)<p(y) oluyorsa p’ye Riesz yarmormu, ek olarak p norm ise p’ye Riesz
normu denir ve bu durumda (E,||,||) uzaymna normlu Riesz uzay: denir. Norma

gore tam olan normlu Riesz uzayina Banach orgiisii denir.

Tanim 2.3.2 : E Banach orgiisii iizerindeki norm M-norm ise, yani E iginde

xAy=0 iken ,)|xvy|| =max{||x]|,|[yl|} oluyorsa E’ye AM-uzay denir.

Onerme 2.3.3. : E Riesz uzay: yerel diizgiin tam ve x€E olsun. x ile E icinde

iiretilen ideal I, her ye I igin |lyl|.. =inf{A >0 : |y|<A|x] } normuna gore birimli

AM-uzaydir. I, lizerindeki bu norma sira birim norm denir.

Ozellikle , her Banach orgiisii yerel diizgiin tam oldugundan, E Banach

orgiisii, x€ E i¢in I, birimli AM-uzaydir.
Kamt [13], Onerme 1.2.13. ve [1], Onerme 12.20.

Bir Riesz uzayint Banach orgiisii yapan biitiin normlar denktir.[1], Sonug 12.4.

Bdylece E Banach orgiisii sira birime sahipse, tekrar normlandirilarak AM-
uzay olur. Bagka bir deyisle bir Banach orgiisiiniin, birimli AM-uzay olmasi,
tizerindeki normun sira birim norm oldugunu gésterir.

Onerme 2.3.4 : E bir Banach &rgiisii olsun. E’nin birimli AM-uzay olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul bir tek (homeomorfik olarak) K kompakt Hausdorff

icin C(K) uzayimna Riesz izometrik olmasidir.

Ozellikle, E’nin AM-uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul C(K)’mn kapal

bir altuzayina Riesz izometrik olmasidir.

Kanit : [1], Onerme 12.28.
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E birimli AM-uzay birimi e olsun. Onerme 2.2.16 dan birimi e olacak sekilde
E’yi birimli f-cebiri yapan en fazla bir ¢arpma vardir. Diger taraftan, Onerme
2.3.4’den bir tek kompakt Hausdorff uzay1 K ve boylece m:E—C(K), n(e)=1
olacak gekilde m Grten, Riesz izometrisi vardir. (Burada 1, K tizerindeki sabit
bir fonksiyonu). C(K) birimi 1 olan f-cebri oldugundan E’de an‘l(n(x) ni(y))

ile taniml1 garpmaya gore ¢arpimsal birimi e olan f-cebiridir.

Boylece, E birimli AM-uzay, birimi e ise ¢arpimsal birimi e olan f-cebir
yapisina sahiptir ve her x€E igin E iizerinde, M(x)=xy ile ¢arpim operatorii

tanimlanir. Ustelik M, E’nin ortomorfizmastdir.

Boylece E Banach orgiisti, X E i¢in I, sira birim norma gore birimi [x| olan
AM-uzay oldugundan I, bol miktarda ¢arpim operatoriine sahiptir. Baska bir
deyisle her Banach orgiisii asagidaki “yerel” davraniga sahiptir:

Her esas ideal {izerinde bol miktarda ¢arpim operatorii vardir.

Onerme 2.3.5 : E Banach &rgiisii, 0 < ue E ve T:I,~I, ¢arpim operatorii olsun.

Asagidakiler saglanir;
(i) Eilel, lizerine indirgenen norma gore T siireklidir.
(ii) Eger E o-Dedekind tamsa, T E iizerinde bir ortomorfizmaya genisler.T

pozitifken genigleme de pozitiftir.

Kanit : [1], Onénerme 15.6.

Tanim 2.3.5:
(i) E Riesz uzayr olmak lizere her x€E, i¢in 0<y<x iken 7(x)=y olacak
sekilde e Z(E), varsa E’ye zengin merkeze sahiptir denir.

Eger gerekirse, Al operatorii ile ¢aligilarak 0<n<T oldugu kabul edilir.
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(ii) E Riesz uzay1 olmak tizere her xe E, i¢in x ile iiretilen ideal Z(E)x’in
o (E, E7) kapaniginin alt kiimesi ise E’ye topolojik dolu merkeze sahiptir
denir. Yani, her xeE, 0 £y < x i¢in nx—y (0 (E, E™)) olacak sekilde Z(E)

igindé {mo} ag1 vardur.

Eger her xeE, 0< y < x i¢in max—y (0 (E, E™)) olacak sekilde [0,I] iginde

{1y} ag1 varsa, E’ye kuvvetli topolojik dolu merkeze sahiptir denir.

(iii) I, E Riesz uzay: i¢inde ideal olsun. Her mpe Z(I) icin meZ(E) olacak

sekilde 7 genislemesi varsa [’ya Z(E)-genisleme Gzelligine sahiptir denir.

@iv) E’Banach orgiisii, I E icinde bir ideal olsun. Her mpe Z(I) igin
T(X)— Tp(X) (her xe1 i¢in) olacak sekilde Z(E) iginde {m,} dizisi varsa I’ya
Z(E)-yaklasik genisleme 6zelligine sahiptir denir.

W E normlu Riesz uzayi O<ue E olsun. u ile iiretilen sira ideal E iginde norm
yogunsa, u’ya E’nin %—smuh i¢ noktas1 denir.

E zengin merkeze sahipken topolojik dolu merkeze sahiptir.

E Banach orgiisii iken E’nin o-Dedekind tam olmas: igin gerekli ve yeterli

kosul E'nin esas projeksiyon dzelligine sahip olmasidir. [13], Onerme 1.2.20.

E 6-Dedekind tam Reisz uzayi ise zengin merkeze sahiptir. [2], Onerme 19.4.

E Banach orgiisii —:l;_-smlrh i¢c noktaya sahipse topolojik dolu merkeze sahiptir.

Bunun kanit1 5. Bolumde verilecektir.
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E Banach orgiisii iken E™= E’ oldugundan her x€E, icin Z(E)x konveks
kiimesinin norm kapanist ile o(E, E~ ) kapanis1 aynidir. Boylece E topolojik
dolu merkeze sahip Banach 6rgiisii ise her x€E, 0< y <x i¢in m,x—Yy (norma

gore) olacak sekilde Z(E) iginde (m,) dizisi vardir, ve kafes operasyonlarinin

siirekliliginden, eger gerekirse, 0 < m, < I olarak alinabilir.

E Banach orgiisii iken, bu bilgileri asagidaki bi¢imde verebiliriz;

Dedekind tam
U
o-Dedekind tam
I}

Zengin merkeze sahip

l

Birimli AM-uzay =>% -sinirli i¢ noktaya sahip=Topolojik dolu merkeze sahip

Ornek 2.3.6:

i) E, [0,1] tizerinde siirekli, sonlu kirik dogrular bigimindeki fonksiyonlarin
Riesz uzay1 olsun. E, C[0,1]’in alt kafesidir. Her 0 < fe C[0,1] i¢in f < e olacak
sekilde ecE vardir. E iizerindeki her pozitif fonksiyonel C[0,1] iizerinde
pozitif fonksiyonele genisletilebilir [14] 6nerme 83.15. Boylece E~=C[0,1]".
Ancak Z(E) ={Al: AeIR} oldugundan E topolojik dolu merkeze sahip degildir.
Gergekten Te Z(E) ve feE olsun. xe [0,1] igin f,=f-f(x)1. Ustelik [Tf,| < Af,
olacak sekilde A pozitif sayisi vardir. fi(x)=0 oldugundan |Tfj(x)=0 dir.
Boylece her xe [0,1] i¢in (TH)(x) = (T1)(x)f(x) dir. T1, [0,1] iizerinde sabit
fonksiyondur. Eger T1 sabit fonksiyon degilse, bir agik aralikia
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T(T1)(x)=ax+b dir. Boylece bir agik aralikta T(T1) (x)= a’x’+2abx+b’ dir. Bu,
T((T1))’in E’de olmasiyla c¢eligir. Boylece (Tf)x=(T1)(x)f(x) oldugundan
or=T1 olmak iizere Tf = of dir.

ii) C[0,1] topolojik dolu merkeze sahip olmasina ragmen zengin merkeze

sahip degildir. Bu durum Ornek 2.2.19 (ii)’de gosterilmistir.

Tanim 2.3.7: E Riesz uzayi olsun. Her fe E™ icin E iizerinde p;s Reisz

yarmormu, pg(x) = [f|(|x|) olarak tanimlansin. Béylece E™ nin bogtan farkli her
A alt kiimesi i¢in, {ps : fe A} Riesz yarmormlarinin ailesi E lizerinde yerel
konveks-solid topoloji iiretir. Bu topolojiye A ile E iizerinde iiretilen mutlak

zay1f topoloji denir ve |o] (E,A) ile gosterilir.

A’nm E~ iginde iirettigi ideal I(A) olmak iizere |G|(E,A) = |o](E, I(A)) oldugu
agikfir.

A, E’nin noktalarimi artyorsa |o|(E,A) Hausdorff topolojidir.

Onerme 2.3.8 : E Riesz uzayl, A E’nin noktalarin1 ayiran E™ nin alt kiimesi

olsun ( E, |6](E,A))’nin topolojik duali I(A) dur.

Kanit:[1], Onerme 11.6.

Tanmim 2.3.9 : E Riesz uzayi, E’ E’nin noktalarini ayiran E™ i¢inde ideal olsun.

<E, E’> ¢iftine dogal dualite <x, x> :=x'(x) altinda Riesz dual sistem denir.
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<E, E’> Riesz dual sistem olsun. Onerme 2.3.8’den ( E, |6|(E,A)) nin topolojik

duali E’ diir. Boylece t E iizerinde duali E’ olan yerel konveks-solid topoloji

ise 6(E,E) c |o|(@®,E) c 7 (E,E)olur.

Gergcekten xo— O (lo}(E, E)) ise her fe E' icin |f(xy)| < [fllxo] oldugunda
limf(x,) = 0 ve boylece xo— 0 (o(E, E’)) elde edilir. Yani o (E, E)C
| (o] | (E, E") dir. Diger taraftan, x,— 0 (7 (E, E')) olsun. Kafes operasyonlarinin
siirekliliginden | xo|— 0 (7 (E, E)) dur.

Her fe E’ i¢in, limpg(xy) = lim [f](Jxq]) = O ve bdylece xo —0 (|0|(E, E)) elde

edilir. Béylece |o|(E, E") < 7 (E, E) dir.

Bagka bir deyisle |o|{(E,E"), E tizerinde duali E' olan yerel konveks-solid

topolojilerin en zayifidir.

Tamim 2.3.10 : E Banach o6rgiisii X Banach uzayi olsun.

i) T : E— X siirekli operator olsun. Eger E iginde her dik, norm smirh {x,}
dizisi i¢in lim||Tx,||= O oluyorsa T’ ye M-zayif kompakt operat6r denir.

ii) T : X— E siirekli operator olsun. U X’in kapali birim yuvar1 olmak iizere,
T(U)’yu iceren en kiiciik solid kiime Sol(T(U)) igindeki her dik {y,} dizisi i¢in
lim |jy,}|= O oluyorsa, T’ye L-zayif kompakt operator denir.

Onerme 2.3.11 : T : X— E L-zayif kompakt operator olsun. Eger T(X) ile

iiretilen ideal A ise A’nin norm kapamsi, sira siirekli norma sahip (xl0 iken

lIxqll L 0) Banach orgiisiidiir.
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Kanit: [1], Onerme 18.15.

Tanim 2.3.12 ; E ve F Banach 6rgiileri, F Dedekind tam Te £(E,F) i¢inde
IT| = T, 4 0 iken [Ty} 4 0 oluyorsa T’ye sira siirekli norma sahip operattr

denir.

Onerme 2.3.13 : E ve F Banach orgiileri F Dedekind tam, T : E —F pozitif
operatdr olsun. T’nin sira siirekli norma sahip olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul T’nin L- ve M-zayif kompakt olmasidir.

Kanit : [1], Onerme 18.17.

Reisz uzaylar1 hakkinda detayl: bilgi [1], [14] ve [18] i¢inde bulunabilir.
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3. URETTIiGI IDEAL CEBIR OLAN OPERATORLER

Bu boliimde trettigi ideal cebir olan operattrler ile merkezdeki operatérler
arasindaki iligki incelendi. Benzer tartigma {rettigi band cebir olan
operatorlerin kiimesi ile ortomorfizmalar arasinda yapildi, Operatérler

izerinde uygun hipotezler altinda bu kiimelerin ayni oldugu goriildii.

Eger T:E—E pozitif operator ise T ile &£,(E) i¢inde iiretilen sira ideal Ay ile

gosterilecektir.
Ik olarak At’nin genelde cebir olmadiimi gosterelim.

Ornek 3.1: X kompakt Hausdorff uzayi, E X’in bos kiime ve X’den farkli agik
ve kapal1 bir alt kiimesi olsun. yeE ve zeX\E alalim.
¥ X-X

z, xecE
Yy, X¢E

:x——>‘I-’(x)={
olarak  tanimlansin. W siireklidir. T:C(X)—>C(X), her feC(X) igin

T(f)=f¥ olarak tanimlanirsa, T’nin pozitif cebir homomorfizmasi oldugu

goriilir. f= X g olmak lizere,

(TEHH(y) =f(¥(y))=1(2) =0
veE

(T*H)(y) = f(¥* () = f(y) =1
elde edilir. Béylece herhangi bir A > 0 igin T*f £ ATf dir. Buradan herhangi
bir A > 0 i¢in T? £ AT oldugu goriiliir. Boylece At cebir degildir. Eger f= X ¢
ve g = Xy ise C(X) icinde fag = 0 ama Tfag=0dir. Boylece T, C(X)’in
ortomorfizmasi da degildir.

, Fapm 1Y Pﬁ %%URULIU
KS%@«_,EL» vk
T'cn'm ASYOR
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Asagidaki Onerme, c¢ok genel kosullar altinda, Aq’nin cebir olmasim

betimlemektedir.

Onerme 3.2: E sirali vektdr uzay1 ve T:E—E pozitif operator olsun. At nin

cebir olmas: igin gerekli ve yeterli kosul T? < aT olacak sekilde bir a pozitif

sayisinin olmasidir.
Kanit : A cebir iken T? < oT olacak sekilde bir pozitif acIR oldugu agiktir.

Tersine, T? < T olacak sekilde bir 0<o.eIR oldugunu kabul edelim. 0<S,U e
At olsun. O zaman 0<S<BT ve 0<U<AT olacak sekilde B,A pozitif

sayilar vardir. Her x€E, igin,
(SUX(x) = S(U(x)) < BT(U(x)) < PT(AT(X)) = BAT* (x)
dir. Boylece 0 < SU < BAT? oldugundan SUeA'dir.

Eger S,U Ar’nin keyfi elemanlan1 ise S=S;-S, ve U=U,;-U, olacak sekilde
i=1,2 i¢in 0< S;, U; € At vardir. Boylece SU=(S,U;+S,U,)-( SU+S1U,) € Ay

elde edilir.

Ornek 3.3.

a) Herhangi bir sirali projeksiyon Onerme 3.2°deki kisitlamay: saglar.

Ancak kisitlamay:1 saglamasina karsin sirali projeksiyon olmayan pozitif

operatorler vardir.
1

b) T:L' [0,1] -1 [0,1], her f eI [0,1] icin Tf = (j'f (t)dt) 1 olarak tanimlansin.
0

O zaman 0<T? <Tolmasina ragmen T sirali projeksiyon degildir. Benzer
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sekilde, T: C[0,1] — CJ[0,1], her feC[0,1] icin Sf=f(0)1 olarak tanimli S
operatorii dikligi koruyan ve 0 < S? < Sesitsizligini saglayan bir operatordiir.

c) T:4,>4,; (x,)—(0,x,,X,,..)ile tammli kaydirma operatoriiyle
tiretilen ideal £,(£,) iginde cebir degildir.

d) R, E tizerinde pozitif operator olmak iizere £,(E) iizerinde ¢: T — TR ve
¥ :T —RT ile tamml doniisiimleri ele alalim. Eger R* € Ay ise Ag ve Ay

Ly(L(E))’nin altcebirleridir.

Urettigi ideal cebir olan operatorlerin kiimesi vektor uzay: degildir. Bunu
gormek icin Ornek 3.1°de tamimlanan T pozitif operatoriinii, X’in agik ve

kapali E alt kiimesini, yeE ve zeX\E’yi ele alalim. S,U:C(X)—C(X)

agagidaki gibi tanimlansin.
0, xeE
Sf(x) =
f(y), x¢E
ve
f(z), x€E
Uf(x) =
0, xg¢E

Boylece S ve US* = U?= 0 esitligini saglayan pozitif operatorlerdir. Bu ise Ag
ve Ay’nun cebir oldugunu gosterir. Diger taraftan S+U=T"dir. Boylece iirettigi
ideal cebir olan operatorlerin kiimesi toplama altinda kapali degildir. Ancak
yine de bazi kosullar altinda ideali cebir olan operattrlerin ne zaman toplama

altinda kapali oldugu sdylenebilir.

T ve S pozitif operatérler Ar ve Ag cebir olsun. Eger TS=ST ise Ars de
cebirdir. Eger T merkezde ise Ary,s de cebirdir. Eger T ve S pozitif

ortomorfizma ,TAS=0 ise TS=ST=0 oldugundan Ar.s de cebirdir.
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E; ve E, swrali vektor uzaylarn ve i=1,2 i¢in T; :Ei—E;, 0< Ti2 <aT;
esitsizligini saglayan pozitif operatdrler olsun. E;®E,

CP={2X|( ®y, :x,€El,y € E;}
projektif siralamayla donatildiginda T, ® T, pozitif operatoriiyle tiretilen

ideal Aq gy de cebirdir.

0 < T? < aT esitsizligini saglayan bir T pozitif operatoriinii ele alalim. Tx, > 0
olacak gekilde bir x,€E, segelim. Tx, ile iiretilen ideal I ile gosterilirse,
T cI olacag: agiktir. Boylece lirettigi ideal cebir olan pozitif operatorler

degismez alt uzaya sahiptir.

E Dedekind tam Riesz uzayt olmak {izere T, E {zerinde Riesz
homomorfizmasi iken 0<S < T esitsizligini saglayan her S pozitif operatorii
icin S=nT olacak gekilde m , pozitif merkez operatériiniin varoldugu
bilinmektedir [1]. Kutateladge’ya ait betimlemenin bir sonucu olarak, T Riesz
izomorfizmasi ve Ay cebir iken TeZ(E) oldugu goriiliir. Diger taraftan, T
pozitif merkez operatér ise Onerme 3.2’den A cebirdir. Acaba hangi kosullar
altinda {iirettigi ideali cebir olan operatorlerin kiimesi ile merkez operatdrlerin

kiimesi aymidir?

Sonug 3.4: T, E Dedekind tam Riesz uzayinin ortomorfizmasi olsun. O zaman

T ile £,(E) iginde iiretilen ideal Ar’nin cebir olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul Te Z(E)’dir.

Kanit : Aj =Ar oldugundan T’yi pozitif kabul etmek genelligi bozmaz.
Te Z(E) iken Ar’nin cebir oldugu Onerme 3.2°den kolayca elde edilir.
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Ar’nin cebir oldugunu kabul edelim. O zaman T? ==T olacak sekilde
0< neZ(E) vardir. Boylece T - T2 =(n—-T).T =0 esitligi elde edilir. Ort(E)
birimli Arsimedyan f-cebri oldugundan, |7t—T|/\T =0elde edilir. Boylece,
(T-MHATLO0(T-MAT-TL<-T=(-n)A0L-T ve ==0oldugundan

T <7 esitsizligi saglanir. Bu ise TeZ(E) oldugunu gosterir.
Gozlem :

1) E Riesz uzaymn sira duali‘E~ , E’nin noktalarin1 ayursin. T:E—E pozitif
operatdér olsun. A pozitif sayist i¢in 0< T2’<AT saglamirsa, T—T" pozitif
operatdr oldugundan ve ( T~ Y = ( )~ oldugundan 0 < (T~ Y < AT dir.
Tersine A pozitif sayis1 igin 0 < (T~ )2 < AT™ saglanirsa,
0<(T" )< AT~ veE iizerinde T ile T” ~ aymi oldugundan 0< T><AT

saglanir. Boylece, A1’ nin cebir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul At~ nin

cebir olmasidir.

2) Sonug 3.4°de pozitif operatorlerle ¢alisirken E {izerinden Dedekind tam
olma kosulu kaldirilabilir. E™, E’nin noktalarimi ayirsin. £y(E) i¢inde T ile

iiretilen sira ideal At cebir olsun. TeOrt(E) ve Ort(E) Ly(E) i¢inde sira ideal

oldugundan, T ile Ort(E) iginde fiiretilen ideal Iy olmak iizere ArcIy’dir.

Ustelik Ort(E) Arsimedyan f-cebri oldugundan T? pozitif operatordiir. Boylece
0<T? =|T|2 <AT| olacak sekilde A pozitif sayist vardir. Ort(E)—Ort(E™),
T—T" operatdrii Riesz homomorfizmasidir [1]. Béylece 0 < [T™]> < A|T"|

esitsizligi saglanir. Onerme 3.1’den Ap~| =Ap~ i¢inde cebirdir. Ustelik
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|T|™ €Ort(E) oldugundan, Sonu¢ 3.4’den |T|” €Z(E") ve E7, E’nin
noktalarim ayirdigindan iT| € Z(E)’dir. Boylece T e Z(E) elde edilir.

3) Sonug 3.4’de E Arsimedyan Riesz uzay: alindiginda, T e Orth(E)ve Ay
cebirse T € Z(E) ’dir. Gergekten, T ile Ort(E) iginde iiretilen ideal It olmak

tizere, It cebir olacagindan OS|T|2 =T? <|T|.(M) esitsizligini saglayan A
pozitif sayis1 vardir. Ort(E) Arsimedyan yariasal f-cebri oldugundan
0<|T|<Al esitsizligi saglanir [2]. Gergekten, O0<|T|" <|T}AD) ise
(|T|2 —|TLAD)* =0 yani [T|.(T|-A)* =0esitligi saglanir Ort(E) yarasal f-
cebri  oldugundan  |T|A(T|-AD* =0ve  (T|-AD"* <|T|oldugundan
(T|-AD)* =0yani O0<|T|<Alesitsizligi saglanir. Bu ise [T|eZ(E) ve

dolayisiyla TeZ(E) oldugunu gosterir.

Boylece, E Arsimedyan Riesz uzayi, T E’nin bir pozitif ortomorfizmasi1 olmak

iizere Ar’nin cebir olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T € Z(E) ’dir.

3) Sonu¢ 3.4°deki kosullar altinda Ay, Ly(E) icinde r-ideal iken

T € Z(E) oldugu goriiliir. Ancak merkez operator ile iiretilen idealin r-ideal

olmasi gerekmez. Eger Z(E)= Ly(E) ise E iizerinde birim operator ile iiretilen

Z(E) r-ideal degildir.

Sonug¢ 3.5: E Dedekind tam Riesz uzay:1 olmak i{izere T, E iizerinde pozitif

operatdr ve T>Br olsun. SeBy ve UeBr NL(E) ise USeBy dir.
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Kanit : Eger 0<S,UeAr ise T?eBr oldugundan 0<USeBr olacag agiktir.
0<SeBy ve 0sUe A1 NL(E) alam. 0<S_ TS olacak sekilde Ay iginde S,

dizisi segebiliriz. Her n igin US,e By ve Ue£(E) oldugundan US_ T US
elde edilir. Boéylece USe Br dir. Son olarak 0<SeBt ve 0sUeBt NL(E)
verilsin. O zaman 0<U_ 1 U olacak sekilde At icinde U, dizisi segebiliriz.
Her n i¢in U,Se Br ve U,STUSoldugundan USe Bp elde edilir.

Bt NEL(E)’ nin band olmasindan genel durum elde edilir.

E Dedekind tam Riesz uzay: ve E], E’nin noktalarim ayiriyorsa T?eBy
olabilmesi i¢in kullamisli bir 6lgiit C.D.Aliprantis ve O.Burkinshaw tarafindan

verilmistir [8]. Buna gore, 0<Te£,(E) verildiginde T>eBr olmasi igin gerekli

ve yeterli kosul xeE", 0<feE] ve & >0 igin ( f,ﬂ_/lQiTPix ) < & iken

( f ,X/;QiTzPix ) < € olacak gekilde bir 8 > 0 olmasidir. Burada Py,P,,....P,

ve Q1,Q,,...,Qn E lizerinde siral1 projeksiyonlardir.

E Dedekind tam Riesz uzay: lizerinde, Riesz homomorfizmas: T ile iiretilen
band igindeki pozitif operatérler W.A.J Luxemburg ve A.R.Schep tarafindan
betimlenmistir [3]. Buna gore, 0 < S €Bt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
her ueE, i¢in Sue {Tu}dd,yani S’nin T’ye goére mutlak stirekli olmasidir.

Boylece, Riesz homomorfizmasi T i¢in By cebir ise T?, T°ye gore mutlak

stireklidir.

Buradan, T dizisel sira siirekli Riesz homomorfizmas: i¢in T2, T’ye gore
) g

mutlak siirekli iken Bt nin cebir oldugu elde edilir.
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Sonug 3.6 : E Dedekind tam Riesz uzay: olmak {izere, E iizerinde dizisel sira
stirekli pozitif T operatorii verilsin. Br’nin cebir olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul T*e B dir.

Kanit : By NL(E) = Bt olmasindan ve Sonug 3.5’den kolayca goriiliir.

Boylece dizisel sira stirekli pozitif T operatorii igin Ay cebirse Br’nin de cebir

oldugu elde edilir.

Boylece E Dedekind tam Riesz uzaymin merkezinden alinan pozitif

operatoriin Uirettigi band cebirdir. Gergekte T, ortomorfizma ise Bt cebirdir.

Sonug¢ 3.7: E Dedekind tam Riesz uzay1 TeOrt(E) ise By cebirdir.

Kanit : Te Ort(E) olsun. By=By; oldugundan T’yi pozitif kabul etmek genelligi

bozmaz. T dizisel sira siirekli oldugundan Sonug¢ 3.6’dan T’eBr oldugunu
gostermek yeterlidir. TeOrt(E) oldugundan TAnTTT £,(E) icinde saglanir.
Her xeE, igin (TAnTYTX)TT(Tx) ve (TAn)(Tx)=(T?AnT)(x)

oldugundan T>AnT T T? saglanir. Bu ise TeBy oldugunu gosterir.

Bir operatériin rettigi idealin veya bandin cebir olmast operatoriin Z(E)

icinde veya Ort(E) i¢cinde olmasindan bagimsizdir.

Ornek 3.8 :

a) T2 T(x,)=(x,,00,..,0,..)ile taniml pozitif operatdrii ele
alalim. T>=0 oldugundan A cebirdir. T sira siirekli oldugundan B de cebirdir.

Ancak Te,=e; oldugundan, T ortomorfizma degildir.
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b) S:4,>4;; S(xn)=(z X;,0,...,0,..)ile  tanimlt sira  stirekli  pozitif

n=0
operator S igin Ag ve Bg cebir olmalarina kargin S(e;)=e; oldugundan S

ortomorfizma degildir.

c) T:¢,->1¢,; T(x,)=(0,%,,%,,...)ile tamml kaydirma operatoriiyle
£,(£,) iginde iiretilen band cebir degildir. T> € B, oldugunu kabul edelim. O
zaman T2AnT T T dir. T bire-bir Riesz homomorfizmasi ve T(¢ ), £, icinde
idealdir. T:¢, = T(£,) Riesz izomorfizmas: oldugundan T"(T?AnT) T T *dir.
Gergekten T2 AnT < T? ve T pozitif oldugundan T (T? A nT) < T esitsizligi
her neIN igin saglanir. T'(T?2 AnT)<S ve Sely(4 ;) olsun. T pozitif
oldugundan T?> AnT < TS ve boylece T> <S esitsizligi saglandigindan T <'S
elde edilir. Her neIN i¢in T (T2 AnT)< T Anl oldugundan T Anl T Tdir.

Boylece T €Orth(£,)elde edilir. Ancak e, L e,olmasina karsin Te, =e,
oldugundan Te,Le, dir. Yani T ¢ Orth(¢,)dir. Béylece By cebir degildir.

Onerme 3.9 : T, E sirali vektor uzay: lizerinde T(E.)=E, o6zelligine sahip

pozitif operatdr ise asagidakiler denktir :

i) T?e Ay

ii) TeZ(E)

i) At cebirdir.
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Kanit : Onerme 3.2°de (i) <>(iii) oldugu gosterildi. (ii) = (i) oldugu E’nin
merkezinin tanimindan kolayca goriiliir. Boylece (i) = (ii) oldugunu
gOstermek yeter. Bunun igin T’e Ar oldugunu kabul edelim. Boylece
0< T?<AT esitsizligini saglayan A pozitif sayis1 vardir. Bir yeE, verilsin.
T(Ey)= E; oldugundan y=T(x) olacak sekilde xeE. vardir. Buradan
0<T*(x)<AT(x)ve bodylece 0<Ty<Ayesitsizligi elde edilir. Bu ise
0<T<AI yani T € Z(E) oldugunu gosterir.

Urettigi band cebir olan operatorler ile ortomorfizmalar arasinda Onerme

3.9°dakine benzer bir iligki vardir.

Onerme 3.10: T, E Dedekind tam Riesz uzay: tizerinde T(E,)=E, 6zelligine

sahip pozitif operator ise agagidakiler denktir:
i) T>eBr

i1) TeOrt(E)

iii) Bt cebirdir.

Kanit : (iii) = (i) acik¢a goriiliir. Sonug 3.7°de (ii) = (iii) oldugu gosterildi.
Boylece (i) = (ii) oldugunu géstermek yeter. Bunun i¢in T>eBr ve y,ze E,
olmak iizere y Az=0 olsun. T(E,)=E, oldugundan y=T(a) ve z=T(b) olacak
sekilde abeE, vardir. T?eB; oldugundan T’AnTTT? ve boylece
(T’AnT)(@)TT?(a) E iginde saglanir. Her n igin (T2AnT)(a)e {Ta}®
oldugundan T*(a)e{Ta}* ve boylece Tye{y}dd elde edilir. Boylece TyAaz=0
dir. Eger y,z € E olmak iizere, E i¢inde ylz saglaniyorsa, onceki durumdan

T(y)Lz dir. |Ty| < Tly| oldugundan Tylz ve bdylece TeOrt(E) elde edilir.
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E Dedekind tam Riesz uzay: lizerinde T(E.)=E. 0Ozelligini saglayan T
operatorii igin B, £(E) iginde r-ideal ise Onerme 3.10’dan TeOrt(E) oldugu

aciktir. Diger taraftan, T=I alinarak tersinin dogru olmayacag goriiliir.

E Arsimedyan Riesz uzay1 olmak iizere, 0<T e Z(E) ise At cebir ve Ar
Z(E)’nin Riesz alt uzay1 oldugundan At f-cebiridir. E Dedekind tam Riesz
uzayi ve TeOrt(E) ise Bt cebir ve By < Ort(E) oldugundan B f-cebiridir.

Sonug¢ 3.11: E Dedekind tam Riesz uzay1 ve T e£y(E) orten veya bire-bir

olsun. At’nin f-cebiri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T € Z(E) dir.

Kanit : T € Z(E) iken Ay ’nin f-cebiri oldugu agiktir.

Ar’nin f-cebiri oldugunu kabul edelim. n, E’nin merkezinde ise ©T, Tne At
dir. At degismeli oldugundan,

(mDT=T(nT)= (xT-Tn)T=0
ve

(Te)T=T(Tn)= T(nT-Tr)=0
esitlikleri saglanir. Eger T Orten ise ilk esitlikten, bire-bir ise ikinci esitlikten
nT = Tr oldugu goriiliir. Boéylece T € Z(E). ve Z(E). = Ort(E) oldugundan
T € Ort(E) dir. Sonug 3.4’den T € Z(E) oldugu goriiliir.

E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahipken Z(E). =Ort(E) oldugu
bilinmektedir [5]. Buna gore E {izerinde 6rten veya bire-bir pozitif T operatorii
icin At f-cebiri ise Sonug 3.11’in kanitinda oldugu gibi T € Ort(E) elde edilir.
Sonu¢ 3.4°den sonraki gozlemden T eZ(E)dir. Dikkat edilirse pozitif




34

operatorler ile calisirken E’nin Dedekind tamligi yerine Z(E) merkezinin

kuvvetli topolojik dolu olmasi yeter.

Sonu¢ 3.12: E Dedekind tam Riesz uzay1 ve T e£y(E) orten veya bire-bir

olsun. Br’nin f-cebiri olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T e Ort(E) dir.

Kanit : T € Ort(E) iken Bt’nin f-cebiri oldugu agiktir.
Br’nin f-cebiri oldugunu kabul edelim. ©, E’nin merkezinde ise nT, Tne By

dir. Bt degigmeli oldugundan,

(nT)T = T(xT) = (nT - Tm)T =0
vE

(Tn)T = T(Tx) = T(xT - Tn) = 0

esitlikleri saglanir. Eger T Orten ise ilk esitlikten, bire-bir ise ikinci esitlikten

7T = Tn oldugu goriiliir. Boylece T € Ort(E) dir.

Simdi, E Dedekind tam Riesz uzay: iizerinde T Riesz izomorfizmasi

tarafindan iretilen band, By i¢in bir betimlenis verelim.

Onerme 3.13: E Dedekind tam Riesz uzay: iizerinde T Riesz izomorfizmasi

olsun. O zaman

Bt ={SeLy(E): S=Tx olacak sekilde bir neOrt(E) var }.

Kanit : 0<neOrt(E) olsun. O zaman nanlTrn ve boylece her n igin

T(rAnl) < Trdir. He£,(E) olmak ilizere her n i¢cin TmAnT < Holsun.
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Dolayisiyla her n igin, T(nAanl)<H ve T pozitif operatér oldugundan

nAnl<T'H olur. Béylece n<T'H, yani Tn<H elde edilir. Buradan
TrnAnT T Tr, yani TreBr dir. Ort(E)’nin pozitif iretegli olmasindan genel

bir ® € Ort(E) i¢in TreBr olur.

Tersine, 0<SeBt olsun. O zaman SAnT TSdir. Her n igin
T'(SANT)<T'Sanlesitsizligi  saglanir. T'SAnITT™'S  oldugunu
gosterelim. He £, (E) olmak iizere her n i¢in T'S Anl < H olsun. Béylece her
n igin T7'(SAnT)<Hesitsizligi saglanir. T pozitif operatér oldugundan
(SAnT)<STH ve boylece S<TH, yani T'S<H elde edilir.
TISAnITT?'S wve her n ic¢in T7'SanleOrt(E)oldugundan,
0<T'SeOrt(E)dir. T'S= 7 denirse S=Tx olacak sekilde 0< meOrt(E)

vardir. Bt nin pozitif iiretecli olmasindan genel bir SeBr i¢in istenen saglanr.

Sonug¢ 3.14 : E Dedekind tam Riesz uzay1 iizerinde T tersinir ortomorfizma
olsun. O zaman Bt=0rt(E)’dir.

Kanit : Br=BjcOrt(E)oldugu agiktir. SeOrt(E) olsun. |[T| tersinir

ortomorfizma oldugundan ]TI—IS € Ort(E) olur. [T|"S=n denirse S=[T|n ve

Onerme 3.13°den Se By dir.

Gozlem : E Dedekind tam Riesz uzayi iizerinde Te£y(E) tersinir operatdr
olsun. Eger At f-cebiri ise Sonug¢ 3.11°den T e Z(E) ve Ort(E) dolu cebir
oldugundan T~ € Ort(E) dir. Béylece Sonug 3.14’den Br=B_. = Orth(E) dir.

E Arsimedyan Riesz uzayinda birim operatoér ile iiretilen ideal f-cebiri

oldugundan degismelidir. T:E—E pozitif operatér ve T # 1 iken Ay degismeli
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olmayabilir. X kompakt Hausdorff uzayr olmak iizere C(X) lizerinde birim

operatorle iiretilen idealin,
{T:her fe C(X) igin Tf=g.f olacak sekilde ge C(X) vardir }

oldugu bilinmektedir. Bu durum asagidaki gibi genellestirilebilir.

Ononerme 3.15: X Kompakt Hausdorff uzayr olmak iizere T:C(X)—C(X),

T(1)=1olan cebir homomorfizmasi olsun. O zaman

Ar={S:her fe C(X) igin Sf=g.Tf olacak sekilde ge C(X) vardir }.

Kanit : Eger her fe C(X) icin Sf=g.Tf olacak sekilde bir ge C(X) varsa
Se A, oldugu agiktir. Diger taraftan 0<S<T oldugunu kabul edelim. Her

x€ X igin, 8;:C(X)—IR; d,(f)=f(x) olmak tizere 0<S'0,<T'd, esitsizligi

saglanir. T’8, Riesz homomorfizmas: oldugundan, S’8,=g(x)T’d, olacak

sekilde g(x) pozitif sayist vardir. Buradan her x € X igin g(x)=(S1)(x) oldugu
kolayca goriiliir. Boylece her fe C(X)icin Sf=(S1)Tf elde edilir.

Ornek 3.16 : X kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere, T:C(X)—C(X), T(1)=1
olan cebir homomorfizmasi olsun. Tf # f olacak sekilde fe C(X) oldugunu

kabul edelim. T(1)=1 oldugundan T*f >0 oldugu kabul edilebilir. Her
ge C(X) igin Sg=f.Tg ile tammlansin. Béylece S€ A dir. Ustelik,

(STY(F) = S(Tf) = £.T*f
veE

(TS)(f) = T(Sf) = T(f.Tf) = Tf. T*f

yani, (ST)f #(TS)fdir. Boylece TS#STdir. O halde Ar’nin degismeli
olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T=I olmasidir.
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4. Ay ILE DEGISMELI OPERATORLER

E Riesz uzaymm sira duali E” nin, E’nin noktalarmi ayirdigini kabul
ettigimizi tekrar hatirlatalm. E Riesz uzayi olmak iizere £,(E) ° nin bir A

alt kiimesi verilsin. S € £Ly,(E) olmak iizere her Re A igin SR=RS oluyorsa , S

ye A ile degigmeli operatdr denir ve A ile degismeli operatorlerin uzayr {A}.

ile gosterilir.

Oncelikle SeBr ve degisme ozelligi arasindaki iligkiyi inceleyelim. E
iizerindeki strali projeksiyonlarin Boole cebri P(E) ile gosterilsin. E, F
Dedekind tam Riesz uzaylar ve T:E— F Riesz homomorfizmasi olsun.
Herhangi bir Pe P(E) icin F den {TP(E)}* érten sirali projeksiyonu t(P) ile
gosterilsin. Boylece t : P(E) — P(F) her Pe[P(E) i¢in t(P)T=TP esitligini
saglayan Boole homomorfizmas: tamimlar. SeBt iken her PeP(E) icin
t(P)S = SP dir. Gergekten Pe P(E) i¢in , UUP ve U—-t(P)U doniistimleri
Ly(E,F)’ nin band projeksiyonlaridir. Bu projeksiyonlar T iizerinde ve
dolayisiyla By iizerinde aynidir. Bu Onermenin tersi de dogrudur. Yani her

Pe P(E) i¢in t(P)S = SP oluyorsa Se By dir. Detayl agiklamalar [4] iginde yer
almaktadir.

Dikkat edilirse , E Dedekind tam Riesz uzay: iizerinde 1 , birim operatorii ele
alindiginda her Pe P(E) i¢in t(P) = P olacagindan {[P(E)}. = Ort(E) elde edilir.
Gergekte, E esas projeksiyon Ozelligine sahip Riesz uzay: iizerindeki band
koruyan operatorlerin sirali projeksiyonlarla degismeli oldugu, tersine sirali

projeksiyonlarla degismeli operatorlerin band korudugu H.Nakano tarafindan

kamitlanmstir [1].Boylece E esas projeksiyon Ozelligine sahip Riesz uzayi
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iken Z(E). = Ort(E) dir. E Dedekind tam Riesz uzay: iken Z(E), yerel diizgiin
tamdir.

Boylece dogal soru , E yerel diizgiin tam oldugunda Z(E). ‘nin de yerel
diizgiin tam olup ,olmayacagidur? {n, }, Z(E). i¢inde pozitif operatorlerin yerel
diizgiin Cauchy dizisi olsun. Tamim geregi , Te £, (E), igin ve her € > 0 i¢in
N=N(g) dogal sayist vardir 6yleki , her n,m = N igin , -€T < ®, - n, < €T
esitsizligi saglanir. Boylece her x€ E; ve her n,m 2 N i¢in -€TxX < 74(X) - ()
< eTx esitsizligi elde edilir. E yerel diizglin tam ve E, yerel diizgiin kapah
oldugundan n, (x) — m,(x) (y.d.) olacak sekilde bir tek m,(x)EE, vardr.
Boylece, E, iizerinde tanimlanan =, , toplamsal oldugundan E iizerinde pozitif
operatére genigler [1]. {m,}, Z(E). iginde sira simirli operatérlerin yerel diizgiin

Cauchy dizisi oldugunda , her x€E, ve her n,m 2N ig¢in,

| Ta(X)" - T(X)T | S| To(X) - T(x) | S ETX

| (%) - Tm(X)" | | 7o(X) - TR(x) [ < € Tx

esitsizlikleri saglanir. E yerel diizgin tam ve E, yerel diizgiin kapali
oldugundan my(x)* — r; (x) (y.d.) olacak sekilde bir tek r;(x) €E, vardir. 1y,
E iizerinde bir tek pozitif operatore genisler. Benzer sekilde , m,(x)” — 13 (X)
(y.d.) olacak sekilde r »(x) €E, vardir ve r,, E lizerinde bir tek pozitif
operatdre genigler. Boylece m, = r; - 1, denirse @, , E iizerinde sira smrl
operatordiir ve {m,} dizisi 7, ‘ a yerel diizgiin yakmsar. n, € Z(E). oldugunu
elde etmek i¢in her 0 < Se Z(E) ile n, ‘in degismeli oldugunu gostermek yeter.
Gergekten , x €E, i¢in m, Sx — m, Sx (y.d.) ve pozitif operatorlerin yerel
dizisel siirekli olmasindan S 7, (x) = Smy(x) (y.d.) elde edilir. Her n

icin m,S =m,S oldugundan ve limitin tekliginden , 7w, Sx = Smox elde edilir.

Boylece n, € Z(E), ‘dir.
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Z (E). , £u(E) ‘nin yerel diizgiin kapal: alt kiimesidir [5]. Ustelik bu durum I
tarafindan iretilen idealin yami sira herhangi bir T pozitif operatorii ile
Lp(E) i¢inde iretilen ideal igin de gegerlidir. Yani, {A1}. , £s(E)’ nm yerel
diizgiin kapal alt kiimesidir. T, — S (y.d.) olacak sekilde {Ar}. icinde {T;}
dizisi verilsin. Ay pozitif iiretegli oldugundan 0< 7 < T, n €Ar i¢in St =nS
oldugunu gostermek yeter. Tanim geregi, Ue £, (E), icin ve her € >0 igin ,
-eU < S — Ty < € U egsitsizligini saglayan yeterince biiyilkk N dogal sayisi

vardir. 0< © £ T, n € At olmak iizere,

(TU+UT)<St—nS=Sa-nS+xnTy-Tyn<e (TU+UT)

esitsizligi saglanir. TU+UT pozitif operator oldugundan ve E Argimedyan

Riesz uzay1 iken £,(E) Arsimedyan oldugundan S === S elde edilir. Boylece

{Ar). yerel diizgiin kapalidir. Benzer diisiince ile her T pozitif operatdrii igin

{T}. “nin yerel diizgiin kapali oldugu gosterilir.

E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay1 ve 0 < S € Z (E). olsun.
z€E,i¢in S [0, z]’ nin o(E, E™) kapanisi [0,Sz] dir. Gergekten [0,Sz]

o(E,E~) kapalive S [0, z]c [0,Sz] oldugundan , S[0,z] < [0,Sz] dir. Diger
taraftan 0<y < S z esitsizligi saglanirsa , 7,8z - y ( o(E, E7) ) her o i¢in
0<m, < I olacak sekilde Z(E) iginde 7, neti vardir. Stz >y (O6(E,E7))
oldugundan y, S [0, z] nin o(E, E™) kapamisindadir. Boylece S [0, z]’ nin
o(E, E7) kapanusi [0,Sz] dir. Eger E zengin merkeze sahip ve 0< S € Z(E),

ise S aralik koruyan operatordiir.

Onerme 4.1 : E Arsimedyan Riesz uzay1 ve T, E iizerinde pozitif operatdr

olsun. T orten veya bire- bir ise {Ar}. € Z (E). dir.
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Kanit: S e{A1}. vene Z(E)olsunn T ve T = € At odugundan,

STn =TaS =2 TSn=TxnS =>T(Sn-nS)=0ve
SaT=aTS> SaT=nST = (Sn—-=nS)T=0

esitsizlikleri saglanir. T bire —bir ise ilk esitlikten, T orten ise ikinci esitlikten
S == S ve béylece Se Z(E), elde edilir.

Gergekte kuvvetli topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay1 lizerinde taniml
kesin pozitif operator igin Onerme 4.1 yine dogrudur. Bunu gérmek igin bazi
hazirliklara gereksinim vardir. E sirali vektor uzayi, pozitif tiretegli ( yani,
her xeE i¢in x= Xx; — X, , olacak sekilde x;,x, € E. vardir)ve Riesz ayrisim
Ozelligine sahip (yani, x,y,zeE. 0<x<y+z saglandifinda x=x;+x;, X<y x,<z
olacak sekilde x;,x,€E, vardir) olsun. O zaman E ° nin sira duali , E™ ‘nin
Dedekind tam Riesz uzay1 oldugu bilinmektedir[14]. Ustelik, f, g € E™ ve

xeE, i¢in,

(fvg) (x)=sup {f(y) + f(z) : y, z € E+ ytz=x},
fAg) X)=mf{f(y)+(z):y,z € Ery+tz=x}

esitlikleri saglanir.

E, F ve G Riesz uzaylari, ¢ : E x F — G ¢ift dogrusal doniigiim olsun. Her f
€E,i¢cinE > G ;x> ¢, f)veher x€E,icinF > G : f—> ¢ (xf)ile
tamimli doniisiimler Riesz homomorfizmas:t oluyorsa ¢ ye ¢ift Riesz

homomorfizmasi denir.

Ozellikle, T E iizerinde pozitif operatér olmak iizere Ar ‘nin Riesz ayrigim

ozelligine sahip oldugunu kabul edelim. Ar pozitif {iretegli sirali vektdr uzay:
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oldugundan A} Dedekind tam Riesz uzayidir. ¢ : Ex E™ - AT ; ¢ (x,f) =
Wes ; her 1 € Ar igin pgs ()= f(n(x)) olarak tanimlanan ¢ ¢ift dogrusal
déniislimiinii inceleyelim. Her x€E, i¢in f— ¢(x,f) ve fe E_ i¢in x — ¢(x,f)
déniigiimleri pozitiftir. Ustelik her (x,f) €E x E” i¢in, | d(x,0) |[<d (x|, f|)
esitsizligi saglanir. Gergekten, 0 <me Ar (x,f) € Ex E” olmak tizere | 7t (x) |
Su(x|)veboylece [f(m X)) <[f]lnI<|f|(7m(x|)) esitsizligi elde
edilir. Boylece her 0 < me Aricin p(x,f) <d (x| f|) (n) ve — d(x,f)(n) <
b (x| f|)mm) esitsizlikleri elde edilir. Buradan | ¢(x,f) [< b (x|, £]) dir.

-Eger E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahipse , ¢ doniigiimiiniin pozitifligi

hakkinda fazlasi sGylenebilir.

Onénerme 4.2 :  E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay,, T E

tizerinde pozitif operator ve At Riesz ayrisim 6zelligine sahip olsun.

$:ExE™ — A7 doniisiimii ¢ift-Riesz homomorfizmasidir.

Kanit : Ilk olarak her x€E, i¢in ¢ (x , .) : E~ — A} doniisiimiiniin Riesz
homomorfizmas: oldugunu gosterelim. Her x€E, i¢cind (x,.): E™ — AJ

doniistimii pozitif oldugundan feE™ igin ¢ (x,f)" <@ (x,f")olur. 0<ne

AT, xeE, ve fe E, olsun. O zaman ,

b (%E) (n) =hxse (n) = (@ (X)) =sup {f(y): 0<y<m(x) )
esitligi saglanir. 0 <y < m (x) esitsizligini saglayan her y igin, ny(n(x))—y

(o(E, E7) ), her a i¢in 0< n,< I olacak sekilde Z(E) i¢inde {m,} neti vardir.

Heroigin 0< ngr < = ve boylece nym € At oldugundan,

f(Ma(nx) € ¢ (x0) ()< & (x,1) ()
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esitsizlifi saglanir. Béylecehery ,0< y < n(x) icin f(y)< ¢ (x,f) (n)
esitsizlii elde edilir. y lzerinden supremum alinirsa , her feE™ icin

b (x,f%) < (x,f)" esitsizligi elde edilir.

Simdi her fe E7 icin ¢ (.,f) : E—> A7 doniiglimiiniin Riesz homomorfizmasi
oldugunu goésterelim. Bunun i¢in, x Ay=0 iken ¢ (X, f)Ad (y,f)=0
oldugunu géstermek yeterlidir.

Ar “nin tamm geregi @ (%, £) A & (%) (T)=(Bar AMyc) (D=0

yeterli olacaktir.

Myr ARy (M =mf { ¢ (T)+ Wy (Ty) :0<T;,Tr€ Ar ,T+T, =T}
=inf {f (T]X) + f (Tz)’) :0<5T,,T, GAT ,JT1+T, =T }

oldugunu biliyoruz. Simdi z = x + y olsun. x , y ve z tarafindan iiretilen
idealler sirasiyla I , Iy ve I, olsun. O zaman I, , I ve I,” nin siwra direkt
toplamudir [18]. P, I’ nin I, ‘e Orten sira projeksiyonu olsun. E lizerindeki sira

sinirh fonksiyonellerin I, ¢ ye kisitlamasiyla elde edilen uzay J ile gosterelim.

O zaman J, I, icinde idealdir. Gergekten fe I, ve birge E~ icin 0<f<g | I
ise f, E iizerinde pozitif fonksiyonele genigler [1]. P ¢ nin devrigi P~: I7 — I

0 < P~ <1 esitsizligini saglar. Boylece P~ (J) c J dir. <1, , J > Riesz ¢ifti ve P:
I, (c(I; .J)) = I, (o (I; J) ) siireklidir. 0 < P (z) < z oldugundan n, z — Pz
o(E, E7) yakinsak ve bdylece o(l, ,J) yakinsak , her « igin O < gy < I olacak
sekilde Z(E) icinde {ny} neti vardir. Pryz = n Pz =nyx esitligi saglanir. P nin
siirekliliginden ny, x — x (0 (I, J) ) dir. Her a igin ny (2)=my(X) +mo(y)

oldugundan 7, (y) > 0 (6(I,,J) ) dir. Her atigin,

(Mxt AUy (T) SE(T I ) x+ Tagy)
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ve boylece

By ARy (T) <Limg (fT) (-1 ) x+ 7,y)=0

elde edilir.

Onoénerme 4.3 :  E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay, T E

izerinde kesin pozitif operatér ve Ar Riesz aynisim 6zelligine sahip olsun,
{At}. < Ort(E) dir.

Kanit : Se{Ar}. olsun. Her x€E; ve fe E™ igin [ g = p « s¢ oldugu
kolayca goriilir. Ote yandan eger E iginde x Ly ise  : ExE™ —» A;

doniigiimiintin pozitifliginden, her fe E™ igin,

IA

| t] S Hyxp 6] S Bixpifiviel

ve

IA

|y, e | SHiyLigl € Biyufiviel

esitsizlikleri elde edilir. Boylece Ononerme 4.2 den ,

0< fuus| Ay | S Bixyrivigin Biylfiviel

TR ixialyLIflvigl
=0

bulunur. Boylece eger E i¢inde x 1 y iseherf, g € E™ i¢cin A7 i¢inde
Ky, £ L Ky, g dir. Ozellikle her fe E~ igin stL My e dir. Bdylece her x,y €E,
xlyvefe E7 i¢in, pes Luysdir. Her 0< fe E™ igin, ¢ (., f) : E > A7

Riesz homomorfizmasi oldugundan,




b (ISx[Alyl, £) =& (1Sx, H A D (vl )

=l (Sx,DIATd(y, )]

=] Msxs | Al Myg |

=0
elde edilir. Boylece her feE™ igin sy, s = O dir. Ozellikle her fe E igin
f (T(Sx|Alyl)) = 0 dir. E” E’nin noktalarini ayirdigindan T(JSx|Aly|)=0 ve T
kesin pozitif oldugundan |Sx|Aly| = O elde edilir. Bylece S ortomorfizmadir.

Sonu¢ 44 : E kuvvetli topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay, T E
iizerinde kesin pozitif operatdr ve At Riesz ayrigim 6zelligine sahip olsun.

{At}.= Ort(E) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul Te Ort(E) dir.

Kanit : {Ar}. = Ort(E) ise her e Ort(E) icin ©# T = T = oldugu Te Z(E). ve
boylece TeOrt(E) dir [5]. T’nin ortomorfizma oldugunu kabul edelim.
Onerme 4.3 den T kesin pozitif operatorii icin {Ar}. < Ort(E) oldugu
bilinmektedir. Te Ort(E) oldugundan At C Ort(E) ve Ort(E) Arsimedyan f-
cebri dolayisiyla degismeli oldugundan Ort(E) = {Ort(E)}. € {Ar}. elde
edilir.

Onerme 4.3 de T iizerindeki kesin pozitiflik kosulu, bir n ic¢in T" ¢ nin veya
sadece bir Se At ‘ nin kesin pozitif olmasiyla yer degistirebilir. Ayrica &L£y,(E)

‘nin At ‘yi igeren degismeli her alt cebrinin , Ort(E)’ nin alt cebri olacagi

kolayca goriiliir.

E Dedekind tam Riesz uzay: olsun. T E {izerinde pozitif operatér ve R,S E *

nin ortomorfizmalar1 olsun. O zaman XLy(E) icinde, (RAS) T = RTAST,
(RvS)T = RTVST ve benzer sekilde T(RAS) = TRATS, T(RvS) = RTVTS

esitlikleri saglanir.
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Sonu¢ 4.5: E Dedekind tam T, E iizerinde pozitif operator olsun. T kesin
pozitif veya Orten ise {At}. , Ort(E) ‘ nin Riesz alt uzay1dir.

Kanit : E Dedekind tam Riesz uzay: oldugundan kuvvetli topolojik dolu

merkeze sahiptir. Ustelik At , &£, (E) ‘nin Riesz alt uzay1 oldugundan Riesz

ayrisim ozelligine sahiptir. Béylece T kesin pozitif operatdrse Onerme 4.3
den , T orten operatdrse Onerme 4.1 den {Ar}. < Ort(E) dir. Boylece R,S &
{At}.iken R,Se Ort(E) ve 0 < U € Ar igin,

(RAS)U=RUASU=URAUS=U(RAS)

esitligi elde edilir. At pozitif liretecli oldugundan, R AS € {Ar}. ve boylece

Riesz alt uzayidir.

Sonug 4.6: E Dedekind tam T, E {izerinde pozitif operatér olsun. T kesin
pozitif veya orten ise {At}. , Ort(E) ‘ nin yerel diizgiin tam birimsel f-alt

cebridir.

Kanit : Sonug 4.5 ‘den {Ar}. ‘nin , Ort(E)’ nin Riesz alt uzayi oldugu
bilinmektedir. {Ar}. , birimli Riesz cebri oldugundan Ort(E)’ nin birimsel
f-altcebiri olacag1 agiktir. Ustelik {Ar}. ¢ nin £(E) i¢inde yerel diizgiin kapalt
oldugu bilinmektedir. E Dedekind tam oldugundan Ort(E) yerel diizgiin tam

ve boylece {At}. yerel diizgiin tamdir.

E Arsimedyan Riesz uzayi izerinde dikligi koruyan S operatorii igin |S| vardir
ve dikligi koruyan operatordiir. Boylece , T Riesz homomorfizmasi olmak
tizere , {T}. icinde dikligi koruyan S operatorii i¢in, |S| € {T}. olur. Gergekten

x€E, i¢in,
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TIS| x = T|Sx| = [TSx| = |STx| = |S||Tx| = |S|Tx

esitligi saglanir. Boylece {T}. NZ(E) ve {T}.Ort(E) Riesz uzayidirlar.

E esas projeksiyon ozelligine sahip Riesz uzay: olmak iizere her n € Z(E) icin

St<n S (veyan S <S8 n) esitsizligini saglayan S operatdrii ortomorfizmadir.
Se L£4(E) olmak iizere ¥s : Z (E) - £,(E) ;¥s (n ) = Snt ve 05 : Z(E)—>Ly(E);
@s (1 ) =7 S olarak tanimlansin. Z(E) iizerinde 0 < @5 - ¥s ve Ker (g - ¥5 ) =
{S}c N Z(E) dir. {S}. N Z(E) ‘nin pozitif kism1 Z(E) ‘nin pozitif kisma i¢inde
solid ve Ie {S}.N Z(E) oldugundan, her P siral1 projeksiyonu i¢in Pe {S}.
Z(E) dir. Boylece Nakano’nun sonucundan Se Ort(E) dir.

{T}. ‘nin Riesz alt uzay1 olmasiyla ilgili detaylar asagida yer almaktadir.

Sonu¢ 4.7: T, E Dedekind tam Riesz uzay: iizerinde sira siirekli, aralik

koruyan Riesz homomorfizmasi ise {T}. , £,(E) ‘ nin Riesz alt uzayidir.

Kanmit : Ly(E) — Ly(E) ; S—oST donisiimii aralik koruyan Riesz

homomorfizmasi ve T sira siirekli oldugundan oldugundan, £y(E) — £,(E) ;

S — TS doniisiimii Riesz homomorfizmasi olur [1]. Béylece S, Re {T}. iken,

(SVR)T = STVRT = TSVTR = T(SvR)

esitligi elde edilir. Bu ise {T}. ‘ nin Riesz alt uzay1 oldugu gosterir.

Dikkat edilirse E Dedekind tam Riesz uzaymin T pozitif ortomorfizmasi i¢in

{T}c ‘nin Riesz uzayr oldugu sonucunu elde ederiz. Ozellikle I, birim

T.C. YOKSEKOCRETIM KURULU
POKIMANTASYON MERKEZ]
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operatorii i¢in {I}. ‘nin Riesz alt uzay1 olmasi E’ nin Dedekind tam olma

kabuliinii zorunlu kilar. Ortomorfizmalar i¢in daha fazlas1 sdylenebilir.

Onerme 4.8: T, E Dedekind tam Riesz uzay: iizerinde sira sinirh operator

olsun. Asagidakiler denktir:

()  {T).ideal.

(i) Te Ort(E).

(iii)) {T}. band.

Kanit : (i) = (i) {T}. ‘nin £y(E) iginde ideal oldugunu kabul edelim. I €
{T}. oldugundan Z(E) € {T}. elde edilir. Béylece her te Z(E) i¢in T = =n T,
yani T € Z(E), dir. Z(E). =Ort(E) oldugundan Te Ort(E) elde edilir.

(ii) = (iii) T, E’ nin ortomorfizmasi olsun. W1 : £, (B) —» £, (B) ; S > TS ve
or:Ly(E)=Ly(E); S—ST ile tanimhi  donigimler £y(E)’ nin
ortomorfizmalaridir. o7 — W1 £y(E)’ nin ortomorfizmasi oldugundan Ker (or

—¥r), Ly(E) icinde band olur. {T}, = Ker (¢ — V1) oldugundan {T}. , £,(E)
icinde banddur.

(iii) = (i) Band tanimindan agikga goriiliir.

Te At oldugundan {At}.C {T}. olur. Genelde bu kesin esitsizliktir. Ornegin ;

T, £4(E) # Ort(E) olan E Dedekind tam Riesz uzay1 iizerinde birim operator

ise {A7}. = Ort(E) ve {T}. = Ly(E) oldugundan {Ar}.# ({T}. olur. Onerme
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4.3 ¢ in kosullar: altinda {Ar}.= {T}.ise T € Ort(E) ve Sonug 4.4. den {At}.
= {T}. = Ort(E) dir.

TeBt oldugundan {Br}. < {T}. olur. Se{T}. iken {S}. band oluyorsa,
Te{S}. oldugundan Bt < {S}. ve boylece Se {Br}elde edilir. Onerme 4.8
‘in kosullar1 altinda {T}. ¢ Ort(E) ise {T}. < {Br}. < {Ar}. < {T}.
oldugundan {T}.= {Br}.= {Ar}. esitligi elde edilir. Sonu¢ 4.5 ¢ in kogullar1
altinda {T}. = {Br}. ise {T}. < {Br}. < {Ar}. < Ort(E) oldugundan
TeOrt(E) ve boylece Ort(E) < {T}. dir. Buradan {T}. ={Bt}. = {Ar}. =
Ort(E) dir. Sonug 4.5 ‘in kosullar: altinda {T}.= {Br}. olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul {T}. < Ort(E) olmasidir.

E Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere £,(E) iginde sirali yakinsama ve
yerel diizgiin yakinsama ayni olsun.Bu duruma £,(E) i¢inde siral1 yakinsama
uyumludur denir. Bu kosullar altinda sirali topoloji ile yerel diizgiin topoloji
ozdestir. A = Ly(E) ve A’ = {SeLy(E) : S,—>— S olacak sekilde (S,) < A
vardir} olsun. Eger A’nin kapanisi cl(A) ile gosterilirse, A < A" < cl(A) olur.
Bu kosullar altinda {Bt}. = {At} dir. Bunun igin Se{Ar}. alalim. A; <

{S}. ve boylece {Ar} < {S}. olur.

E Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan {S}. yerel diizgiin kapali ve L£,(E)

icinde sirali yakinsama uyumlu oldugundan, {A7}’ = By < {S}. = {S}. elde
edilir. Boylece Se{Br}.dir.

Asagida ilk olarak Pagter ve Huijsmans tarafindan tanimlanan, diizgiin kapal
ideallerin ilging bir siifi £,(E,F)i¢in incelendi [7].

Burada kapanislar yerel diizgiin topolojiye gore alinmiglardir.
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Tanim 4.9 : I, E Riesz uzaymin ideali olsun. Eger fel, geE ve It =ig iken

gel oluyorsa I ¢ ya soyut z — ideal denir.
[7] de z-idealler agagidaki gibi betimlenmisgtir.

Onerme 4.10 : I ¢ E idealinin z-ideal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f € 1

iken It c I olmasidir.

Boylece herhangi bir diizgiin kapali idealin, z-ideal oldugu sonucu elde ederiz.

E, F Riesz uzaylan F Dedekind tam ve TeLy(E,F) olsun. O zaman

{Ue Ly(E,F) : Ny ¢ Ny} yerel diizgiin kapal idealdir. Boylece &£y(E,F)’nin z-

idealidir.

Onerme 4.11 : E, F Riesz uzaylan1 F Dedekind tam ve A ¢ £(E,F) ‘nin

ideali olsun. Eger SeA, Te L,(EJF) ve Ng=Np iken Te A oluyorsa, A

Lu(E,F) nin z-idealidir.

Kanit: Se A, Te LL(EF) ve As =Ar oldugunu kabul edelim.
A1 c {UeLy(EF) : Ny c Ny}
As C {Ue Ly(EF) : Ns c Ny)

oldugundan Nt = Ng dir. Boylece T € A ve A z- ideal olur.

T, E Arsimedyan Riesz uzayinin ortomorfizmasi iken Ker T = Ny dir. Bu

durumda Onerme 4.11” in benzeri Ort(E) i¢gin verilebilir.
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Sonug 4.12 : E Arsimedyan Riesz uzay1 A, Ort(E) i¢inde ideal olsun. Eger
SeA, TeOrt(E) ve Ker T = Ker S iken Te A oluyorsa A z-idealdir.

Gozlem : Onerme 4.11° in tersi dogru degildir. Bunun igin T : £,— £, , (x,) =
T(xp) =( X2,X1,X3,...) ile tanimli operatdrii ele alalim. O zaman Np = Nj =

{0}olur. Ort(£,) z- ideal oldugu halde Te, A e; # 0 oldugundan T ¢Ort(2,) dir.
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5. YEREL YAKLASIMLAR

E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam olmak iizere, T:E— F pozitif
operatériinii ele alalim. E esas projeksiyon o6zelligine sahip iken T’nin
bilesenlerinin sirali projeksiyonlar kullanilarak betimlenebildigi [8] iginde
gosterildi. Daha sonra T ile smirli, pozitif operatére, Q ve P sirali
projeksiyonlar olmak iizere QTP bicimindeki operatorlerin dogrusal
bilesimleriyle yaklagilabilindigi gériildi. Burada kullanilan teknikte, E’nin
sirali projeksiyonlar bakimindan zengin olmas1 gerekli oldugundan, esas
projeksiyon Ozelligine sahip olma kabulii kaldirilamiyordu. Bu durum,
ortomorfizma yoniinden zengin Banach orgiileri i¢in incelendi [9]. Buna gore
T ile smirli, pozitif operatére, L ve M ortomorfizmalar olmak iizere LTM

bigimindeki operatorlerin dogrusal bilesimleriyle yaklasilabilindi.

Banach orgiileri iizerindeki pozitif operatorlerin dstten sinirlanabilme
problemine katki saglayacagi diigiincesiyle £,(E,F)’nin merkezi incelendi

[10]. Bunun sebebi, 0 < S < T iken = (T) = S olacak sekilde ne Z(Ly(E, F))

olmasidir.

Bu boliimde, E ve F uzaylan lizerindeki kabuller zayiflatilarak, [9] ve [10]

icindeki yerel yaklagim sonuglar genisletilerek elde edilmisgtir.

Tanim 5.1 : E Argsimedyan Riesz uzayi, x€E, olsun .
a) 0<y <x esitsizligini saglayan her y igin 7 (X) =y olacak sekilde
0 <neZ(E) varsa E, x noktasinda yerel zengin merkeze sahiptir denir.

Gerektiginde, nA I operatoriinii alarak 0 <7t <1 oldugu kabul edilebilir.
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b) E’ nin sira duali E™, E’nin noktalarini ayirsin. Z(E)x’ in o (E, E7)
kapanigi, x tarafindan iiretilen ideali igeriyorsa, E x noktasinda yerel

topolojik dolu merkeze sahiptir denir.
Ornek 5.2 :

i) E, x noktasinda yerel zengin merkeze sahip ise x noktasinda yerel

topolojik dolu merkeze sahiptir.

ii) E’ nin zengin merkeze sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul her x€E,

noktasinda yerel zengin merkeze sahip olmasidir.

iii) E’ nin topolojik dolu merkeze sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

x€ E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip olmasidir.

iv) E birimli Argimedyan f-cebri ise birimde yerel zengin merkeze sahiptir.
Gergekten, 0 <y <e ise her xeE icin © (x)=xy carpim operatorii olmak iizere

0<n<Iven(e)=ysaglanir.

v) E,ueE, da —;— - sinirh i¢ noktaya sahip Banach Orgiisii ise u noktasinda

yerel zengin merkeze sahiptir. Gergekten, u ile iiretilen ideal A,, birimli
f-cebri oldugundan u noktasinda yerel zengin merkeze sahiptir. Boylece
0 < v < u eyitsizligi saglandiginda, wn (u) = v, 0 < w < I olacak sekilde
neZ(A,) ¢arpim operatdrii vardir. m, E’nin A, iizerine indirgenen normuna
gore stireklidir [1]. Boylece n, Z(E) iginde bir f genislemesine sahiptir.

Buradan, E’ nin u noktasinda yerel zengin merkeze sahip oldugu elde edilir.
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Bunun bir sonucu olarak, siral1 birime sahip Banach orgiilerinin birimde yerel

zengin merkeze sahip oldugu elde edilir.

Bununla birlikte, £, Dedekind tam oldugundan her pozitif elemanda,

ozellikle e, =(0,1,0,...) de yerel zengin merkeze sahiptir.Ote yandan e, nin

% - sinirl: i¢ nokta olmasi igin gerekli ve yeterli kogul her 0 < f €£; igin f (e;)

>0 olmasidir [1]. f: £, — IR, (x,)— X; ile taniml pozitif fonksiyonel igin f

(e2 ) = 0 oldugundan, e, %- stirhl i¢ nokta degildir.

vi) Ornek 2.2.19 (ii) den, C[0,1] birimli Arsimedyan f- cebri, birimde yerel

zengin merkeze sahip olmasina karsin, zengin merkeze sahip degildir.

vii) e€E,, E Arsimedyan Riesz uzayinin diskret elemani ise E, x noktasinda
yerel zengin merkeze sahiptir. Gergekten, 0 <y <x ise y = Ax olacak gekilde A

pozitif sayis1 var oldugundan, A I merkez operattrii istenen 6zelliktedir.
Asagidaki Ononermeler Wickstead’in sonuglarina benzerdir [11].

Onénerme 5.3 : E Arsimedyan Riesz uzayi, xeE, olsun.

i) E, xeE, noktasinda yerel zengin merkeze sahiptir.

ii) xile iiretilen ideal I,, Z (E) -genisleme 6zelligine sahiptir.

n n
iii) 0<y1,¥2,...,yn € E ve Zyi=x ise Zni=l ,i=1,2, ., nicgin 7 (x)

i=1 i=1

=y; olacak sekilde 0 <m; m,, ..., myeZ (E) vardrr.
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O zaman (iii) <(@)=(i) saglanir. Ozellikle, E yerel diizgiin tam ise

(iii)<=>( i ) (ii) saglanir.

Kamt : (i)= (iii) Kanit n {izerinde tiimevarimla yapilacaktir. n = 1 olsun.

y1 = x oldugundan, m;=I€Z(E) i¢in n;(x) = y; saglanir. Savin n i¢in dogru

n+l1
oldugunu kabul edelim. 0 < yy,....yn+1 €E ve Zyi =X olsun. U=y, + Yu
i=1

n
denirse y; +...+ yn.1 U, = X oldugundan Zni =1 vei=1,2,...,n-1 igin m; (X)

i=1
=y, Ty (X) =u, olacak sekilde 0 <& ,...,n, € Z(E) vardir. E, x noktasinda
yerel zengin merkeze sahip ve 0 <y, < x oldugundan n(x) =y, , 0 < <1
olacak sekilde meZ (E) vardir. R, = ©# A ®,, Ry = m, -mAT, denirse,

0<Rp,R;n1<I ve Ry+R,41=m, elde edilir. Ustelik Ry (X)= ¥, ve Ry 1(X)= Yo elde

n+l n
edilir. 1 <i < n-1 i¢in w; = R; denirse , Z:Ri = Zni=l ve 1 <i<n+l1igin
i=1 i=1

R; (x) = y; olacak gekilde 0 <Ry,...,.R, 1 €Z (E) bulunmus olur.

(ii)=>() 0 <y < xolsun. X = x-y+y oldugundan y, =x -y, y, = y denirse
m+m,=1 vei=1,2i¢in 7; (x) =y; olacak sekilde 0 <=, , n, €Z (E) vardur.

T, (X) =y oldugundan, E xeE. noktasinda yerel zengin merkeze sahiptir.

(1) = (ii) neZ(1,) olsun. 0 <7 <1 kabul edilebilir. 0 < n(x)< x oldugundan
R(x) = n(x) olacak sekilde R €Z (E) vardir. Bu ise I, lizerinde R ==

oldugunu gosterir.

E’ nin yerel diizgiin tam oldugunu kabul edelim. (ii) = (i) oldugunu

gostermek yeter. Bunun i¢in 0 < y < x esitsizligi saglansin. I, birimli f-cebri
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oldugundan x noktasinda yerel zengin merkeze sahiptir. Boylece m (x) =y
olacak sekilde weZ(ly) vardwr. I, Z(E) - genisleme o6zelligine sahip
oldugundan R (x) = y olacak sekilde Re Z (E) vardur.

Onerme 5.4 : E Banach orgiisii, x€ E, olsun. Asagidakiler denktir:
i) E, xe€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahiptir.

ii) xile iretilen ideal I; Z (E) —yaklagik genisleme 6zelligine sahiptir.
i) 0<yy,...ya€ E, Y y;=x vee>0igin Y m;=1,1<i<nigin
i=1 i=1

[imi x - y; || < € olacak sekilde 0 < m; m,e€Z (E) vardir.

Kamit : (il )= (i) O <y < x esitsizlii saglansin. I, birimli f-cebir
oldugundan, x noktasinda yerel zengin merkeze sahip ve bdylece n(x) =y
olacak sekilde n €Z (I,) vardir. (ii) den dolay: her zel, igcin w,(z) — 7 (2)
olacak sekilde Z (E) i¢inde (m,) dizisi vardir. Ozellikle,||x, (x) — = (x) || =|
(X)) — yll = 0 dir. Boylece E, x€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze
sahiptir.

(1)= (iii) Kamt n tizerine tiimevarimla yapilacaktir. n = 1 olsun. y; = x

oldugundan, w; = I i¢in [}m;(X) - y1 || = 0 < € dur. Savin n i¢in dogru oldugunu

n+l
kabul edelim. 0 <y, ,...,yps1 €EE ve Zyi =x ve € > 0 olsun. u, =y, + Yuu1

i=1

denirse € /4 > 0 i¢in Zni =1 ,1<i<n-ligin||m x-yill<€/4 |lmy (X)-uyl} <
i=1

€ /4 olacak sekilde 0 < my,...,m, € Z(E) vardir. 0 <y, < x oldugundan (i) den

dolay1 |t (x)-ys |l <€ /4, 0 < 7w <1 olacak sckilde x € Z (E) vardir. Ry, =n A 1,
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n+l n
, Roy1 = T, - T A W, ve 1< 1 < n-1 igin R; = @; denirse ZRi =Zni =1 elde

i=1 i=1

edilir. Ustelik,
[Ra (%) = Ya [ = [T AT (X) =¥ |

S AT (X) =T (IAYn |+ [T (DA Yn—Yn A Un |

S| )= Yol + T X) —u|
oldugundan [[Ra(X)=¥a IS/ (X)-Ynll+ ] 7 (X) —un || <&/2
saglanir. Boylece,
| Rae1 %) =¥ nea | = 1[0 (%) = Ra (%) - Y1 = Yo + Y |l

S O —up |l + || ya-Ra ) ||
<eg
n+l n+l1

olur. Boylece 0 <y;,....¥n+1 €E, Zyi= x ve € > 0 icin ZRi =1, 1€1<

i=1 1:1

n+l igin | Rjx — y; Il < € olacak gekilde 0 <R,,...,R;+; € Z(E) vardir.

(iii))}— (ii) = €Z (Iy) olsun. 0 £ = <1 esitsizliginin saglandigini kabul edelim.
0 <7 (x) £x oldugundan y, = (X) , y; = X-7 (X) denirse 0 <y;,y, € E ve

X =y +Yy; elde edilir.(iii) den dolay1 her € > 0 i¢in 0 < 7. <1 ve || 7, (X) —1(x)||
< € olacak sekilde n; €Z(E) vardir. Boylece || m, (x) —m (x) || — 0 olacak
sekilde {m,}c Z(E) vardir. 0 < z < x esitsizligini saglayan her z igin | 7, (z) -
(z) | =|n, — w|z < |my x—n x| oldugundan || m,z- wz || <||mx WX ]| Ve
boylece her ze I, i¢in || m, z —m z || - 0 elde edilir. Bu ise I, in Z(E) — yaklagik

genisleme ozelligine sahip oldugunu kanitlar.

Sonug¢ 5.5 : E Banach orgiisii % - smurh i¢ noktaya sahipse topolojik dolu

merkeze sahiptir.
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Kanit : Onerme 5.4 ‘den her x€E, icin I, ‘in yaklagik genigleme 6zelligine

sahip oldugunu gostermek yeter. Bunun i¢in 0 <n <I,ne Z(I,) olsun. E ‘nin

% - sinirl i¢ noktalarin koleksiyonu E, i¢inde yogun oldugundan, n (x) € E .

icin u, — 7 (x) olacak sekilde (u,) , % - smirh i¢ noktalarin dizisi vardir.
u,VvX ile iiretilen esas ideal I, ile gosterilsin. n; : I, =2 I, n, () =y. 0, ile
tanimli ¢arpim operatorii 0 < w, < I esitsizligini saglar ve siireklidir. [ 1] .

Boylece her n igin, u,vx, %- sinirli i¢ nokta oldugundan, =, , Z (E) igcinde

bir #t_ genislemesine sahiptir. Ustelik her n igin f_(X) =my(X)= x.u, = (X A
u,)(xXVU,) =X AU, esitligi saglamir. Kafes operasyonlarinin siirekliliginden u, A
x — @ (x) ve boylece fi, (x) > n (x) eldeedilir. 0<y<xise| &, (y)-n(y)|<
|7t,—m | x =| 7t (X) — & (x) | oldugundan #, — = y dir. Béylece E topolojik

dolu merkeze sahiptir.

(L )’ zayif siral1 birim igermediginden % -sinirli i¢ noktaya sahip olmamasina

karsin Dedekind tam oldugundan topolojik dolu merkeze sahiptir [ 13] .

Biitiin Riesz uzaylarim1 Arsimedyan olarak ele aldigimizi tekrar hatirlatalim.
Bundan boyle E Riesz uzayi iizerindeki birim doniigiim I ile gosterilecektir.
E ve F Riesz uzaylan, F Dedekind tam olsun . Her n € Z(E) ve o€Z(F),
Te Ly(EF) icin T — oTr ile tanimli doniisiim Z (&£, (E,F))’ nin elemanidir.
Bu doniisiim o ® ©t ile gosterilecektir. € Z(F) ve ne Z (E) olmak iizere c®n
bi¢imdeki elemanlarmn Z (£, (E,F)) igindeki {irettigi alt vektor uzayi
Z(F) ®Z(E) ile gosterilecektir. Z (F) birimli f-cebri oldugundan o, , 6, € Z(F)

iken o) 0, = 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul o, 1 o, olmasidir [ 14] .
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Boylece, Z (F) —» Z(Ly(EF)) ; 0 > o ® I ile tanimli cebir homomorfizmasi
dikligi korur ve pozitif olmasindan dolay1 Riesz homomorfizmasidir. Benzer
sekilde, Z(E) —» Z(Ly(EF)) ; 1 > I ® n ile tamml doniisiim de Riesz
homomorfizmasidir. 6eZ(F) , n cZ (E)icin o ®n=(c QI ) [ ® n )

oldugundan |c® | =| o | ® | n| = esitligi elde edilir.

F {izerindeki siral1 projeksiyonlarin Boole cebri P ile gosterilirse, PeP ,

n € Z (E) olmak iizere P @ n bi¢imindeki elemanlarin Z(F) ® Z (E) iginde

tirettigi  alt vektor uzay1 P ® Z ( E ) ile gosterilecektir. Boéylece P ® Z (E)

‘nin her elemam 'ZPi ® m; bicimindeki sonlu toplamla tek tiirlii temsil edilir

i=1

[14].Buna standart temsil diyelim. Burada 1 < i<n i¢in P; P, w; € Z(E),

i#jicin AP =0,m;#m;ve D P=Ip dir. Eger P ® Z (E) iginde bir
i=1

elemanin ZPi ® m, bi¢imindeki standart temsilini ele alirsak { P;: 1 < i<n}

i=1
dik sistem oldugundan | > P, ® ;| = D P, ®|r| esitligini elde ederiz. Boylece
i=1 i=l

P® Z(E), Z (£ (E,F)) ‘nin Riesz alt uzayidur.

L Riesz uzay1 KcL herhangi bir alt kiimesi olsun. O zaman, T K = {feL: f,T f
olacak sekilde {f,}cK vardir} bigiminde tammlanir. Benzer sekilde VK
tanimlanabilir. Eger M c L~ ise L lizerinde tiretilen mutlak zayif topoloji

|o|(L,M) ile gosterilecektir. Mutlak zayif topoloji, feL, peM olmak iizere

f—| ¢ || f|) Riesz yar1 normlarinin ailesi tarafindan uretilen,L tizerinde yerel
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konveks-solid topolojidir.M yerine M ile iiretilen ideal alinirsa elde edilen

mutlak zayif topoloji degismez.

Bu béliimiin temel sonuglan igin taban olusturan asagidaki Onerme Fremlin

tarafindan elde edilmigtir [ 15] .

Onerme 5.6 : Eger L Dedekind tam Riesz uzay, M L  nin noktalarini ayiran
L~ ‘nin solid alt uzay1 ve K, L’nin alt kafesi ise K’nin |6|( L, M ) kapanis1
ITITK “dur.

E ve F Riesz uzaylan, F Dedekind tam olsun. 0 < peF ,0<T e £, (EF)

ve 0 < xeE olmak tizere ¢ 41, « : Z (£ (B,F)) - IR ; ne Z (L, (EF)) icin
b ¢,1,x (M) =@ (7 (T)x) doniigiimii ile tanimlansin. Bu durumda 0< ¢ o1 x €

Z (£, (E,F) | olur. xeE,, I ; x ile iiretilen ideal olmak iizere,

F={berx:050eF., 0<Te £,(EF),0<xcE}

ve
Fx={dory:0509eF;, 0<Te L, (EF),0sye L}
olsun.
F7 , F’nin noktalarini ayirtyorsa & de Z(£;, (E,F))’nin noktalarim ayirir. F

ve Fy Z (Ly (EF)) ;. ° min pozitif kismu iginde solid ve boylece toplamaya

gore kapahdir [ 14].
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E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam normlu Riesz uzayi olsun. 0 <o €

F., 0<Te £, (EF),0< x € Eolmak iizere ¢ o1 x: Z (Lp, (BF) ) IR ; n

€ Z (L, (EF))icin d 41, x ()= @(n(T)x) doniigiimii tanimlansin. Bu durumda
0<0 y1x€ Z (L (EF)) , olur. Bir xeE, igin,

IJ={derx:0<¢0e F,, 0sTe £, (EF),0< xe E}

ve

Ix={dery:0<9pe F,, 0sTe £, (EF),0< ye I, }

olsun.

F: , F’nin noktalarini ayiriyorsa 3 de Z(£y, (E.F))’ nin noktalarini1 ayurir. 3 ve
Ix Z (L, (EF)); ¢ nn pozitif kismu iginde solid ve bdylece toplamaya gore

kapalidir [ 14].

Dikkat edilirse F Banach orgiisii iken F' = F~ oldugundan, 3 = F ve I, = F,

olur. Ayrica E bir x€ E, i¢in sira birime sahipse 3, =9 ve F, = & dir.

€' = PRZE) N [0, Iz ® Ig] ile tanimlanirsa Onerme 5.6 dan asagidaki

sonuclar elde edilir.

Sonug 5.7 :
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n °?

a) E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam olsun. F_ , F’ nin noktalarim

ayiriyorsa €' nin |o] (Z (£, (B.F)), F ) kapamsi I T4 T €* dur.

b) E ve F Riesz uzaylan, F Dedekind tam normlu Riesz uzayi olsun. F, F

nin noktalarin1 ayiriyorsa €* ¢ nin |0} (Z ( £, (E,F)),J ) kapamsi LTI T €* dur.

Bu bolimde E ve F iizerindeki kisitlamalarla LT T € ile Z (£, (E,F)) nin

[0, Ig® Ig ] = [0, I, (g ] siralt aralifinin ayni1 oldugu gosterilecektir. Asagida

Ly (E,F) icindeki kafes operasyonlari igin kullanigh bir formiil verilmigtir{10].

Ononerme 5.8 : E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam olsun. 0 < ¢eF;

ve 0< S, T € £y (E,F) ise her xe E, icin

<S A TX,(P) = Z(Pjsxi ,(()> A <Piji ,(P>

ij

saglanir. Burada infimum ; x;+...+X,= X olacak sekilde sonlu { x;...,x, }CE,
dizisi ile Py+...+ P, = Ip olacak sekilde F iizerinde swrali projeksiyonlarin

sonlu {P;,...,Pn } kesin dik dizisi {izerinden almir. Asagidaki Onerme , [ 10]

Onoénerme 2.4’iin benzeridir.

Onerme 5.9 : E, bir xe E, noktasinda yerel zengin merkeze sahip Arsimedyan

Riesz uzay: ve F Dedekind tam olsun.

O zaman €" [0, I¢, g ] icinde |ol( Z (£, (E,F)),& ) yogundur.

Kanit: €>0, 0<¢@eF;, 0<Te £y (EF) ve ve [0, Iz, gr ] olmak tizere
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} o1, x (V-7 [) < € olacak sekilde e €* oldugu gostermek yeter. Once v,
I:, p ‘ nin esas bileseni olarak kabul edilsin. O zaman S=w(T) , £, (E.F)

icinde T” nin esas bilegeni olur. SA (T-S) = 0 oldugundan Onénerme 5.8 den,

> (PSx,,0) A (B, (T-9)x,,0) < % olacak sekilde Py+...+Pp, = Iy esitliini

LJ
saglayan F lizerinde dik sirali projeksiyonlar ve xj+...+X, = x esitligini

saglayan 0 <x;,...,X, € E elemanlan vardir.
Q= {G:): (PSx;,0) <(Py(T-8)x,,0)}

olarak tamimlansin ve Q" ={1,2, ....,n } x{1, 2, ....m }\ Q olsun. Boylece,

2<Piji,(p><§ ve 2<Pj(T—S)xi,(p><—§—
(i,i)eQ (i,i)eQ

n
esitsizlikleri saglanir. Ononerme 5.3 den 1< i < n igin m(x)=x; ,Zni =Ig
i=1

olacak sekilde 0 < m; ,...,m, € Z (E) vardir. Buradan, ( ( ZPani)x,(p><§
(i,))eQ

elde edilir. Boylece,

(| 8= XPTm k0 )< (]S~ XPSm 0 )+( Y P(T-S)mx,0 )

(i.j)Q (i.)eQ (i.5eQ

€
<{ ( X, PSm;)x,0) +s
(i,jQ
<€
elde edilir.

R ={i:1<i<n ve (ij)6 Q" olacak sekilde 1 < j < m vardir } ise

ZPJ-T’IEi = (Z(ij)@)ni )T esitligi saglanir.
(i.j)eQ ieR j
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Boylece p= ZPJ ®m, denirse  ue€” oldugundan v, Il @r nin esas
(i,)eQ

bileseni iken kanit tamamlanir.

Genel durum, Freudenthal’n teoreminden elde edilir. Buna gore,
| v—gaivi |<% Ie,ep olacak sekilde {Vi}7, , Iz, & esas bilesenleri ve
ioci <1 esitsizligini saglayan o; pozitif sayillan vardir, burada K =
i=1

2(borx(z, gm)+1 dir.Onceki durumdan 1<i<n i¢in ¢gyr.(V; - Wi]) olacak
n
sekilde w; € € bulunabileceginden ¢y rx (| V- Z}aiw i I< € elde edilir.

Sonu¢ 5.10 : E Arsimedyan Riesz uzayr , zengin merkeze sahip ve
F Dedekind tam olsun.

O zaman €" [0, L¢, g ] iginde |o|( Z (£, (EF)),F ) yogundur.

Kanit : E zengin merkeze sahip oldugundan her x€E, noktasinda

yerel zengin merkeze sahiptir. Onerme 5.9 dan her x€E, i¢in € [0, gp]
icinde |o]( Z (&£, (E,F)),Fx ) yogundur. Boylece € [0, L, g ] icinde

IGK Z (ib (E’F))a‘?:) y0gundur-
Asagidaki Sonug, [9] Onerme 2.1’in benzeridir.
Sonug¢ 5.11 : E bir xeE, noktasinda yerel zengin merkeze sahip Arsimedyan

Riesz uzayt ve F Dedekind tam olsun. 0 £ S < T olacak sekilde S,T:E — F

pozitif operatorler olsun. Her0<oe F_ ,& > Oi¢in 0<m;,...,n, € Z(E) ve
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i#jicin Py AP;=0, Py +...4+P;=I¢ olacak gekilde Py ,...,P, F lizerinde sirali

projeksiyonlar1 vardir,

0< zn:PiTnis Tve (]| S——iPiTni x,0 ) <t

i=1 i=1

esitsizlikleri saglanir.

Kamt: 0<S<T vedL, (EF)Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan 0 < v <

Le,en V(T)=S veZ(L, (EF)) vardir. 0 < ge F, & > 0 ise Onerme 5.9

dan d,1x ([V-p|) <€ olacak sekilde pne€’ vardir. p = ZPi ®m; standart
i=1

temsilini ele alalim. Bu durumda P, +...4+P, =Ir,i#ji¢cin ;A P; =0, m; # 7

ve P, ,...,P, F iizerinde siral1 projeksiyonlar 0 < «,,...,m, € Z (E) dir. Boylece

0< ZPiTni =n(T)<T ve byrx(|v-p|)<e oldugundan

i=1
o (VD XM [9=0(] S- YPTr|x) <& clde edilir
i=1

Sonug 5.12 : E Arsimedyan Riesz uzay: zengin merkeze sahip ve F Dedekind

tam olsun. 0 < S < T olacak sekilde S,T:E — F pozitif operatorler olsun. Her
0<¢peF,,e > 0,xeE,; i¢in m,,...,m, € Z(E) ve i#j icin P; AP; =0,

P, +...+P,=Ir olacak sekilde Py,...,P, F iizerinde sirali projeksiyonlar: vardir,

0<

1

n
X,0 ) <€

PTn; <Tve (] s-iPiTni
1 i=1

esitsizlikleri saglanir.

Kanit : E zengin merkeze sahip oldugundan ve Sonu¢ 5.11 den kolayca

goriliir.



65

Onerme 5.13 : E Arsimedyan Riesz uzay: zengin merkeze sahip, F Dedekind

tam Riesz uzayi olsun. F , F nin noktalarini ayiriyorsa,
a) [0 ) Izb (E,F)] = ~LT~LT C+

) {0,T ] =VNT (€ () her 0< T e £, (E,F) igin saglanir.Burada

C'(M={u():peC’} dr.
Kamt :

a) Sonug 5.7 (a) ve Sonug 5.10 dan elde edilir.

b) [0, T] = WTNT € (T) oldugu £, (E,F) nin Dedekind tam olmasindan ve
(a) daki esitlikten agiktir. Burada dikkat edilirse,

[0,T] =(INNT€H=INT (€ (D)

esitligi saglanir. Gergekten VT4T (€ (T) ) < [0, T] oldugu agiktrr. Ustelik
nedTTE" iken pu > 0 saglanir. Boylece pe T €' iken p,Tp oldugundan
(D T(T) ve 0 < py €€ oldugundan w(T)e T €'( T) dir. Boylece devam
edilirse p e VT4T €" iken p (T) e VIITE" (T) elde edilir. Bu ise

(INTEY(T)c NI E (T) oldugunu gosterir.

Bundan sonra, tanim kiimeleri iizerindeki kabuller zayiflatilmig, ancak goriintii

kiimeleri normlu alinmistir.
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Onerme 5.14 : E, bir x€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze

sahip Banach ¢rgiisii ve F Dedekind tam normlu Riesz uzay1 olsun.

O zaman € [0, I¢, & p ] icinde |ol( Z (£, (E,F)),3,) yogundur.

Kanit: £€>0,0<¢e F,, 0<Te £, (EF) ve ve [0, I, gr] verilsin.

borx (I vV - 1 |) < € olacak sekilde pe €* oldugunu gostermek yeter. Once v,

I¢_ & nin esas bileseni olarak kabul edilsin. O zaman S=v(T), £,(E,F) icinde

T  nin esas bileseni olur. S A (T-S) =0 oldugundan Onénerme 4.8 den,

> (PSx,,0) A (P(T-S)x,,0) <

€
i.j 4
olacak sckilde Pi+...+P,=If esitligini saglayan F iizerinde dik siral
projeksiyonlar ve x;+...4+x; = x esitligini saglayan 0 < x,....,x; € E elemanlan
vardir.
Q ve Q" Onerme 5.9 un kanitinda oldugu gibi tanimlansin. O zaman,

Z<Piji,(p><§ ve Z<Pj(T—S)xi,(p><§—
(i,j=Q (i,)eQ

n
olur. Ononerme 5.4 den 8=¢/2(n||o||||T]|+1) i¢in 2“1 =g ve 1<i<nigin
i=1

ltx-x;|| < ® olacak sekilde 0< ity,...w, € Z(E) vardir. Boylece,

(|8= XPTm [x,0)

(i.)eQ’
<{|s- Ypsw |x0)+({ DP(T-S)mx,0 )
(i,))eQ’ (i.)eQ’

=( YPSnx,0 )+{ Y P(T-S)nx,0)

(i,5eQ (i.)eQ’

= ( ZPjS(nix—xi),(p > +< ZPiji,(p > +

(1.)eQ (i.5eQ
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+({ YP(T-S)mx-x%)0 ) +( D P(T-9)x,0)
(i,j)eQ’ (i,)eQ’

<( TPSmx-x)0 )+ TRT-S)mx-x)0 )+=
(1.)eQ (i.jeQ

<{ SPT mx-x o )+ Y PT| mx-x; |0 >+‘8‘
(.)<Q (ieQ 2

= ( ZPjTl TX—X; o >+§
i,j

= (S Thx-xfo )+

i=l

<3 ol +3

i=l
€
<nllelli[Tii3+=

<eg

elde edilir. R, Onerme 5.9 un kanitinda oldugu gibi tanimlanirsa

ZPjTﬂZi = (Z (ZPj)®ni)T esitligi saglanir.
i.)eQ iR j

Boylece p= ij ®m, denirse pe€’ oldugundan v, L () nin esas bileseni
(1,))=Q

iken kanit tamamlanir.

Genel durum, Freudenthal’in teoreminden Onerme 5.9 da oldugu gibi elde

edilir.

Sonug 5.15 : E, bir xeE, nokiasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip
Banach orgiisii ve F Dedekind tam Banach drgiisii olsun.

O zaman € [0, L¢, r ] isinde |o|( Z (Ly (E,F)),&F) yogundur.
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Kanit : F Banach orgiisii oldugundan &F, = J, ve boylece Onerme 5.14 den
€* [0, I¢, gp ] icinde |o|( Z (£, (E.F)),&F ) yogundur.

Sonug¢ 5.16 : E, topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii ve F Dedekind

tam normlu Riesz uzay1 olsun.

O zaman €" [0, Iz, g p ] icinde |0l Z (L, (EF)),T ) yogundur.

Kanit : E topolojik dolu merkeze sahip oldugundan her x€ E, noktasinda yerel

topolojik dolu merkeze sahiptir. Onerme 5.14 den elde edilir.
Asagidaki Sonug, [10] Sonug 2.5’in benzeridir.

Sonu¢ 5.17 : E, topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii ve F Dedekind

tam Banach orgiisii olsun.

O zaman € [0, Lt g p ] iginde |o|( Z (£, (E,F)),F ) yogundur.

Kanmt : F = J olmasindan hemen gikar.

Sonu¢ 5.18 : E, bir x€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip

Banach orgiisii ve F Dedekind tam Bannch 6rgiisii olsun. 0 £ S < T olacak
sekilde S,T : E — F pozitif operatorler olsun. Her 0 < g€ F_ ,€ > Oigin
0<m,..,n, € Z (E) vei#jicin P AP; =0, P, +...4P,= Iz olacak sekilde
Py,...,P, Fiizerinde sirah projeksiyonlan vardir,

0< iPiTnis T ve (] s—ipiTni 0 ) <e
i=1

i=l

esitsizlikleri saglanir.
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Kanit : Sonug 5.11 in kanitinda kullantlan yontem burada da gegerlidir.

Sonuc¢ 5.19 : E, topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii ve F Dedekind
tam Banach orgiisii olsun. 0 < S < T olacak sekilde S,T : E — F pouzitif
operatorler olsun.

Her0<o¢e F,,e > Oicin x€E,0<m,...,my€ Z(E) vei#jicin P, AP;=0,
P, +...+4P,= Ir olacak sekilde Py,...,P, F lizerinde sirali projeksiyonlan vardir,

0< iPiTnis T ve (]S—zn:PiTni

i=1 i=l

X,Q ) <€

esitsizlikleri saglanir.

Kanit : E, topolojik dolu merkeze sahip oldugundan ve Sonug¢ 5.18 ‘den
kolayca elde edilir.

Siiphesiz Sonug 5.18 ve 5.19 da F Dedekind tam normlu uzay ve 0 < ¢ € F:;

olarak degistirilebilir.

Z(E)OZ(F) ile cebirsel tensor ¢arpimi gosterelim. Z(E)OZ(F) ‘nin ¢ elemani

ile Z(E)®Z(F) ‘nin uyusan elemani ® olsun Yani ¢=2nk ®o, , meZ(E),

k=1

o€ Z(F) ise ®, L(E,F) lizerinde, ®(T)= Zoank olsun. Z(E)©Z(F) injektif
k=1

tensOr normu ile ele alindiginda bu norma goére tamamlanig1 Z(E)®,Z(F) ‘nin

Z(L(E,F)) ‘ye izometrik olarak gomiilebildigi [11] Onerme 2.1 de

goOsterilmigtir. Bu gdmme Orten olmayabileceginden, goriintiiniin Z(L,(E.F))
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icinde yogun oldugu durumlar incelenmeye degerdir. A.W.Wickstead , [10]
Onerme 2.6 dan yararlanarak [11] Onerme 3.2 de uygun topolojiye gore,
goriintiiniin yogun oldugunu gostermistir. [10] Onerme 2.6 nin benzeri olan
asagidaki Onerme Wickstead’in sonucunun topolojik dolu merkeze sahip

uzaylar i¢in de saglanacagini gosterir.

Onerme 5.20 : E topolojik dolu merkeze sahip Banach 6rgiisii ve F Dedekind

tam normlu Riesz uzay1 olsun. F;, F nin noktalarini ayiriyorsa,
a) [0,L:,gpn] =¥NTE

b) [0, T] =4MT (€ (T) ) her 0< T e £, (E,F) igin saglanir.
Kanit :

a) Sonug 5.7 (b) ve Sonug 5.16 dan elde edilir.

b) Onerme 5.13 (b) nin kanitinda uygulanan yontem ile esitlik elde edilir.

E topolojik dolu merkeze sahip Banach orgilisii ve F Dedekind tam normlu

Riesz uzay1 ve F:1 F nin noktalarimi ayirsin. A, Z (£,(E.F) ) lizerinde herhangi
bir sira siirekli Riesz yarmormu ise € iginde [0, L. &p 1 A-yogundur.
Gergekten 6nerme 5.20 den [0, I gr)] = T e oldugu bilinmektedir.

ve 1€ ise v,Tv olacak sekilde €' iginde {v,} neti vardir. Boylece

A (v =vy) ¥ 0 oldugundan v, € nin A-kapanigindadir. Benzer diigiince ile

devam edilirse v € [0, ¢, gp] = T € iken v, € min A- kapanisindadir.
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€ ={ue PRZ(E) : 0<|ul< I ®lg} ise € [-Iz, gp) , I, @r ] icinde A yogundur.
Gergekten puel-I:, gp , I, @p ] ise 0 < |u| < It gr oldugundan ve dnceki

durumdan u*, w” €' nin A -kapamigindadir. Béylece her € > 0 igin A (1" ;)

< % ve A (W -Up) < % olacak sekilde p,; ,u; € €" vardir. Boylece ;- U €

P®ZE)ve -Ie, g < W1 - Mo < Iz, g esitsizligi saglandifindan p; - p, € €
elde edilir. Ustelik A (u- (U; - 4z ) ) < € oldugundan W , € ‘nin A -
kapamgindadir.

TeL, EF), p;|T| ile £, (EJF) i¢inde iiretilen ideal {izerinde sira siirekli
Riesz yarmormu olsun. v € Z(Ly, (EF) )icin A (v)= p (v (D)) =p (VIT])
olarak tanimlansin. Boylece A , Z(£, (E,F) ) lizerinde sira siirekli Riesz

yarimnormu olur. S € £, (EJF) ve 0<|S|<|T|ise L, (E,F) Dedekind tam

Riesz uzay: oldugundan, W(T) = S olacak sekilde ue[-I¢, g, Ie, gp ] vardir.

Boylece 6nceki durumdan € > 0 igin A (u- v )< € olacak sekilde ve € vardir.

n
Yani, v=) P, ®m; ,0S V<L, @p Ve
i=1

A@-v)=p(W-v)(T)=p (lu-VIT])
p(IWM-v(D1)

]

p(IS-YP®x|<e

i=1
olacak sekilde 1<i<nicin P,e P, n; € Z (E) vardir. Dikkat edilirse , 0 S<T

oldugunda v , € nin eleman olarak bulunabilir.

Onerme 5.21 : E topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii, F Dedekind

tam normlu Riesz uzay1 olsun. F;, F nin noktalarin1 ayinisin. S,T € L(E,F)

T.C. YOKSEK OCRFTIM KURDLD
KOBMIANTASYON MERKEZR
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0< IS| < |T| esitsizligini saglayan operatorler ve p |[T| ile £, (E,F) iginde
iiretilen idel lizerinde sira siirekli Riesz yarmormu olsun. € > 0 i¢in Py,...,P,
F iizerinde sirali projeksiyonlar, my,...,n, € Z (E) vardur.
> P, ®m;|<Ie,gr ve p(S-D P®m)<e
i=1 i1

esitsizlikleri saglanir.

Ozellikle, 0< S < T ise m,my,...,m, pozitif merkez operatdrleri olarak

secilebilir.
Kanit : Yukaridaki agiklamalardan hemen goriiliir.

E birimli AM- uzay olsun. E {izerindeki her ¢arpim operatorii, E™ tizerinde
bir ¢arpim operatorii tanimlar. Bununla birlikte E agikar olmayan sirali
projeksiyonlara sahip olmadiginda, E” ¢ nin Dedekind tamligi, E~ iizerinde
bolca sirali projeksiyon bulunmasimi garanti eder. Asagidaki bilinen sonug¢ E
izerindeki carpim operatorleri ile E™ nin sirali projeksiyonlarina yerel

yaklagilabildigini gosterir [1].

Ononerme 5.22 : E birimli AM- uzay ve P E"” iizerinde sirali projeksiyon

olsun. O zaman her 0 < (peE* ve € > 0 icin E {izerinde pozitif carpim
operat6rii M vardir, 0 <M <1 ve P-M nin E” icindeki modulii alindiginda,

( |P-Mle, ¢ ) <e esitsizligi saglanur.
Asagidaki Sonug, [1] Onerme 15.117in benzeridir.

Onerme 5.23 : E bir xeE, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip

Banach o6rgiisii ve F birimli AM- uzay, S,T.E > F, 0S8 <T esitsizligini
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saglayan pozitif operatotler olsun. Eger 0 < peF ", € > 0 verilirse, E iizerinde

My,....M, pozitif merkez operatorleri ve F iizerinde L,,...,.L; pozitif ¢arpim

operatorleri vardir; her yeE |y| < x igin,

(] -3 L,TM,)y
i=1

.0 ) <t

saglanir.

Kanit: S ve T’yiEdenF  ne operatorler olarak ele alalim. Dikkat edilirse,
0< (pe(F”); saglanir. Sonug 5.18 den E ilizerinde pozitif merkez operatorler

ok . . .
Mi,....M; ve F  tizerinde sirali projeksiyonlar Py,...,P, vardir,

(| S=3PT™, [x,0 ) <
i=1

£
2

esitsizligi saglanir.

Onénerme 5.22 den her 1 <i < n i¢in F tizerinde L; pozitif ¢carpim operatdrleri

vardir,

( |PeLi[TMix, 9 ) < %

esitsizligi saglanr.

Boylece ,yeE |y| <xigin,

(] -3 LTM,)y

i=1

.0 )

<(| -3 PT™M)y o )+ (| X -L)T™y |o )
i=1 i=1
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<( | S—iPiTMi x,p )+§n:( | B,-L; TM;x,0 )

i=1 i=1
<E
elde edilir.

Simdi Haid’in 6nermesinin bir benzerini verebiliriz.

Sonu¢ 5.24 : E bir x€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip
Banach orgiisii ve F topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii olsun.
S,TEE—>F, 0SS <T esitsizligini saglayan pozitif operatérler olsun. Her

0 < ge F , € > 0 i¢in E iizerinde M;,...,Mg ve F lizerinde L,,...,.Lx pozitif

ortomorfizmalar1 vardir; her yeE |yl <x igin,

(| (S—iLiTMi)y Lo )<e
i=1

esitsizligi saglanir.

Kanit : 0 < ge F ,e> 0 verilsin. Tx = v diyelim. I, ve I, swrasiyla E ve F
icinde x ile v tarafindan iiretilen idealler olsun. I, ve I, sup norm ile birimli
AM- uzaylardir. Boylece I;, x€E, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze
sahip Banach orgiisii olur. S ve T, I, i I, yetasirve Sile T yil ‘e
kisitladigimizda 0< S < T saglanir. Ustelik ¢ , I, ¢ ye kisitlandifinda pozitif
ve siirekli olur. Boylece Sonug 5.23 den I, iizerinde My,....My ve I, lizerinde

L;,....Lx pozitif merkez operatorleri vardir; her [y] <x igin,

< | (S_iLiTMi)y la(P ><‘§
i=1

esitsizligi saglanir.
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E ve F iizerindeki kabullerden dolayy, I 4 ile I, , Z(E) — yaklagik genigleme
ozelligine sahiptir. Boylece 1 < i < k igin, (M'). < Z(E) ve(l!).c ZF)

dizileri vardir; her zel,, tel, i¢in,
M. (z)> Mi(z) ve L (t) — Li(t)

saglanir . Kafes operasyonlarinin siireklilifinden her 1 <i <k ve her n igin
0<M e Z®B) ve 0<Lie Z(F) oldugu kabul edilebilir. Her 1<i<k
icin 0< M; < A; I olacak sekilde A; pozitif sayis1 vardir. A = A4Ay+...+ A

£

olmak {izere g = —m—— olsun. Yeterince biiyiik N igin,
3(Ak]o]+ 1D

IIUN v) - LWk & esitsizligi her 1 < i < k icin saglanr.

€= ” € i
3ol 2l TnTl+D

€, esitsizligi her 1 <i <k i¢in saglanir.

olsun. Yeterince biyiik K icin, [| M} (x) - Mg(x)|l <

Dikkat edilirse, her 1 €i<k,0<|z|<xve 0 <Jt| < v igin,
| Ly ®-Li® <] Ly-Lilv=|L{ v-Lv]

| My (2)- Mi(2) | <] Mg -Mi|x=| Mg x-M;x|
oldugunda, |[LL(®) -Li(®) ll<e, ve | M{ @) -M; @) ll<e, esitsizlikler
saglanir .
Simdi aradigimiz ortomorfizmalarm Lj,...,LY ve Mg,...,M;  oldugunu

gosterelim. 0 <|y| < x olsun.

k . .
(] -2 LyT™M)y |0 )
i=1




76

k ko ‘ k
S( | (S—ZLiTMi)y Ia(P >+< \ (Z:LINTMIK “zLiTMi)y |a(P >

i=1 i=1

k . .
+ Z < | (L‘NTM;( -L,;TM,)y

i=1

<

.0 )

wm

k . . k .
<§+Z (| L\TME () ~LTIM () bo )+ (| LyTM; (1) ~LIM;(y) ho )

i=1

k . . k ,
<5+l | LTl | M) -My) | + Llol | L T™; (y) - LT )]
i=1 i=

. % i S i y y

<3+ 2ol Lu Tl e, 2 3 Jo] | LNT™MLG) - LML) |
€ € €

<343 Melsgen D

<eg
elde edilir.

Dikkat edilirse Sonug 5.24 de F Banach orgiisiiniin Tx = veF, noktasinda yerel

topolojik dolu merkeze sahip olmasi kanit igin yeterlidir. Ustelik E ve F ‘nin
topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiileri olmasi durumunda Sonug 5.24 iin her

xe€E; i¢in saglanacag1 agiktir.
Asagidaki Sonug, [9] Onerme 2.3’iin benzeridir.

Sonu¢ 5.25: E, xeE, noktasinda yerel topolojik dolu merkeze sahip
Banach orgiisi ve F sira siirekli norma sahip Banach orgiisii olsun. S,
T:E—F, 0<S<T esitsizligini saglayan pozitif operatérler olsun. €0 igin E
{izerinde m,,...,m, pozitif merkez operatorler ve Py+...+P=Ig, i#] igin

P; AP=0 olacak sekilde F iizerinde Py,..., P, sirali projeksiyonlar: vardir.
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|| | S—iPiTﬂti ‘x ”<8 ve 0< zn:PiTniST
i1

i=1

esitsizlikleri saglanir.

Kamt : €50 verilsin, Her x' e, il < 1 igin { ( KT y" )% Tx ) <2

esitsizligini saglayacak sekilde 0< y*eF* niin var oldugu [1], Onerme
12.17°den bilinmektedir. F sira siireli norma sahip oldugundan Dedekind
tamdir ve 0<y* eF olur. Sonug 5.18’den E iizerinde my,..., 7, pozitif merkez
operatorleri ve Pi+...+P=Ip i#j igin P; AP;=0 olacak sekilde F izerinde

P...., P, sira projeksiyonlan vardir;

0< 3P Tr, <T ve ( | S-3'PTr, [xy" )<§
i=1 i=1
esitsizlikleri saglanir. Béylece,

| S—iPiTni'\ SS+Zn:PiTni < 2T
i=1

i=l

esitsizligi elde edilir. x eF, |x7]| <1 olsun.

( s-gpimi x” )

<( | S—iPiTni % (X)) +( | S—iPiTni Xy )
i =

<( 2Tx, (X]y)" ) +

w|m

<g

elde edilir. Boylece | | S—iPiTni [ |<& esitsizligi saglanir.
i1
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E topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii iken Sonu¢ 5.25’in her xeF.

icin saglanacag agiktir.

X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere T:X—Y siirekli operator olsun. Ring(T);

n
1< i < n igin S;e£(X) ve R;eL(Y) olmak iizere ZRiTSi bigimindeki biitiin

i=1

operatorlerin alt vektor uzayinin £(X,Y) igindeki norm kapanigidir. £(X,Y)

‘nin kapal1 alt vektdr uzay1 Ring(T)’ye T ile iiretilen halka ideal denir.

E ve F Banach orgiileri, F Dedekind tam olsun. O zaman £,(E,F)c£(E,F)

oldugu biliniyor. T:E—F sira simirh bir operatdr olmak iizere T ile iiretilen

ideal ve halka ideal arasinda herhangi bir iliski olup olmadig: sorgulandi.

C.D. Aliprantis ve O. Burkinshaw, o-Dedekind tam veya %-smlrh i¢ noktaya

sahip Banach orgiileri lizerinde tanimli sira siirekli norma sahip pozitif bir T
operatorii i¢in At cRing(T) oldugunu gosterdi [9]. Asagidaki Sonug, topolojik
dolu merkeze sahip Banach Orgiileriyle c¢alisildiginda da kapsaminin

saglandigini gosterir.

Sonug¢ 5.26 : E topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii ve F Dedekind
tam Banach Orgiisti olsun. Eger T:E—F pozitif operatorii sira siirekli norma

sahip ise At cRing(T) dir.

Kanit : T sira siireli norma sahip oldugundan L- ve M- zayif kompaktir [1].
T(E) ile tiretilen ideal A olsun. O zaman A sira siirekli norma sahip Banach
orgiisiidiir [1]. S:E—F, 0<S<T esitsizligini saglayan pozitif operatorler olsun.

S(E) c A oldugu aciktir. €>0 olsun. T, M-zayif kompakt oldugundan 6yle bir
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u€E, vardir; her x€E ||x||< 1 igin [[T(Ix}-u)*]| < % esitsizligi saglanr. A sira

siirekli norma sahip boylece, Sonu¢ 5.25’den E tizerinde my,..., T, merkez

operatorleri ve A iizerinde Py,...,P, sirali projeksiyonlar vardir;

| S—iPiTni lu <€ ve O< iPiT'n;iS_T
i=1

i=1

esitsizlikleri saglanir.

1< 1 £ n icin Py X——)F, Ir birim operatoriiyle sinirhdir. Boylece, P;, F'nin

tamamina genisler [1]. Bu genislemeyi tekrar P; ile gosterirsek 0< P; < Ig

saglanir. Ozaman iPiTni €Ring(T) ve | S—}n:PiTni | < S+§n:PiTni < 2T
i=1 i=l

i=1

esitsizligi Lu(E,F) i¢inde saglanir. Diger taraftan x€E icin,

| (8- iPiTni)x |<| S- }njlmci | (xkHu)™+ | S— iPiTni |u
i=1 i=l i=1
<2T (Ixj-u)* + | S- 2"‘41>1Tni |u
i=1
esitsizligi elde edilir. Boylece her xeE ||x|I< 1 igin,

[18=YPTr |x |20 T(xlw i+ |S-YPTr; |u|<e

i=l i=l
elde edilir. Boylece, | S—Y PTm; | <& olur. Bu ise SeRing(T) oldugunu
i=1

gosterir. Boylece genel bir S€ At icin Ar’nin pozitif iiretecli ve Ring(T) nin

vektor uzayi olmasindan, Se Ring(T) elde edilir.
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Buraya kadar yapilan ¢aliymada F Dedekind tam Riesz uzayi olarak
ele alindi. Simdi F iizerindeki bu kabul zayiflatilacaktir. E ve F Banach

orgiileri olsun. F tarafindan ( F° ); icinde iiretilen ideal, F; ile gosterilsin

ocZ(F) verildiginde 6~ m F,’e kisitlamast o, ile gosterilsin. O zaman
0,€Z(F,) ve Z(F) den Z(F;) i¢cine, 6—0; doniisiimii bire-bir, cebir ve Riesz
homomorfizmasidir. Béylece ¢ ve ¢,’in 6zdesliginden Z(F), Z(F;)’in alt cebri

olarak ele alinacak ve Z(F)® Z(E), Z(F;)® Z(E)’nin uyusan alt uzay: olarak
tanimlanacaktir.

X herhangi bir topolojik uzay olmak iizere L, C(X)’in yerel diizgiin kapah alt
cebri ise L’nin Riesz alt uzayr oldugu bilinmektedir [16]. Boylece E
Arsimedyan Riesz uzay: yerel diizgiin tam iken Z(E) bir C(K) uzaymna Riesz
izomorfik ve Ig—1 oldugundan cebir izomorfiktir. Béylece Z(E)’nin yerel

diizgiin kapal1 alt cebri, Riesz altuzayidir.

Sonu¢ 5.27 : E ve F Banach orgiileri olsun. Z(F)&)Z(E) ile Z(F)® Z(E) nin

Z(Ly(E,F;)) iizerinde birim operatorle elde edilen sira birim norma goére

kapanis1 gosterilsin. O zaman Z(F) @Z(E), Z(Ly(E,F;))’in Riesz alt uzayidur.

Kanit ; F; Dedekind tam dolayisiyla £,(E,F;) Dedekind tam oldugundan
Z(F)(;DZ(E) ‘nin Z(Ly(E,F;)) ‘in yerel diizgiin kapali alt cebri oldugunu

gostermek yeter. Z(F) ® Z(E), Z(Ly(E,F,)) in birimsel alt cebiridir. Ger¢ekten
01,0,€ Z(F), 7, meZ(F) i¢in (0;® m)) (0,® M) = 06, ® m, m; esitligi

saglanir. Boylece Z(F) @Z(E), Z(L(E,F))) in birimsel alt cebridir. Ustelik,
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(W) € Z (F)®Z (E) ve p, —>p (v.d.) olacak sekilde peZ (Ly(EF;)) varsa

peZ(F )QNOZ (E) dir. Boylece Z(F)@Z(E), Z(L(E,Fy)) ‘in yerel diizgiin kapah

alt cebri ve dolayisiyla Riesz uzayidir.

E Riesz uzay1 ve F; Dedekind tam normiu Riesz uzay:1 daha 6énce oldugu gibi

31={ bp1.x: 0< 0e(F)),, 0< TeLy(EF)),0<x € E} olarak tanimlansn.
(Fl):=F* oldugu bilinmektedir [14]. Buna gore, 3, igindeki biitin ¢
fonksiyonelleri, 0 < @eF’, 0< Te£y(EJF,), 0<xeE olmak iizere o)
=( ¢, (T)x ) ile tamimlanabilir. I, Z(Ly(E,F})); ‘nm pozitif kismi iginde
soliddir. Ustelik, ve Z(Ly(E,F1)), v=0 ise v(T)x=0 olacak sekilde

0< TeX,(E,F)) ve 0< xeE vardir. Boylece ( @, v(T)x ) #0 olacak sekilde
0<@eF" vardir. Béylece §(v)=0 olacak sekilde ¢pe3J, vardir. Yani 9,

Z(Ly (E,F,))’in noktalarin1 ayirir.
Asagidaki Onénerme, [10] Ononerme 3.3’iin benzeridir.

Onerme 5.28.: F topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii ise

[0, Ig] = Z(F)) swra araliga [0, I ] <Z(F,) i¢inde |o|(Z(F)), (F® F) yogundur.

Kanit: € >0, 0< o <If ,0 < peF ", 0< xeF verilsin. o(x)=w eF,; denirse 0<w<x
oldugu agiktir. O zaman 0<® <x, | a)’-u)|<§ olacak sekilde o'eF vardir

[17]. F topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiisii oldugundan, 0<c,<IF,

o,(X)—> o' olacak sekilde (c,) = Z(F) vardir. Yeterince biiyik N igin
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¢ (Jon(x)- 0" < % dir. Boylece,

o( | o- onfx) = @(] a(x)-on(x) |)
= ¢ (Jo-ox(x)|)
< ¢ (lo-0"|)+ ¢ (lo'-on(X) |
< €

elde edilir.
Asagidaki Onerme, [10], Onerme 3.2.’nin benzeridir.

Onerme 5.29.: E, F topolojik dolu merkeze sahip Banach 6rgiileri
£ = {(peZE)®ZE): 0< u<p®L } ise £ [0,1e,r )] isinde

lol( Z(Ly (E,F1)),31) yogundur.

Kanmit : 0< 9eF*, 0<xeE, 0< Te£y(EF,) ve € >0 verilsin. ne [0, L, gF )]

iken @ (|t — p|(T)x) < € olacak sekilde pe £* oldugunu gdstermek yeter. Sonug

5.16 dan ¢ (Jn-p'|(T)x) < ; olacak sekilde p' vardir; Burada p’ =ZPi ®m,

i=1

bigiminde ve 0 < p’ < Ir Qlg esitsizligini saglar. Ustelik 1 <i <n i¢in P;, F,

n
tizerinde siral1 projeksiyonlar, ZPi =Ip ve i #ZiginPiA Pj=0 veO0<my
i=1

eZ(E) dir. 1 <i<nigin0 <P <Iz ve 0<Tmx cF, ve 2i>o icin
n

Ononerme 5.28 den ¢ (| P; — o; | Trx) <§8— olacak sekilde o; €[0, I§] < Z(F)
n
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vardir. v= 2 o, ®m, denirse ve Z(F)®Z(E) ve boylece VAI®Ig € Z(F) (;)Z(E)
i=1
dir. p = VAIF®Ig denirse pe £* elde edilir. w' =Y P, ®m, Als ®lg
i=1

oldugundan ,

lp-u| £ |2Pi T, - Z o, ®, | esitsizligi saglanir. Boylece
i=1 i=1
QUW-pDT)<Q ()P ®m- Y 0, @ |Tx)

i=1 i=1

< i(p(] P, -0, [Tm;x)

i=1

ve boylece,

O(lm~p|Tx) S p(In-p[Tx)+o(Ip-wTx)< €
elde edilir.

Asagidaki Onerme, [10] Onerme 3.4 iin benzeridir.

Onerme 5.30 : E ve F topolojik dolu merkeze sahip, Banach 6rgiileri olsun.

fr={ peZE)®ZE): 0 pu<®Iz} ise,
a) [0,1e,@r,)] =4TIT £

1) [0,T] = ATLTEH(T) her 0< Te L(EF) icin

Kanit :
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a) Onerme 5.29 ve Onerme 5.6 dan [0, It, g5 1= (VTUTEY) elde edilir.

b) £,(E,F;) ‘ in Dedekind tam olmasindan ve (a) dan her 0 < T € £,(EF))

icin [0, T ] = TLTE£Y (T) oldugu agiktir.

E ve F topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiileri olsun. Eger A,

Z (Ly(E,F;)) tizerinde herhangi bir sira siirekli Riesz yarmormuysa £ alt
kafesi [0, I, & F ) ] iginde A-yogundur. Gergekten ve T£' ise v,Tv olacak
sekilde £¥icinde {v,} neti vardir. v—vai 0 oldugundan A (v—va)i ve boylece
v, £* mn A-kapanigindadir. Boylece devam edilirse ve { T4 T£* iken v £* nin
A-kapamsindadir. Onerme 5.30 dan £7, [0, L, g )] icinde A-yogundur.

Eger £ = { LeZ(F)®Z(E) : 0<p<Iz ®Ig }ise £ [Iz,®r,) Iz, er,)] icinde
A-yogundur. Gergekten, V€ [-Ie, gF ), L, @r )] ise Onceki durumdan vh v
£ nin A-kapaniginda oldugundan v = v*- v =, £ nin A-kapanisindadir.

T € £,(EF) olsun. p, [T] ile Ly(E,F,) i¢inde iretilen ideal {izerinde sira
stirekli Riesz yarmnormu olsun. ve Z(£y(E.F)) i¢in A (v) = p (v(T))=p(VIIT})
olarak tanimlansmn. Boylece A, Z(L,(E,F)) ilizerinde sira siirekli Riesz
yarinormu olur. Se Ly(E,F) ve 0 < |S| < |T] esitsizliginin saglandigini kabul
edelim. £y(E,F,) Dedekind tam Riesz uzay1 oldufundan -l gr )SUS Le, @F )

ve W(T) = S olacak sekilde ue Z(Ly( E,F)) vardir. Béylece, 6nceki durumdan

€ >0 verildiginde A(u- v ) < —Z— olacak sekilde ve £ vardir.
Ote yandan £ , {(ve Z(F)®Z(E) : |v| <I;®Ig } nin Le, g F ) -diizgiin kapanigidur.
Gergekten , ve £ ise [v| < [ ® Ig ve ve Z(F)@)Z(E) dir. O zaman sira birim

T.C. YOKSEKOERETIV KURULD
DOKDMANTASYDN MERKEZI
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norma gore v, — v olacak sekilde Z(F)®Z(E) i¢cinde {v,} dizisi vardir. Her n

icin v, # 0 olarak kabul edebiliriz. L - L ve buradan,
[val V]
Yo, Y elde ederiz. | v| < 1 oldugundan p, = —Y“——H v
[va | v | va |

denirse p, € Z(F) ®Z(E), || . || £ 1 ve boylece |y, | < Ir ® I elde edilir. | p,-
VI < |l po =~ V|| Le,gF,) Ve a —> v oldufundan p, - v I¢ g ) -diizgin
yakinsaktir. Béylece v , {ueZ(F)®Z(E) : 0<|p|<Ip ®Ig }’ ninle gr ) -
diizgiin kapanigindadir. Tersine , v, —»> v Lz, g5 ,) —dlizgiin yakinsak olacak
sekilde |v, | < If ® I esitsizligini saglayan Z(F)®Z(E) icinde {v,} dizisi var
olsun. O zaman diizgiin yakinsamanin tamimindan, sira birim norma gore
v,—V elde edilir. Boylece veZ(F) ® Z(E) ve | v, | < I ® Ig dir. Béylece ve £

oldugu goriiliir.

g >0 verildiginde A(u-v)< —;— olacak sekilde ve £ oldugu bilindiginden ve

onceki durumdan, |v-v'|< £, &F,) olacak sekilde V| <If ®lg

€
—1
2(p(Th+1)

esitsizligini saglayan v'e Z(F) ®Z(E) vardir. Boylece |v—Vv'||T| <

€

—————|T] ve buradan da p( |[v—v' | | T | ) < £ elde edilir. A nin
2(p(Th+1) 2

tanimindan A (v-v') < % ve boylece A (V' — p )< € esitsizligi saglanir.
Boylece A(V'-u)= p (| V(T)-S|)<e olacak sekilde 0< |V |<Iz®Ig

esitsizligini saglayan v'eZ(F) ®Z(E) vardir.Yani, p (| S-) o;Tm; |) <t ,
in1

] Zci QA m; ]s Ir® I esitsizlikleri saglanacak gekilde 1 <i < n i¢in o; € Z(F)
i=1
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ve m; € Z(E) vardir. Boylece asagidaki Onerme elde edilir. Bu Onerme, [10]

Onerme 3.5 ¢ in benzeridir.

Onerme 5.31 E ve F topolojik dolu merkeze sahip Banach orgiileri ve F; , F

ile (F’ ). iginde iiretilen ideal olsun S, T € £,(E,F,),0<|S | <| T esitligini

saglayan operatorler ve p, | T | ile £y(E,F,) iginde iiretilen ideal iizerinde sira
siirekli Riesz yar1 normu olsun. € >0 i¢in 0y ,...,0, € Z(F) ,@,,....,n, € Z(E)

vardir;

| Zn:()'i@ﬂii ISIx:b(E,Fl) Ve p(S—iGiTTci)<s

i=1 ]:1

esitsizlikleri saglanir.

Kanit : Yukaridaki agiklamalardan elde edilir.
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