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OZET

BiR SINIR DEGER PROBLEMININ URETTiGi OPERATOR DEMETI

Atici, Melih
Yiiksek Lisans, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali
Tez Damismant: Dr. Ogr. Uyesi Hayati OLGAR

Mart 2023, vi + 56 sayfa

Bu tez caligmasinda; smir sartlarinin birinde 6zdeger parametresi bulunduran ve gegis
sartlarma sahip ii¢ ayrik aralikta tanimlanan ¢ok-aralikli bir sinir deger probleminin bazi
spektral ozellikleri arastirilmistir. Ik olarak problemin ©&neminden, uygulama
alanlarindan ve daha once yapilmis calismalardan bahsedilmistir. Sonra problemimiz ile
ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Tezimizin ana bdliimiinde ise problemimize
uygun Hilbert uzaylar1 bulunmus ve gerekli olan kavram ve esitsizlikler verilmis ve de
0zdegerlerine uygun genellestirilmis ¢6ziim kavrami tanimlanmistir. Ayrica incelenen
problem operatér demeti denklemine indirgenmis ve bu operatér demetinin bazi
Ozellikleri incelenmistir. Son olarak genellestirilmis 6zfonksiyonlarm uygun Hilbert
uzayinda Riesz bazi olusturdugu gosterilmis ve Rayleigh-Ritz ydnteminden

faydalanarak 6zdegerler icin bir alt sinir tahmininde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemleri, Ozdegerler, Genellestirilmis

Ozfonksiyonlar, Riesz Bazi.



ABSTRACT
THE OPERATOR PENCIL GENERATED BY A BOUNDARY VALUE PROBLEM
Atici, Melih
Master’s Thesis, Division of Analysis and Functional Theory
Advisor: Asst. Prof. Dr. Hayati OLGAR

March 2023, vi + 56 pages

In this thesis, some spectral properties of a many-interval boundary value problem
defined on three non-intersecting interval with transmission conditons and one of the
boundary condition having an eigenvalue parameter are investigated. First of all,
importance of the problem, its application areas and previous studies are mentioned.
Then, basic definitions and theorems about our problem are given. In the main part of
our thesis Hilbert space have been found of the appropriate for our problem, the
necessary concepts and inequalities have been given, and the concept of generalized
solutions in accordance with the eigenvalues has been defined. In addition, the analyzed
problem is reduced to the operator pencil equation and some properties of this operator
pencil are examined. Finally it has been shown that the generalized eigenfunctions form
a Riesz basis on the appropriate Hilbert space and a lower limit is estimated for the
eigenvalues by using Rayleigh-Ritz method.

Keywords: Sturm-Liouville Problem, Eigenvalues, Generalized Eigenfunctions, Riesz

Basis.
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1. GIRIS

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik, miihendislik, biyoloji
ve matematiksel finans gibi bir¢ok uygulamali bilimlerde onemli yere sahip olup
ozellikle fizikte ve matematiksel fizikte yogun bir sekilde karsimiza ¢ikmaktadir.
Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi; diiz spektral problemler ve ters spektral
problemler olmak iizere iki ana bashkta incelenmektedir. Bir diferansiyel operator
verildiginde operatoriin hem spektrumunun ve ozfonksiyonlarinin incelenmesi, 6z
deger ve ozfonksiyonlarin asimptotik ifadelerinin bulunmasi hem de verilen bir fonk
siyonun bu operatortin ozfonksiyonlarmma gore ayrisimimin arastirilmasi vb. diiz
spektral problemler kisminda incelenirken; verilen belirli dizilere gore spektral karak
teristikleri bu diziler olan operatoriin insasi ise spektral analizin ikinci ana konusu
olan ters problemler olarak adlandirilan kismini ilgilendirmektedir. Diiz spektral
problemler genel olarak; elektronik teorisindeki uzun kablolar igeren elektrik devreleri,
olasilik teorisindeki difiizyon stirecgleri, matematiksel fizikteki serbest ve kuvvet uygu
lanmis titresim problemleri, bir kati ile bir akiskan arasindaki difiizyon veya mekanik
teki 1s1 ve kiitle transferindeki problemleri arastirilirken ortaya gikmaktadir. (Walter,
1973; Belinskiy ve ark., 2015; Guliyev, 2019; Gwak ve ark., 2016; Kaoullas ve
Georgiou, 2015; Likov ve Mikhailov, 1963; Nie ve Linetsky, 2019; Rodrigez ve
ark., 2018). Ters spektral problemlere érnek olarak ise kuantum fiziginde sacilma
verilerine gore alan potansiyellerinin bulunmasi; jeofizikte yer alti madenlerinin
yer altindaki elementlerin dagilim karakteristiklerine gore belirlenmesi; mekanikte,
verilen dalga boylarima gore homojen olmayan yayda yogunluk dagiliminin 6grenil
mesi, parcaciklarin enerji seviyelerine gore parcaciklar arasindaki etkilesim kuvvetleri
nin belirlenmesi verilebilir (Giildii ve ark., 2013; Binding ve ark., 2000; Freiling ve
Yurko, 2001; Gasymov ve Levitan, 1966).

Onsekizinci asrin ortalarindan baslayarak fiziksel olgularin 6zelliklede hareketin mate
matiksel olarak analizi kalkiiliis alanindaki gelismeleri de beraberinde getirdi. Arasti
rilan fiziksel olaylar arasinda termodinamik,manyetizma ve elektirik de vardi. Bu
ve buna benzer olgularda olusan problemlerin ¢oziilmesi icin diferansiyel denklemler

alani olustu ve farkl ¢oziim yollar: kesfedildi. Bu yiizden fizikte ve mithendislikte bir
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cok konu adi ve kismi diferensiyel denklemlerdeki ¢alismalara paralel olarak gelisti.
Adi ve kismi diferansiyel denklemler, fiziksel, mekaniksel, finansal ve doga bilimleri
nin bir¢ok dalinda meydana gelen olaylar1 modelleme tarihinde uzun siiredir 6nemli
bir rol oynamis olup halen bu denklemlerin; miihendissel, fiziksel, kimyasal vb.
problemlerin modellenmesinde onemli bir yeri bulunmaktadir. Uygulamali matema
tik ve doga bilimlerinin bircok dalinda meydana gelen olaylar Newton yasasina
gore dogrudan matematiksel hareket modelleri olarak, ancak daha siklikla Laplace
denklemi, Schrédinger denklemi, 1s1 denklemi ve dalga denklemi gibi kismi tiirevli

diferansiyel denklemler teorisinde karsilasilmaktadir.

Matematiksel fizigin bir¢ok probleminde, kismi bir diferansiyel denklemin ¢oztimii,
taniml oldugu bolgenin sinirinda verilmis belirli sinir kosullarini saglamahdir. Bu
tiir problemlere siir deger problemleri denir. Iyi bilinen ve bagimsiz degiskenlere
ayirma yontemi olarak da adlandirilan Fourier yonteminin kismi diferansiyel denklem
ler i¢in sinir deger problemlerine uygulanmasi, genelde Sturm-Liouville problemlerine

yol agmaktadir

Boyle sinir deger problemlerinde spektral parametre sadece ikinci mertebeden diferan
siyel denkleminde degil ayni zamanda sinir sartlarinda da bulunmaktadir. Jeofizik,
matematiksel fizik, mekanik vb. alanlarda ortaya cikan 1s1 denklemini kullanan
bir kati ile bir akiskan arasindaki diftizyon, farkh fiziksel ve mekanik oOzellikleri
bulunan cisimler arasindaki 1s1 ve madde iletimi, bir ucunda yiik olan ¢ubugun
titresimi veya baska gecis siireglerinde ortaya ¢ikan benzer problemlerin ¢oziimii
ikinci mertebeden adi diferensiyel denklem ve siir sartlarinda 6zdeger parametresi
bulunduran Sturm-Liouville tipindeki sinir deger problemlerinin incelenmesine indir
genir. Boyle problemlerin arastirilmasi biiyiikk bir 6nem arzetmektedir (Belinsky
ve Dauer, 1997; Fulton, 1977; Guliyev, 2019; Gwak ve ark., 2016; Hinton, 1979;
Kaoullas ve Georgiou, 2015; Ladyzhenskaia, 1985; Likov ve Mikhailov, 1963; Stakgold,
1971; Tikhonov ve Samarskii, 1963; Walter, 1973).

Ornegin, iki uctan buz bloklarma baglanmis L uzunlugundaki bir telin 1s1 iletimi

denklemi;
du d*u
— =K— 1.0.1
dt dz? (10.1)
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bi¢iminde ifade edilir. t=0 i¢in x noktasindaki sicaklhig s(x) ise

u(z,0) = s(x)

(1.0.2)

baslangi¢ sartini elde ederiz. Buz bloklarindan dolay1 u¢ noktalarda sicaklik sifirdir

yani;

u(0,t) =u(L,t) =0

siir sart1 elde edilir.

du d’u
— = K— = L
u(z,0) = s(x)

u(0,t) =u(L,t) =0

matematiksel modeli kurulmus olur. Coziimii;

u(z,t) = g(x)h(t)

seklinde arayacagiz.

(1.0.7)-(1.0.9) denklemlerini (1.0.4) denkleminde yerine yazarsak;

g(x)l(t) = Kg"(x)h(t)

denklemini elde ederiz.

esitligini elde ederiz ve buradan;

g9"(x) + Ag(z) =0

(1.0.3)

(1.0.4)

(1.0.5)

(1.0.6)

(1.0.7)

(1.0.8)

(1.0.9)

(1.0.10)

(1.0.11)

(1.0.12)



(t) + Ah(t)K =0 (1.0.13)

adi diferansiyel denklemleri elde edilir. (1.0.7) denklemini (1.0.6) sir sartlarinda

yerine yazarsak

9(0)=0, g(L) =0 (1.0.14)

smir sartlarmi buluruz.  (1.0.12) denklemi ve (1.0.14) smir sartlarindan olusan
sinir deger problemi basit bir Sturm-Liouville problemidir. Yani, bir 1s1 iletimi
denkleminin degiskenlerine ayirma yontemi diger adiyla Fourier yontemi ile ¢oztim
lenmesi problemi Sturm-Liouville problemine indirgenmis oldu. Fourier yonteminin
sonuglandirilmas: icin 6zfonksiyonlarmin baz olusturmasi gerekir. Bu durumda
oncelikle problemin 6zdegerleri bulunmasi daha sonra bu 6zdegerlere uygun 6zfonk
siyonlar bulunmasi gerekir. Bulunmus 6zdeger ve 6zfonksiyonlar yardimiyla ¢oziim
elde edilmeye calisihir ya da en azindan ¢oziimler hakkinda bilgi edinilebilir. Bu
da ozdeger ve ozfonksiyonlarin bulunmasinin ¢oziimde etkin bir yontem oldugunu
gosteriyor. Ancak Sturm-Liouville problemlerinin tam ¢oziimlerini bulmak genel
olarak miimkiin degildir. Bu ytizden problemin spektral ozelliklerinin arastirilmasi
gerekiyor. Yani 6zdegerlerin seri agilimi, Green fonksiyonunun bulunmasi, 6zdeger
lerin hangi uzayda baz olusturup olusturmadigi, Rezolvent operatoriiniin bulunmasi
gibi ozelliklerin incelenmesi icin bir operator teorik yontem gelistirilmesi, genellestiril
mis ozfonksiyonlarin tamimlanmasi ve bu o6zfonksiyonlarm uygun Hilbert uzayinda
baz olusturmasi gibi ozelliklerin incelenmesi gereklidir. Ayrica gelisen teknoloji ve
bilim daha farkli ve yeni tipten Sturm-Liouville problemlerini karsimiza ¢ikarmakta
dir. Son zamanlarda fizikte ortaya cikan cok-aralikli somut problemler siireksiz
Sturm-Liouville problemlerine ilginin artmasini saglamistir. Bu da konunun ne kadar
onemli ve giincel oldugunu gostermektedir.

Bu tez calsmasinda; smir sartlarmmin birinde 6zdeger parametresi bulunduran ve
gecis sartlari iceren yeni tipten bir Sturm-Liouville probleminin bazi spektral 6zellik
leri incelendi. Bu simir-deger problemi ii¢ ayrik aralikta verilmis olup u¢ noktalarin
daki iki adet smir sartindan ve iki siireksizlik noktasinda verilen dort adet gecis
sartindan olusmaktadir. Problemin ¢oztimi icin ilk olarak; probleme uygun ig

carpim uzaylar1 kuruldu. Tkinci olarak; bu i¢ carpim uzaylarindan yararlanilarak



probleme uygun Hilbert uzaylar ve genellestirilmis 6zfonksiyon kavrami tanimlanda.
Uciineii olarak; incelemekte oldugumuz siir-deger-gecis problemi, operator-teorik
yontem kullanmak suretiye operator-demeti (ya da operator-polinom) denklemine
indirgenerek bu operator-polinomun bazi 6zellikleri incelendi. Daha sonra sinir-deger-
gegis probleminin Ozdegerleri i¢in alt sinir elde edilmis ve genellestirilmis (zay:f)
ozfonksiyonlarin probleme uygun Hilbert uzaymnda Riesz bazi olusturdugu kanitlan

mistir.



2. LITERATUR OZETI

Ozdeger parametresi iceren 6zel tipten smir deger problemlerine Sturm Lioville
problemi adi verilir. Isi iletim problemleri iizerinde calisirken ortaya atilan bu
problem, Jacques Charles Frangois Sturm ve Joseph Liouville’nin 1836-1837 yillar:
arasinda yayimlamis olduklar1 ¢alismalar: ¢ok ilgi gormesinden dolay: kendi adlariyla

anilir oldu ve Sturm-Lioville Teorisi olarak bilinir hale geldi.

Sturm ve Liouville'nin yaptig1 ¢alismalarinin énemli bir 6zelligi, ¢oziimlerin analitik
ifadelerle sinirh olmasi anlayisindan uzaklasilarak analitik ifadeler olmadiginda bile
¢ozlimlerin ozelliklerinin denklemden bulunabilecegini gostermesiydi. Sturm Liouville
Teorisi 6nemli bir konu olmasindan dolay: giinimiize kadar yogun bir sekilde bilim
insanlarinin ilgisini ve dikkatini ¢ekmeye devam etmektedir. Bu teori ¢ok sayida
kitap ve makaleye konu olmustur. Baslangicta 1s1 iletimi problemlerine uygulanan
Sturm-Liouville Teorisi, daha sonra matematiksel fizik, biyoloji, miihendislik ve mate
matiksel finans gibi bircok bilim dalinda kendine uygulama alani bulmus yeni-yeni
ortaya ¢ikan problemlerin arastirilmasiyla yeni neticeler ve yeni yontemlerle bu teori

gelistirilmektedir.

Ikinci mertebeden kendine eslenik adi diferansiyel denklemler ve kendine eslenik
siir sartlari ile birlikte verilen siir deger problemleri genel olarak Sturm-Liouville
problemleri olarak bilinir.

Klasik Sturm-Liouville problemleri,
(p(x)y") + q(x)y + \w(z)y =0, x € [a, b (2.0.15)
ikinci mertebeden bir Sturm-Liouville denkleminden ve
agy(a) + ary'(a) =0 (2.0.16)

Boy(b) + By’ (b) =0 (2.0.17)

bi¢imindeki 6zdeger parametresi icermeyen simir sartlarindan olusmaktadir. Sturm

ve Liouville bu problemin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin bazi ¢zelliklerini ve



ozfonksiyonlarin seri agilhimin incelemislerdir. Sturm ve Liouville'nin 1836 ve 1837
yillarindaki ¢alismalar: yayimlanmadan 6nce analitik ifadelerle ¢6ziim bulma anlayis
hakim iken bu ¢alismalardan sonra bu smirh yaklasim asilmustir. Ozellikle de ¢oziim
bulmadan da ¢oziim hakkinda yorum yapilabildigini gostererek Sturm-Liouville prob
lemleri adina ¢ok 6nemli bir sonug elde etmislerdir. Sonraki yillarda Birkhoff (1908)
ve Tamarkin’in(1928) ¢ok 6énemli calismalar1 olmustur. Birkhoff, 1908’de makalesinde
simir sartlarn igin regilerlik kavrami tamimlanmis ve bu smir sartlar ile verilen
problemin 6zfonksiyonlarinin ve 6zfonksiyonlara bagl olan fonksiyonlar sisteminin
tamhigl kamtlanmistir. Tamarkin’in 1928 yilinda yayimlanan ¢alismasinda ise giigli
regiiler sinir sartlar: tanimlanmis ve giiclii regiiler sinir sartlar: altinda Green fonksiyo

nu arastirilmistir. 1951 yihinda yaymlanan calismasinda Keldys; H Hilbert uzayinda
ANY =0, AN =) N4 (2.0.18)
=0

formundaki spektral parametre iceren operator denklemlerin genis bir sinifi ile ilgilen
mis olup boyle bir operator denklemini polinomal operator ya da operator demeti
olarak adlandirmistir. Yazar, bazi sartlar altinda bu problemin spektrumunun diskret
oldugunu, {1;} ézfonksiyonlar ve baglantili fonksiyonlar sisteminin H Hilbert uzayin
da tam oldugunu kanitlamistir.

Walter ise 1973 yilinda yaptig: ¢alismada; hem
u = %{—(pu/)/(x) b @@} = M), € [ag, as) (2.0.19)
denkleminde hem de
— (Bau(a;) — Biu'(a;)) = X(aula;) — apu'(a;))  (i=1,2) (2.0.20)

smir sartlarinda 6zdeger parametresi igeren (2.0.19)-(2.0.20) smir-deger problemini
arastirmistir. Walter bu makalede, uygun Hilbert uzayinda bu problemin kendine
eslenik lineer operatorlerle baglantisim1 kurmus ve bu tip problemlerin operator
teorik yorumunu vermistir. Fulton™un 1977 yilinda yayimlanan makalesinde; sinir

sartlarinin sadece bir tanesinde 6zdeger parametresi bulunduran smir-deger prob



lemini operator denkleme indirgemis, 6zdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik esitlik

ler bulmus ve bu problemin Green fonksiyonunu insa etmistir.

1983 yilinda yaymmlanmis olan c¢alismada Kostyuchenko ve Shkalikov; n = 2 igin
(2.0.18) formundaki operator demetlerini incelemislerdir. Yazarlar bu ¢alismada; en
az bir ¢ € R reel sayisiicin A(c) operatoriiniin pozitif tanimh oldugunu gostermislerdir.
Ladyzhenskaia; bir Hilbert uzayinda genellestirilmis ¢oziimler kavrami yardimiyla,
ozdeger probleminin bir operator denkleme indirgenmesine olanak sagladigini 1985

yilinda yayimlamis oldugu kitabinda gostermistir.

Bilindigi tizere gecis sartlar ya da diger isimleriyle sicrama sartlari, ytizeyarasi
sartlarl, impulsive sartlar olarak da bilinen ve bu kosullar1 iceren SLP’ leri klasik
olmayan SLP’leridir. Klasik olmayan SLP’leri uygulama alanlarinin (matematiksel
fizik, mithendislik teknolojisi, vb.) genisliginden dolay1 bir¢ok arastirmaci tarafindan
arastirilmis ve arastirilmaya devam edilmektedir. Cok sayida kitabin yazilmasina ve
binlerce makalenin yayimlanmasina vesile olan klasik SLP’leri iyi bilinen yontem ve
teorilere sahiptir. Ancak klasik SLP’leri; bircok matematiksel fizik problemine direkt
olarak uygulanamaz. Bu durum ortamin piiriizlii olmasindan veya ortamin stirekli
olmamasindan kaynaklanmaktadir. (")rneéin gecis kosullar igeren problemlere klasik
SLP’lerinin yontem ve teorierinin uygulanabilmesinin zorluguna ragmen bu problem

lere olan ilgi giderek artmaya devam etmektedir.

Son yillarda Mukhtarov ve calisma arkadaslari, smir sartlarinin yam sira gegis
sartlar1 da iceren Sturm-Liouville problemlerinin bircok spektral 6zelliklerini incele
mislerdir. (Aydemir ve Mukhtarov, 2017; Cavusoglu ve ark., 2021; Mukhtarov
ve Aydemir, 2021; Mukhtarov ve ark., 2015a; Olgar ve ark., 2018). Bu vesileyle
genis smiftan gecis sartlari iceren Sturm-Liouville problemlerinin kendine eslenik
operatorlerle temsiline olanak saglayan yontemler gelistirmislerdir. Gelistirdikleri
bu yontemler sayesinde klasik yontemlerin uygulanamadigi birgok yeni tipten Sturm

Liouville problemlerinin 6zelliklerinin incelenmesine olanak saglanmistur.

Sturm-Liouville tipindeki sinir deger problemlerine stireksizlik noktasinda gecis sart

lar1 olarak adlandirilan ilave sartlarin eklenmesiyle bu teori onemli bir hal almis



ve bu durum bu teoriye ¢ok onemli bir katk: saglamistir. Siireksizlik noktasina
sahip ve simir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran stireksiz katsayili siir
deger problemleri tizerine son zamanlarda yayimlanan bilimsel ¢alismalarin sayisinda
azimsanmayacak Ol¢lide biiyitk bir artis olmustur (Allahverdiev ve Tuna, 2020a;
Bairamov ve ark., 2019; Faydaoglu ve Guseinov, 2010; Sen ve ark., 2017; Ugurlu ve
Bairamov, 2014).

Mukhtarov ve Yakubov tarafindan 2002 yilinda yayimlamis olan makalede, agirlikh
Sobolev uzaylarinda sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran ve iletim sart
lar1 ile verilen stireksiz SLP arastirilmistir. Bu makalede, stireksiz SLP'nin kok
fonksiyonlar: sisteminin spektral parametreye gore koersitivligi, izomorfizmi, tamlig
ve Abel bazi gibi ozellikler incelenmistir.

Demirci ve ark. nin 2004 yilindaki ¢alismalarinda

—p(x)u” + q(x)u = \u, = € [a,c) U (c,b] (2.0.21)
Maju(a) — ayu/(a)) — (aqu(a) — azu'(a)) =0 (2.0.22)
A(Bru(b) — Byu (b)) + (Bru(b) — Bau' (b)) = 0 (2.0.23)
u(c+0)—u(c—0)=0 (2.0.24)
uw'(c+0)—u'(c—0)+ Au(c) =0 (2.0.25)

problemi arastirilmistir. Bu problemde simir sartlarinin her ikisi ézdeger paramet
resi iceren ve siireksizlik noktasinda gecis sartlar1 bulunan SDGPnin bazi spektral
ozellikleri incelenmistir. Ayrica bu calismada ele alinan problemin 6zdegerlerinin ve
ozfonksiyonlarmin asimptotik esitlikleri de bulunmustur.

Mukhtarov ve ark. nin 2015 yilindaki ¢alismalarinda;

—y"(x) + (By)(z) = \y(x), z € (—1,0) U (0,1) (2.0.26)
cosay(—1) +sinay'(—1) =0,a € [0, ) (2.0.27)
A1) — /(1) =0 (2.0.28)



y(+0) = B1y(—0) — 1y'(=0) =0 (2.0.29)
y'(+0) — Boy(—0) — 7y'(—0) =0 (2.0.30)

soyut operator iceren yeni tipten sinir-deger-gegis probleminin 6zdegerlerin ve 6zfonk
siyonlarin asimptotigi, spektrumu ve rezolvent operatorii incelenmistir. Bu problem
de 0zdeger parametresi hem denkleminde hem de sinir sartlarmin birinde mevcut

olup, ayrica x = 0 stireksizlik noktasinda gegis sartlar1 bulunmaktadir.

Belinsky ve Dauer, 1997 yilindaki ¢calismalarinda;

—(pu)(x) + q(x)u(z) = Mr(z)u(z) , = € (a,b) (2.0.31)
cosau(a) +sina(pu’)(a) =0, «a€]0,7) (2.0.32)
— {Bru(b) = Ba(pu) ()} = A { Blu(®) - By(pu') (v)} (2.0.33)

smir-deger problemini incelemislerdir. Bu ¢alismada; (2.0.31)-(2.0.33) probleminin
uygun Hilbert uzaymda genellestirilmis ¢oztim kavrami tanimlanmis, operator -
polinom denklemine indirgenmis ve genellestirilmis 6zfonksiyonlarmin Riesz bazi
olusturdugu gosterilmistir. Ayrica bu ¢alisma tez ¢alismamiz agisindan ¢ok 6nemli
bir yere sahip olup asagida ifade etmeye calistigimiz calismalara da ilham kaynagi
olusturmustur.

2018 yilinda Mukhtarov ve ark. tarafindan yayimlanan ¢alismada;

—f"(x) +q(z) f(x) = Mr(x) f(z), z €[-1,0)U(0,1] (2.0.34)
af(=1)+af(-1)=0 (2.0.35)

(In £)(1) = b;i - (2.0.36)

fOF) = f(07) =0 (2.0.37)

f1(07) = f'(07) = 4 (0) (2.0.38)
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bi¢iminde ifade edilen yeni tipten Sturm-Liouville problemi incelenmistir. Bu ¢alisma
da bu probleme uygun Hilbert uzaylar: tanim lanmis ve genellestirilmis 6zfonksiyonla
rin bu uzayda baz olusturup olusturmadigy arastirilmistir.

Olgar'in 2021 yilinda yayimlanan makalesinde iki tane siireksizlik noktasina sahip

olan

—(2) + ql2)u(z) = pu(z), = € [~1,—¢) U (—c,¢) U (e, 1] (2.0.39)
u(—1) = u'(~1) (2.0.40)

w(1) = /(1) (2.0.41)

w(—c) —u(—c) =0 (2.0.42)

w'(—ct) = (—c7) + mu(—c) + Su(—ct) (2.0.43)

w(e) —u(c) =0 (2.0.44)

u'(ct) = u(c™) + yu(ch) + daulc) (2.0.45)

smir-deger-gegis probleminin zayif ¢éztimleri tanimlanmus, (2.0.39)-(2.0.45) problemi
operator-demeti denklemine indirgenmis, daha sonra bu operator-demetinin kendine

eslenik ve pozitif tanimh oldugu gosterilmistir.
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3. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu kisimda tez calismamizda gecen 6nemli temel kavram ve teoremlere yer verilmistir.

3.1. I¢ Carpim ve Norm

Tanim 3.1.1.
Bir X vektor uzayi tizerindeki norm, X iizerinde tanimli olup her x € X noktasindaki
degeri ||z|| ile gosterilen ve « bir skaler, x ve y X’de keyfi vektorler olmak iizere

asagidaki ozellikleri gergekleyen, reel degerli bir fonksiyondur.
i flzfl = 0

ii. [|z]|=0<=2=0

iii. [[Az]| = [Alll]

iv. [lz+yll < [zl + [yl

Uzerinde norm tanimlanmis X vektor uzayina normlu uzay adi verilir. Tam normlu
uzaya (norm tarafindan iiretilen metrige gore tam) Banach uzay1 denir. X iizerinde
bir norm X iizerinde,d(z,y) = ||z — y||, (z,y € X) ile verilen bir d metrigi tanimlar

ve bu metrik norm tarafindan iiretilen metrik olarak adlandirihr (Cakar, 2007).

Tanim 3.1.2.

I¢ carpim H x H’den H'nin F skaler cismi icine yapilan bir dontistimdiir; yani H'nin
her x ve y vektor cifti x ve y'nin i¢ carpimi olarak adlandirilan ve < z,y > ile
gosterilen ve her z,y ve z vektorleri ve « skaleri i¢in asagidaki ozellikleri gercekleyen

bir skalerle eslenmektedir:

. <z4yz>=<z,2>+<y,2>
ii. <ar,y>=a<ux,y>

iii. <zx,y>=<y, x>

iv. <z, x>>0,<zr,2>=0<=2=0

12



Uzerinde i¢ carpim tanimlanmis X vektor uzayina i¢ carpim uzayi denir. X tizerinde

tanimlanmis bir i¢ ¢arpim, X tizerinde,

|z = V< z,2>

ile verilen norm ve

d(z,y) = [z = yll

ile verilen bir metrik tamimlar. Uzerinde i¢ carpimla tanimlanmis bir metrige gore
tam olan bir i¢ carpim uzayina bir Hilbert uzay:1 adi verilir. Buna gore i¢ ¢carpim

uzaylar1 birer normlu uzay olup, Hilbert uzaylar ise birer Banach uzayidir. (Cakar,

2007).

Tanim 3.1.3.

f(z), [a,b] arahginda taniml ve Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
Eger|f(z)|? fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise,
f(z) fonksiyonuna [a,b] araliginda karesi integrallenebilir fonksiyon denir. Lsa, b]
uzayl,

Lot = {160): [ 10t < o

esitligi ile tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise Vf, g € Ly icin

umywmwz/fw%mx

bi¢iminde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim uzayi bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya aym

zamanda Lebesgue Uzay1 da denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 3.1.4.

R™ nin bir agik kiimesi 2 olsun. Bu kiime tzerindeki skaler degerli fonksiyonlari
u(x) = u(xy, xg,...,x,), v € § seklinde gosterelim. m bir pozitif tamsay1 olmak
tizere tim D"u, 0 < |r| < m zayif tirevleri L,(2),1 < p < oo uzay1 icinde olan
fonksiyonlar1 goz ontine alalim. (2 tizerinde hemen hemen her yerde esit fonksiyonlar:
esit kabul ettigimiz takdirde boyle fonksiyonlarin bir vektor uzay olusturacag: kolayca

goriiliir. Normlandirabilecegimiz bu uzaya bir Sobolev uzay1 adini verecegiz. Ornegin
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W3 () Sobolev uzayimi goz éniine alalim. Bu uzayda bir i¢ ¢arpimi u, v € W3*(Q)

icin

<u,v>:/Q Z D"u(z)D™v(x)dp

0<r|<m

seklinde tamimlayabilecegimiz kolayca goriiliir. 3" (£2) normlu uzay olarak tam oldu

gundan bir Hilbert uzayidir(Suhubi, 2001).

3.2. Lineer Operatorler ve Ozellikleri

Tanim 3.2.1.
Ayni F skalerler cismi tizerinde tanimlanmis U ve V' vektor uzaylarin goz ontine

alahm. Bir A : U — V fonksiyonu
i. Vul,ug eU 1(;11’1 A(u1 -+ UQ) = A(Ul) -+ A(UQ)
ii. Yu € U ve Va € F igin A(au) = aA(u)

kosullarim gergekliyorsa bir lineer doniisiim ya da lineer operator adini alir. (Suhubi,

2001).

Tanim 3.2.2.
Bir A : U — V operatorii siirh kiimeleri yine sinirh kiimelere doniistiiriiyorsa simirl

operator adini alir(Suhubi, 2001).

Teorem 3.2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U — V bir lineer operator olsun.
Ancak ve ancak her v € U ic¢in ||Au|| < K||u|| olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa
A operatorii sinirhdir (Suhubi, 2001).

Teorem 3.2.4. U ve V normlu uzaylar ve A : U — V bir lineer operator olsun.

A operatorii ancak ve ancak sirh ise siireklidir (Suhubi, 2001).

Tanim 3.2.5.
H, ve H, Hilbert uzaylar olmak tizere T' : H; — Hs sinirh lineer operator olsun.

T'nin, T™* Hilbert-adjoint operatorii her x € Hy ve y € Hs icin

<Tx,y>=<uz,Ty >
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olacak sekilde bir T : Hy — H; operatorudir. 7" = T™ ise self adjoint ya da
hermityen adi verilir.(Cakar, 2007).

Tanim 3.2.6.

Bir H Hilbert uzayini kendisine doniistiiren bir A : H — H lineer operatorini goz
oniine alalim. Her u,v € D(A) vektorii igin (Au,v) = (u, Av) yazilabiliyorsa A bir
simetrik operator adini alir. A simetrik bir operatorse ve her u igin (Au,u) > 0
ise A pozitif operator adini alir. A siirh bir pozitif operator olsun. Bir K pozitif
operatorit K2 = A bagmtisim saglarsa A nin karekokii adini alir ve K = /A = A'/?
seklinde gosterilir(Suhubi, 2001).

Teorem 3.2.7.
Bir H Hilbert uzay1 tizerinde bir A : H — H simetrik operatorii ancak ve ancak

D(A) = H veya R(A) = H ise kendine estir (Suhubi, 2001).

Tanim 3.2.8.

U ve V normlu vektor uzaylar olsun. A : U — V operatorii U uzayindaki sinirh
kiimeleri V uzayinda goreceli kompakt kiimelere doniistiiriiyorsa bir kompakt operator
adim alir. Yani A bir kompakt operatorse her sinirh 9t C U kiimesinin A(ON) C V

goriintiisiiniin A(901) kapanisi kompakt kiimedir. (Suhubi, 2001).
Tanmim 3.2.9. (Lineer ve Siirh Fonksiyonel)

e [ (reel veya kompleks) cismi iizerinde taniml olan herhangi bir vektor uzayin

dan bu F cismine taniml doniisiimlere fonksiyonel denir.
e Lineerlik sartini saglayan fonksiyonele lineer fonksiyonel denir.

e f:V — F lineer fonksiyonel olsun. Eger 6yle bir K > 0 sayis1 varsa ki
Vv € Vigin |f(v)] < Klv| esitsizligi saglansin, o halde f’ ye smirh lineer

fonksiyonel denir (Kreyszig, 1978).

Teorem 3.2.10. (Riesz Temsil Teoremi)

V Hilbert uzay1 olmak tizere; f : V' — R ile taniml doniisiim sinirh lineer fonksiyonel
ise o halde v € V vardir ki, Vs € Vigcin f(s) = (s,v) esitligi saglanir (Kreyszig,
1978).
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Tanim 3.2.11.

X bir Banach uzay1, L : X — X seklinde tanimli bir sinirh lineer operator olmak
lizere Ly = uy veya I birim operator olmak iizere (L —pul)y = 0 denkleminin sifirdan
farkli bir y ¢oztimii varsa p € C sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y fonksiyonuna
da p 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir. Bu operatoriin tersi meveut olsun
ve R, = (L — ul)™! ile gosterilsin. R, operatoriine L operatoriiniin Rezolvent
operatorii denir. R, operatorii mevecut, siirhi ve tiim V' Hilbert uzayinda tanimh
ise p kompleks sayisina L operatoriiniin regiiler noktasi denir. Regiiler noktalarin
olusturdugu kiimeye Rezolvent kiimesi denir ve p(L) ile gosterilir.

o(L) := C\ p(L) kiimesine ise L operatoriiniin spektrumu denir.

Eger R,, yoksa o(L) kiimesine nokta spektrumu ya da diskret spektrumu adi verilir

ve bu kiimenin A € o(L) elemanlar 6zdegerler olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 3.2.12.

V' Hilbert uzay1 ve uzaym elemanlarindan olusan dizi {v,}, ¢ ny verilsin.

Eger V v € V eleman igin, v = > 2 b,v, toplami seklinde yazilabilecek {b,}
skalerlerinin bir tek dizisi mevcut ise bu takdirde {v,} elemanlarindan olusan aile

V' Hilbert uzaymin bazi olarak adlandirilir (Gohberg ve Krein, 1969).

Eger V n # migin (v,,v,)y =0 sart1 saglaniyor ise {v, } bazina ortogonal baz adi
verilir.
dnm kroneker delta olmak tizere eger (v, vUp,) = Opsm, sarti saglaniyor ise bu takdirde

{v,} ortogonal bazinin bir ortonormal baz oldugu soylenir (Bary, 1946,1950).

Tanim 3.2.13.

V' Hilbert uzay1 ve bu V Hilbert uzayinda {ej,es,es,...,€,,...} ortonormal baz
ve L : V. — V ile tamimhl operator verilsin ve ayrica bu L operatori birebir,
orten ve sinirl olsun. Dolayisiyla L operatoriiniin ters operatorii de sinirhdir. Bu
takdirde, bu ortonormal bazin L operatorii altindaki goriintiisii olarak elde edilen

{91, 92,93, -, Gn, ...} vektorler sistemi (g; = Le;) bir baz olusturur. Bu baza Riesz

bazi denir (Gohberg ve Krein, 1969).
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3.3. Lineer Diferansiyel Ifade ve Sinr Sartlar:

ki(s)(j = 0,1,2,...,n) fonksiyonlar1 R reel sayilar kiimesi tizerinde tanmml stirekli

fonksiyonlar, Vs icin k,(s) # 0 ve s € (a, b) olmak {izere

Z k;( X(J

seklinde yazilan ifadeye n. mertebeden lineer diferansiyel ifade

3
,_.

S(X) = {7 X (a) +0; X9 (b)}

J

I
o

seklinde verilen ifadeye de siir-deger ifadesi denir. S;(X), j = 1,2,...,m ifadeleri

sinir-deger ifadeleri oldugunda

bigimindeki esitlikler sinir sartlar: olarak adlandirilir(Naimark, 1967).

3.4. Regular Sturm-Liouville Problemleri
Bu kesimde klasik Sturm-Liouville problemlerinin bazi temel 6zelliklerini ifade ede

cegiz.

L))+ (0s) () =0, se(ab)  (3446)

bi¢iminde ifade edilen ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemi, Sturm-

Liouville denklemi (SLD) olarak isimlendirilir.

e (3.4.46) denklemindeki ¢(s), ¥(s), o(s) reel degerli fonksiyonlar, y ise spektral

parametredir.

e (3.4.46) SLD’nin [a, b] kapali sinirh araliginda tanimli ve ) ile o fonksiyonlar:

nin siirekli, ¢ fonksiyonunun stirekli diferensiyellenebilir ayrica Vs € [a,b] igin
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©(s) > 0, o(s) > 0 kosullarinin saglanmasi durumunda (3.4.46) SLD ne regular
Sturm-Liouville denklemi (RSLD) denir.

Uygulamalarda sik sik rastlanan diferansiyel operatorlerden biri de

L= {5} o} + ()

bigiminde ifade edilen operatordiir. L diferensiyel operatorii (3.4.46) RSLD’

nde dikkate alinirsa, bu problem
Lu(s) — po(s)o(s) =0, s € (a,b)

bi¢iminde yazlabilir.

[a, b] araligimin ug noktalarinda verilmis

yv(a) +610'(a) = 0 (3.4.47)

you(b) + 60/ (b) = 0 (3.4.48)

u¢ nokta sartlari, siir sartlar olarak adlandirilir.

(3.4.46) RSLD ile (3.4.47)-(3.4.48) sinir sartlarindan olusan (3.4.46)-(3.4.48)
problemi regular SLP olarak bilinir.

(3.4.47) -(3.4.48) smur sartlarmdaki v;,d;(j = 1,2) katsayilar: reel sayilardir
ve |y1]| + (61| # 0, |y2| + |92] # 0 sart1 saglanir.

Hem (3.4.46) lineer diferensiyel denklemi, hem de (3.4.47)-(3.4.48) siur sartlar
homojen olduklar i¢in v(s) = 0 fonksiyonu p parametresinin her bir degeri igin

asikar ¢ozumdiir.

Dogal olarak (3.4.46)-(3.4.48) probleminin asikar olmayan ¢ozlimlerini bulmak
gerekir. Fakat p parametresinin her bir degeri i¢in sifirdan farkli ¢6ztim mevcut

olmayabilir.
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Eger p spektral parametresinin g = g degeri igin (3.4.46)-(3.4.48) SLP’nin
asikar olmayan vy # 0 ¢Oziimii mevcut ise pg sayisina problemin 6zdegeri, vo(s)

¢Oziimine ise bu 6zdegere uygun olan 6zfonksiyon denir.

Problemin sayilabilir sonsuz sayida piq, o, ..., 6zdegerleri mevcttur, tiim 6zdeger

ler reeldir ve p; < po < ps < ... seklinde siralanabilir.

Ozdegerlerin sonlu yigilma noktas: bulunmamaktadir, yani p,, — oo(n — oo)

ozelligine sahiptir.

Farkl 6zdegerlere uygun gelen 6zfonksiyonlar o(s) agirhk fonksiyonuna gore

ortogonaldir.
RSLP’leri kendine-esleniktir.

C)zfonksiyonlar sistemi, [a, b] araliginda tanimh ve parcal stirekli fonksiyonlar

uzayinda

b
12 = / 1F(s)Pe(s)ds

normuna gore tamdir, yani [a, b] arahginda tamimh ve parcal siirekli olan her

f(s) fonksiyonu

f(s) = fj {/ b OO0t} (5

serisine acilabilir; sonuncu esitlikten ¢ok onemli olan

/ab £(s)|Pa(s)ds = g {/ab f(t)vn(t)g(t)dt}Q

esitligi elde edilir. Bu esitlige Parseval esitlgi denir.
Her bir p, 6zdegeri ile bu 6zdegere uygun v, (s) 6zfonksiyonu arasinda

fb v Llv,]ds

a

[P oal?ols)ds

bagintis1 mevcuttur.
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Blw) =

oranina Rayleigh orani denir.

e (3.4.46) - (3.4.48) SLP’nin 6zfonksiyonlari, 6zdegerleri bulunmadan hesaplana
mayacagina gore Rayleigh orani yardimi ile 6zdegerleri direkt olarak bulunamaz.

Ancak Rayleigh oraniyla SLD’ni ¢ézmeden de 6énemli sonuglar elde edilebilir.

e Matematiksel fizik problemlerinde ve bir ¢ok miihendislik uygulamasinda A

parametresinin isareti oldukca onem arzeder. Rayleigh orani geregi

1 (iw : < O
Z b~

S
a

2. 9 <0

sartlarimin saglanmasi durumunda g > 0 elde edilir. Rayleigh orani, (3.4.46)-

(3.4.48) SLP’nin 6zdegerlerini tahmin etmek igin faydal olabilir.
e 1y = min R(w), yani ilk 6zdeger Rayleigh oraninin minimum degerine esittir.

(Atkinson, 1964; Woldegebriel, 2011).
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4. COK-ARALIKLI SINIR-DEGER PROBLEMININ IFADESI ve
UYGUN HILBERT UZAYLAR

Tezimizin bu kesiminde ilk olarak arastiracagimiz problemi izah edecegiz ve daha
sonra problemimizin ¢oziimiinde gerekli olacak probleme uygun bazi yeni uzaylar:

ve bu uzaylarda gecerli olan baz1 kavramlar ve esitsizlikler verilecektir.

4.1. Cok-Aralikli Smmir-Deger Probleminin Ifadesi

Calismamizin esas konusu, sirasiyla ayrik [a, &) (&,&5), (& ,b] araliklarinda

OO 051 (1) = i (1), € [0, ) (111)
d dSQ + =

(B0 ht)salt) = a0, € (6. 67) (112
_%(%)  h(t)ss(t) = pss(t),t € (€50 (4.1.3)

bigiminde tanimli ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerinden, [a, & )U(&, &)
U(&, b] arahgimin ug noktalarinda verilmis ama sadece sol ucunda 6zdeger parametre

sini bulunduran

B3] (a) + pbesy(a) = Pisi(a) (4.1.4)
si(b) =0 (4.1.5)

sinir sartlarindan ve [a, &), (§7,&5), (&, b] araliginin ig noktalari olan ve siireksizlik

noktalar1 olarak da adlandirilan ¢ = &; ve t = & noktalarindaki

s2(6)) = arsi(&y) (4.1.6)
5D — sile) = si(6) (4.L7)
53(65) = 282(&y) (4.1.8)

56 — sh(6) = 52(6) (4.09)



ilave kosullarindan olusan ¢ok-aralikli Sturm Lioville problemini inceleyecegiz. Ilave
kosullar literatiirde, gegis kosullari, sicrama kosullari, arayiiz kosullari, interface
kosullar1 ya da impulsif kosullar: gibi isimlerle bilinmektedir.

Bu tez galismast boyunca kisaligin hatirma; Y1 = [a,&), To = (&§,&), T3 =

Sl(t), t e Tl hl(t), t e Tl
(5,0 ve T = UL Ty, s(t) = so(t), te€Yy , h(t) = ho(t), t€ Yo
Sg(t), t e Tg h3(t), t e T3

gosterimlerinden istifade edilecektir.

Burada hy(t), ho(t), hs(t) fonksiyonlar sirasiyla ayrik Ty, Yo, T3 araliklar tizerinde
reel-degerli ve siirekli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarm sonlu h(£F) = lim,_¢+ h(?),
h(&E) = hmtﬂg h(t) limit degerleri mevcuttur. p kompleks spektral parametre,

a;, Bt =1,2 ve j = 1,2, 3) reel katsayilar, § = (3,5, > 0 dur.

4.2. CQok-Aralikli Sinir-Deger Problemine Uygun Uzaylar ve Esitsizlikler

Bir onceki bolimde vermis oldugumuz Tanim 3.1.3 ve Tamim 3.1.4 de bulunan
standart Lo[a,b] ve Wx|a,b] uzaylarmin tamimlar géz oniinde bulundurularak ve
yukar: daki temsillerden yararlanilarak ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) problemine uygun
Hilbert uzaylar Zo = @}, Ly(T;) , Z1 = @ W5 (Ty) ve Ty := @) Wy, (1)
simgeleri ile gosterilecektir.

Sy := @3, Ly(Y;) Hilbert uzaymn direkt toplaminda tanimh olan ig ¢arpim ve bu

i¢ carpima karsilik gelen normu

(ooz =3 [ szt o sl =9z, (4210

esitlikleri ile tanimlayacagiz.
=y Hilbert uzaymin elemanlarindan olusan ve (4.1.6)-(4.1.9) gecis sartlarini saglayan
lineer uzay =; := @3, Wy (Y,) ile gosterilirse, bu lineer uzay iizerinde tamimli olan

i¢c carpim ve karsilik gelen normu

<wm=24&maﬂwwmﬂﬁ,m@:@%l<mm
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esitlikleri temsil edecektir.

Lemma 4.2.1. Uzerinde (4.2.11) ile temsil edilen i¢ ¢arpim ve norm tanimli olan

Z1 = @3, W3 (Y;) ic garpim uzay1 bir Hilbert uzayidir.

Not 4.2.2. =; Hilbert uzayimin elemani olan s fonksiyonunun normal tiirevi =
Hilbert uzaymnin elemani olarak tanimlh olmayabilir. Yani, Sobolev uzaylar: icin
gomiilme teoremlerine gore; =; Sobolev uzayidan alinan fonksiyonlar T;, Tove T3
araliklarinda siirekli olmalarina ragmen, bu fonksiyonlarin genellestirilmis tiirevleri

Zp uzayimin elemanlaridir.

=, Hilbert uzayimnin tanimdan yararlanarak bu uzay tizerinde problemin ¢oziimiinde

elzem olan yeni bir i¢ ¢arpim ve karsilik gelen normu kisalik hatirina

<Sa Q>E2 = <S/7 Q,>Eo + <Sv hQ>Eo ) ||3||2Eg = <S7 8>52 (4'2'12)

esitlikleri ile tammlayalim.

Not 4.2.3. Eger h(t) fonksiyonu alttan sinirh ise, 6yle bir spektral p — g — d
otelemesi mevcuttur ki h(t) fonksiyonu ve d € R nin T araliginda pozitif tanimh

oldugu varsayilabilir.

Ispat. (4.1.1)-(4.1.3) diferensiyel denklemleri i — i — d 6telemesi sonucunda i —
p+ d terimli aymi yapidaki denklemlere doniistir. V¢ € T igin d = max h(t) almak

suretiyle A(t) fonksiyonu YT araligimin her yerinde pozitif olarak varsayilabilir.

Not 4.2.4. Dikkat etmek gerekir ki, 8 = (313, ifadesi spektral y — i —d parametresi

nin otelemesine gore degismez.

Not 4.2.5. h(t) fonksiyonu T araliginda sinirli, pozitif tanimh ve 6lgiilebilir oldugun
dan dolay1 0 < N; < N kosulunu saglayacak sekilde dyle N; ve Ny sayilari vardir
kiVs € =yigin

M Isllz, < llsllz, < N2 [Is]l=, (4.2.13)
esitsizligi saglanir.

Sonug 4.2.6. |.||z, ve ||.||z, normlar: denktir.
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Giris bolimiinde ifade edildigi tizere bu tez calismasinin amaclarindan biri incelenen
gok-aralikl (4.1.1)-(4.1.9) Sturm-Liouville probleminin opertor-demeti denklemine
indirgenmesi idi. Bunun igin gok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) Sturm-Liouville problemine

uygun yeni bir Hilbert uzay1 daha insa edilecektir.

Tamim 4.2.7. Vt € T igin s, v € Z1 ve 21, 22 € C olmak Ttizere iki bilesenli

s(t) v(t) _ -
V = elemanlarim lineer uzaymi =

N
|
|

ile gosterelim.
<1 <2

(112

:= =1 @ C lineer uzaymin S ve V fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimin
(UV)e == (s,0)5, + 21 % (4.2.14)

esitligi ile tanimlayalim. Uzerinde i¢ carpim tammli olan = lineer uzayinin bir Hilbert

uzay1 oldugu asikardir.

Calismamizin bundan sonraki kisminda ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smir-deger proble
mine uygunlugu agisindan ozellikle =; ve = Sobolev uzaylarindan yararlanilacaktir.
Sobolev uzaylari icin gomiilme esitsizliklerinden yararlanilarak takip eden Lemma ile
verilen esitsizlikler elde edilir (Ladyzhenskaia, 1985). Bu esitsizlikler (4.1.1)-(4.1.9)

sinir-deger problemini operator-polinom denklemine indirgemede kullanilacaktir.

Lemma 4.2.8. V s € Z; icin

=07

2
|s(t)> < [Is'l12, + S [BE (4.2.15)

veVte Tigin
s(t)] < C(2) [|s]|=, (4.2.16)

esitsizlikleri saglanir. Burada j = 1,4, t; = a,ty = &, t3 = &, t4 = b ve 7 yeterince
kiigitk herhangi bir pozitif reel say1 ve C(t) sabiti de s fonksiyonundan bagimsiz

sadece t ye bagiml olan bir sabittir.

Baylece bu tez ¢alismasinda incelenecek olan problem (4.1.1)-(4.1.9) gok-aralikli simir
deger problemi olarak ifade edilmis ve bu problemin arastirilmasinda elzem olan

probleme 0zgii uzaylar ve esitsizlikler izah edilmistir.
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5. COK-ARALIKLI SINIR-DEGER PROBLEMININ ZAYIF COZUMU
ve OPERATOR-POLINOMU

Tezimizin bu kesiminde incelemekte oldugumuz ¢ok-aralikli sinir-deger-gecis problemi,
operator-teorik yontem kullanmak suretiye operator-polinom denklemine indirgenerek

bu operator-polinomun bazi 6zellikleri incelendi.

5.1. Cok-Aralikli Sinir-Deger Probleminin Zayif Coziimii

Bu kesimde (4.1.1)-(4.1.9) gok-aralikli sinir-deger problemine 6zgii zayif ¢oziim kavra
mi1 tanimlanacaktir. Bunun i¢in =Z; Hilbert uzayimin elemani olan keyfi bir kompleks
o fonksiyonu ve bu fonksiyonun kompleks eslenegi olan ve g ile gosterilen kompleks
eslenik fonksiyonunu alalim. (4.1.1)-(4.1.9) probleminin zayif ¢6ziimiini elde etmek
i¢in (4.1.1)-(4.1.3) Sturm-Liouville denklemlerinin her iki tarafi o kompleks eslenik

fonksiyonu ile ¢arpilirsa

d dSl

L)+ MO = sOEOET (1)
LB + (B0 = 0BT (512)
~ (B G 1) + (OO = psOFEO €T (5.09)

dt " dt

denklemleri elde edilir. Simdi sirasiyla Yy, T, T3 araliklar tizerinden (5.1.1)-(5.1.3)

denklemlerinin integralleri alinirsa

2/ { jt CZZ 0i(t) + hi(t)si(t)oi(t) — ,usi(t)@(t)} dt=0(i=1,3) (5.14)

integral denklemleri elde edilir. Integral denklemindeki ilk terime kismi integral

uygulanmasi durumunda

Z [ { -t Zit)+hi(t)Si(t)@(t)}dt+B(3a9):”Z [ sema



integral denklemi elde edilir. Burada B(s, p) ile

B(s,0) = —s3(0)os(b) + s1(a)or(a) + [s5(67)@(&) — s1(€0)ar(€r)]
+ [ m(ed) — h(&)m(&)] (5.1.6)

ifadesi kastedilmektedir. (not 4.2.2) geregi (5.1.6) ifadesindeki s4(b), s} (a), s7 (&),
sh(E7), s5(£5), s5(&5) terimler Z; Hilbert uzaymmda tanmimh olmadigindan (4.1.4)-
(4.1.9) siur ve gegis sartlarim kullanmak suretiyle tiirevli terimlerin (5.1.6) ifadesin
den yok edilmesi gerekmektedir.

(4.1.4) smur kosulunun goz oniinde bulundurulmas: kaydiyla B(s, p) ifadesindeki

sy (a) tirevli terimin yok edilmesi igin

¢ = (28] (a) (5.1.7)

olacak sekilde yeni bir ¢ parametresi tanimlanacaktir. Dolayisiyla (4.1.4) sinir kosulu

bu parametre vesilesiyle

Bisi(a) — B3s)(a) = pg (5.1.8)

bi¢iminde yazilir.
0 = (3102 > 0 oldugu dikkate alinarak s(a) terimini yok etmek i¢in son iki denklem

birlikte diistiniiltirse ve gerekli islemler yaplrsa

sua)  Gsd 9 (5.1.9)

Po 28 70

seklinde bir esitlik elde edilmis olur.
(5.1.7) esitligi, (4.1.5) siur ve (4.1.6)-(4.1.9) gecis kosullar birlikte (5.1.6) denkleminde

dikkate alinirsa

B(s, 0) = onsu (VB0 + ansal65)T(E7) + %@m (5.1.10)
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ifadesi elde edilir. Bulunan son esitlik (5.1.5) integral denkleminde yerine yazilirsa

£L [ sz i+ aus(6E(ED + sl (E)
S OR > / sty (5.1.11)

denklemi bulunmus olur.

(4.2.10) ve (4.2.12) gosterimlerini dikkate almak kosuluyla (5.1.11) integral denklemi

(5, 00z + ans(ED)BET) + ans(€ VD) + %aa) —pls gz (5.L12)

bi¢iminde yazilir.
Baylece gostermis olduk ki ele alman ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smur deger problemi,
elemanlar1 Z; Hilbert uzayimm olan (5.1.12) ve (5.1.9) ile temsil edilen iki denkleme
indirgenmis olur.
Simdi elde edilen (5.1.12) ve (5.1.9) denklemlerini kullanmak suretiyle =; Hilbert
uzaymda gok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) sinir deger probleminin genellestirilmis (zayif)

¢oziim kavramini tanimlayabiliriz.

s(t)

¢
fonksiyonu verilsin. Eger (5.1.12) ve (5.1.9) esitlikleri Vp € =, i¢in gergekleniyorsa, ¥

Tamim 5.1.1. = = =, ¢ C Hilbert uzay1 ve bu uzayin elemani olan ¥ =

fonksiyonu ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smur deger probleminin genellestirilmis (zay1f)

¢Oozumi olarak isimlendirilir.

Genellestirilmis ¢oziimiiniin tanimi olan Tamm (5.1.1) in uygunlugu takip eden

sonuca dayanmaktadir.

Lemma 5.1.2. s € C*(T) ve h € C(T) olsun. Bu takdirde ¢ok-aralikli simir deger
probleminin zayif ¢oziimii (4.1.1)-(4.1.3) Sturm-Liouville denklemleri ile (4.1.4)-
(4.1.9) smur ve gecis kosullarinin olusturdugu denklemleri klasik anlamda gergekler.
(Burada C/(Y) ile T arahg tizerinde siirekli fonksiyonlarin uzaymi, C*(Y) ile de
T araligi iizerinde ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayini

gostermektedir.)
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Not 5.1.3. Eger Lemma 5.1.2" nin kosullar ger¢eklenmez ise, gok-aralikl (4.1.1)-
(4.1.9) simir deger probleminin klasik ¢oziimii mevcut olmayabilir ama bu problemin
zaylf ¢oziimi mevcut olabilir. Bu baglamda zayif ¢oztim, klasik ¢oztim kavraminin

bir genellestirmesi olarak kabul edilebilir.

Boylece ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smir deger probleminin zayif (genellestirilmis)

¢oziim kavrami tanimlanmis bulunmaktadir.

5.2. Cok-Aralikli Smir-Deger Probleminin Operator-Polinomu

Tez ¢alismasmi bu kisminda ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smir deger probleminin
operator-polinom denklemine indirgenebilmesi incelenecektir ve bunun igin gerekli
olan ozellikler arastirilacaktir. Tez calismamizin bundan sonraki kesiminde takip

eden temsillerden istifade edilecektir.

Teorem 5.2.1.

fils,0) = aisi(&)ai(&r) + aes2(&5)02(&y) (5.2.13)
fa(s,0) == <s,0>0 (5.2.14)
f3(d,0) = EE(G) (5.2.15)

esitlikleri ile temsil edilen fi(s, o), fa(s, 0) vefs(¢, o) fonksiyonelleri s € =; ve ¢ € C

icin p € Z; degiskenine gore lineer fonksiyoneldir.

ispat. f1, fo, f3 fonksiyonellerinin lineer olduklarini gostermek icin =; Hilbert uzay1
nin elemani olan o degiskenine ayni uzayda siirekli olduklarim ifade etmemiz gerek
mektedir. Normlu uzaylarda siireklilik ile sinirhilik birbirine denk oldugundan fi, fo,
f3 fonksiyonellerin sinirli oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢in de asagida

ki esitsizliklerin saglandigini gostermeliyiz.

[fi(s, )l < mflsi(€0)I[er (€)1 + [s2(85)[22(€2)[} (5.2.16)
[f2(s,0)] < vefllsalllloall + [Is2llll o2l + [Isslll]esl]}, (5.2.17)
f3(d,0)] < wilolla(a)]. (5.2.18)
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Not 5.2.2. Yukarida ve bundan sonraki kisimlarda kullanilacak olan v; sabitlerinin

s ve o degiskenleriniden bagimsiz olduklar1 dikkate alinacaktir.

Simdi sirasiyla bu esitsizliklerin gergeklendigini gésterelim: (4.2.13) ifadesi, Fonksi
yonel Analizden iyi bilinen Cauchy-Schwarz esitsizligi ve gok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9)

siir deger probleminin simir ve gecis sartlar dikkate alimacak olursa

[fi(s,0)] = loasi(&0)I[01(&7) + a2s2(&5)[[02(62)]
< foasi(§)01(60)] =+ [ozs2(85)2a(63 )]
= Jaalls1(&)I[e1(&0)] + lell]s2(85 ) [[22(82)]
< mdlsi(E)[o1(60)] + [52(&)1[02(&5)[} ki burada 1 := max{|ou ], [as|}

elde edilir. Bu ise (5.2.16) esitsizliginin gerceklendigini gésterir. Benzer sekilde, f;

fonksiyoneli i¢in kullandigimiz argiimanlardan yarararlanmak kaydiyla f; fonksiyon

/T 1 si(t)or(t)dt + /T 2 s2(t)oz(t)dt + /T 3 sg(t)@(t)dt‘

/T 1 31(t)E(t)dt’ + /T 2 SQ(t)@(t)dt‘ + /T 3 sg(t)@(t)dt‘

/T Jsa()zr(0) e + / Jsa)zE(0)  + / Jsa0)z5(0)]
< / 51(0) |gl<t>|dt+/m jsa(0) |gz<t>|dt+/T3 5a(t)] 0a(0)) dt

< Ye{llsalllleal] + Ilsallll eall + [lssllles||}

eli icin

|f2(87 Q)' =

IN

IN

esitsizligi elde edilir ki bu (5.2.17) esitsizliginin saglandig) anlamina gelmektedir.

Ayni sekilde Vs € = igin f3 fonksiyoneli

_ 19l

=1 || 21(a)| < yslollor(a)l

|f3¢9|_‘ﬁ

esitsizligini saglar. Bu ise (5.2.18) esitsizliginin de saglandigini gosterir. Boylece

(5.2.16)-(5.2.18) esitsizliklerinin saglandig gosterilmis olundu.
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=o ve Z; Hilbert uzaylari tizerinde (4.2.10)-(4.2.12) esitlikleri ile tanimh i¢ carpimlar

ve normlarin tanimlarindan yola c¢ikilarak

Isllzo < allsll=, (5.2.19)

esitsizliginin saglandig1 kolaylikla goriilebilir.

Lemma 4.2.8 ve (5.2.16)-(5.2.19) esitsizlikleri dikkate alinacak olursa

[fi(s, o)l < sllsllz, - [lell= (5.2.20)
[f2(s,0)] < 6llslz, - [lell= (5.2.21)
[f3(d0)] < wlol - ell=, (5.2.22)

esitsizlikleri yazilabilir.

(5.2.20)-(5.2.21) esitsizlikleri Vs € = igin f; ve fy fonksiyonellerinin p € Z; degisken
ine gore =; Hilbert uzayinda sinirh dolayisiyla stirekli nihayetinde lineer oldukarini,
(5.2.22) esitsizligi ise V¢ € C icin f5 fonksiyonelinin p € =; degiskenine gore =
Hilbert uzaymmda aym sekilde lineer oldugunu ifade etmektedirler. Boylece fi, fo, f3

fonksiyonellerinin lineer olduklarinin ispat: tamamlanmis olur.

Cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) sinir deger problemini operator denkleme indirgeyebilmek
icin f;(i = 1 — 3) lineer fonksiyonellerini Riesz temsil teoreminden istifade etmek
suretiyle operatorler cinsinden ifade edecegiz.

fi(i = 1 — 3) lineer fonksiyonelleri i¢in Riesz temsil teoremi dikkate alinacak olursa

fi(s,0) = (Lis,0)z, (i=1,2) ve f3(¢,0) = (L39,0)z, (5.2.23)

esitliklerini saglayacak sekilde L; (i = 1 — 3) operatorlerini tanmimlayalim.
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(L1s,0)z, = ais1(§;)or(&r) + aes2(8y)02(&5) (5.2.24)

(L2s,0)z, == <s,0>¢ (5.2.25)

(L3¢, 0)=, = gm(a) (5.2.26)
2

Lis = Slﬁ(j) (5.2.27)

esitlikleri ile tamimlanan L, Ly : =y — =1, Ls : 1 — C ve Lj : C — =; operatorleri
takip eden ozelliklere sahiptir. Burada L3, L3 operatoriniin eslenik operatorini
temsil etmektedir. Cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smir deger problemini operator denkleme
indirgeyebilmek i¢in, yukarida tammlamis oldugumuz L; (i = 1 — 3) operatérlerinin

bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
Teorem 5.2.3. Ly, Ly : Z; — E; operatorleri kendine esleniktir.

ispat. =, Hilbert uzaymda L;(i = 1,2) lineer operatorlerinin kendine eslenik oldugu
nu gostermek i¢in i¢ garpim fonksiyonunun 6zelliklerinden ve L; (i = 1,2) operator
lerinin tanim kiimesinden alman her s, g elemanlari i¢in (5.2.23) esitliginden yararlan

mak kaydiyla

(s,Li0)z, = (Lio.s)=,
= a101(§1)31(81 ) + 202(&5 )52(&3)
= a151(&)01(81) + aesa(85)02(85)
= (L1s,0)=,

ve benzer sekilde

(s,L20)=, = (L20,s)
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esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler bize L;(i = 1, 2) operatorlerinin Tanim 3.2.6 geregi
=1 Hilbert uzayinda simetrik olduklarmi gosterir. =; Hilbert uzaymnda L; (i =
1,2) simetrik operatorler ve bu operatorlerin tamim bolgesi, =; Hilbert uzayinda
heryerde yogun oldugundan Fonksiyonel Analizden iyi bilinen teorem ve yontemin

uygulanmasi sonucunda L; (i = 1,2) operatérlerinin kendine eslenik oldugu séylenir.
Teorem 5.2.4. L; ve Ly pozitif operatorlerdir.

Ispat. =, Hilbert uzaymda tamnlh ve (5.2.24) esitligi ile temsil edilen L, operatorii
niin pozitif oldugunu gosterelim. Bunun icin her s(t) € = icin (5.2.24) esitligi ile i¢

carpim ve norm fonksiyonlarinin 6zelliklerinden yararlanilacak olursa

(Lis,8)z, = as1 ()51 (67) + aes2 (&) 52 (&)

= o ‘81(51_)‘2 + oo ‘32(62_”2

elde edilir. «;(i = 1,2) sifirdan biiyiik reel sayilar olarak kabul ettigimizden dolay1
Vs(t) € =1 i¢in Ly operatoriiniin pozitif oldugu soylenir.
Benzer sckilde Ly operatoriiniin (5.2.25) esitligiyle verilen tanimindan yararlanilacak

olursa kolayca goriiliir ki yle bir g pozitif reel sayis1 vardir 6yle ki Vs(t) € Z; igin
(Lasisiz, = [ Is@fdes [ lsoF s [ IsoF =l s, > 0
Tl T2 Y3
estsizligi bulunur. Bu esitsizlikten Lo operatoriiniin pozitif oldugu soylenir. Ispat
tamamlandi

Teorem 5.2.5. L;(i =1 — 3) ve L} operatorleri kompakttir.

Ispat. (5.2.24) ve (5.2.25) esitlikleri ile verilmis ve Z; Hilbert uzaymnda taniml olan
Ly ve Ly lineer siirekli operatorler ve (sg) fonksiyonlar dizisi ayn uzay da zayif
yakinsak olan fonksiyonlarin dizisi olsun. Dolayisiyla (sj) fonksiyonlar dizisi smirh
olacagindan

Isillzs < s (k= 1,2,..)

esitsizligi saglanacak sekilde g > 0 sabiti mevcuttur.
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=, Hilbert uzaymda L; ve Lo smirl operatorler ve =; — =; gémiilmesi kompakt
oldugundan =; ve =y Hilbert uzaylar1 arasinda L;, Ly : 21 — = seklinde tanimh
operatorler kompakt operatorlerdir. Bu ise {L;sx} ve {Lasi} fonksiyon dizilerinin
= Hilbert uzayinda yakinsak diziler oldugunu gostermektedir.

T, Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere W3 (T) C C(Y) gomiilmesinin
kompakt ve {s} fonksiyonlar dizisinin Z; uzayinda smirh olmalarindan dolay1 {sy}
fonksiyonlar dizisi C(Y) uzaymnda yakmsaktir. Dolayisiyla {si(&1)} ve {sk(&2)}
dizileri C uzayinda yakinsaktirlar.

(5.2.20) esitsizligi ve Ly operatoriiniin (5.2.24) esitligi ile tamimli temsilinden yarar

lanmak kaydiyla; Vs € =; i¢in

|Lis||2, = (Lis,Lis)z,

< Jawsi(&)(Las) (&) + azsa(&2)(Las)(&2)]

< Yo {ls1(§)lI(L1s)(E0)] 4 |s2(&2)[(Ls)(&2)}
< mollLaslleer (Is1(€)] + [s2(82)1)

< yul[Lus]lz, ([s1(80)] + [s2(&)1)

elde edilir. Bu durumda,

[L1(sn = sm)ll2 < 712(lsn(£1) = sm(E0)] + [5n(&2) — sm(€2)])

esitsizligi gegerli olur ki bu {L;s,} dizisinin =; uzaymda Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. Buradan da L, operatoriiniin =; Hilbert uzayinda kompakt operator oldugu

sOylenir.

Ly operatorii i¢in (5.2.23), (5.2.25) temsilleri ve (5.2.21) esitsizligi birlikte dikkate

alinacak olursa

||L25H%2 = (Las, Lys)=,
/T s1(t)(Las)(t)dt + /T $o(t)(Las)(t)dt + /T s5(t)(Lys)(t)dt

Mllsllzo | L2z,

IN

IN
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla bu esitsizlikten

[ Lasn — Lasmllz, = | L2(5n — sm)llzy < 14llsn — smll=,

yazilir. Bu ise {Lys,} dizisinin =y uzayinda yakinsak oldugunu gosterir. Dolayisiyla
{Lys,} dizisi =5 uzaymda da yakinsak olur. Bu da gosteriyor ki Lo operatorii
=, Hilbert uzayinda kompakttir. Bu da Ly operatoriiniin kompakthginin ispatini
tamamlar.
Simdi de L3 operatortiniin kompakt oldugunu gostererek ispati bitirecegiz. L : C —
=1 olmak iizere;

1

Lis = —s1(a)

Do

seklinde tanimlanan L3 operatorii Lz operatoriintin eslenik operatoriidir. Bu durumda;

| Lzs| < msls]l=,

yazilabilir ki buradan gortintii uzay1 sonlu boyutlu olan L3 eslenik operatoriiniin
siirh lineer operator oldugu goriiliir. Bu nedenle L3 eslenik sinirh lineer operatoru
nin kompakt oldugu soylenir. O halde, Fonksiyonel Analizin iyi bilinen teoremi
geregi (bakimiz, 6rnegin (Kreyszig, 1978)) L3 operatorii de kompakt operatordiir.
Yani, L3 operatorii kompakt olmasindan dolayr L operatorii de kompakt operator

oldugu soylenir. Bu ise ispat1 tamamlar.

(5.2.13)-(5.2.15), (5.2.23)-(5.2.27) esitlikleri ile tanml olan L;(i = 1 —3) ve L
operatorleri yukarida ispatlar: yapilan teoremler geregince (5.1.9)-(5.1.12) ile tanimh

integral denklemleri

<8a Q)EQ + <L187 Q>52 + <L3¢7 Q)EQ = /’L<L287 Q>52 (5228)
Lis — % = u% (5.2.29)

seklinde denklem sistemine indirgenir.
Cok-aralikh (4.1.1)-(4.1.9) siir deger probleminin genellestirilmis ¢oziim kavraminin

tanimi olan Tanim 5.1.1 geregi Vp € =, igcin ¥ € = genellestirilmis ¢oziim oldugundan

34



(5.2.28) denklemi Vo € &=, i¢in
s+ L1s+ Lyp = plos (5.2.30)

lineer denklemi bi¢iminde yazilabilir.

Not 5.2.6. Eger s € =y, cok-aralikhi (4.1.1)-(4.1.9) sinir deger probleminin p 6zdeger
ine karsilik gelen genellestirilmis ¢oztimii ise ¥ € = fonksiyonu Vo € = i¢in saglanan
(5.2.28)-(5.2.29) sisteminin genellestirilmis ¢oziimiidiir. Tersine eger U € 2, Vp € Z;
i¢in saglanan (5.2.28)-(5.2.29) sisteminin zayif bir ¢6zlimii ise bu durumda s € Z;,
cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) sinir deger probleminin g 6zdegerine karsiik gelen bir

zaylf ¢oztimiidiir.

Lemma 5.2.7. Cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) sinir deger probleminin zayif 6zfonksiyonlari,

= Hilbert uzayinda iki yeni A ve II operatorleri

I+L, L Ly 0
A = b , o= | (5.2.31)
Ly -1 0 i1
3 B20

O(wv =0, O(p) = A — pdl, (5.2.32)

operator demeti denklemini saglar. Burada I operatorii birim operator ve = uzayi

s(t)

Tanim 4.2.7 ile taniml olan bir Hilbert uzay: ve ¥ = € = dur.

¢

Ispat. Teorem 5.2.1 ve (5.2.24)-(5.2.27) temsillerini kullanmak suretiyle (5.1.9)-(5.1.12)
denklem sistemi
<S7 Q>52 + <L187 Q>52 + <L3¢7 Q>EQ = M<L23a Q>EQ7

* /63¢_ ¢
LgS— @ —,ug
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seklinde yazilir. =y Hilbert uzayinda
§+ L1s+ L3¢ = plss

lineer denklemini saglayan keyfi bir ¢ fonksiyonu meveuttur. Ispat tamamlandi.

~ s(t
Sonug 5.2.8. i € C spektral parametresi W(¢, p) := (t) seklinde taniml zayif

¢
ozfonksiyonuna karsilik gelen, ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smur deger probleminin bir

ozdegeri olsun. Bu durumda ele alinan ¢ok-aralikli sinir deger probleminin zayif

ozfonksiyonlari, takip eden

O(u)¥(t,p) =0

operator denklemini = Hilbert uzayinda saglar.

5.3. (Cok-Aralikli Sinir-Deger Probleminin Operator-Polinomunun Bazi

Ozellikleri

Bir onceki boliimde ¢ok aralikli sinir deger problemimizi operator polinom denkleme
indirgemistik. Bu boliimde ise bu operator polinomun pozitiflik ve kendine esleniklik
ozelliklerini inceleyecegiz. Ilk olarak operator polinomun pozitifligini arastirarak

baslayacagiz.

Lemma 5.3.1. Oyle bir w > 0 reel sayis1 vardir ki o > wigin O(—pg) operator-demeti
pozitif tammhdir. Yani yeterince biiyiik pozitif o degeri i¢in C' = C(ug) > 0 sabiti

vardir ki VU € = icin;

(O(=po)¥, V)e > G(1o)[| V|l (5.3.33)
esitsizligi saglanir.
: = . s(t) )
Ispat. = uzaymin herhangi bir eleman1 ¥ = olmak tizere Lemma 5.2.7
¢

ile tanmmmlanan O(—pug) operatorii dikkate alinmak tizere Y& € = igin yukaridaki

esitsizligin kanitlanabilmesi igin sol tarafi gozoniinde bulundurulur ve i¢-carpim
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fonksiyonunun ozelliklerinden yararlanilarak lazim olan hesaplamalar yapilirsa

<O(—po)¥, ¥ >e = (s(t) + Lis(t) + Lap + poLas(t), s(t))z,
+ {Lgs(t)—@-i- o¢}5

520
—(s(0),5(0))= + (Las(t). s(0))ms + (Lad 5(0)=,
e e
; uo<Lzs<t>,s<t>>52+{L3s<>—57+ ol }¢
= oI, + anlsa(@)F + calsa( @) + 31 + (Lis(e) 9

2 2 3
- S w%m; | s

= JIsIZ, + s ()] + anlsa(€) + — Re(é5(a))

o
3
Bs|ol? |9|°
+ si(t)[*dt — + 5.3.34
MO;Ai| (t)] 50 HTg ( )
ifadesi elde edilir. v > 0 keyfi olmak tizere
2 = 2 2
—Re(¢31(a)) > == [ vIo]" + !sl( )| (5.3.35)
B Iﬁ |

elementer (5.3.35) esitsizliginden yola gikilarak bu esitsizligi (5.3.34) ifadesinde dikkate

alir gerekli diizenlemeler yapilirsa

Ti(s) = sl + aulsi(&)]* + aolsa(&) P — =—[s1(a)?
|Ba|v
3
()2d 3.
+ Moizl/n |s:(t)|2dt (5.3.36)
(v B Mo e
[y(¢) = (|52| 56" g ) 9| (5.3.37)
olmak tlizere
(O(po) ¥, W)e > I'i(s) +I'2() (5.3.38)

esitsizligi elde edilir.

s(t
= uzaymin herhangi bir eleman1 ¥ = ( 0 €
¢

[

fonksiyonun bilesenleri olan
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s € Z1 ve ¢ € C birbirinden bagimsizdir. Bu durumda I';(s) ve I'y(¢) kuadratik
formlarimin pozitif tanimh olduklar: gosterilirse O(—pi) operatoriiniin pozitif tanimh
oldugu ispatlanmis olur. Oncelikle I'y(¢) kuadratik formunun pozitif tanimh oldugu
gosterilecektir.
Baslangicta verilen 6 > 0 esitsizliginden yararlanilacak olursa, 1o 6zdeger parametresi
i¢in

v B3

o > — + =
o] o

esitsizliginin gergeklenmesi kaydiyla I'y(¢) formunun pozitif tanimhilig: kolayca goriiliir.
Simdi Z; uzaynda I';(s) formunun pozitif tanmimli oldugu gosterilecektir.

Bu durumda(5.3.36) esitliginde bulunan @ terimi

1

i <0 (5.3.39)

esitsizligini saglamasi durumunda I'y (s) formunun pozitif tanimh oldugunu soyleyebiliriz.

Aksi takdirde (5.3.39) ifadesindeki kosulun gergeklesmemesi durumunda

Li(s) = pwwwﬁ/bwwa+/pwwﬁ (5.3.40)

Ty To T3

£my:AhﬁmﬁWﬁ+AhﬁmMWﬁ+/hwmﬂWﬁ (5.3.41)

T3

L3(s) := s |s1(t)|?dt + s |so(t)]?dt + s |s3(t)|?dt (5.3.42)

seklindeki fonksiyonelleri tanimlayalim. Bu durumda;(5.3.40)-(5.3.42) gosterimleri

dikkate alinirsa

Is[12, := L1(s) + La(s) (5.3.43)

esitligi yazilabilir. (Lemma 4.2.8)’den yararlanarak asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

2
s1(&0)* < enlls'I]? + C—1||s||2, (5.3.44)

2
[s2(&)I* < el + IslP, (5.3.45)
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2
[s1(a)* < C3||S'||2+C—||S|I2, (5.3.46)
3

Burada ¢y, 2 ve ¢ sabitleri (0, 1) araliginin elemanlaridir. Simdi de h(t) fonksiyonunun

pozitif ve siirli olmasindan dolay1 da;

Is']* < y16L1(5) (5.3.47)
151> < 7L (s) (5.3.48)
L3(s) = 718La(s) (5.3.49)

esitsizlikleri saglanacak sekilde Gyle 716, 717 Ve 15 sabit sayilari mevcuttur. (5.3.47)-
(5.3.48) esitsizliklerinin gergeklendigi (5.3.40)-(5.3.42) temsillerinden kolaylikla gorii
liir. (5.3.49) esitsizliginin ger¢eklendigi asagida gosterilmistir.

h(t) fonksiyonu T arahiginda smirh ve pozitif bir fonksiyon oldugundan pozitif dyle

bir myq pozitif reel sayis1i mevcuttur ki

/Th(t)|s(t)|2dx gmo/r|s(t)\2dt

esitsizligi yazilabilir. Buradan da

/| |dt>—/ ()2t

ifadesi elde edilir. Eger mio := 713 olarak tanimlanirsa; (5.3.49) esitsizliginin saglandig
gosterilmis olur.
Yukarida gosterdigimiz (5.3.47)-(5.3.49) esitsizliklerinden faydalanarak (5.3.36) ifadesi

nde diizenlemeler yapilirsa;
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rm@zzcm@+@@wwnGMﬂP+§mw)
2 1 2
+anmw2 Hnﬁ—g;(uﬂﬁ |wﬁ
+ ,uo{ |81 th—f-/ |82 | dt+/ |S3 th}
> E()+£ﬂ)—m(ﬁwﬂd)+ 2sta(5))
1

52 (03’}’1451( ) + ;371552(8))

+u&rmmwﬁgﬁ&wwﬁ+AwWWﬁ}

2
+ s (62’71451(8) + 0—71552(3>>
2

elde edilir. Bu ifade £;(s) ve La(s) ye gore tekrar diizenlenecek olursa

1
[i(s) > Li(s) {1 — (1C17Y14 + QiaCoY14 — (—) 03714}

52V
2 2 1 2
+ Lo(s) 4l —ar—m5 Faa—15 — | 5— ) =715 + tonis
1 Co Bov ) c3

(5.3.50)

esitsizligi elde edilir. (5.3.37) esitligi ve (5.3.50) esitsizligi i¢gin kisaligin hatirina

asagidaki gosterimlerden yararlanilacaktir:

1
Gy :=1—a19714 + @ocoyiys — | =— | 3714 (5'3'51)
Bav

2 2 1 2

G2 =1 a1—"Y15 + o —"Y15 — (_> —Y15 + HoY15 (5352)
C1 C2 52

—V s Ho
Gyi= - LL 4 B 5.3.53
PTGl B0 5359

Bu gosterimlerden faydalanilarak;

<O<—,LL0)\I’, \IJ>E Z G1£1(S> -+ GQEQ(S) -+ G3|¢|2 (5354)
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esitsizligi elde edilir. ¢;(i = 1,2, 3) pozitif reel sayilar yeterince kii¢iik segilebildigin
den G ifadesi pozitif olacaktir. g da yeterince biiyiik pozitif bir say1 olmak iizere
G ifadeside pozitif olacaktir. G5 ifadesinin pozitifligini daha énceden ifade etmistik.

Bu durumda

['i(s) >0

esitsizligi saglanmis olur. Simdi G(uo),

G(NO) = min(Gl, GQ, Gg)

—_

esitligini saglayacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda V¥ € = i¢in gegerli olmak

uzere

(O(—p0) ¥, V)e > G(10)|[¥]|e

esitsizligi yazilabilir. Bu da bize O(— 1) operatér-demetinin pozitif tanimli oldugunu

gosterir.

Lemma 5.3.2. Vug € R igin;
O(—po) = A+ poll

ile taniml O(—p) operator-demeti kendine esleniktir.

Ispat. O(—po) operator-demetinin kendine eslenik oldugunu géstermek igin bu
operator-demetini olusturan A ve II operatorlerinin once simetrik oldugunu gostere

cegiz. Bunun icin ¥y, W, € = olmak tizere;

esitliklerini saglayan Tanim 5.1.1’deki gibi tanimlanmis genellestirilmis 6zfonksiyonlar

olsun.
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(AU, Us)e = (s+ Lis+ Lsp,u)=, + (L§S _ %) o
2
= (s,u)z, + (L18,u)=, + (L30, )=,
cne Pad_
+ (Lys)w - B,0" (5.3.55)

ve

<\I]17A\I,2>§ - <A\Ij27‘111>§

B
+ (L1u, s)z, + (L3w, 8)z,

= (u+ Lyu+ Lsw, s)=, + <L§u - ﬁ3w) I

= (u,s)

[1]

2

_ B
50" (5.3.56)

-

+ (Liu)

elde edilir. (5.3.55) ve (5.3.56) ifadeleri iizerinde gerekli diizenlemeler yapilmasi
durumunda bu ifadelerin birbirine esit oldugu goriiliir. Bu esitlikte A operatoriiniin

simetrik oldugunu gosterir. Benzer islemler II operatorii iizerinde yapilirsa

< H\Ifl, 2 >e=<T25,0 >2 +§w (5357)

< \I’l,H\I’Q >e = < H\Ifg, ‘;[11 >e

- wo
< T20,8 >9 +7

= < T38,0 >2 —{—%w (5358)

esitlikleri elde edilir. Buradan (5.3.57) ve (5.3.58) ifadelerinin esit oldugu bu durumun
ise I operatoriiniin simetrik oldugunu gosterir.
Dolayisiyla A ve II operatorlerinin simetrik olmalarindan dolay1 da bu operatorlerin

lineer terkibinden olusan

O(—p0) = A+ poll
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operator-demetinin de simetrik operator oldugu goriiliir. Simetrik operatoriin tanim
bolgesi tiim Hilbert uzay: oldugundan O(—pg) operatorii kendine esleniktir. Ispat

tamamlandi.

5.4. Cok-Aralikli Sinir Deger Probleminin Zayif Ozfonksiyonlarlnln Riesz

Baz1 Olusturmasi

Bu béliimde, ¢ok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) simnir deger probleminin zayif 6zfonksiyon
larmin probleme uygun Hilbert uzaymda Riesz bazi olusturdugu arastirilacaktir.

Iyi bilinmektedir ki her pozitif simetrik © doniistimiiniin, Oz ile temsil edilen sadece
bir pozitif simetrik karekokii mevcuttur. Bu takdirde; O(— po) pozitif tanimh
ve kendine-eslenik operator oldugundan dolay1r bu operatériin (O(— ﬂo))% olacak

sekilde pozitif karekoki vardir.

Lemma 5.4.1.
Eger Z operatorii, G > 0 olacak sekilde bir G operatorii ile sagdan (ve ya soldan)
simetri yapilir ise, bu takdirde Z operatorii bir self-adjoint operatére benzerdir

(Markus, 1988)).

Aslinda, eger ZG = (ZG)* ise, bu takdirde
7=G:G7 ZGG7)G7 (5.4.59)

dir. (5.4.59) deki esitligin sag tarafindaki parantezin igindeki operator self-adjoint
operatordiir. Fakat, eger GZ = (GZ)* ise, bu takdirde

Z=G2(G? GZG7)G? (5.4.60)

dir (Markus, 1988)).
Yukarida simetri edilebilir operatorler ile ilgili verilmis olan bilgilerin dikkate alinmasi
durumunda; O(— p) operatoriiniin pozitif tanimh olmasindan dolay1 bu operatoriin

pozitif karekokii olan (O(— uo))% operatori terslenebilirdir. Bu bilgiler 1s1ginda =
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Hilbert uzayinda

-1

xm) = (VO39) 11 (/O ) (5.4.61)

ile taniml olan yeni bir x (o) operatorii géz 6ntinde bulundurulacaktir.

Teorem 5.4.2. = Hilbert uzayinda tanmimli x(jo) operatorii pozitif, kendine-eslenik

ve kompakt operatordiir.

ispat. Ly operatorii kendine-eslenik oldugundan dolay1 II operatorii de kendine

esleniktir. VU = (s(t), ¢) € Z i¢in;
2
(IIV, U)e = (Los, s)=, + % >0 (5.4.62)

olur ki buradan II operatoriiniin pozitifliligi elde edilmis olur.

-1
O(—po) operatérdemeti kendine eslenik ve pozitif olmasindan <\ /O(— ,uo)> opera
toriide ayn ozellikleri saglar. Ayrica O(—pyg) operator-demeti sinirhdir. Bu durumda
X (o) operatoriinii olusturan IT, O(—pug) operatorlerinin pozitif, kendine-eslenik ve
kompakt gibi ozellikleri saglamalar sayesinde (5.4.62) ile tanimh x(pg) operatorii
icin de kendine-eslenik, pozitif ve kompakt gibi 6zelliklere sahip oldugu soylenebilir

ki bu ise ispat1 tamamlar.

1o parametresi Lemma 5.3.1 deki gibi taniml olmak tizere

C =+ o (5.4.63)

bi¢iminde tanimli yeni bir parametre ¢ olsun. Bu yeni ( parametresi altinda ¢ok-aralikli

(4.1.1)-(4.1.9)sin1r deger problemini;
O(— 1) ¥ — CIIT = 0 (5.4.64)

operator-demeti denklemi bi¢ciminde yazabiliriz.

Operator-demeti denklemini goz ontinde bulundurmak sartiyla asagidaki

@:( Opmgw (5.4.65)
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sekilde tanimh yeni bir ® operatoriinii tanimlayalim.
X (o) ile tanimlanmis olan operatérii ve yeni tanimlanmis olan ® operatorii dikkate

alinacak olursa (5.4.64) denklemi tekrardan diizenlenirse
& — Cx(po)® = 0 (5.4.66)

formundaki operator denklemi elde edilmis olur.

Lemma 5.4.3. Cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) simir deger probleminin herhangi 6zdegeri
Cm ve bu dzdegere karsilik gelen 6zfonksiyon @, olmak tizere; (,,, x(po) operatoriiniin
ozdegeridir ve @, = /O(—po)V,, ise x(1o) operatériiniin (,, 6zdegerine karsilik

gelen ozfonksiyondur.

Ispat. ¢, cok-aralikh (4.1.1)-(4.1.9) smur deger probleminin 6zdegeri ise (5.4.64)

operator denklemini saglar. Bu durumda
denklemi elde edilir. Bu denklem kullanilarak,

O ¥ = G (VO ) 11U, (5.4.68)

O )W = G (VO ) 1 (VO ) VOl i) (5469)

elde edilir. Sonug itibariyle (5.4.65)’de tanimlamis oldugumuz ®,, = <\/ O(— u0)> v,

operatori goz ontinde bulundurulursa

P = G X (10) P (5.4.70)

denklemi elde edilir. Ispat burada tamamland.

Bu béliimiin basinda da belirtmis oldugumuz gibi amacimiz ¢ok-aralikl (4.1.1)-(4.1.9)
siir deger probleminin 6zfonksiyonlariin Riesz bazi olusturmasini incelemekti. Simdi
bunun i¢in bu problemin bazlik 6zelligini incelemek amaciyla ti¢lincti boliimde vermis

oldugumuz Temel Tanim ve Teoremlerden yararlanacagiz.
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Teorem 5.4.4. 0 < pp € R herhangi bir say1 ve = uzaymda tanmimh O(—py)
operatorii pozitif tamimh olsun. Bu takdirde x(uo) := (O(—po))f71 I1 (O(—uo))f71
seklinde tamimli x(uo) operatoriiniin tam olarak sayilabilir sonsuz sayida pozitif

{¢n} Ozdegerleri mevcuttur ve bu dzdegerlere karsihk {®,,} 6zfonksiyonlar: da =

Hilbert uzayimin bir ortogonal bazini olusturur.

Son olarak; \/O(— Ag) operatoriiniin smnirhi terslenebilir oldugunu ve her sinirh
terslene bilir operatoriin = Hilbert uzayinin herhangi bir ortonormal bazini yine
ayni = uzayin Riesz bazi olarak adlandirilan diger bazina doniistiiriir. Dolayisiyla

bu teoremi dikkate alirsak takip eden temel sonucu elde ederiz.

Teorem 5.4.5. Cok-aralikli (4.1.1)-(4.1.9) smir deger probleminin sayilabilir sonsuz
sayida Ozdegerleri mevcut olup bu 6zdegerlerin yigilma noktasi sadece +oo dur.
Bu ¢ok-aralikli sinir deger probleminin 6zdegerlerinin yigilma noktasi bir tek 4oc0
oldugundan (4.1.1)-(4.1.9) probleminin genellestirilmis 6zfonksiyonlar sistemi, = Hil

bert uzayinda Riesz baz1 olusturur.

Not 5.4.6. Ozdegerlerin tek bir yigilma noktasi +co oldugu icin 6zdegerler alttan

sinirhdir ve en fazla sonlu sayida negatif 6zdeger mevcut olabilir.
5.5. Cok Aralikli Siir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Alt Sinir:

Bir onceki bolimde ozdegerlerin tstten sinirli olmadigini gostermistik. Bu bolimde
ise sinirh olduklarini bildigimiz 6zdegerlerin alttan sinirini1 Rayleigh-Ritz yontemi ile

bulmaya ¢alisacagiz.
O(—po)¥ — ¢TIV =0 (5.5.71)
problemini tekrar inceleyecegiz. (5.5.71) denkleminin V¥ ile i¢ garpimi;

< O(—po)¥ — IV, ¥ >e=0 (5.5.72)

olur.

<O(—po) W, ¥ > — < (TIW, ¥ >e=0 (5.5.73)
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olduguna gore;

<O(=po)¥, ¥ >e=( <V, ¥ >¢ (5.5.74)
esitligi elde edilir. Bu durumda;

¢ = < O(—po)¥, ¥ >¢
<O,V >,

(5.5.75)

olur ki pay ve paydadaki ifadelerle daha onceden islemler yapmistik. Burada o
islemleri kullanarak ve Rayleigh-Ritz yonteminden de faydalanarak ¢zdegerler icin

minumum degerler bulmaya calisacagiz.

> ['y(s) +Ta(0)

> BB (5.5.76)
< 728,85 > +5-

Onceden ispatlarini yaptigimiz bilgilerle yukaridaki esitsizligi kolayca elde ettik.
(5.3.37), (5.3.49) ifadelerini kullanarak (5.5.76) ifadesini diizenleyelim;

s G1L1(5) + GoLy(s) + G| ¢l
N Ls(s) + @

(5.5.77)

Daha onceden ispatlanan teoremler 1s1g1nda diizenlemeye devam edilecek olursa;

ulo(s) + GaLo(s) + G3|¢|2
¢2
917 + ¥

¢> (5.5.78)

¢ > min(Lq(s)(u + G2),0G3) (5.5.79)

elde edilir ki 6zdegerler i¢in alt simir bulunmus oldu.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada daha ¢nceden bazi 6zellikleri Dr. Ogr. Uyesi Hayati OLGAR tarafin
dan yazilmis bir makalede incelenen bir problem daha genis sekilde ele almmistir
ve bu makaleden farkli bircok ozellik incelenmistir. Ayrica bu ¢alismanin diger
calismalardan farkli olan en 6nemli 6zelligi sinir sartlariin birinde 6zdeger parametre
si bulunduran ve iki siireksizlik noktasinda gecis sartlariyla birlikte verilmis olmasi
dir. Bu calismada kullanilan yontemler, bulunan sonuclar hem uygulama hemde
teorik olarak Sturm Liouville Teorisine yarar saglamistir. Bu ¢alismada siir deger
gecis probleminin tirettigi operator demetinin pozitifligini, kendine eslenikligini, genel
lestirilmis 6zfonksiyonlariin Hilbert uzaymda Riesz bazi olusturdugunu ve 6zdeger

ler i¢in bir alt sinir tahmini bulduk.
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