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ÖZET 

BİR SINIR DEĞER PROBLEMİNİN ÜRETTİĞİ OPERATÖR DEMETİ 

Atıcı, Melih 

Yüksek Lisans, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dalı 

Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Hayati OLĞAR 

Mart 2023, vi + 56 sayfa  

Bu tez çalışmasında; sınır şartlarının birinde özdeğer parametresi bulunduran ve geçiş 

şartlarına sahip üç ayrık aralıkta tanımlanan çok-aralıklı bir sınır değer probleminin bazı 

spektral özellikleri araştırılmıştır. İlk olarak problemin öneminden, uygulama 

alanlarından ve daha önce yapılmış çalışmalardan bahsedilmiştir. Sonra problemimiz ile 

ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. Tezimizin ana bölümünde ise problemimize 

uygun Hilbert uzayları bulunmuş ve gerekli olan kavram ve eşitsizlikler verilmiş ve de 

özdeğerlerine uygun genelleştirilmiş çözüm kavramı tanımlanmıştır. Ayrıca incelenen 

problem operatör demeti denklemine indirgenmiş ve bu operatör demetinin bazı 

özellikleri incelenmiştir. Son olarak genelleştirilmiş özfonksiyonların uygun Hilbert 

uzayında Riesz bazı oluşturduğu gösterilmiş ve Rayleigh-Ritz yönteminden 

faydalanarak özdeğerler için bir alt sınır tahmininde bulunulmuştur. 

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemleri, Özdeğerler, Genelleştirilmiş 

Özfonksiyonlar, Riesz Bazı. 
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ABSTRACT 

THE OPERATOR PENCİL GENERATED BY A BOUNDARY VALUE PROBLEM 

Atıcı, Melih 

Master’s Thesis, Division of Analysis and Functional Theory 

Advisor: Asst. Prof. Dr. Hayati OLĞAR 

March 2023, vi + 56 pages  

In this thesis, some spectral properties of a many-interval boundary value problem 

defined on three non-intersecting interval with transmission conditons and one of the 

boundary condition having an eigenvalue parameter are investigated. First of all, 

importance of the problem, its application areas and previous studies are mentioned. 

Then, basic definitions and theorems about our problem are given. In the main part of 

our thesis Hilbert space have been found of the appropriate for our problem, the 

necessary concepts and inequalities have been given, and the concept of generalized 

solutions in accordance with the eigenvalues has been defined. In addition, the analyzed 

problem is reduced to the operator pencil equation and some properties of this operator 

pencil are examined. Finally it has been shown that the generalized eigenfunctions form 

a Riesz basis on the appropriate Hilbert space and a lower limit is estimated for the 

eigenvalues by using Rayleigh-Ritz method. 

Keywords: Sturm-Liouville Problem, Eigenvalues, Generalized Eigenfunctions, Riesz 

Basis. 
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1. GİRİȘ

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi matematik, fizik, mühendislik, biyoloji

ve matematiksel finans gibi birçok uygulamalı bilimlerde önemli yere sahip olup

özellikle fizikte ve matematiksel fizikte yoğun bir șekilde karșımıza çıkmaktadır.

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisi; düz spektral problemler ve ters spektral

problemler olmak üzere iki ana bașlıkta incelenmektedir. Bir diferansiyel operatör

verildiğinde operatörün hem spektrumunun ve özfonksiyonlarının incelenmesi, öz

değer ve özfonksiyonların asimptotik ifadelerinin bulunması hem de verilen bir fonk

siyonun bu operatörün özfonksiyonlarına göre ayrıșımının araștırılması vb. düz

spektral problemler kısmında incelenirken; verilen belirli dizilere göre spektral karak

teristikleri bu diziler olan operatörün inșası ise spektral analizin ikinci ana konusu

olan ters problemler olarak adlandırılan kısmını ilgilendirmektedir. Düz spektral

problemler genel olarak; elektronik teorisindeki uzun kablolar içeren elektrik devreleri,

olasılık teorisindeki difüzyon süreçleri, matematiksel fizikteki serbest ve kuvvet uygu

lanmıș titreșim problemleri, bir katı ile bir akıșkan arasındaki difüzyon veya mekanik

teki ısı ve kütle transferindeki problemleri araștırılırken ortaya çıkmaktadır. (Walter,

1973; Belinskiy ve ark., 2015; Guliyev, 2019; Gwak ve ark., 2016; Kaoullas ve

Georgiou, 2015; Likov ve Mikhailov, 1963; Nie ve Linetsky, 2019; Rodrigez ve

ark., 2018). Ters spektral problemlere örnek olarak ise kuantum fiziğinde saçılma

verilerine göre alan potansiyellerinin bulunması; jeofizikte yer altı madenlerinin

yer altındaki elementlerin dağılım karakteristiklerine göre belirlenmesi; mekanikte,

verilen dalga boylarına göre homojen olmayan yayda yoğunluk dağılımının öğrenil

mesi, parçacıkların enerji seviyelerine göre parçacıklar arasındaki etkileșim kuvvetleri

nin belirlenmesi verilebilir (Güldü ve ark., 2013; Binding ve ark., 2000; Freiling ve

Yurko, 2001; Gasymov ve Levitan, 1966).

Onsekizinci asrın ortalarından bașlayarak fiziksel olguların özelliklede hareketin mate

matiksel olarak analizi kalkülüs alanındaki gelișmeleri de beraberinde getirdi. Araștı

rılan fiziksel olaylar arasında termodinamik,manyetizma ve elektirik de vardı. Bu

ve buna benzer olgularda olușan problemlerin çözülmesi için diferansiyel denklemler

alanı oluștu ve farklı çözüm yolları keșfedildi. Bu yüzden fizikte ve mühendislikte bir
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çok konu adi ve kısmi diferensiyel denklemlerdeki çalıșmalara paralel olarak geliști.

Adi ve kısmi diferansiyel denklemler, fiziksel, mekaniksel, finansal ve doğa bilimleri

nin birçok dalında meydana gelen olayları modelleme tarihinde uzun süredir önemli

bir rol oynamıș olup halen bu denklemlerin; mühendissel, fiziksel, kimyasal vb.

problemlerin modellenmesinde önemli bir yeri bulunmaktadır. Uygulamalı matema

tik ve doğa bilimlerinin birçok dalında meydana gelen olaylar Newton yasasına

göre doğrudan matematiksel hareket modelleri olarak, ancak daha sıklıkla Laplace

denklemi, Schrödinger denklemi, ısı denklemi ve dalga denklemi gibi kısmi türevli

diferansiyel denklemler teorisinde karșılașılmaktadır.

Matematiksel fiziğin birçok probleminde, kısmi bir diferansiyel denklemin çözümü,

tanımlı olduğu bölgenin sınırında verilmiș belirli sınır koșullarını sağlamalıdır. Bu

tür problemlere sınır değer problemleri denir. İyi bilinen ve bağımsız değișkenlere

ayırma yöntemi olarak da adlandırılan Fourier yönteminin kısmi diferansiyel denklem

ler için sınır değer problemlerine uygulanması, genelde Sturm-Liouville problemlerine

yol açmaktadır

Böyle sınır değer problemlerinde spektral parametre sadece ikinci mertebeden diferan

siyel denkleminde değil aynı zamanda sınır șartlarında da bulunmaktadır. Jeofizik,

matematiksel fizik, mekanik vb. alanlarda ortaya çıkan ısı denklemini kullanan

bir katı ile bir akıșkan arasındaki difüzyon, farklı fiziksel ve mekanik özellikleri

bulunan cisimler arasındaki ısı ve madde iletimi, bir ucunda yük olan çubuğun

titreșimi veya bașka geçiș süreçlerinde ortaya çıkan benzer problemlerin çözümü

ikinci mertebeden adi diferensiyel denklem ve sınır șartlarında özdeğer parametresi

bulunduran Sturm-Liouville tipindeki sınır değer problemlerinin incelenmesine indir

genir. Böyle problemlerin araștırılması büyük bir önem arzetmektedir (Belinsky

ve Dauer, 1997; Fulton, 1977; Guliyev, 2019; Gwak ve ark., 2016; Hinton, 1979;

Kaoullas ve Georgiou, 2015; Ladyzhenskaia, 1985; Likov ve Mikhailov, 1963; Stakgold,

1971; Tikhonov ve Samarskii, 1963; Walter, 1973).

Örneğin, iki uçtan buz bloklarına bağlanmıș L uzunluğundaki bir telin ısı iletimi

denklemi;
du

dt
= K

d2u

dx2
(1.0.1)
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biçiminde ifade edilir. t=0 için x noktasındaki sıcaklığı s(x) ise

u(x, 0) = s(x) (1.0.2)

bașlangıç șartını elde ederiz. Buz bloklarından dolayı uç noktalarda sıcaklık sıfırdır

yani;

u(0, t) = u(L, t) = 0 (1.0.3)

sınır șartı elde edilir.

du

dt
= K

d2u

dx2
, t = 0 , x ∈ [0, L] (1.0.4)

u(x, 0) = s(x) (1.0.5)

u(0, t) = u(L, t) = 0 (1.0.6)

matematiksel modeli kurulmuș olur. Çözümü;

u(x, t) = g(x)h(t) (1.0.7)

șeklinde arayacağız.

ut = g(x)h′(t) (1.0.8)

uxx = g′′(x)h(t) (1.0.9)

(1.0.7)-(1.0.9) denklemlerini (1.0.4) denkleminde yerine yazarsak;

g(x)h′(t) = Kg′′(x)h(t) (1.0.10)

denklemini elde ederiz.
g′′(x)

g(x)
=

1

K

h′(t)
h(t)

= −λ (1.0.11)

eșitliğini elde ederiz ve buradan;

g′′(x) + λg(x) = 0 (1.0.12)
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h′(t) + λh(t)K = 0 (1.0.13)

adi diferansiyel denklemleri elde edilir. (1.0.7) denklemini (1.0.6) sınır șartlarında

yerine yazarsak

g(0) = 0 , g(L) = 0 (1.0.14)

sınır șartlarını buluruz. (1.0.12) denklemi ve (1.0.14) sınır șartlarından olușan

sınır değer problemi basit bir Sturm-Liouville problemidir. Yani, bir ısı iletimi

denkleminin değișkenlerine ayırma yöntemi diğer adıyla Fourier yöntemi ile çözüm

lenmesi problemi Sturm-Liouville problemine indirgenmiș oldu. Fourier yönteminin

sonuçlandırılması için özfonksiyonlarının baz olușturması gerekir. Bu durumda

öncelikle problemin özdeğerleri bulunması daha sonra bu özdeğerlere uygun özfonk

siyonlar bulunması gerekir. Bulunmuș özdeğer ve özfonksiyonlar yardımıyla çözüm

elde edilmeye çalıșılır ya da en azından çözümler hakkında bilgi edinilebilir. Bu

da özdeğer ve özfonksiyonların bulunmasının çözümde etkin bir yöntem olduğunu

gösteriyor. Ancak Sturm-Liouville problemlerinin tam çözümlerini bulmak genel

olarak mümkün değildir. Bu yüzden problemin spektral özelliklerinin araștırılması

gerekiyor. Yani özdeğerlerin seri açılımı, Green fonksiyonunun bulunması, özdeğer

lerin hangi uzayda baz olușturup olușturmadığı, Rezolvent operatörünün bulunması

gibi özelliklerin incelenmesi için bir operatör teorik yöntem geliștirilmesi, genelleștiril

miș özfonksiyonların tanımlanması ve bu özfonksiyonların uygun Hilbert uzayında

baz olușturması gibi özelliklerin incelenmesi gereklidir. Ayrıca gelișen teknoloji ve

bilim daha farklı ve yeni tipten Sturm-Liouville problemlerini karșımıza çıkarmakta

dır. Son zamanlarda fizikte ortaya çıkan çok-aralıklı somut problemler süreksiz

Sturm-Liouville problemlerine ilginin artmasını sağlamıștır. Bu da konunun ne kadar

önemli ve güncel olduğunu göstermektedir.

Bu tez çalıșmasında; sınır șartlarının birinde özdeğer parametresi bulunduran ve

geçiș șartları içeren yeni tipten bir Sturm-Liouville probleminin bazı spektral özellik

leri incelendi. Bu sınır-değer problemi üç ayrık aralıkta verilmiș olup uç noktaların

daki iki adet sınır șartından ve iki süreksizlik noktasında verilen dört adet geçiș

șartından olușmaktadır. Problemin çözümü için ilk olarak; probleme uygun iç

çarpım uzayları kuruldu. İkinci olarak; bu iç çarpım uzaylarından yararlanılarak
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probleme uygun Hilbert uzayları ve genelleștirilmiș özfonksiyon kavramı tanımlandı.

Üçüncü olarak; incelemekte olduğumuz sınır-değer-geçiș problemi, operatör-teorik

yöntem kullanmak suretiye operatör-demeti (ya da operatör-polinom) denklemine

indirgenerek bu operatör-polinomun bazı özellikleri incelendi. Daha sonra sınır-değer-

geçiș probleminin özdeğerleri için alt sınır elde edilmiș ve genelleștirilmiș (zayıf)

özfonksiyonların probleme uygun Hilbert uzayında Riesz bazı olușturduğu kanıtlan

mıștır.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Özdeğer parametresi içeren özel tipten sınır değer problemlerine Sturm Lioville

problemi adı verilir. Isı iletim problemleri üzerinde çalıșırken ortaya atılan bu

problem, Jacques Charles François Sturm ve Joseph Liouville’nin 1836-1837 yılları

arasında yayımlamıș oldukları çalıșmaları çok ilgi görmesinden dolayı kendi adlarıyla

anılır oldu ve Sturm-Lioville Teorisi olarak bilinir hale geldi.

Sturm ve Liouville’nin yaptığı çalıșmalarının önemli bir özelliği, çözümlerin analitik

ifadelerle sınırlı olması anlayıșından uzaklașılarak analitik ifadeler olmadığında bile

çözümlerin özelliklerinin denklemden bulunabileceğini göstermesiydi. Sturm Liouville

Teorisi önemli bir konu olmasından dolayı günümüze kadar yoğun bir șekilde bilim

insanlarının ilgisini ve dikkatini çekmeye devam etmektedir. Bu teori çok sayıda

kitap ve makaleye konu olmuștur. Bașlangıçta ısı iletimi problemlerine uygulanan

Sturm-Liouville Teorisi, daha sonra matematiksel fizik, biyoloji, mühendislik ve mate

matiksel finans gibi birçok bilim dalında kendine uygulama alanı bulmuș yeni-yeni

ortaya çıkan problemlerin araștırılmasıyla yeni neticeler ve yeni yöntemlerle bu teori

geliștirilmektedir.

İkinci mertebeden kendine eșlenik adi diferansiyel denklemler ve kendine eșlenik

sınır șartları ile birlikte verilen sınır değer problemleri genel olarak Sturm-Liouville

problemleri olarak bilinir.

Klasik Sturm-Liouville problemleri,

(p(x)y′)′ + q(x)y + λω(x)y = 0, x ∈ [a, b] (2.0.15)

ikinci mertebeden bir Sturm-Liouville denkleminden ve

α0y(a) + α1y
′(a) = 0 (2.0.16)

β0y(b) + β1y
′(b) = 0 (2.0.17)

biçimindeki özdeğer parametresi içermeyen sınır șartlarından olușmaktadır. Sturm

ve Liouville bu problemin özdeğerlerinin ve özfonksiyonlarının bazı özelliklerini ve
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özfonksiyonların seri açılımını incelemișlerdir. Sturm ve Liouville’nin 1836 ve 1837

yıllarındaki çalıșmaları yayımlanmadan önce analitik ifadelerle çözüm bulma anlayıșı

hakim iken bu çalıșmalardan sonra bu sınırlı yaklașım așılmıștır. Özellikle de çözüm

bulmadan da çözüm hakkında yorum yapılabildiğini göstererek Sturm-Liouville prob

lemleri adına çok önemli bir sonuç elde etmișlerdir. Sonraki yıllarda Birkhoff (1908)

ve Tamarkin’in(1928) çok önemli çalıșmaları olmuștur. Birkhoff, 1908’de makalesinde

sınır șartları için regülerlik kavramı tanımlanmıș ve bu sınır șartları ile verilen

problemin özfonksiyonlarının ve özfonksiyonlara bağlı olan fonksiyonlar sisteminin

tamlığı kanıtlanmıștır. Tamarkin’in 1928 yılında yayımlanan çalıșmasında ise güçlü

regüler sınır șartları tanımlanmıș ve güçlü regüler sınır șartları altında Green fonksiyo

nu araștırılmıștır. 1951 yılında yaymlanan çalıșmasında Keldys; H Hilbert uzayında

A(λ)ψ = 0, A(λ) :=
n∑

i=0

λiAi (2.0.18)

formundaki spektral parametre içeren operatör denklemlerin geniș bir sınıfı ile ilgilen

miș olup böyle bir operatör denklemini polinomal operatör ya da operatör demeti

olarak adlandırmıștır. Yazar, bazı șartlar altında bu problemin spektrumunun diskret

olduğunu, {ψi} özfonksiyonlar ve bağlantılı fonksiyonlar sisteminin H Hilbert uzayın

da tam olduğunu kanıtlamıștır.

Walter ise 1973 yılında yaptığı çalıșmada; hem

τu :=
1

r
{−(pu′)′(x) + q(x)u(x)} = λu(x) , x ∈ [a1, a2] (2.0.19)

denkleminde hem de

− (βi1u(ai)− βi2u
′(ai)) = λ (αi1u(ai)− αi2u

′(ai)) (i = 1, 2) (2.0.20)

sınır șartlarında özdeğer parametresi içeren (2.0.19)-(2.0.20) sınır-değer problemini

araștırmıștır. Walter bu makalede, uygun Hilbert uzayında bu problemin kendine

eșlenik lineer operatörlerle bağlantısını kurmuș ve bu tip problemlerin operatör

teorik yorumunu vermiștir. Fulton’un 1977 yılında yayımlanan makalesinde; sınır

șartlarının sadece bir tanesinde özdeğer parametresi bulunduran sınır-değer prob
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lemini operatör denkleme indirgemiș, özdeğer ve özfonksiyonlar için asimptotik eșitlik

ler bulmuș ve bu problemin Green fonksiyonunu inșa etmiștir.

1983 yılında yayımlanmıș olan çalıșmada Kostyuchenko ve Shkalikov; n = 2 için

(2.0.18) formundaki operatör demetlerini incelemișlerdir. Yazarlar bu çalıșmada; en

az bir c ∈ R reel sayısı için A(c) operatörünün pozitif tanımlı olduğunu göstermișlerdir.

Ladyzhenskaia; bir Hilbert uzayında genelleștirilmiș çözümler kavramı yardımıyla,

özdeğer probleminin bir operatör denkleme indirgenmesine olanak sağladığını 1985

yılında yayımlamıș olduğu kitabında göstermiștir.

Bilindiği üzere geçiș șartları ya da diğer isimleriyle sıçrama șartları, yüzeyarası

șartları, impulsive șartları olarak da bilinen ve bu koșulları içeren SLP’ leri klasik

olmayan SLP’leridir. Klasik olmayan SLP’leri uygulama alanlarının (matematiksel

fizik, mühendislik teknolojisi, vb.) genișliğinden dolayı birçok araștırmacı tarafından

araștırılmıș ve araștırılmaya devam edilmektedir. Çok sayıda kitabın yazılmasına ve

binlerce makalenin yayımlanmasına vesile olan klasik SLP’leri iyi bilinen yöntem ve

teorilere sahiptir. Ancak klasik SLP’leri; birçok matematiksel fizik problemine direkt

olarak uygulanamaz. Bu durum ortamın pürüzlü olmasından veya ortamın sürekli

olmamasından kaynaklanmaktadır. Örneğin geçiș koșulları içeren problemlere klasik

SLP’lerinin yöntem ve teorierinin uygulanabilmesinin zorluğuna rağmen bu problem

lere olan ilgi giderek artmaya devam etmektedir.

Son yıllarda Mukhtarov ve çalıșma arkadașları, sınır șartlarının yanı sıra geçiș

șartları da içeren Sturm-Liouville problemlerinin birçok spektral özelliklerini incele

mișlerdir. (Aydemir ve Mukhtarov, 2017; Çavușoğlu ve ark., 2021; Mukhtarov

ve Aydemir, 2021; Mukhtarov ve ark., 2015a; Olğar ve ark., 2018). Bu vesileyle

geniș sınıftan geçiș șartları içeren Sturm-Liouville problemlerinin kendine eșlenik

operatörlerle temsiline olanak sağlayan yöntemler geliștirmișlerdir. Geliștirdikleri

bu yöntemler sayesinde klasik yöntemlerin uygulanamadığı birçok yeni tipten Sturm

Liouville problemlerinin özelliklerinin incelenmesine olanak sağlanmıștır.

Sturm-Liouville tipindeki sınır değer problemlerine süreksizlik noktasında geçiș șart

ları olarak adlandırılan ilave șartların eklenmesiyle bu teori önemli bir hal almıș
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ve bu durum bu teoriye çok önemli bir katkı sağlamıștır. Süreksizlik noktasına

sahip ve sınır șartlarında özdeğer parametresi bulunduran süreksiz katsayılı sınır

değer problemleri üzerine son zamanlarda yayımlanan bilimsel çalıșmaların sayısında

azımsanmayacak ölçüde büyük bir artıș olmuștur (Allahverdiev ve Tuna, 2020a;

Bairamov ve ark., 2019; Faydaoğlu ve Guseinov, 2010; Șen ve ark., 2017; Uğurlu ve

Bairamov, 2014).

Mukhtarov ve Yakubov tarafından 2002 yılında yayımlamıș olan makalede, ağırlıklı

Sobolev uzaylarında sınır șartlarında özdeğer parametresi bulunduran ve iletim șart

ları ile verilen süreksiz SLP araștırılmıștır. Bu makalede, süreksiz SLP’nin kök

fonksiyonları sisteminin spektral parametreye göre koersitivliği, izomorfizmi, tamlığı

ve Abel bazı gibi özellikler incelenmiștir.

Demirci ve ark. nın 2004 yılındaki çalıșmalarında

−p(x)u′′ + q(x)u = λu, x ∈ [a, c) ∪ (c, b] (2.0.21)

λ(α′1u(a)− α′2u
′(a))− (α1u(a)− α2u

′(a)) = 0 (2.0.22)

λ(β′1u(b)− β′2u
′(b)) + (β1u(b)− β2u

′(b)) = 0 (2.0.23)

u(c + 0)− u(c− 0) = 0 (2.0.24)

u′(c + 0)− u′(c− 0) + λδ1u(c) = 0 (2.0.25)

problemi araștırılmıștır. Bu problemde sınır șartlarının her ikisi özdeğer paramet

resi içeren ve süreksizlik noktasında geçiș șartları bulunan SDGP’nin bazı spektral

özellikleri incelenmiștir. Ayrıca bu çalıșmada ele alınan problemin özdeğerlerinin ve

özfonksiyonlarının asimptotik eșitlikleri de bulunmuștur.

Mukhtarov ve ark. nın 2015 yılındaki çalıșmalarında;

−y′′(x) + (By)(x) = λy(x), x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) (2.0.26)

cos αy(−1) + sin αy′(−1) = 0, α ∈ [0, π) (2.0.27)

λy(1)− y′(1) = 0 (2.0.28)
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y(+0)− β1y(−0)− γ1y
′(−0) = 0 (2.0.29)

y′(+0)− β2y(−0)− γ2y
′(−0) = 0 (2.0.30)

soyut operatör içeren yeni tipten sınır-değer-geçiș probleminin özdeğerlerin ve özfonk

siyonların asimptotiği, spektrumu ve rezolvent operatörü incelenmiștir. Bu problem

de özdeğer parametresi hem denkleminde hem de sınır șartlarının birinde mevcut

olup, ayrıca x = 0 süreksizlik noktasında geçiș șartları bulunmaktadır.

Belinsky ve Dauer, 1997 yılındaki çalıșmalarında;

−(pu′)′(x) + q(x)u(x) = λr(x)u(x) , x ∈ (a, b) (2.0.31)

cos αu(a) + sin α(pu′)(a) = 0 , α ∈ [0, π) (2.0.32)

−{β1u(b)− β2(pu
′)(b)} = λ

{
β
′
1u(b)− β

′
2(pu

′)(b)
}

(2.0.33)

sınır-değer problemini incelemișlerdir. Bu çalıșmada; (2.0.31)-(2.0.33) probleminin

uygun Hilbert uzayında genelleștirilmiș çözüm kavramı tanımlanmıș, operatör -

polinom denklemine indirgenmiș ve genelleștirilmiș özfonksiyonlarının Riesz bazı

olușturduğu gösterilmiștir. Ayrıca bu çalıșma tez çalıșmamız açısından çok önemli

bir yere sahip olup așağıda ifade etmeye çalıștığımız çalıșmalara da ilham kaynağı

olușturmuștur.

2018 yılında Mukhtarov ve ark. tarafından yayımlanan çalıșmada;

−f ′′(x) + q(x)f(x) = λr(x)f(x), x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] (2.0.34)

αf(−1) + α′f ′(−1) = 0 (2.0.35)

(ln f)′(1) =
aλ

bλ + c
(2.0.36)

f(0+)− f(0−) = 0 (2.0.37)

f ′(0+)− f ′(0−) = δf(0) (2.0.38)
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biçiminde ifade edilen yeni tipten Sturm-Liouville problemi incelenmiștir. Bu çalıșma

da bu probleme uygun Hilbert uzayları tanım lanmıș ve genelleștirilmiș özfonksiyonla

rın bu uzayda baz olușturup olușturmadığı araștırılmıștır.

Olğar’ın 2021 yılında yayımlanan makalesinde iki tane süreksizlik noktasına sahip

olan

−u′′(x) + q(x)u(x) = µu(x), x ∈ [−1,−c) ∪ (−c, c) ∪ (c, 1] (2.0.39)

u(−1) = u′(−1) (2.0.40)

u(1) = u′(1) (2.0.41)

u(−c+)− u(−c−) = 0 (2.0.42)

u′(−c+) = u′(−c−) + γ1u(−c−) + δ1u(−c+) (2.0.43)

u(c+)− u(c−) = 0 (2.0.44)

u′(c+) = u(c−) + γ2u(c+) + δ2u(c−) (2.0.45)

sınır-değer-geçiș probleminin zayıf çözümleri tanımlanmıș, (2.0.39)-(2.0.45) problemi

operatör-demeti denklemine indirgenmiș, daha sonra bu operatör-demetinin kendine

eșlenik ve pozitif tanımlı olduğu gösterilmiștir.
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3. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu kısımda tez çalıșmamızda geçen önemli temel kavram ve teoremlere yer verilmiștir.

3.1. İç Çarpım ve Norm

Tanım 3.1.1.

Bir X vektör uzayı üzerindeki norm, X üzerinde tanımlı olup her x ∈ X noktasındaki

değeri ‖x‖ ile gösterilen ve α bir skaler, x ve y X’de keyfi vektörler olmak üzere

așağıdaki özellikleri gerçekleyen, reel değerli bir fonksiyondur.

i. ‖x‖ ≥ 0

ii. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

iii. ‖λx‖ = |λ|‖x‖

iv. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Üzerinde norm tanımlanmıș X vektör uzayına normlu uzay adı verilir. Tam normlu

uzaya (norm tarafından üretilen metriğe göre tam) Banach uzayı denir. X üzerinde

bir norm X üzerinde,d(x, y) = ‖x− y‖, (x, y ∈ X) ile verilen bir d metriği tanımlar

ve bu metrik norm tarafından üretilen metrik olarak adlandırılır (Çakar, 2007).

Tanım 3.1.2.

İç çarpım H×H’den H’nin F skaler cismi içine yapılan bir dönüșümdür; yani H’nin

her x ve y vektör çifti x ve y’nin iç çarpımı olarak adlandırılan ve < x, y > ile

gösterilen ve her x, y ve z vektörleri ve α skaleri için așağıdaki özellikleri gerçekleyen

bir skalerle eșlenmektedir:

i. < x + y, z >=< x, z > + < y, z >

ii. < αx, y >= α < x, y >

iii. < x, y >= < y, x >

iv. < x, x >≥ 0, < x, x >= 0 ⇐⇒ x = 0
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Üzerinde iç çarpım tanımlanmıș X vektör uzayına iç çarpım uzayı denir. X üzerinde

tanımlanmıș bir iç çarpım, X üzerinde,

‖x‖ =
√

< x, x >

ile verilen norm ve

d(x, y) = ‖x− y‖

ile verilen bir metrik tanımlar. Üzerinde iç çarpımla tanımlanmıș bir metriğe göre

tam olan bir iç çarpım uzayına bir Hilbert uzayı adı verilir. Buna göre iç çarpım

uzayları birer normlu uzay olup, Hilbert uzayları ise birer Banach uzayıdır. (Çakar,

2007).

Tanım 3.1.3.

f(x), [a, b] aralığında tanımlı ve Lebesgue anlamında ölçülebilir bir fonksiyon olsun.

Eğer|f(x)|2 fonksiyonu [a, b] aralığında Lebesgue anlamında integrallenebilir ise,

f(x) fonksiyonuna [a, b] aralığında karesi integrallenebilir fonksiyon denir. L2[a, b]

uzayı,

L2[a, b] =

{
f(x) :

∫ b

a

|f(x)|2 dx < ∞
}

eșitliği ile tanımlanır. Bu uzayda iç çarpım ise ∀f, g ∈ L2 için

〈f(x), g(x)〉L2[a,b] =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

biçiminde tanımlanır. Bu iç çarpım uzayı bir Hilbert uzayıdır. Bu uzaya aynı

zamanda Lebesgue Uzayı da denir (Kreyszig, 1978).

Tanım 3.1.4.

Rn nin bir açık kümesi Ω olsun. Bu küme üzerindeki skaler değerli fonksiyonları

u(x) = u(x1, x2, ..., xn), x ∈ Ω șeklinde gösterelim. m bir pozitif tamsayı olmak

üzere tüm Dru, 0 ≤ |r| ≤ m zayıf türevleri Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ uzayı içinde olan

fonksiyonları göz önüne alalım. Ω üzerinde hemen hemen her yerde eșit fonksiyonları

eșit kabul ettiğimiz takdirde böyle fonksiyonların bir vektör uzayı olușturacağı kolayca

görülür. Normlandırabileceğimiz bu uzaya bir Sobolev uzayı adını vereceğiz. Örneğin
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Wm
2 (Ω) Sobolev uzayını göz önüne alalım. Bu uzayda bir iç çarpımı u, v ∈ Wm

2 (Ω)

için

〈u, v〉 =

∫

Ω

∑

0≤|r|≤m

Dru(x)Drv(x)dµ

șeklinde tanımlayabileceğimiz kolayca görülür.Wm
2 (Ω) normlu uzay olarak tam oldu

ğundan bir Hilbert uzayıdır(Șuhubi, 2001).

3.2. Lineer Operatörler ve Özellikleri

Tanım 3.2.1.

Aynı F skalerler cismi üzerinde tanımlanmıș U ve V vektör uzaylarını göz önüne

alalım. Bir A : U → V fonksiyonu

i. ∀u1, u2 ∈ U için A(u1 + u2) = A(u1) + A(u2)

ii. ∀u ∈ U ve ∀α ∈ F için A(αu) = αA(u)

koșullarını gerçekliyorsa bir lineer dönüșüm ya da lineer operatör adını alır. (Șuhubi,

2001).

Tanım 3.2.2.

Bir A : U → V operatörü sınırlı kümeleri yine sınırlı kümelere dönüștürüyorsa sınırlı

operatör adını alır(Șuhubi, 2001).

Teorem 3.2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U −→ V bir lineer operatör olsun.

Ancak ve ancak her u ∈ U için ‖Au‖ ≤ K‖u‖ olacak șekilde bir K > 0 sabiti varsa

A operatörü sınırlıdır (Șuhubi, 2001).

Teorem 3.2.4. U ve V normlu uzaylar ve A : U −→ V bir lineer operatör olsun.

A operatörü ancak ve ancak sınırlı ise süreklidir (Șuhubi, 2001).

Tanım 3.2.5.

H1 ve H2 Hilbert uzaylar olmak üzere T : H1 → H2 sınırlı lineer operatör olsun.

T ’nin, T ∗ Hilbert-adjoint operatörü her x ∈ H1 ve y ∈ H2 için

< Tx, y >=< x, T ∗y >
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olacak șekilde bir T ∗ : H2 → H1 operatörüdür. T = T ∗ ise self adjoint ya da

hermityen adı verilir.(Çakar, 2007).

Tanım 3.2.6.

Bir H Hilbert uzayını kendisine dönüștüren bir A : H → H lineer operatörünü göz

önüne alalım. Her u, v ∈ D(A) vektörü için (Au, v) = (u,Av) yazılabiliyorsa A bir

simetrik operatör adını alır. A simetrik bir operatörse ve her u için (Au, u) ≥ 0

ise A pozitif operatör adını alır. A sınırlı bir pozitif operatör olsun. Bir K pozitif

operatörü K2 = A bağıntısını sağlarsa A nın karekökü adını alır ve K =
√

A = A1/2

șeklinde gösterilir(Șuhubi, 2001).

Teorem 3.2.7.

Bir H Hilbert uzayı üzerinde bir A : H → H simetrik operatörü ancak ve ancak

D(A) = H veya R(A) = H ise kendine eștir (Șuhubi, 2001).

Tanım 3.2.8.

U ve V normlu vektör uzaylar olsun. A : U → V operatörü U uzayındaki sınırlı

kümeleri V uzayında göreceli kompakt kümelere dönüștürüyorsa bir kompakt operatör

adını alır. Yani A bir kompakt operatörse her sınırlı M ⊂ U kümesinin A(M) ⊂ V

görüntüsünün A(M) kapanıșı kompakt kümedir. (Șuhubi, 2001).

Tanım 3.2.9. (Lineer ve Sınırlı Fonksiyonel)

• F (reel veya kompleks) cismi üzerinde tanımlı olan herhangi bir vektör uzayın

dan bu F cismine tanımlı dönüșümlere fonksiyonel denir.

• Lineerlik șartını sağlayan fonksiyonele lineer fonksiyonel denir.

• f : V → F lineer fonksiyonel olsun. Eğer öyle bir K > 0 sayısı varsa ki

∀v ∈ V için |f(v)| ≤ K‖v‖ eșitsizliği sağlansın, o halde f ’ ye sınırlı lineer

fonksiyonel denir (Kreyszig, 1978).

Teorem 3.2.10. (Riesz Temsil Teoremi)

V Hilbert uzayı olmak üzere; f : V → R ile tanımlı dönüșüm sınırlı lineer fonksiyonel

ise o halde ∃v ∈ V vardır ki, ∀ s ∈ V için f(s) = 〈s, v〉 eșitliği sağlanır (Kreyszig,

1978).
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Tanım 3.2.11.

X bir Banach uzayı, L : X −→ X șeklinde tanımlı bir sınırlı lineer operatör olmak

üzere Ly = µy veya I birim operatör olmak üzere (L−µI)y = 0 denkleminin sıfırdan

farklı bir y çözümü varsa µ ∈ C sayısına L operatörünün özdeğeri, y fonksiyonuna

da µ özdeğerine karșılık gelen özfonksiyonu denir. Bu operatörün tersi mevcut olsun

ve Rµ = (L − µI)−1 ile gösterilsin. Rµ operatörüne L operatörünün Rezolvent

operatörü denir. Rµ operatörü mevcut, sınırlı ve tüm V Hilbert uzayında tanımlı

ise µ kompleks sayısına L operatörünün regüler noktası denir. Regüler noktaların

olușturduğu kümeye Rezolvent kümesi denir ve ρ(L) ile gösterilir.

σ(L) := C \ ρ(L) kümesine ise L operatörünün spektrumu denir.

Eğer Rµ yoksa σ(L) kümesine nokta spektrumu ya da diskret spektrumu adı verilir

ve bu kümenin λ ∈ σ(L) elemanları özdeğerler olarak adlandırılır (Kreyszig, 1978).

Tanım 3.2.12.

V Hilbert uzayı ve uzayın elemanlarından olușan dizi {vn}n ∈ N verilsin.

Eğer ∀ v ∈ V elemanı için, v =
∑∞

n=1 bnvn toplamı șeklinde yazılabilecek {bn}
skalerlerinin bir tek dizisi mevcut ise bu takdirde {vn} elemanlarından olușan aile

V Hilbert uzayının bazı olarak adlandırılır (Gohberg ve Krein, 1969).

Eğer ∀ n 6= m için 〈vn, vm〉V = 0 șartı sağlanıyor ise {vn} bazına ortogonal baz adı

verilir.

δnm kroneker delta olmak üzere eğer 〈vn, vm〉 = δnm șartı sağlanıyor ise bu takdirde

{vn} ortogonal bazının bir ortonormal baz olduğu söylenir (Bary, 1946,1950).

Tanım 3.2.13.

V Hilbert uzayı ve bu V Hilbert uzayında {e1, e2, e3, ..., en, ...} ortonormal bazı

ve L : V → V ile tanımlı operatör verilsin ve ayrıca bu L operatörü birebir,

örten ve sınırlı olsun. Dolayısıyla L operatörünün ters operatörü de sınırlıdır. Bu

takdirde, bu ortonormal bazın L operatörü altındaki görüntüsü olarak elde edilen

{g1, g2, g3, ..., gn, ...} vektörler sistemi (gi = Lei) bir baz olușturur. Bu baza Riesz

bazı denir (Gohberg ve Krein, 1969).
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3.3. Lineer Diferansiyel İfade ve Sınır Șartları

kj(s)(j = 0, 1, 2, ..., n) fonksiyonları R reel sayılar kümesi üzerinde tanımlı sürekli

fonksiyonlar, ∀s için kn(s) 6= 0 ve s ∈ (a, b) olmak üzere

l(X) :=
n∑

j=0

kj(s)X
(j)(s)

șeklinde yazılan ifadeye n. mertebeden lineer diferansiyel ifade

S(X) :=
n−1∑
j=0

{
γjX

(j)(a) + δjX
(j)(b)

}

șeklinde verilen ifadeye de sınır-değer ifadesi denir. Sj(X), j = 1, 2, ..., m ifadeleri

sınır-değer ifadeleri olduğunda

Sj(X) = 0, j = 1, 2, ..., m

biçimindeki eșitlikler sınır șartları olarak adlandırılır(Naimark, 1967).

3.4. Regular Sturm-Liouville Problemleri

Bu kesimde klasik Sturm-Liouville problemlerinin bazı temel özelliklerini ifade ede

ceğiz.

•
− d

ds
(ϕ(s)

dv

ds
) + {ψ(s)− µ%(s)}v(s) = 0 , s ∈ (a, b) (3.4.46)

biçiminde ifade edilen ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemi, Sturm-

Liouville denklemi (SLD) olarak isimlendirilir.

• (3.4.46) denklemindeki ϕ(s), ψ(s), %(s) reel değerli fonksiyonlar, µ ise spektral

parametredir.

• (3.4.46) SLD’nin [a, b] kapalı sınırlı aralığında tanımlı ve ψ ile % fonksiyonları

nın sürekli, ϕ fonksiyonunun sürekli diferensiyellenebilir ayrıca ∀s ∈ [a, b] için
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ϕ(s) > 0, %(s) > 0 koșullarının sağlanması durumunda (3.4.46) SLD’ne regular

Sturm-Liouville denklemi (RSLD) denir.

• Uygulamalarda sık sık rastlanan diferansiyel operatörlerden biri de

L = − d

ds

{
ϕ(s)

d

ds

}
+ ψ(s)

biçiminde ifade edilen operatördür. L diferensiyel operatörü (3.4.46) RSLD’

nde dikkate alınırsa, bu problem

Lv(s)− µ%(s)v(s) = 0 , s ∈ (a, b)

biçiminde yazılabilir.

• [a, b] aralığının uç noktalarında verilmiș

γ1v(a) + δ1v
′(a) = 0 (3.4.47)

γ2v(b) + δ2v
′(b) = 0 (3.4.48)

uç nokta șartları, sınır șartları olarak adlandırılır.

• (3.4.46) RSLD ile (3.4.47)-(3.4.48) sınır șartlarından olușan (3.4.46)-(3.4.48)

problemi regular SLP olarak bilinir.

• (3.4.47) -(3.4.48) sınır șartlarındaki γj, δj(j = 1, 2) katsayıları reel sayılardır

ve |γ1|+ |δ1| 6= 0, |γ2|+ |δ2| 6= 0 șartı sağlanır.

• Hem (3.4.46) lineer diferensiyel denklemi, hem de (3.4.47)-(3.4.48) sınır șartları

homojen oldukları için v(s) = 0 fonksiyonu µ parametresinin her bir değeri için

așikâr çözümdür.

• Doğal olarak (3.4.46)-(3.4.48) probleminin așikar olmayan çözümlerini bulmak

gerekir. Fakat µ parametresinin her bir değeri için sıfırdan farklı çözüm mevcut

olmayabilir.
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• Eğer µ spektral parametresinin µ = µ0 değeri için (3.4.46)-(3.4.48) SLP’nin

așikar olmayan v0 6= 0 çözümü mevcut ise µ0 sayısına problemin özdeğeri, v0(s)

çözümüne ise bu özdeğere uygun olan özfonksiyon denir.

• Problemin sayılabilir sonsuz sayıda µ1, µ2, ..., özdeğerleri mevcttur, tüm özdeğer

ler reeldir ve µ1 < µ2 < µ3 < ... șeklinde sıralanabilir.

• Özdeğerlerin sonlu yığılma noktası bulunmamaktadır, yani µn →∞(n →∞)

özelliğine sahiptir.

• Farklı özdeğerlere uygun gelen özfonksiyonlar %(s) ağırlık fonksiyonuna göre

ortogonaldir.

• RSLP’leri kendine-eșleniktir.

• Özfonksiyonlar sistemi, [a, b] aralığında tanımlı ve parçalı sürekli fonksiyonlar

uzayında

‖f‖2 =

∫ b

a

|f(s)|2%(s)ds

normuna göre tamdır, yani [a, b] aralığında tanımlı ve parçalı sürekli olan her

f(s) fonksiyonu

f(s) =
∞∑

n=1

{∫ b

a

f(t)vn(t)%(t)dt

}
vn(s)

serisine açılabilir; sonuncu eșitlikten çok önemli olan

∫ b

a

|f(s)|2%(s)ds =
∞∑

n=1

{∫ b

a

f(t)vn(t)%(t)dt

}2

eșitliği elde edilir. Bu eșitliğe Parseval eșitlği denir.

• Her bir µn özdeğeri ile bu özdeğere uygun vn(s) özfonksiyonu arasında

µn = R(vn) =

∫ b

a
vnL[vn]ds∫ b

a
|vn|2%(s)ds

bağıntısı mevcuttur.
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•
R(w) =

∫ b

a
wL[w]ds

‖w‖2

oranına Rayleigh oranı denir.

• (3.4.46) - (3.4.48) SLP’nin özfonksiyonları, özdeğerleri bulunmadan hesaplana

mayacağına göre Rayleigh oranı yardımı ile özdeğerleri direkt olarak bulunamaz.

Ancak Rayleigh oranıyla SLD’ni çözmeden de önemli sonuçlar elde edilebilir.

• Matematiksel fizik problemlerinde ve bir çok mühendislik uygulamasında λ

parametresinin ișareti oldukça önem arzeder. Rayleigh oranı gereği

1. ϕw
dw

ds

∣∣∣∣
b

a

≤ 0

2. ψ ≤ 0

șartlarının sağlanması durumunda µ ≥ 0 elde edilir. Rayleigh oranı, (3.4.46)-

(3.4.48) SLP’nin özdeğerlerini tahmin etmek için faydalı olabilir.

• µ1 = min R(w), yani ilk özdeğer Rayleigh oranının minimum değerine eșittir.

(Atkinson, 1964; Woldegebriel, 2011).
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4. ÇOK-ARALIKLI SINIR-DEĞER PROBLEMİNİN İFADESI ve

UYGUN HİLBERT UZAYLAR

Tezimizin bu kesiminde ilk olarak araștıracağımız problemi izah edeceğiz ve daha

sonra problemimizin çözümünde gerekli olacak probleme uygun bazı yeni uzayları

ve bu uzaylarda geçerli olan bazı kavramlar ve eșitsizlikler verilecektir.

4.1. Çok-Aralıklı Sınır-Değer Probleminin İfadesi

Çalıșmamızın esas konusu, sırasıyla ayrık [a, ξ−1 ) (ξ+
1 , ξ−2 ), (ξ+

2 , b] aralıklarında

− d

dt
(
ds1

dt
) + h1(t)s1(t) = µs1(t), t ∈ [a, ξ−1 ) (4.1.1)

− d

dt
(
ds2

dt
) + h2(t)s2(t) = µs2(t), t ∈ (ξ+

1 , ξ−2 ) (4.1.2)

− d

dt
(
ds3

dt
) + h3(t)s3(t) = µs3(t), t ∈ (ξ+

2 , b] (4.1.3)

biçiminde tanımlı ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerinden, [a, ξ−1 )∪(ξ+
1 , ξ−2 )

∪(ξ+
2 , b] aralığının uç noktalarında verilmiș ama sadece sol ucunda özdeğer parametre

sini bulunduran

β3s
′
1(a) + µβ2s

′
1(a) = β1s1(a) (4.1.4)

s′3(b) = 0 (4.1.5)

sınır șartlarından ve [a, ξ−1 ), (ξ+
1 , ξ−2 ), (ξ+

2 , b] aralığının iç noktaları olan ve süreksizlik

noktaları olarak da adlandırılan t = ξ1 ve t = ξ2 noktalarındaki

s2(ξ
+
1 ) = α1s1(ξ

−
1 ) (4.1.6)

s′2(ξ
+
1 )− 1

α1

s′1(ξ
−
1 ) = s1(ξ

−
1 ) (4.1.7)

s3(ξ
+
2 ) = α2s2(ξ

−
2 ) (4.1.8)

s′3(ξ
+
2 )− 1

α2

s′2(ξ
−
2 ) = s2(ξ

−
2 ) (4.1.9)



ilave koșullarından olușan çok-aralıklı Sturm Lioville problemini inceleyeceğiz. İlave

koșullar literatürde, geçiș koșulları, sıçrama koșulları, arayüz koșulları, interface

koșulları ya da impulsif koșulları gibi isimlerle bilinmektedir.

Bu tez çalıșması boyunca kısalığın hatırına; Υ1 := [a, ξ−1 ), Υ2 := (ξ+
1 , ξ−2 ), Υ3 :=

(ξ+
2 , b] ve Υ = ∪3

i=1Υi, s(t) =





s1(t), t ∈ Υ1

s2(t), t ∈ Υ2

s3(t), t ∈ Υ3

, h(t) =





h1(t), t ∈ Υ1

h2(t), t ∈ Υ2

h3(t), t ∈ Υ3

gösterimlerinden istifade edilecektir.

Burada h1(t), h2(t), h3(t) fonksiyonları sırasıyla ayrık Υ1, Υ2, Υ3 aralıkları üzerinde

reel-değerli ve sürekli fonksiyonlar ve bu fonksiyonların sonlu h(ξ±1 ) = limt→ξ±1
h(t),

h(ξ±2 ) = limt→ξ±2
h(t) limit değerleri mevcuttur. µ kompleks spektral parametre,

αi, βj(i = 1, 2 ve j = 1, 2, 3) reel katsayılar, θ = β1β2 > 0 dır.

4.2. Çok-Aralıklı Sınır-Değer Problemine Uygun Uzaylar ve Eșitsizlikler

Bir önceki bölümde vermiș olduğumuz Tanım 3.1.3 ve Tanım 3.1.4 de bulunan

standart L2[a, b] ve W k
2 [a, b] uzaylarının tanımları göz önünde bulundurularak ve

yukarı daki temsillerden yararlanılarak çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) problemine uygun

Hilbert uzayları Ξ0 := ⊕3
i=1L2(Υi) , Ξ1 := ⊕3

i=1W
1
2 (Υi) ve Ξ2 := ⊕3

i=1W
1
2,h(Υi)

simgeleri ile gösterilecektir.

Ξ0 := ⊕3
i=1L2(Υi) Hilbert uzayının direkt toplamında tanımlı olan iç çarpım ve bu

iç çarpıma karșılık gelen normu

〈s, %〉Ξ0 =
3∑

i=1

∫

Υi

si(t).%i(t)dt , ‖s‖2
Ξ0

= 〈s, s〉Ξ0 (4.2.10)

eșitlikleri ile tanımlayacağız.

Ξ0 Hilbert uzayının elemanlarından olușan ve (4.1.6)-(4.1.9) geçiș șartlarını sağlayan

lineer uzay Ξ1 := ⊕3
i=1W

1
2 (Υi) ile gösterilirse, bu lineer uzay üzerinde tanımlı olan

iç çarpım ve karșılık gelen normu

〈s, ρ〉Ξ1 =
3∑

i=1

∫

Υi

{
s′i(t).%

′
i(t) + si(t).%i(t)

}
dt , ‖s‖2

Ξ1
= 〈s, s〉Ξ1 (4.2.11)
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eșitlikleri temsil edecektir.

Lemma 4.2.1. Üzerinde (4.2.11) ile temsil edilen iç çarpım ve norm tanımlı olan

Ξ1 := ⊕3
i=1W

1
2 (Υi) iç çarpım uzayı bir Hilbert uzayıdır.

Not 4.2.2. Ξ1 Hilbert uzayının elemanı olan s fonksiyonunun normal türevi Ξ0

Hilbert uzayının elemanı olarak tanımlı olmayabilir. Yani, Sobolev uzayları için

gömülme teoremlerine göre; Ξ1 Sobolev uzayından alınan fonksiyonlar Υ1, Υ2ve Υ3

aralıklarında sürekli olmalarına rağmen, bu fonksiyonların genelleștirilmiș türevleri

Ξ0 uzayının elemanlarıdır.

Ξ1 Hilbert uzayının tanımdan yararlanarak bu uzay üzerinde problemin çözümünde

elzem olan yeni bir iç çarpım ve karșılık gelen normu kısalık hatırına

〈s, %〉Ξ2 = 〈s′, %′〉Ξ0 + 〈s, h%〉Ξ0 , ‖s‖2
Ξ2

= 〈s, s〉Ξ2 (4.2.12)

eșitlikleri ile tanımlayalım.

Not 4.2.3. Eğer h(t) fonksiyonu alttan sınırlı ise, öyle bir spektral µ → µ̃ − d

ötelemesi mevcuttur ki h(t) fonksiyonu ve d ∈ R nin Υ aralığında pozitif tanımlı

olduğu varsayılabilir.

İspat. (4.1.1)-(4.1.3) diferensiyel denklemleri µ → µ̃− d ötelemesi sonucunda µ̃ →
µ + d terimli aynı yapıdaki denklemlere dönüșür. ∀t ∈ Υ için d = max h(t) almak

suretiyle h(t) fonksiyonu Υ aralığının her yerinde pozitif olarak varsayılabilir.

Not 4.2.4. Dikkat etmek gerekir ki, θ = β1β2 ifadesi spektral µ → µ̃−d parametresi

nin ötelemesine göre değișmez.

Not 4.2.5. h(t) fonksiyonu Υ aralığında sınırlı, pozitif tanımlı ve ölçülebilir olduğun

dan dolayı 0 < N1 < N2 koșulunu sağlayacak șekilde öyle N1 ve N2 sayıları vardır

ki ∀ s ∈ Ξ2 için

N1 ‖s‖Ξ1 < ‖s‖Ξ2 < N2 ‖s‖Ξ1 (4.2.13)

eșitsizliği sağlanır.

Sonuç 4.2.6. ‖.‖Ξ1 ve ‖.‖Ξ2 normları denktir.
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Giriș bölümünde ifade edildiği üzere bu tez çalıșmasının amaçlarından biri incelenen

çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) Sturm-Liouville probleminin opertör-demeti denklemine

indirgenmesi idi. Bunun için çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) Sturm-Liouville problemine

uygun yeni bir Hilbert uzayı daha inșa edilecektir.

Tanım 4.2.7. ∀ t ∈ Υ için s, v ∈ Ξ1 ve z1, z2 ∈ C olmak üzere iki bileșenli

S =


 s(t)

z1


 , V =


 v(t)

z2


 elemanların lineer uzayını Ξ̃ ile gösterelim.

Ξ̃ := Ξ1 ⊕ C lineer uzayının S ve V fonksiyonlarının iç çarpımını

〈U, V 〉eΞ := 〈s, v〉Ξ1 + z1 z2 (4.2.14)

eșitliği ile tanımlayalım. Üzerinde iç çarpım tanımlı olan Ξ̃ lineer uzayının bir Hilbert

uzayı olduğu așikardır.

Çalıșmamızın bundan sonraki kısmında çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır-değer proble

mine uygunluğu açısından özellikle Ξ1 ve Ξ̃ Sobolev uzaylarından yararlanılacaktır.

Sobolev uzayları için gömülme eșitsizliklerinden yararlanılarak takip eden Lemma ile

verilen eșitsizlikler elde edilir (Ladyzhenskaia, 1985). Bu eșitsizlikler (4.1.1)-(4.1.9)

sınır-değer problemini operatör-polinom denklemine indirgemede kullanılacaktır.

Lemma 4.2.8. ∀ s ∈ Ξ1 için

|s(tj)|2 ≤ γ ‖s′‖2
Ξ0

+
2

γ
‖s‖2

Ξ0
, (4.2.15)

ve ∀ t ∈ Υ için

|s(t)| ≤ C(t) ‖s‖Ξ1 (4.2.16)

eșitsizlikleri sağlanır. Burada j = 1, 4, t1 = a, t2 = ξ∓1 , t3 = ξ∓2 , t4 = b ve γ yeterince

küçük herhangi bir pozitif reel sayı ve C(t) sabiti de s fonksiyonundan bağımsız

sadece t ye bağımlı olan bir sabittir.

Böylece bu tez çalıșmasında incelenecek olan problem (4.1.1)-(4.1.9) çok-aralıklı sınır

değer problemi olarak ifade edilmiș ve bu problemin araștırılmasında elzem olan

probleme özgü uzaylar ve eșitsizlikler izah edilmiștir.
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5. ÇOK-ARALIKLI SINIR-DEĞER PROBLEMİNİN ZAYIF ÇÖZÜMÜ

ve OPERATÖR-POLİNOMU

Tezimizin bu kesiminde incelemekte olduğumuz çok-aralıklı sınır-değer-geçiș problemi,

operator-teorik yöntem kullanmak suretiye operatör-polinom denklemine indirgenerek

bu operatör-polinomun bazı özellikleri incelendi.

5.1. Çok-Aralıklı Sınır-Değer Probleminin Zayıf Çözümü

Bu kesimde (4.1.1)-(4.1.9) çok-aralıklı sınır-değer problemine özgü zayıf çözüm kavra

mı tanımlanacaktır. Bunun için Ξ1 Hilbert uzayının elemanı olan keyfi bir kompleks

% fonksiyonu ve bu fonksiyonun kompleks eșleneği olan ve % ile gösterilen kompleks

eșlenik fonksiyonunu alalım. (4.1.1)-(4.1.9) probleminin zayıf çözümünü elde etmek

için (4.1.1)-(4.1.3) Sturm-Liouville denklemlerinin her iki tarafı % kompleks eșlenik

fonksiyonu ile çarpılırsa

− d

dt
(
ds1

dt
)%1(t) + h1(t)s1(t)%1(t) = µs1(t)%1(t), t ∈ Υ1 (5.1.1)

− d

dt
(
ds2

dt
)%2(t) + h2(t)s2(t)%2(t) = µs2(t)%2(t), t ∈ Υ2 (5.1.2)

− d

dt
(
ds3

dt
)%3(t) + h3(t)s3(t)%3(t) = µs3(t)%3(t), t ∈ Υ3 (5.1.3)

denklemleri elde edilir. Șimdi sırasıyla Υ1, Υ2, Υ3 aralıkları üzerinden (5.1.1)-(5.1.3)

denklemlerinin integralleri alınırsa

3∑
i=1

∫

Υi

{
− d

dt
(
dsi

dt
)%i(t) + hi(t)si(t)%i(t)− µsi(t)%i(t)

}
dt = 0 (i = 1, 3) (5.1.4)

integral denklemleri elde edilir. İntegral denklemindeki ilk terime kısmi integral

uygulanması durumunda

3∑
i=1

∫

Υi

{
−dsi(t)

dt

d%i(t)

dt
+ hi(t)si(t)%i(t)

}
dt + B(s, %) = µ

3∑
i=1

∫

Υi

si(t)%i(t)dt

(5.1.5)



integral denklemi elde edilir. Burada B(s, %) ile

B(s, %) := −s′3(b)%3(b) + s′1(a)%1(a) +
[
s′2(ξ

+
1 )%2(ξ

+
1 )− s′1(ξ

−
1 )%1(ξ

−
1 )

]

+
[
s′3(ξ

+
2 )%3(ξ

+
2 )− s′2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 )

]
(5.1.6)

ifadesi kastedilmektedir. (not 4.2.2) gereği (5.1.6) ifadesindeki s′3(b), s
′
1(a), s′1(ξ

−
1 ),

s′2(ξ
+
1 ), s′2(ξ

−
2 ), s′3(ξ

+
2 ) terimler Ξ1 Hilbert uzayında tanımlı olmadığından (4.1.4)-

(4.1.9) sınır ve geçiș șartlarını kullanmak suretiyle türevli terimlerin (5.1.6) ifadesin

den yok edilmesi gerekmektedir.

(4.1.4) sınır koșulunun göz önünde bulundurulması kaydıyla B(s, %) ifadesindeki

s′1(a) türevli terimin yok edilmesi için

φ := β2s
′
1(a) (5.1.7)

olacak șekilde yeni bir φ parametresi tanımlanacaktır. Dolayısıyla (4.1.4) sınır koșulu

bu parametre vesilesiyle

β1s1(a)− β3s
′
1(a) = µφ (5.1.8)

biçiminde yazılır.

θ = β1β2 > 0 olduğu dikkate alınarak s′1(a) terimini yok etmek için son iki denklem

birlikte düșünülürse ve gerekli ișlemler yaplırsa

s1(a)

β2

− β3φ

β2θ
= µ

φ

θ
(5.1.9)

șeklinde bir eșitlik elde edilmiș olur.

(5.1.7) eșitliği, (4.1.5) sınır ve (4.1.6)-(4.1.9) geçiș koșulları birlikte (5.1.6) denkleminde

dikkate alinırsa

B(s, %) := α1s1(ξ
−
1 )%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 ) +

φ

β2

%1(a) (5.1.10)
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ifadesi elde edilir. Bulunan son eșitlik (5.1.5) integral denkleminde yerine yazılırsa

∑3
i=1

∫

Υi

{
−dsi(t)

dt

d%i(t)

dt
+ hi(t)si(t)%i(t)

}
dt + α1s1(ξ

−
1 )%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 )

+
φ

β2

%1(a) = µ

3∑
i=1

∫

Υi

si(t)%i(t)dt (5.1.11)

denklemi bulunmuș olur.

(4.2.10) ve (4.2.12) gösterimlerini dikkate almak koșuluyla (5.1.11) integral denklemi

〈s, %〉Ξ2 + α1s(ξ
−
1 )%(ξ−1 ) + α2s(ξ

−
2 )%(ξ−2 ) +

φ

β2

%(a) = µ〈s, %〉Ξ0 (5.1.12)

biçiminde yazılır.

Böylece göstermiș olduk ki ele alınan çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer problemi,

elemanları Ξ1 Hilbert uzayının olan (5.1.12) ve (5.1.9) ile temsil edilen iki denkleme

indirgenmiș olur.

Șimdi elde edilen (5.1.12) ve (5.1.9) denklemlerini kullanmak suretiyle Ξ1 Hilbert

uzayında çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin genelleștirilmiș (zayıf)

çözüm kavramını tanımlayabiliriz.

Tanım 5.1.1. Ξ̃ = Ξ1⊕C Hilbert uzayı ve bu uzayın elemanı olan Ψ =


 s(t)

φ




fonksiyonu verilsin. Eğer (5.1.12) ve (5.1.9) eșitlikleri ∀% ∈ Ξ1 için gerçekleniyorsa, Ψ

fonksiyonu çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin genelleștirilmiș (zayıf)

çözümü olarak isimlendirilir.

Genelleștirilmiș çözümünün tanımı olan Tanım (5.1.1) in uygunluğu takip eden

sonuca dayanmaktadır.

Lemma 5.1.2. s ∈ C2(Υ) ve h ∈ C(Υ) olsun. Bu takdirde çok-aralıklı sınır değer

probleminin zayıf çözümü (4.1.1)-(4.1.3) Sturm-Liouville denklemleri ile (4.1.4)-

(4.1.9) sınır ve geçiș koșullarının olușturduğu denklemleri klasik anlamda gerçekler.

(Burada C(Υ) ile Υ aralığı üzerinde sürekli fonksiyonların uzayını, C2(Υ) ile de

Υ aralığı üzerinde ikinci mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonların uzayını

göstermektedir.)
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Not 5.1.3. Eğer Lemma 5.1.2’ nin koșulları gerçeklenmez ise, çok-aralıklı (4.1.1)-

(4.1.9) sınır değer probleminin klasik çözümü mevcut olmayabilir ama bu problemin

zayıf çözümü mevcut olabilir. Bu bağlamda zayıf çözüm, klasik çözüm kavramının

bir genelleștirmesi olarak kabul edilebilir.

Böylece çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin zayıf (genelleștirilmiș)

çözüm kavramı tanımlanmıș bulunmaktadır.

5.2. Çok-Aralıklı Sınır-Değer Probleminin Operatör-Polinomu

Tez çalıșmasının bu kısmında çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin

operatör-polinom denklemine indirgenebilmesi incelenecektir ve bunun için gerekli

olan özellikler araștırılacaktır. Tez çalıșmamızın bundan sonraki kesiminde takip

eden temsillerden istifade edilecektir.

Teorem 5.2.1.

f1(s, %) := α1s1(ξ
−
1 )%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 ) (5.2.13)

f2(s, %) := < s, % >0 (5.2.14)

f3(φ, %) :=
φ

β2

%1(a) (5.2.15)

eșitlikleri ile temsil edilen f1(s, %), f2(s, %) vef3(φ, %) fonksiyonelleri s ∈ Ξ1 ve φ ∈ C
için % ∈ Ξ1 değișkenine göre lineer fonksiyoneldir.

İspat. f1, f2, f3 fonksiyonellerinin lineer olduklarını göstermek için Ξ1 Hilbert uzayı

nın elemanı olan % değișkenine aynı uzayda sürekli olduklarını ifade etmemiz gerek

mektedir. Normlu uzaylarda süreklilik ile sınırlılık birbirine denk olduğundan f1, f2,

f3 fonksiyonellerin sınırlı olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Bunun için de așağıda

ki eșitsizliklerin sağlandığını göstermeliyiz.

|f1(s, %)| ≤ γ1{|s1(ξ
−
1 )||%1(ξ

−
1 )|+ |s2(ξ

−
2 )||%2(ξ

−
2 )|}, (5.2.16)

|f2(s, %)| ≤ γ2{||s1||||%1||+ ||s2||||%2||+ ||s3||||%3||}, (5.2.17)

|f3(φ, %)| ≤ γ3|φ||%1(a)|. (5.2.18)
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Not 5.2.2. Yukarıda ve bundan sonraki kısımlarda kullanılacak olan γk sabitlerinin

s ve % değișkenleriniden bağımsız oldukları dikkate alınacaktır.

Șimdi sırasıyla bu eșitsizliklerin gerçeklendiğini gösterelim: (4.2.13) ifadesi, Fonksi

yonel Analizden iyi bilinen Cauchy-Schwarz eșitsizliği ve çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9)

sınır değer probleminin sınır ve geçiș șartları dikkate alınacak olursa

|f1(s, %)| = |α1s1(ξ
−
1 )||%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )||%2(ξ

−
2 )|

≤ |α1s1(ξ
−
1 )%1(ξ

−
1 )|+ |α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 )|

= |α1||s1(ξ
−
1 )||%1(ξ

−
1 )|+ |α2‖|s2(ξ

−
2 )||%2(ξ

−
2 )|

≤ γ1{|s1(ξ
−
1 )||%1(ξ

−
1 )|+ |s2(ξ

−
2 )||%2(ξ

−
2 )|} ki burada γ1 := max{|α1|, |α2|}

elde edilir. Bu ise (5.2.16) eșitsizliğinin gerçeklendiğini gösterir. Benzer șekilde, f1

fonksiyoneli için kullandığımız argümanlardan yarararlanmak kaydıyla f2 fonksiyon

eli için

|f2(s, %)| =

∣∣∣∣
∫

Υ1

s1(t)%1(t)dt +

∫

Υ2

s2(t)%2(t)dt +

∫

Υ3

s3(t)%3(t)dt

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Υ1

s1(t)%1(t)dt

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

Υ2

s2(t)%2(t)dt

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

Υ3

s3(t)%3(t)dt

∣∣∣∣

≤
∫

Υ1

|s1(t)%1(t)| dt +

∫

Υ2

|s2(t)%2(t)| dt +

∫

Υ3

|s3(t)%3(t)| dt

≤
∫

Υ1

|s1(t)| |%1(t)| dt +

∫

Υ2

|s2(t)| |%2(t)| dt +

∫

Υ3

|s3(t)| |%3(t)| dt

≤ γ2{||s1||||%1||+ ||s2||||%2||+ ||s3||||%3||}

eșitsizliği elde edilir ki bu (5.2.17) eșitsizliğinin sağlandığı anlamına gelmektedir.

Aynı șekilde ∀s ∈ Ξ1 için f3 fonksiyoneli

|f3(φ, %)| =
∣∣∣∣
φ

β2

%1(a)

∣∣∣∣ =
|φ|
|β2| |%1(a)| ≤ γ3|φ||%1(a)|

eșitsizliğini sağlar. Bu ise (5.2.18) eșitsizliğinin de sağlandığını gösterir. Böylece

(5.2.16)-(5.2.18) eșitsizliklerinin sağlandığı gösterilmiș olundu.
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Ξ0 ve Ξ1 Hilbert uzayları üzerinde (4.2.10)-(4.2.12) eșitlikleri ile tanımlı iç çarpımlar

ve normların tanımlarından yola çıkılarak

‖s‖Ξ0 ≤ γ4‖s‖Ξ2 (5.2.19)

eșitsizliğinin sağlandığı kolaylıkla görülebilir.

Lemma 4.2.8 ve (5.2.16)-(5.2.19) eșitsizlikleri dikkate alınacak olursa

|f1(s, %)| ≤ γ5‖s‖Ξ2 · ‖%‖Ξ2 (5.2.20)

|f2(s, %)| ≤ γ6‖s‖Ξ2 · ‖%‖Ξ2 (5.2.21)

|f3(φ, %)| ≤ γ7|φ| · ‖%‖Ξ2 (5.2.22)

eșitsizlikleri yazılabilir.

(5.2.20)-(5.2.21) eșitsizlikleri ∀s ∈ Ξ1 için f1 ve f2 fonksiyonellerinin % ∈ Ξ1 değișken

ine göre Ξ1 Hilbert uzayında sınırlı dolayısıyla sürekli nihayetinde lineer oldukarını,

(5.2.22) eșitsizliği ise ∀φ ∈ C için f3 fonksiyonelinin % ∈ Ξ1 değișkenine göre Ξ1

Hilbert uzayında aynı șekilde lineer olduğunu ifade etmektedirler. Böylece f1, f2, f3

fonksiyonellerinin lineer olduklarının ispatı tamamlanmıș olur.

Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer problemini operatör denkleme indirgeyebilmek

için fi(i = 1− 3) lineer fonksiyonellerini Riesz temsil teoreminden istifade etmek

suretiyle operatörler cinsinden ifade edeceğiz.

fi(i = 1− 3) lineer fonksiyonelleri için Riesz temsil teoremi dikkate alınacak olursa

fi(s, %) = 〈Lis, %〉Ξ2 (i = 1, 2) ve f3(φ, %) = 〈L3φ, %〉Ξ2 (5.2.23)

eșitliklerini sağlayacak șekilde Li (i = 1− 3) operatörlerini tanımlayalım.

30



〈L1s, %〉Ξ2 := α1s1(ξ
−
1 )%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 ) (5.2.24)

〈L2s, %〉Ξ2 := < s, % >0 (5.2.25)

〈L3φ, %〉Ξ2 :=
φ

β2

%1(a) (5.2.26)

L∗3s :=
s1(a)

β2

(5.2.27)

eșitlikleri ile tanımlanan L1, L2 : Ξ1 → Ξ1, L3 : Ξ1 → C ve L∗3 : C→ Ξ1 operatörleri

takip eden özelliklere sahiptir. Burada L∗3, L3 operatörünün eșlenik operatörünü

temsil etmektedir. Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer problemini operatör denkleme

indirgeyebilmek için, yukarıda tanımlamıș olduğumuz Li (i = 1− 3) operatörlerinin

bazı özelliklerini inceleyeceğiz.

Teorem 5.2.3. L1, L2 : Ξ1 → Ξ1 operatörleri kendine eșleniktir.

İspat. Ξ1 Hilbert uzayında Li(i = 1, 2) lineer operatörlerinin kendine eșlenik olduğu

nu göstermek için iç çarpım fonksiyonunun özelliklerinden ve Li (i = 1, 2) operatör

lerinin tanım kümesinden alınan her s, % elemanları için (5.2.23) eșitliğinden yararlan

mak kaydıyla

〈s, L1%〉Ξ2 = 〈L1%, s〉Ξ2

= α1%1(ξ
−
1 )s1(ξ

−
1 ) + α2%2(ξ

−
2 )s2(ξ

−
2 )

= α1s1(ξ
−
1 )%1(ξ

−
1 ) + α2s2(ξ

−
2 )%2(ξ

−
2 )

= 〈L1s, %〉Ξ2

ve benzer șekilde

〈s, L2%〉Ξ2 = 〈L2%, s〉
=

∫

Υ1

s1(t)%1(t)dt +

∫

Υ2

s2(t)%2(t)dt +

∫

Υ3

s3(t)%3(t)dt

=

∫

Υ1

s1(t)%1(t)dt +

∫

Υ2

s2(t)%2(t)dt +

∫

Υ3

s3(t)%3(t)dt

= 〈L2s, %〉Ξ2
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eșitlikleri elde edilir. Bu eșitlikler bize Li(i = 1, 2) operatörlerinin Tanım 3.2.6 gereği

Ξ1 Hilbert uzayında simetrik olduklarını gösterir. Ξ1 Hilbert uzayında Li (i =

1, 2) simetrik operatörler ve bu operatörlerin tanım bölgesi, Ξ1 Hilbert uzayında

heryerde yoğun olduğundan Fonksiyonel Analizden iyi bilinen teorem ve yöntemin

uygulanması sonucunda Li (i = 1, 2) operatörlerinin kendine eșlenik olduğu söylenir.

Teorem 5.2.4. L1 ve L2 pozitif operatörlerdir.

İspat. Ξ1 Hilbert uzayında tanınlı ve (5.2.24) eșitliği ile temsil edilen L1 operatörü

nün pozitif olduğunu gosterelim. Bunun icin her s(t) ∈ Ξ1 için (5.2.24) eșitliği ile iç

çarpım ve norm fonksiyonlarının özelliklerinden yararlanılacak olursa

〈L1s, s〉Ξ2 = α1s1

(
ξ−1

)
s1

(
ξ−1

)
+ α2s2

(
ξ−2

)
s2

(
ξ−2

)

= α1

∣∣s1(ξ
−
1 )

∣∣2 + α2

∣∣s2(ξ
−
2 )

∣∣2

elde edilir. αi(i = 1, 2) sıfırdan büyük reel sayılar olarak kabul ettiğimizden dolayı

∀s(t) ∈ Ξ1 için L1 operatörünün pozitif olduğu söylenir.

Benzer șekilde L2 operatörünün (5.2.25) eșitliğiyle verilen tanımından yararlanılacak

olursa kolayca görülür ki öyle bir γ8 pozitif reel sayısı vardır öyle ki ∀s(t) ∈ Ξ1 için

〈L2s, s〉Ξ2 =

∫

Υ1

|s(t)|2 dt +

∫

Υ2

|s(t)|2 dt +

∫

Υ3

|s(t)|2 dt = ||s||2⊕Ξ1
> 0

eștsizliği bulunur. Bu eșitsizlikten L2 operatörünün pozitif oldugu söylenir. İspat

tamamlandı

Teorem 5.2.5. Li(i = 1− 3) ve L∗3 operatörleri kompakttır.

İspat. (5.2.24) ve (5.2.25) eșitlikleri ile verilmiș ve Ξ1 Hilbert uzayında tanımlı olan

L1 ve L2 lineer sürekli operatörler ve (sk) fonksiyonlar dizisi aynı uzay da zayıf

yakınsak olan fonksiyonların dizisi olsun. Dolayısıyla (sk) fonksiyonlar dizisi sınırlı

olacağından

‖sk‖Ξ1 ≤ γ8 (k = 1, 2, ...)

eșitsizliği sağlanacak șekilde γ8 > 0 sabiti mevcuttur.
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Ξ1 Hilbert uzayında L1 ve L2 sınırlı operatörler ve Ξ1 ↪→ Ξ0 gömülmesi kompakt

olduğundan Ξ1 ve Ξ0 Hilbert uzayları arasında L1, L2 : Ξ1 −→ Ξ0 șeklinde tanımlı

operatörler kompakt operatörlerdir. Bu ise {L1sk} ve {L2sk} fonksiyon dizilerinin

Ξ0 Hilbert uzayında yakınsak diziler olduğunu göstermektedir.

Υ, Reel sayılar kümesinin bir alt kümesi olmak üzere W 1
2 (Υ) ⊂ C(Υ) gömülmesinin

kompakt ve {sk} fonksiyonlar dizisinin Ξ1 uzayında sınırlı olmalarından dolayı {sk}
fonksiyonlar dizisi C(Υ) uzayında yakınsaktır. Dolayısıyla {sk(ξ1)} ve {sk(ξ2)}
dizileri C uzayında yakınsaktırlar.

(5.2.20) eșitsizliği ve L1 operatörünün (5.2.24) eșitliği ile tanımlı temsilinden yarar

lanmak kaydıyla; ∀s ∈ Ξ1 için

‖L1s‖2
Ξ2

= 〈L1s, L1s〉Ξ2

≤ |α1s1(ξ1)(L1s)(ξ1) + α2s2(ξ2)(L1s)(ξ2)|
≤ γ9 {|s1(ξ1)||(L1s)(ξ1)|+ |s2(ξ2)||(L1s)(ξ2)|}
≤ γ10||L1s||C(Υ)(|s1(ξ1)|+ |s2(ξ2)|)
≤ γ11||L1s||Ξ2(|s1(ξ1)|+ |s2(ξ2)|)

elde edilir. Bu durumda,

‖L1(sn − sm)‖2 ≤ γ12(|sn(ξ1)− sm(ξ1)|+ |sn(ξ2)− sm(ξ2)|)

eșitsizliği geçerli olur ki bu {L1sn} dizisinin Ξ1 uzayında Cauchy dizisi olduğunu

gösterir. Buradan da L1 operatörünün Ξ1 Hilbert uzayında kompakt operatör olduğu

söylenir.

L2 operatörü için (5.2.23), (5.2.25) temsilleri ve (5.2.21) eșitsizliği birlikte dikkate

alınacak olursa

‖L2s‖2
Ξ2

= 〈L2s, L2s〉Ξ2

≤
∫

Υ1

s1(t)(L2s)(t)dt +

∫

Υ2

s2(t)(L2s)(t)dt +

∫

Υ3

s3(t)(L2s)(t)dt

≤ γ13‖s‖Ξ0‖L2s‖Ξ2
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eșitsizliği elde edilir. Dolayısıyla bu eșitsizlikten

‖L2sn − L2sm‖Ξ2 = ‖L2(sn − sm)‖Ξ2 ≤ γ14‖sn − sm‖Ξ0

yazılır. Bu ise {L2sn} dizisinin Ξ0 uzayında yakınsak olduğunu gösterir. Dolayısıyla

{L2sn} dizisi Ξ2 uzayında da yakınsak olur. Bu da gösteriyor ki L2 operatörü

Ξ2 Hilbert uzayında kompakttır. Bu da L2 operatörünün kompaktlığının ispatını

tamamlar.

Șimdi de L3 operatörünün kompakt olduğunu göstererek ispatı bitireceğiz. L∗3 : C→
Ξ1 olmak üzere;

L∗3s :=
1

β2

s1(a)

șeklinde tanımlanan L∗3 operatörü L3 operatörünün eșlenik operatörüdür. Bu durumda;

|L∗3s| ≤ γ15‖s‖Ξ2

yazılabilir ki buradan görüntü uzayı sonlu boyutlu olan L∗3 eșlenik operatörünün

sınırlı lineer operatör olduğu görülür. Bu nedenle L∗3 eșlenik sınırlı lineer operatörü

nün kompakt olduğu söylenir. O halde, Fonksiyonel Analizin iyi bilinen teoremi

gereği (bakınız, örneğin (Kreyszig, 1978)) L3 operatörü de kompakt operatördür.

Yani, L∗3 operatörü kompakt olmasından dolayı L3 operatörü de kompakt operatör

olduğu söylenir. Bu ise ispatı tamamlar.

(5.2.13)-(5.2.15), (5.2.23)-(5.2.27) eșitlikleri ile tanımlı olan Li(i = 1− 3) ve L∗3

operatörleri yukarıda ispatları yapılan teoremler gereğince (5.1.9)-(5.1.12) ile tanımlı

integral denklemleri

〈s, %〉Ξ2 + 〈L1s, %〉Ξ2 + 〈L3φ, %〉Ξ2 = µ〈L2s, %〉Ξ2 (5.2.28)

L∗3s−
β3φ

β2θ
= µ

φ

θ
(5.2.29)

șeklinde denklem sistemine indirgenir.

Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin genelleștirilmiș çözüm kavramının

tanımı olan Tanım 5.1.1 gereği ∀% ∈ Ξ1 için Ψ ∈ Ξ̃ genelleștirilmiș çözüm olduğundan
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(5.2.28) denklemi ∀% ∈ ⊕Ξ1 için

s + L1s + L3φ = µL2s (5.2.30)

lineer denklemi biçiminde yazılabilir.

Not 5.2.6. Eğer s ∈ Ξ1, çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin µ özdeğer

ine karșılık gelen genelleștirilmiș çözümü ise Ψ ∈ Ξ̃ fonksiyonu ∀% ∈ Ξ1 için sağlanan

(5.2.28)-(5.2.29) sisteminin genelleștirilmiș çözümüdür. Tersine eğer Ψ ∈ Ξ̃, ∀% ∈ Ξ1

için sağlanan (5.2.28)-(5.2.29) sisteminin zayıf bir çözümü ise bu durumda s ∈ Ξ1,

çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin µ özdeğerine karșılık gelen bir

zayıf çözümüdür.

Lemma 5.2.7. Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin zayıf özfonksiyonları,

Ξ̃ Hilbert uzayında iki yeni Λ ve Π operatörleri

Λ =


 I + L1 L3

L∗3 − β3

β2%
I


 , Π =


 L2 0

0 1
%
I


 (5.2.31)

șeklinde tanımlı olmak üzere

O(µ)Ψ = 0 , O(µ) = Λ− µΠ, (5.2.32)

operatör demeti denklemini sağlar. Burada I operatörü birim operatör ve Ξ̃ uzayı

Tanım 4.2.7 ile tanımlı olan bir Hilbert uzayı ve Ψ =


 s(t)

φ


 ∈ Ξ̃ dır.

İspat. Teorem 5.2.1 ve (5.2.24)-(5.2.27) temsillerini kullanmak suretiyle (5.1.9)-(5.1.12)

denklem sistemi

〈s, %〉Ξ2 + 〈L1s, %〉Ξ2 + 〈L3φ, %〉Ξ2 = µ〈L2s, %〉Ξ2 ,

L∗3s−
β3φ

β2θ
= µ

φ

θ
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șeklinde yazılır. Ξ2 Hilbert uzayında

s + L1s + L3φ = µL2s

lineer denklemini sağlayan keyfi bir % fonksiyonu mevcuttur. İspat tamamlandı.

Sonuç 5.2.8. µ ∈ C spektral parametresi Ψ̃(t, µ) :=


 s(t)

φ


 șeklinde tanımlı zayıf

özfonksiyonuna karșılık gelen, çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin bir

özdeğeri olsun. Bu durumda ele alınan çok-aralıklı sınır değer probleminin zayıf

özfonksiyonları, takip eden

O(µ)Ψ̃(t, µ) = 0

operatör denklemini Ξ̃ Hilbert uzayında sağlar.

5.3. Çok-Aralıklı Sınır-Değer Probleminin Operatör-Polinomunun Bazı

Özellikleri

Bir önceki bölümde çok aralıklı sınır değer problemimizi operatör polinom denkleme

indirgemiștik. Bu bölümde ise bu operatör polinomun pozitiflik ve kendine eșleniklik

özelliklerini inceleyeceğiz. İlk olarak operatör polinomun pozitifliğini araștırarak

bașlayacağız.

Lemma 5.3.1. Öyle bir ω > 0 reel sayısı vardır ki µ0 > ω içinO(−µ0) operatör-demeti

pozitif tanımlıdır. Yani yeterince büyük pozitif µ0 değeri için C = C(µ0) > 0 sabiti

vardır ki ∀Ψ ∈ Ξ̃ için;

〈O(−µ0)Ψ, Ψ〉eΞ ≥ G(µ0)‖Ψ‖eΞ (5.3.33)

eșitsizliği sağlanır.

İspat. Ξ̃ uzayının herhangi bir elemanı Ψ =


 s(t)

φ


 olmak üzere Lemma 5.2.7

ile tanımlanan O(−µ0) operatörü dikkate alınmak üzere ∀Ψ ∈ Ξ̃ için yukarıdaki

eșitsizliğin kanıtlanabilmesi için sol tarafı gözönünde bulundurulur ve iç-çarpım

36



fonksiyonunun özelliklerinden yararlanılarak lazım olan hesaplamalar yapılırsa

< O(−µ0)Ψ, Ψ >eΞ = 〈s(t) + L1s(t) + L3φ + µ0L2s(t), s(t)〉Ξ1

+

{
L∗3s(t)−

β3φ

β2θ
+ µ0

φ

θ

}
φ

= 〈s(t), s(t)〉Ξ2 + 〈L1s(t), s(t)〉Ξ2 + 〈L3φ, s(t)〉Ξ2

+ µ0〈L2s(t), s(t)〉Ξ2 +

{
L∗3s(t)−

β3φ

β2θ
+ µ0

φ

θ

}
φ

= ‖s‖2
Ξ2

+ α1|s1(ξ1)|2 + α2|s2(ξ2)|2 +
φ

β2

s1(a) + (L∗3s(t)) φ

− β3|φ|2
β2θ

+ µ0
|φ|2
θ

+ µ0

3∑
i=1

∫

Υi

|si(t)|2dt

= ‖s‖2
Ξ2

+ α1|s1(ξ1)|2 + α2|s2(ξ2)|2 +
2

β2

Re(φs1(a))

+ µ0

3∑
i=1

∫

Υi

|si(t)|2dt− β3|φ|2
β2θ

+ µ0
|φ|2
θ

(5.3.34)

ifadesi elde edilir. ν > 0 keyfi olmak üzere

2

β2

Re(φs1(a)) ≥ −1

|β2|
(

ν|φ|2 +
1

ν
|s1(a)|2

)
(5.3.35)

elementer (5.3.35) eșitsizliğinden yola çıkılarak bu eșitsizliği (5.3.34) ifadesinde dikkate

alır gerekli düzenlemeler yapılırsa

Γ1(s) = ‖s‖2
Ξ2

+ α1|s1(ξ1)|2 + α2|s2(ξ2)|2 − 1

|β2|ν |s1(a)|2

+ µ0

3∑
i=1

∫

Υi

|si(t)|2dt (5.3.36)

Γ2(φ) =

(−ν

|β2| −
β3

β2θ
+

µ0

θ

)
|φ|2 (5.3.37)

olmak üzere

〈O(µ0)Ψ, Ψ〉eΞ ≥ Γ1(s) + Γ2(φ) (5.3.38)

eșitsizliği elde edilir.

Ξ̃ uzayının herhangi bir elemanı Ψ =


 s(t)

φ


 ∈ Ξ̃ fonksiyonun bileșenleri olan
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s ∈ Ξ1 ve φ ∈ C birbirinden bağımsızdır. Bu durumda Γ1(s) ve Γ2(φ) kuadratik

formlarının pozitif tanımlı oldukları gösterilirseO(−µ0) operatörünün pozitif tanımlı

olduğu ispatlanmıș olur. Öncelikle Γ2(φ) kuadratik formunun pozitif tanımlı olduğu

gösterilecektir.

Bașlangıçta verilen θ > 0 eșitsizliğinden yararlanılacak olursa, µ0 özdeğer parametresi

için

µ0 ≥ νθ

|β2| +
β3

β2

eșitsizliğinin gerçeklenmesi kaydıyla Γ2(φ) formunun pozitif tanımlılığı kolayca görülür.

Șimdi Ξ1 uzayında Γ1(s) formunun pozitif tanımlı olduğu gösterilecektir.

Bu durumda(5.3.36) eșitliğinde bulunan 1
|β2|ν terimi

1

|β2|ν ≤ 0 (5.3.39)

eșitsizliğini sağlaması durumunda Γ1(s) formunun pozitif tanımlı olduğunu söyleyebiliriz.

Aksi takdirde (5.3.39) ifadesindeki koșulun gerçekleșmemesi durumunda

L1(s) :=

∫

Υ1

|s′1(t)|2dt +

∫

Υ2

|s′2(t)|2dt +

∫

Υ3

|s′3(t)|2dt (5.3.40)

L2(s) :=

∫

Υ1

h1(t)|s1(t)|2dt +

∫

Υ2

h2(t)|s2(t)|2dt +

∫

Υ3

h3(t)|s3(t)|2dt (5.3.41)

L3(s) :=

∫

Υ1

|s1(t)|2dt +

∫

Υ2

|s2(t)|2dt +

∫

Υ3

|s3(t)|2dt (5.3.42)

șeklindeki fonksiyonelleri tanımlayalım. Bu durumda;(5.3.40)-(5.3.42) gösterimleri

dikkate alınırsa

‖s‖2
Ξ2

:= L1(s) + L2(s) (5.3.43)

eșitliği yazılabilir. (Lemma 4.2.8)’den yararlanarak așağıdaki eșitsizlikleri yazabiliriz.

|s1(ξ1)|2 ≤ c1||s′||2 +
2

c1

||s||2, (5.3.44)

|s2(ξ2)|2 ≤ c2||s′||2 +
2

c2

||s||2, (5.3.45)
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|s1(a)|2 ≤ c3||s′||2 +
2

c3

||s||2, (5.3.46)

Burada c1, c2 ve c3 sabitleri (0, 1) aralığının elemanlarıdır. Șimdi de h(t) fonksiyonunun

pozitif ve sınırlı olmasından dolayı da;

‖s′‖2 ≤ γ16L1(s) (5.3.47)

‖s‖2 ≤ γ17L2(s) (5.3.48)

L3(s) ≥ γ18L2(s) (5.3.49)

eșitsizlikleri sağlanacak șekilde öyle γ16, γ17 ve γ18 sabit sayıları mevcuttur. (5.3.47)-

(5.3.48) eșitsizliklerinin gerçeklendiği (5.3.40)-(5.3.42) temsillerinden kolaylıkla görü

lür. (5.3.49) eșitsizliğinin gerçeklendiği așağıda gösterilmiștir.

h(t) fonksiyonu Υ aralığında sınırlı ve pozitif bir fonksiyon olduğundan pozitif öyle

bir m0 pozitif reel sayısı mevcuttur ki

∫

Υ

h(t)|s(t)|2dx ≤ m0

∫

Υ

|s(t)|2dt

eșitsizliği yazılabilir. Buradan da

∫

Υ

|s(t)|2dt ≥ 1

m0

∫

Υ

h(t)|s(t)|2dt

ifadesi elde edilir. Eğer 1
m0

:= γ18 olarak tanımlanırsa; (5.3.49) eșitsizliğinin sağlandığı

gösterilmiș olur.

Yukarıda gösterdiğimiz (5.3.47)-(5.3.49) eșitsizliklerinden faydalanarak (5.3.36) ifadesi

nde düzenlemeler yapılırsa;
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Γ1(s) ≥ L1(s) + L2(s)− α1

(
c1||s′||2 +

2

c1

||s||2
)

+ α2

(
c2||s′||2 +

2

c2

||s||2
)
− 1

β2ν

(
c3||s′||2 +

2

c3

||s||2
)

+ µ0{
∫

Υ1

|s1(t)|2dt +

∫

Υ2

|s2(t)|2dt +

∫

Υ3

|s3(t)|2dt}

≥ L1(s) + L2(s)− α1

(
c1γ14L1(s) +

2

c1

γ15L2(s)

)

+ α2

(
c2γ14L1(s) +

2

c2

γ15L2(s)

)
− 1

β2ν

(
c3γ14L1(s) +

2

c3

γ15L2(s)

)

+ µ0{
∫

Υ1

|s1(t)|2dt +

∫

Υ2

|s2(t)|2dt +

∫

Υ3

|s3(t)|2dt}

elde edilir. Bu ifade L1(s) ve L2(s) ye göre tekrar düzenlenecek olursa

Γ1(s) ≥ L1(s)

{
1− α1c1γ14 + α2c2γ14 −

(
1

β2ν

)
c3γ14

}

+ L2(s)

{
1− α1

2

c1

γ15 + α2
2

c2

γ15 −
(

1

β2ν

)
2

c3

γ15 + µ0γ15

}

(5.3.50)

eșitsizliği elde edilir. (5.3.37) eșitliği ve (5.3.50) eșitsizliği için kısalığın hatırına

așağıdaki gösterimlerden yararlanılacaktır:

G1 := 1− α1c1γ14 + α2c2γ14 −
(

1

β2ν

)
c3γ14 (5.3.51)

G2 := 1− α1
2

c1

γ15 + α2
2

c2

γ15 −
(

1

β2ν

)
2

c3

γ15 + µ0γ15 (5.3.52)

G3 :=
−ν

|β2| −
β3

β2θ
+

µ0

θ
(5.3.53)

Bu gösterimlerden faydalanılarak;

〈O(−µ0)Ψ, Ψ〉eΞ ≥ G1L1(s) + G2L2(s) + G3|φ|2 (5.3.54)
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eșitsizliği elde edilir. ci(i = 1, 2, 3) pozitif reel sayıları yeterince küçük seçilebildiğin

den G1 ifadesi pozitif olacaktır. µ0 da yeterince büyük pozitif bir sayı olmak üzere

G2 ifadeside pozitif olacaktır. G3 ifadesinin pozitifliğini daha önceden ifade etmiștik.

Bu durumda

Γ1(s) > 0

eșitsizliği sağlanmıș olur. Șimdi G(µ0),

G(µ0) := min(G1, G2, G3)

eșitliğini sağlayacak șekilde tanımlayalım. Bu durumda ∀Ψ ∈ Ξ̃ için geçerli olmak

üzere

〈O(−µ0)Ψ, Ψ〉eΞ ≥ G(µ0)||Ψ||eΞ

eșitsizliği yazılabilir. Bu da bizeO(−µ0) operatör-demetinin pozitif tanımlı olduğunu

gösterir.

Lemma 5.3.2. ∀µ0 ∈ R için;

O(−µ0) = Λ + µ0Π

ile tanımlı O(−µ0) operatör-demeti kendine eșleniktir.

İspat. O(−µ0) operatör-demetinin kendine eșlenik olduğunu göstermek için bu

operatör-demetini olușturan Λ ve Π operatörlerinin önce simetrik olduğunu göstere

ceğiz. Bunun için Ψ1, Ψ2 ∈ Ξ̃ olmak üzere;

Ψ1 = (s(t), φ)

Ψ2 = (u(t), ω)

eșitliklerini sağlayan Tanım 5.1.1’deki gibi tanımlanmıș genelleștirilmiș özfonksiyonlar

olsun.
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〈ΛΨ1, Ψ2〉eΞ = 〈s + L1s + L3φ, u〉Ξ2 +

(
L∗3s−

β3φ

β2θ

)
ω

= 〈s, u〉Ξ2 + 〈L1s, u〉Ξ2 + 〈L3φ, 〉Ξ2

+ (L∗3s)ω −
β3φ

β2θ
ω (5.3.55)

ve

〈Ψ1, ΛΨ2〉eΞ = 〈ΛΨ2, Ψ1〉eΞ
= 〈u + L1u + L3ω, s〉Ξ2 +

(
L∗3u−

β3ω

β2θ

)
φ

= 〈u, s〉Ξ2
+ 〈L1u, s〉Ξ2

+ 〈L3ω, s〉Ξ2

+ (L∗3u)φ− β3ω

β2θ
φ (5.3.56)

elde edilir. (5.3.55) ve (5.3.56) ifadeleri üzerinde gerekli düzenlemeler yapılması

durumunda bu ifadelerin birbirine eșit olduğu görülür. Bu eșitlikte Λ operatörünün

simetrik olduğunu gösterir. Benzer ișlemler Π operatörü üzerinde yapılırsa

< ΠΨ1, Ψ2 >eΞ=< τ2s, % >2 +
φ

θ
ω (5.3.57)

< Ψ1, ΠΨ2 >eΞ = < ΠΨ2, Ψ1 >eΞ

= < τ2%, s >2 +
ωφ

θ

= < τ2s, % >2 +
φ

θ
ω (5.3.58)

eșitlikleri elde edilir. Buradan (5.3.57) ve (5.3.58) ifadelerinin eșit olduğu bu durumun

ise Π operatörünün simetrik olduğunu gösterir.

Dolayısıyla Λ ve Π operatörlerinin simetrik olmalarından dolayı da bu operatörlerin

lineer terkibinden olușan

O(−µ0) = Λ + µ0Π
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operatör-demetinin de simetrik operatör olduğu görülür. Simetrik operatörün tanım

bölgesi tüm Hilbert uzayı olduğundan O(−µ0) operatörü kendine eșleniktir. İspat

tamamlandı.

5.4. Çok-Aralıklı Sınır Değer Probleminin Zayıf Özfonksiyonlarının Riesz

Bazı Olușturması

Bu bölümde, çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin zayıf özfonksiyon

larının probleme uygun Hilbert uzayında Riesz bazı olușturduğu araștırılacaktır.

İyi bilinmektedir ki her pozitif simetrik O dönüșümünün, O 1
2 ile temsil edilen sadece

bir pozitif simetrik karekökü mevcuttur. Bu takdirde; O(− µ0) pozitif tanımlı

ve kendine-eșlenik operatör olduğundan dolayı bu operatörün (O(− µ0))
1
2 olacak

șekilde pozitif karekökü vardır.

Lemma 5.4.1.

Eğer Z operatörü, G ≥ 0 olacak șekilde bir G operatörü ile sağdan (ve ya soldan)

simetri yapılır ise, bu takdirde Z operatörü bir self-adjoint operatöre benzerdir

(Markus, 1988)).

Aslında, eğer ZG = (ZG)∗ ise, bu takdirde

Z = G
1
2 (G

−1
2 ZG G

−1
2 )G

−1
2 (5.4.59)

dır. (5.4.59)’ deki eșitliğin sağ tarafındaki parantezin içindeki operatör self-adjoint

operatördür. Fakat, eğer GZ = (GZ)∗ ise, bu takdirde

Z = G
−1
2 (G

−1
2 GZ G

−1
2 )G

1
2 (5.4.60)

dır (Markus, 1988)).

Yukarıda simetri edilebilir operatörler ile ilgili verilmiș olan bilgilerin dikkate alınması

durumunda; O(− µ0) operatörünün pozitif tanımlı olmasından dolayı bu operatörün

pozitif karekökü olan (O(− µ0))
1
2 operatörü terslenebilirdir. Bu bilgiler ıșığında Ξ̃
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Hilbert uzayında

χ(µ0) :=
(√

O(−µ0)
)−1

Π
(√

O(−µ0)
)−1

(5.4.61)

ile tanımlı olan yeni bir χ(µ0) operatörü göz önünde bulundurulacaktır.

Teorem 5.4.2. Ξ̃ Hilbert uzayında tanımlı χ(µ0) operatörü pozitif, kendine-eșlenik

ve kompakt operatördür.

İspat. L2 operatörü kendine-eșlenik olduğundan dolayı Π operatörü de kendine

eșleniktir. ∀Ψ = (s(t), φ) ∈ Ξ̃ için;

〈ΠΨ, Ψ〉eΞ = 〈L2s, s〉Ξ2 +
|φ|2
θ
≥ 0 (5.4.62)

olur ki buradan Π operatörünün pozitifliliği elde edilmiș olur.

O(−µ0) operatördemeti kendine eșlenik ve pozitif olmasından
(√

O(−µ0)
)−1

opera

törüde aynı özellikleri sağlar. AyrıcaO(−µ0) operatör-demeti sınırlıdır. Bu durumda

χ(µ0) operatörünü olușturan Π,O(−µ0) operatörlerinin pozitif, kendine-eșlenik ve

kompakt gibi özellikleri sağlamaları sayesinde (5.4.62) ile tanımlı χ(µ0) operatörü

için de kendine-eșlenik, pozitif ve kompakt gibi özelliklere sahip olduğu söylenebilir

ki bu ise ispatı tamamlar.

µ0 parametresi Lemma 5.3.1 deki gibi tanımlı olmak üzere

ζ = µ + µ0 (5.4.63)

biçiminde tanımlı yeni bir parametre ζ olsun. Bu yeni ζ parametresi altında çok-aralıklı

(4.1.1)-(4.1.9)sınır değer problemini;

O(−µ0)Ψ− ζΠΨ = 0 (5.4.64)

operatör-demeti denklemi biçiminde yazabiliriz.

Operatör-demeti denklemini göz önünde bulundurmak șartıyla așağıdaki

Φ :=
(√

O(−µ0)
)

Ψ (5.4.65)
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șekilde tanımlı yeni bir Φ operatörünü tanımlayalım.

χ(µ0) ile tanımlanmıș olan operatörü ve yeni tanımlanmıș olan Φ operatörü dikkate

alınacak olursa (5.4.64) denklemi tekrardan düzenlenirse

Φ− ζχ(µ0)Φ = 0 (5.4.66)

formundaki operatör denklemi elde edilmiș olur.

Lemma 5.4.3. Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin herhangi özdeğeri

ζm ve bu özdeğere karșılık gelen özfonksiyon Φm olmak üzere; ζm, χ(µ0) operatörünün

özdeğeridir ve Φm =
√
O(−µ0)Ψm ise χ(µ0) operatörünün ζm özdeğerine karșılık

gelen özfonksiyondur.

İspat. ζm çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin özdeğeri ise (5.4.64)

operatör denklemini sağlar. Bu durumda

O(−µ0)Ψm = ζmΠΨm (5.4.67)

denklemi elde edilir. Bu denklem kullanılarak,

√
O(−µ0)Ψm = ζm

(√
O(−µ0)

)−1

ΠΨm (5.4.68)

√
O(−µ0)Ψm = ζm

(√
O(−µ0)

)−1

Π
(√

O(−µ0)
)−1 √

O(−µ0)Ψm (5.4.69)

elde edilir. Sonuç itibariyle (5.4.65)’de tanımlamıș olduğumuz Φm =
(√

O(−µ0)
)

Ψm

operatörü göz önünde bulundurulursa

Φm = ζmχ(µ0)Φm (5.4.70)

denklemi elde edilir. İspat burada tamamlandı.

Bu bölümün bașında da belirtmiș olduğumuz gibi amacımız çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9)

sınır değer probleminin özfonksiyonlarının Riesz bazı olușturmasını incelemekti. Șimdi

bunun için bu problemin bazlık özelliğini incelemek amacıyla üçüncü bölümde vermiș

olduğumuz Temel Tanım ve Teoremlerden yararlanacağız.
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Teorem 5.4.4. 0 < µ0 ∈ R herhangi bir sayı ve Ξ̃ uzayında tanımlı O(−µ0)

operatörü pozitif tanımlı olsun. Bu takdirde χ(µ0) := (O(−µ0))
−1
2 Π (O(−µ0))

−1
2

șeklinde tanımlı χ(µ0) operatörünün tam olarak sayılabilir sonsuz sayıda pozitif

{ζm} özdeğerleri mevcuttur ve bu özdeğerlere karșılık {Φm} özfonksiyonları da Ξ̃

Hilbert uzayının bir ortogonal bazını olușturur.

Son olarak;
√
O(− λ0) operatörünün sınırlı terslenebilir olduğunu ve her sınırlı

terslene bilir operatörün Ξ̃ Hilbert uzayının herhangi bir ortonormal bazını yine

aynı Ξ̃ uzayın Riesz bazı olarak adlandırılan diğer bazına dönüștürür. Dolayısıyla

bu teoremi dikkate alırsak takip eden temel sonucu elde ederiz.

Teorem 5.4.5. Çok-aralıklı (4.1.1)-(4.1.9) sınır değer probleminin sayılabilir sonsuz

sayıda özdeğerleri mevcut olup bu özdeğerlerin yığılma noktası sadece +∞ dur.

Bu çok-aralıklı sınır değer probleminin özdeğerlerinin yığılma noktası bir tek +∞
olduğundan (4.1.1)-(4.1.9) probleminin genelleștirilmiș özfonksiyonlar sistemi, Ξ̃ Hil

bert uzayında Riesz bazı olușturur.

Not 5.4.6. Özdeğerlerin tek bir yığılma noktası +∞ olduğu için özdeğerler alttan

sınırlıdır ve en fazla sonlu sayıda negatif özdeğer mevcut olabilir.

5.5. Çok Aralıklı Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin Alt Sınırı

Bir önceki bölümde özdeğerlerin üstten sınırlı olmadığını göstermiștik. Bu bölümde

ise sınırlı olduklarını bildiğimiz özdeğerlerin alttan sınırını Rayleigh-Ritz yöntemi ile

bulmaya çalıșacağız.

O(−µ0)Ψ− ζΠΨ = 0 (5.5.71)

problemini tekrar inceleyeceğiz. (5.5.71) denkleminin Ψ ile iç çarpımı;

< O(−µ0)Ψ− ζΠΨ, Ψ >eΞ= 0 (5.5.72)

olur.

< O(−µ0)Ψ, Ψ >eΞ − < ζΠΨ, Ψ >eΞ= 0 (5.5.73)
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olduğuna göre;

< O(−µ0)Ψ, Ψ >eΞ= ζ < ΠΨ, Ψ >eΞ (5.5.74)

eșitliği elde edilir. Bu durumda;

ζ =
< O(−µ0)Ψ, Ψ >eΞ

< ΠΨ, Ψ >eΞ
(5.5.75)

olur ki pay ve paydadaki ifadelerle daha önceden ișlemler yapmıștık. Burada o

ișlemleri kullanarak ve Rayleigh-Ritz yönteminden de faydalanarak özdeğerler için

minumum değerler bulmaya çalıșacağız.

ζ ≥ Γ1(s) + Γ2(φ)

< τ2s, s > + |φ|2
θ

(5.5.76)

Önceden ispatlarını yaptığımız bilgilerle yukarıdaki eșitsizliği kolayca elde ettik.

(5.3.37), (5.3.49) ifadelerini kullanarak (5.5.76) ifadesini düzenleyelim;

ζ ≥ G1L1(s) + G2L2(s) + G3|φ|2
L3(s) + |φ|2

θ

(5.5.77)

Daha önceden ispatlanan teoremler ıșığında düzenlemeye devam edilecek olursa;

ζ ≥ µL2(s) + G2L2(s) + G3|φ|2
|φ|2 + |φ|2

θ

(5.5.78)

ζ ≥ min(L2(s)(µ + G2), θG3) (5.5.79)

elde edilir ki özdeğerler için alt sınır bulunmuș oldu.
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6. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu çalıșmada daha önceden bazı özellikleri Dr. Öğr. Üyesi Hayati OLĞAR tarafın

dan yazılmıș bir makalede incelenen bir problem daha geniș șekilde ele alınmıștır

ve bu makaleden farklı birçok özellik incelenmiștir. Ayrıca bu çalıșmanın diğer

çalıșmalardan farklı olan en önemli özelliği sınır șartlarının birinde özdeğer parametre

si bulunduran ve iki süreksizlik noktasında geçiș șartlarıyla birlikte verilmiș olması

dır. Bu çalıșmada kullanılan yöntemler, bulunan sonuçlar hem uygulama hemde

teorik olarak Sturm Liouville Teorisine yarar sağlamıștır. Bu çalıșmada sınır değer

geçiș probleminin ürettiği operatör demetinin pozitifliğini, kendine eșlenikliğini, genel

leștirilmiș özfonksiyonlarının Hilbert uzayında Riesz bazı olușturduğunu ve özdeğer

ler için bir alt sınır tahmini bulduk.
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