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Yiksek Lisans Tezi

BiR SUREKSiIZ UYUMLU KESIRLI SINIR DEGER
PROBLEMININ TEMEL COZUMLERI

Fatma Betiil TALIH

Tokat Gaziosmanpasa Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damgman : Prof. Dr. Ziilfigar AKDOGAN

Bu tez calismasinda kesirli hesabin ortaya ¢ikisi ve gintimiize kadarki siireci hakkinda
bilgi verilmistir. Ardindan uyumlu kesirli tiirev ve Sturm-Liouville probleminin bazi
temel ozelliklerine yer verilmistir. Daha sonra siireksiz uyumlu kesirli Sturm-Liouville
problem verilerek bu probleme uygun bir Hilbert uzay1 ve bu uzayda bir operator
tamimlanarak verilen problem operator denklem seklinde ifade edilmistir. Operatoriin

simetrikligi ve 6zdegerlerin reelligi gosterilmistir.
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ABSTRACT
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Supervisor : Prof. Dr. Zulfigar AKDOGAN

In this work, information is given about the emergence of fractional calculus and its
process until today. After that, some basic properties of the conformable fractional
derivative and the Sturm-Liouville problem are given. Then, the discontinuous
conformable fractional Sturm-Liouville problem is given and a suitable Hilbert space
is defined for the problem. An operator is defined in this space and the given
problem is expressed in the form of an operator equation. Finally, the symmetry of

the operator and the realness of the eigenvalues are shown.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Aciklamalar
Dy Riemann kesirli tirevi
D¢ Caputo kesirli tiirevi
T, a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi
T a. mertebeden soldan uyumlu kesirli tiirevi
°T, «. mertebeden sagdan uyumlu kesirli tirevi
I: «. mertebeden soldan uyumlu kesirli integrali
b, a. mertebeden sagdan uyumlu kesirli integrali
W Uyumlu kesirli Wronskian
L?(a,b) Hilbert uzayi



1. GIRIS

Tirev, 17. yiizyilda Newton tarafindan ortaya atilan ve tizerinde caligmalar yapilan
bir konudur. Tiirev konusundaki ilk ¢aligmalar: esnasinda Newton, L’Hospital ve
Leibniz 1. mertebeden tiirevlerle ilgilenmiglerdir. Devaminda bilim insanlar1 1’den
farkli dereceden de tiirevin alinabilirligi iizerinde durmustur. Bu diisiinceler ilk
olarak 17. yiizyilin sonlarina dogru, Leibnitz’in L’Hospital’a yazdigi mektuptaki
"Klasik hesap kesirli hesaba genigletilebilir mi?"sorusuyla ortaya c¢ikmigtir. Bu
dogrultuda Newton, Riemann, L’Hospital, Leibniz, Caputo, Grinwald gibi tinli
matematikciler konuyla ilgili cestli tanim ve teoremler ortaya koymustur. Onde
gelen kesirli mertebeden tiirev tanimlari; Griinwald-Letnikov, Reimann-Liouville ve

Caputo tanimlaridir. Tanimlar arasinda gegisler olmasina ragmen farklilik gosterirler.

n —1 < a < n olmak tzere, f fonksiyonunun « mertebeden Riemann-Liouville

kesirli tiirev tanimi,

Dg(N)(t) = M;;/: @_“];f;)_mdx (1.0.1)

seklinde yapilmigtir (Khalil ve ark., 2014).

n — 1 < a < n olmak iizere, f'nin a-Caputo tiirevi ise,

t () (g
DY = e | e

I'(n— ) t —x)ontl

seklinde tanimlanmigtir (Khalil ve ark., 2014).

Riemann-Liouville tanimi genellikle niimerik hesaplamalarda kullanilirken Caputo
tarafindan daha ¢ok gergek yagsam problemlerinde kullanilan bir tanim yapilmig ve
yakin zamanda bu tanim daha da genellestirilerek kesirli mertebeden diferensiyel
denklemlerin, kan akigi fenomeni, karmagik ortamin elektrodinamigi, sinyal ve
goriintii isleme, kimyasal analiz, 1s1 transferi, difiizyon problemi, kontrol teorisi gibi
bilim ve miihendislik alanlarinda kullanimi artirilmigtir. Ancak Caputo da dahil
olmak tizere bu kesirli mertebeden tiirev tanimlariin adi tiirevdeki ¢carpim, boliim

veya zincir kurali gibi bazi kurallar1 saglamamasi acisindan dezavantajlari vardir.



Ornegin (1.0.1) Riemann-Liouville tanimina gore « bir dogal say1 degilse D%(1) = 0

esitligini saglamamaktadir (Khalil ve ark., 2014).

Yakin zamanda yapilan yeni ¢aligmalarla kesirli mertebeden tiirev tanmimlarinin bu
dezavantajlarini ortadan kaldiracak olan yeni bir tanim, "Uyumlu (Conformable)
Kesirli Tirev' tanim1 R. Khalil, M. Al Horani, A. Yousef ve M. Sababheh tarafindan
ortaya atilmigtir (Khalil ve ark., 2014). Bu tamim adi tiireve benzerligi ile dikkat
cekmigtir. Adi tirevde gecerli olan carpim, bolim, zincir kurali gibi kurallari
saglayan bu tanim kullanarak Abdeljawad, kesirli kismi interasyon, Laplace

dontigiimii, Taylor kuvvet serisi agilimlarini sunmugtur (Abdeljawad, 2015).

Adi diferensiyel operatorler teorisi son yillarda farkli problemlerle ele alinmigtir.
Denklemde 6zdeger parametresi igermesinin yaninda simir kosullarinda da bu
parametre bulunan, bir sinir deger problemi tiirti olan Sturm-Liouville problemi ¢ogu
aragtirmacinin dikkatini cekmis ve bu problem ile ilgili bir¢ok ¢aligma yapilmigtir. O.
Sh. Mukhtarov ve arkadaglari baz ¢aligmalarinda siireksiz katsayili, sinir sartlarinda
ozdeger parametresi bulunan fakat gecig sartlarinda 6zdeger parametresi bulunmayan
Sturm-Liouville denklemleri iizerinde ¢ahigmigtir (Mukhtarov, 1994; Mukhtarov ve
ark., 2003, 2004). Daha sonra O. Sh. Mukhtarov ve arkadaglar stireksiz katsayil,
sinir sartlarinda ve gecis sartlarinda 6zdeger parametresi bulunan Sturm-Liouville
denklemleri tizerinde ¢ahsmigtir (Akdogan ve ark., 2005). Matematik ve fizikte
sik kargilagilan bu problemle olduk¢a énemli sonuclar elde edilmektedir (Al-Gwaiz,
2007). Bu problemin Riemann- Liouville, Caputo, Griinwald gibi bilinen kesirli
hesap tanimlariyla ilgili birgok g¢aligmalart da kargimiza gikmaktadir (Akdogan ve
ark., 2019; Degerli, , 2018; Miller, 1993; Oldham ve Spainer, 1974; Yakar ve Akdogan,
2017).

Sturm-Liouville probleminin kesirli hesabinda uyumlu kesirli tiirev tanimi
kullanilarak yapilan galigmalar da mevcuttur. (Giilsen ve ark., 2018; Khalil ve

Abu-Shaab, 2015) Ayrica Hammad ve Khalil

ou(z,t)  *u(x,t)
o Ox?




1s1 denklemini 0 < a < 1 olmak tizere . mertebeden, uyumlu kesirli tiirevle
ele almiglardir (Hammad ve Khalil, 2014). Bunun haricinde dalga denklemi ve
gesitli stirekli sinir-deger problemleri tizerinde de uyumlu kesirli tiirev ile ¢caligmalar

yapilmigtir.

Bu tez caligmasinda bir siireksiz uyumlu kesirli Sturm-Liouville problem ¢aligilmigtir.
Tezin ilk boliimiinde uyumlu kesirli tiirev ve sinir deger problemleri hakkinda bilgi
verilmigtir. Ardindan temel tanim, teorem ve ozelliklerden bazilarina yer verilmistir.
Bir sonraki boliimde itizerinde caligilan siireksiz uyumlu kesirli Sturm-Liouville
problemi verilmis ve bu problem operator denklem seklinde ifade edilmigtir.
Operatoriin simetrikligi incelenmigtir. Son olarak galigilan problemin ézdegerlerinin

reelligi gosterilmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Bu kisimda, bir siireksiz uyumlu kesirli sinir deger problemi ile ilgili, tez igerisinde

kullanilacak temel tanim, teorem ve ozelliklerden bazilarina yer verilecektir.

2.1. Uyumlu Kesirli Tiirev

Tanim 2.1.1. f : [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Buna gore ¢ >0ve 0 < a <1

olmak tizere f fonksiyonunun a-mertebeden uyumlu kesirli tirevi,

(2.1.1)

seklinde tammhdir. Eger f, a > 0 olmak tizere (0, a) araliginda a- tiirevlenebilir ise

ayrica lim;_,o+ f(t) varsa, 0 noktasindaki kesirli ttirev tanimi

F900) = lim f(¢) (2.1.2)

t—0t

seklindedir. T, (f)(t) seklinde ifade edilen, f fonksiyonunun «. mertebededen
uyumlu kesirli tiirevi f(*(¢) seklinde de gosterilebilir (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 2.1.2. f :[0,00) — R fonksiyonu ¢, > 0 noktasinda ve « € (0, 1] igin a-
tirevlenebilir ise f, ty’da siireklidir (Khalil ve ark., 2014).

Ispat. f, ty'da a- tiirevlenebilir oldugundan,

Flto+eti®) — f(ty) = flto+eto™*) = f(to)

€
. o - fto+eto ) = flto) .
lig (/0o 67 = f(t0)) = g TR e
yazilir. h = et{~® olsun. Buradan,
lim f(to +h) = f(to) = f*(to) - 0 (2.1.3)
—0
esitligi elde edilir. Bu da
h—0



anlamina gelir. Dolayisiyla f, tg’da stireklidir.

Tanim 2.1.3. f : [a,00) — R geklinde tanimli bir f fonksiyonunun 0 < a < 1

mertebeden a noktasindaki sol uyumlu kesirli tiirevi

70 ) (0) — 1 S0 = O

lim : (2.1.5)

seklinde tanimlanir. a = 0 olmasi durumunda 7T, yazariz. Eger (a,b) araliginda

T.f(t) tirevi varsa

(Taf)(a) = lim (T7f)(1) (2.1.6)

t—a™t

olur.

Ayrica 0 < a < 1 mertebeden, b noktasindaki sag uyumlu kesirli tiirevi ise

flE+e®b—8)") = f(t)

CT.f)(t) = ~limy i (2.1.7)
ile tanimlanir. Eger (a,b) arahgmda (°T,f)(t) varsa
CT.H0) = Jim (T.f)(0) (218)

olur (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.1.4. f ve g fonksiyonlari, bir ¢ > 0 noktasinda a-tiirevlenebilir olsun.

a € (0,1] olmak tizere,

i. V6,7 R icin,
TL(0f +79) = 0T,(f) +vT.(9),

ii. f(t) = X seklindeki tiim sabit fonksiyonlar igin T;,(A) = 0 olur,

iit. To(f,9) = fTa(g) + gTu(f),

iv. Ta(g) — gTa(f)g;fTa(g)’

v. Eger f tiirevlenebilir ise

_p-adf
Tof(t) = 7 (0),



vi. VneN:=1,2 ... icin,
To(t") = nt" ™7,

esitlikleri saglanir (Khalil ve ark., 2014).

Ispat. t > 0 olmak tizere,

_[0f(t et ) + gt + et )] = (0f +v9)
To(0f +v9) = lim .

flt+et™) - f{t)
9

)+ g 2 =910

= 6O(lim

e—0

8
= 6Ta+7Ta(g)7 977€R

elde edilir (Allahverdiev ve ark., 2018).
ii. Tim f(¢) = A bi¢imindeki sabit fonksiyonlar i¢in,

A=A

Ta(d) = lim —— =0
T.(fg)(t) = lim <f9)(t+5t1:)—(f9)(t)
Ly O 87) = Fle 287 )g(0) + £+ 2t )g(0) — (F)O
e—0 -

= lim [ /(¢ +2t')] llim gt + et = g(t)]

e—0 e—0 £

+ lim gl llli% f(t—f—stl;) _ f(t)]

= f()Talg)(t) + g(t)Tuf(t)

(Khalil ve ark., 2014).



iv.

e = im0

g e—0 e
g ft+et! =)  f®)g(t+et!—*)

_ iy SOS@eT) T gl
e—0 £
g f(t+et! =) fWg(t+et' =) (fo)B)=(f9)(t)

_ iy 9OF et — gg(t+et=)  g(Dg(t+ett—*)
e—0 £
gO[f (t+et! =) — F()]—f(B)[g(t+et* =) —g(t)]
~ lim o(Dg(t+e?)

e—0 9

lim. o g(t + et'=*) = g(t) oldugundan,

fmgxwzg .

OTaf ) — f(t)Tag(t)

5 .

elde edilir (Akdas, 2019).

T 1) — tiog L) = 1)

e—0 £

tanimminda h = et!=® olsun. Buradan ¢ = t*~'h oldugu aciktir. Oyleyse

TR (e (0

e—0 £

D) = f)
h—0 hto—1

flt+h) = f(t)
h

= t'1"%lim
h—0
df

o (¢
7 (1)

olur (Khalil ve ark., 2014).

Vi
T.(t") = lim -+ “:‘“)”—t"
= lim (F)er=t et =) + (5) (et o) + () (et =) + 4 (1) (et 7o)
e—0 -
= nt" % neN.



(Allahverdiev ve ark., 2018)
Baz1 fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri:

1. V p e Rigin, T,(t?) = ptP~*,

3. b € R olmak iizere, T, (e") = bxl=eb®

4. k € R olmak iizere, T,(sin kx) = kz'~* cos kx,
5. k € R olmak iizere, T, (cos kx) = —kz'~“sin kx,
6. To(a™'tv) =1.

seklinde verilmigtir (Khalil ve ark., 2014).
Ayrica,

i. T,(sin 2¢%) = cos =¢t*
ii. To(cos 2t*) = —sin =¢t*
jii. Ty (ea™) = eat
seklinde tanimlanan belirli fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevlerini belirtmekte fayda
goriilmektedir (Khalil ve ark., 2014).
2.2. Uyumlu Kesirli integral

Tanim 2.2.1.
tf(x)

J]l_a

I(H)(t) =t f) =

a

dzx,

egitligine f fonksiyonunun, ¢ > 0 dan basglayan a- uyumlu kesirli integrali denir.

Burada a € (0,1) ve integral Riemann integralidir (Khalil ve ark., 2014).

Tanim 2.2.2. Bir f fonksiyonunun, 0 < a < 1 olmak tizere sol uyumlu kesirli

integrali,
t

(12n® = [ f@date,a) = [ o)

a



olarak tanimhdir. Benzer sekilde sag uyumlu kesirli integrali,

b

(L0 = [ f@)daba) = [ b0 )

seklindedir. Eger a = 0 ise da(0,x) = da(z) seklinde gosterilecektir(Abdeljawad,
2015).

Teorem 2.2.3. f fonksiyonu, f : [a,00) — R geklinde taniml siirekli fonksiyon ve

0 < a <1 olsun. O halde Vt > a i¢in

Ta[af(t) = f(t)

olur (Khalil ve ark., 2014).
ispat.

d

ToL(M)() = 702 I5(N)()

1fad ! a—1
=t %/ f(z)z®  dx

= I g,

Lemma 2.2.4. f: (a,00) — R geklinde taniml tiirevlenebilir fonksiyon ve 0 < o <

1 olsun. O halde Vt > a igin,

LTZ()(E) = f(t) — f(a)
elde edilir (Abdeljawad, 2015).

Ispat. f fonksiyonu tiirevlenebilir oldugu icin Teorem (2.1.4) (v) ten yararlanarak,

BTG = [ o= () @)

= [ e @ =10 - f@

oldugu gosterilir.



2.3. Uyumlu Kesirli Kismi integrasyon

Teorem 2.3.1. f,g : [a,b] — R uyumlu kesirli tiirevlenebilir iki fonksiyon olsun.

Bu durumda

b b
| 1@2g@)data.a) = fgl: ~ [ @ TN @date.a) (@3

esitligi vardir (Abdeljawad, 2015).

Onerme 2.3.2. f ve g fonksiyonlar1, f,g : [a,b] — R tammh birer fonsksiyon ve

0 < a <1 olsun. Buna gore

b b
| 0z ®g®dav,t) = [ 10 Lag)(O)da(t, )

olur.

Ispat. Tanim (2.2.2) den,

[ ety = [([ @ oy fe)inge)o - ar

olur. Integrallerin sirasini degistirerek

[ D@00, = [ 1) (L))l )

elde edilir ve ispatlanmig olur (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.3.3. f,g : [a,b] — R uyumlu kesirli tirevlenebilir iki fonsksiyon ve

0 < a <1 olsun. O halde,

/ab(Tgf)( o(t,a) /f £)(*Tog) (t)da(b,t) + F(£)g(t)[° (2.3.2)

esitligi saglanir (Abdeljawad, 2015).

2.4. Wronskian

d2y dy
7 + P(t )dt + R(t)y=0 (2.4.1)

10



tipinde verilen bir ikinci mertebeden diferensiyel denklemi géz éntine alalim. Bilindigi

iizere bu denklemin lineer bagimsiz iki vy, o ¢oziimii vardir. Bu ¢oztimlerin Wronskiani,

Y1 Y2
W[yu ?J2] =

/

Y1 Y
seklinde tanimhdir (Hammad ve Khalil, 2014a).

2.5. Uyumlu Kesirli Diferensiyel Denklemin Wronskiani

Tanim 2.5.1. 0 < a < 1 olmak tizere,
To(Toy) + P(2)Toy + Q(z)y =0 (2.5.1)

olarak verilen uyumlu kesirli diferensiyel denklemini ele alahm. y;,y> (2.5.1) denklemini

saglayan iki fonsiyon olsun. Bu uyumlu kesirli diferensiyel denklemin Wronskiani,

Y1 Y2
W, (y1, 92) =

Tozyl TayQ
seklinde tamimhdir (Hammad ve Khalil, 2014a).

Teorem 2.5.2.
Wolyr,ye) = e la(P) (2.5.2)

(Hammad ve Khalil, 2014a).

Ispat. T, operatériinii W, (y1,,) iizerine uygularsak,

Ta(Wa(yla yQ)) - TOt(leayQ - yQTayl)

= TonToys + nTaTaye — ToyeToyy — e ToToy:  (2.5.3)
Ancak y; ve yo (2.5.1)’i saglar. Boylece,

ToToyy = —P(x)Toy — Q(z)ys (2.5.4)

11



ve

ToToys = —P(x)Tays — Q(x)y2 (2.5.5)
olur. Buradan,
ToWay,42)) = —P(@)(1Tay2 — v2Tayr)
= —P(x)Wuly1,y2). (2.5.6)

olur. Tanmm (2.2.1) ve teorem (2.2.3)ten I(f) = | L% da ve T, 1, (f) = f esitliklerinden

pl—a
yararlanarak,
Ta(Wa(yly 2/2))
=—P(x 2.5.7
(Waly1,y2)) (@) ( )
bulunur. Sonug olarak,
Wal(y1, y2) = Lo(=P(x)) (2.5.8)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

2.6. Uyumlu Kesirli Diferensiyel Denklem icin Abel Formiilii
Oncelikle, 0 < a < 1 olmak {izere,

Toy + a(z)y = b(x) (2.6.1)

lineer kesirli diferensiyel denklemini goz éniine alalim. (2.6.1) denklemini e/(@ ile
carpalim,

(N Ty + ¢ @alx)y = () (262

esitligi elde edilir. Buradan,
y = e 1O (el Db(z)) (2.6.3)

(2.6.1)’in bir ¢oztimudir. Simdi, y; (2.5.1) denkleminin ¢6ziimii olsun. o halde

(2.5.1) i¢in bir ¥, ¢oziimii bulalim. Bunun igin (2.5.8)’1 kullanarak,

leay2 - y2To/y1 = Ia(_P<x)), (264)
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T, I, (—P(x
Toya — Yo _ L(=P) (2.6.5)
1 Y1

elde edilir. Denklem (2.6.5), a(z) = 2% ve b(x) = % olan bir kesirli lineer

Y1
denklemdir.

Tayl
)

I ( =Iny (2.6.6)
Y1
esitligini ve (2.6.3)"1 kullanarak
o~ Ta(P)
Y2 = Yilo(—5—) (2.6.7)
Y1

esitligi saglanir (Hammad ve Khalil, 2014a).

2.7. Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi

Tanim 2.7.1. p(x),p'(x), q(x) ve h(z) fonksiyonlari bir [c, d] € R arahiginda stirekli,
bu aralikta her bir noktada p(z) > 0,h(z) > 0 ve A,z degiskeninden bagimsiz bir

parametre olmak tizere

(p(x)y) + (a(x) + Ah(z))y = 0,c <z < d (2.7.1)

ary(c) + agy'(d) = 0,

Biy(d) + Bay/(d) = 0,82 + 52 > 0 (2.7.2)

bi¢giminde tanimlanan probleme regiiler Sturm-Liouville problemi ya da Sturm-
Liouville sistemi denir. Bu problemler katsayilarinin sifir ya da sifirdan farkh
olmasi durumlarina gore farkhi sekillerde yazilabilir. Yani sinir kogullarina gore
degisik problem degisiklik gosterebilir. Eger y(c) = y(d) ve y'(¢) = y'(d) ise simr
kosullar1 periyodiktir bu nedenle (2.7.1)-(2.7.2) problemi periyodik Sturm-Liouville

problemi olarak adlandirilir. p(z),q(z) veya h(z) fonksiyon larindan birinin x = z

13



noktasinda singiiler oldugunda (2.7.1)-(2.7.2) problemine singtiler Sturm-Liouville
problemi denir (Kandemir, 2021).

2.8. Uyumlu Kesirli Sturm-Liouville Problemi

[a, b] araliginda tamml,

1
2
< 0

I 1k= | [0 dio] = | [ 1 ea

sartim saglayan kompleks degerli fonksiyonlarin uzay1 L2 (a, b) olsun. L2(a,b) uzay

f,9 € L2(a,b) olmak tizere

b

Ss9)ai= [ SO0 da()

i¢ carpimiyla birlikte bir Hilbert uzayidir.

Teorem 2.8.1. A bir kopmleks parametre ve S fonksiyonu [0,b] araliginda reel

degerli siirekli uyumlu kesirli integrallenebilir olmak tizere,
—Ty(t) + S(t)y(t) = Ay(t) (2.8.1)

formunda bir uyumlu kesirli Sturm-Liouville denklemi, L2(0,b) de ci,c0, A € C

olmak tlizere

P(0,A) = c1,Ta9(0,A) = ¢ (2.8.2)

egitliklerini saglayan, bir tek ¢oziime sahiptir. Ayrica, ¢(¢, A) fonksiyonu 3 ¢ € [0, b]
i¢in, A nmin bir tam fonksiyonudur (Allahverdiev ve ark., 2018).

ispat .

o(t, ) = cos /0 t Vda (), (2.8.3)
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sin( [/ VAda(x)) A0
ot \) = A ’ (2.8.4)
%, A =0,
fonksiyonlari
T2y + Ay =0 (2.8.5)

denkleminin bir temel ¢oztimiidiir. Burada, A € C i¢in a-Wronskian'in

Wo(o1(t, M), @a2(t,,A)) = 1 oldugu agiktir. Tium 0 <t < a ve A € C igin,

Hl <t7 /\) = ¢ (l’, /\) + CQQO(tJ A)? Hm-l—l (t7 )\) - Clgpl(x7 >\) + 6290@7 )‘)

[t Nea(.0) = o1t Nl VIS @) (e, Nolz) = (2, )

b, /Ot [sin I \{\Xda(u) oS (/Oz \/Xda(s)ﬂ S(x) (2, N)dy ()

_ KPmQKVMJQmeQQ%@Wswmﬂﬂn%u)@&@

seklinde ardigik yaklagimlar metoduyla bir [I1,,(¢, A\)|5°_, dizisi olugturduk. Simdi
her bir A € C sabiti i¢in I1,,(t,A);-_ (m — oo) dizisinin diizgin limitinin var
oldugunu ve (2.8.1) ve (2.8.2) nin ¢dziimiini tanimladigini gosterecegiz. A € C sabit
olsun.

QA
1S()] < A, |@i(t, V)] < gliszogtgb

olacak gekilde Q(\) ve A pozitif sayilar1 vardir.

a0 = V)

2

(Jex] + lea])
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olsun. O halde,

‘HQ(t>)‘) - H1<t7)‘)| <

/ot lsmfo VAda(u cos [ VAl )] S(a) T, (2, N)d ()
. ’/0 lcos (/0 \/Xda(u)> sin( [y \/_da(s))] S(@) T, (2, \)da ()

VA
< (Q(A)Ag + Q()\)AQ(Z/\))

< Q()\)Aﬁ(\)\/)‘/otda(:v) < a0\

—~

JAQ()— (2.8.7)

ve benzer sekilde,

() — (e, )] < (@02t

a?2!
— A3Q3 by t3a
T3~ e N] < @) e
a33!
—— (AQ(A
a1, 2) = Tt 0] < @) X 2y )
esitliklerini elde ederiz.
oy (AL )"
Q)" ———
SO0
serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass testinden,
Z ni1 (6, ) — I (8, N)], (2.8.8)

ifadesi de [0, b] arahiginda diizgiin yakinsaktir. Daha sonra, bu serinin
n—1
Hn(tu )‘> = Hl(t> /\) + Z[Hk+1(t7 /\) - Hk(ta )‘)]

k=1

n’yinci kismi toplami, (¢, A) fonksiyonuna [0, b] araliginda n — oo olmak iizere

diizgiin yakinsar. Burada ¢(¢, A) toplam serisidir ve

lim I7,(t,\) = (£, \)

n—oo
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esitligi vardir. I7,,(t, \) ve T, (t, A) ifadelerinin siirekli olduklarini n de tiimevarimla

ispatlayabiliriz. Burada,

Tolli(bN) = eTodi(tN) + caTuda(t A) + /Ot[Tagbg(t,)\)¢1(x,)\)
C Taa(t N (2, NS (@) T (2, N (2)

ven =1,2,... ¢(t,\) ve Too,(t,\)nn siirekli oldugunu yani, ¢(¢,\) € L2(0,b)

oldugunu kontrol ederiz. Diizgiin yakinsama sayesinde (2.8.7) de n — oo alarak,

SN = aplt )+ gt )+ [ et o)
= @il N VIS ()0l o) 2.89)

oldugu sonucuna variriz. Simdi, ¢(¢, ) fonksiyonunun (2.8.1) ve (2.8.2)’yi sagladigin
ispatlacagiz. Agikiga gortlir ki ¢(0, ) = ¢; ve

T09(0,A) = c1Taw1 (0, A) + c2Tap2(0, A) = ca,
yani ¢(t, ) (2.8.2)yi saglar. Eger ¢t # 0 ise,

Tod(t,\) = c1Tae1(t,N) + coTupa(t, )
b [ Taplt Neea(e. ) = Tur bVl NS()o A (o)

olur ve

t
_T§¢<t7 )‘) = _ClT 901(15 )\ t? )‘) 0 902 T, )‘ (l’, )‘)da<$)

~ Tl N) - Thes(t, ) /0101 )6, o) = SO,

elde edilir. Boylece,

S120(0) = T2t ) (a+ [ ealw NS@0 Nda(a) )

— T2t V) (2 + [ o1l NS0 V()
— SH)(t,N) (2.8.10)
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sonucuna varilir. (2.8.4), (2.8.5) ve (2.8.9)'u, (2.8.10) esitliginde uygularsak ¢(, A) nin

t # 0 igin teorem (2.8.1)’t sagladigr sonucuna varirz. Eger ¢t = 0 ise (2.8.1),

T2y(0) = S(0)y(0) = —Ay(0)
olacaktir. Buna gore,

To2¢¢<07 )\) = CITO%QOI (0, )\) + TO%QOQ(()? /\) + S<O)¢(Oﬂ )‘>
= —20(0,A) — A T205(0, \) + S(0)p(0, A)
= —Xp(0,A) + 5(0)p(0, A)

oldugu agik¢a goriiliir.

Simdi (2.8.1)-(2.8.2) probleminin tek ¢6ztimi oldugunu ispatlaycagiz. Varsaylim ki
©1(t, \) ve @o(t, \), bu problemin iki ¢oztimii olsun. ¢ € [0, b] araliginda T, H(0, \) =
©1(t,\) — pa(t, A) olsun. O halde H(t,\) bu problemin bir ¢éziimiidiir.H(0,\) =
ToH(0,\) = 0oldugu agiktir. (2.8.1) denkleminde iki defa a-integrasyon uygulandiginda,

t T
1(t2) = [ ([ (5@ = NH@ A\ da(w)) da(a)
0 \Jo
sonucunu verir. H (¢, A) ve S(t) [0,b] araliginda strekli olduklarindan,

Ny = sup [H(t, )], My = sup [V(£) = A

t[0,b] t€[0,b]

olacak gekilde N, M, pozitif sayilar1 vardir. O halde,

t T
N = | [ ([ (5@ = NS\ da(w)) da(a)
t T t?a
< N\M, / ( / do (1)) da ()| = Ny My~—
o Jo 2a
elde ederiz.
Matematiksel tiimevarimla k’da,
. . t(k+1)a
|H(t, \)] SN/\Mkm, keN,tel0,0] (2.8.11)
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seklinde ispatlayabiliriz. §imdi bunu (k + 1) i¢in kanitlayacagiz. Buna gore

HeN = | [ ([ (5@ - VH@ N0 ) du(a)

(] s giet@) oo

t(k+2)a

ak+2(k + 2)!

S N/]\€+1M)/\€+1

< NEMEH

elde ederiz. limy_, o ./\7’“]\/[/’\“,fff(rikl):1 = oldugundan, tiim 0 < ¢ < b igin, H(t,\) =0
olur. Bu da tekligi ispatlar.

Devaminda 0 < ¢t < b olmak tizere ¢(¢,\)’'min A'nin bir tam fonksiyonu oldugunu
gosterecegiz. Bunun igin, Iy = {\ € C: |A\| < M} olmak iizere ¢(t, \)’ nin her Iy

diskinde analitik oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi m’ de tiimevarimdan,

IT,,,(t, \) I'yy'de analitiktir, V¢ € [0, b] (2.8.12)
0 A
5ﬂm(t, A)(0, \)’da stireklidir, YA € Iy (2.8.13)

oldugunu ispatlayacagiz. Agikga goruliir ki (¢, A) ve po(t, A), t € [0,0] igin A'nin

0
ﬁgoi(i = 1,2), (0,\) araliginda siireklidir.
Buradan, (2.8.12) ve (2.8.13) m = 1 i¢gin saglanir. Varsayalim ki (2.8.12) ve (2.8.13)

tam fonksiyonlaridir. Ayrica, VA € C

m > 1 i¢in saglansin. O halde ty € [a,b] ve A\g € Iy igin,

0 OII, (to, A
aﬂm+l(t0a)‘)|)\=)\o = la(;)h:Ao
0 to
+ grealto Mo, [ 1@ NS(@) (e, o)
8901(250,)\)

= 2l T e NS o)

+ alto N ([ 01 NS@ (e Vo)) o

— ailto N gy ([l NS (e Vo)) o (2810
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(2.8.14)ten, ;(t, \)S(t)I1,,(t,\) ifadesinin Ji = 1,2 igin (0, ) araliginda stirekli

oldugu sonucuna variyoruz. Sonug olarak,

Dt NS Tt N)| < € me N,

olacak gekilde C,¢ > 0 sabitleri vardir. Burada YA € |\ — Ag| < ¢ dir. Buradan
Jo° Z( i, ) S(x) (2, A))da(z) (i = 1,2) a-integrallerine karsilik gelen serilerin
A = Ao komgulugunda diizgiin yakimsak oldugunu gortiyoruz. Buna gore (2.8.14)’teki

integral ile tiirevin sirasin1 degistirebiliriz. ty ve Ao keyfi olduklarindan,

(j)\ﬂmﬂ(t, A) = ;)\U1(t, A) + /Oto ;\(901(55, N2 (t, NS (@) T (2, \) ) da(2)
\ g(%(t’ N2, \)S (@) (2, N)) o) (2.8.15)

elde edilir. Burada Vt € [0,b], A\ € Iy dir. (2.8.13)’ten, (2.8.15)’teki integraller

(0, A)’da siireklidirler. Buradan, ;}\]—[mﬂ(t, A) (0,A)” da streklidirler. Ay € [0, b]

araligindan bir keyfi say1 olsun. O halde,

) 4 = 1. 2ve S(ta) s (1, V)| < i, A € T

Son olarak matematiksel timevarimla
. (B(to)tg)"

[Ty (to, A) = i (to, )] < (B(t0))™ ==

elde ederiz. Buradan (2.8.8) serileri, t = t, iken I3,’de ¢(to,»)’ ye dizgln yakinsar.
Dolayisiyla ¢(to.5), I7,'de analitiktir.
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3. BULGULAR

3.1. Bir Siireksiz Uyumlu Kesirli Sturm-Liouville Probleminin Ifadesi

Bu kisimda [—1,0) U (0, 1] araliginda,

—To(Toy) +q(x)y = Ay (3.1.1)

diferensiyel denkleminin, ¢? + ¢3 > 0 ve r} + r5 > 0 olmak tlizere x = —1 ve x = 1
noktalaridaki

Ly : ay(—1) + cTy(—1) =0, , (3.1.2)

Loy :=riy(1) +rThy(l) =0, (3.1.3)

sinir gartlar: ve = 0 siireksizlik noktasindaki

Lsy == y(07) — By(07) =0, (3.1.4)

Ly :=T,y(07) (07) =0, (3.1.5)

1
-3 Ly
gecis sartindan olusan Sturm-Liouville problemini inceleyecegiz. Burada 0 < o <
1, g(z) fonksiyonu reel degerli, [—1,0) U (0, 1] arahginda siirekli ayrica ¢(0F) :=
lim, o+ ¢(x) sonlu limtlerine sahip bir fonksiyon, A bir kompleks parametre ve 5 # 0

bir reel sayidir. Ileride f(z) ve g(z) gibi herhangi bir aralikta diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin uyumlu kesirli Wronskiyen’ini

Walf(x), g(2)] = f(2)Tag(x) — Taf(2)g(x)

seklinde gosterecegiz. (3.1.1)-(3.1.5) probleminin, A = A\ degeri i¢in yy # 0 ¢éziimii

varsa bu degere, verilen sinir deger probleminin 6zdegeri denecektir.
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3.2. Problemin Operator Formiilasyonu

L2 (—1,1) Hilbert uzaymnda h, s fonksiyonlarmin i¢ carpimi asagidaki gibidir:

(h,s) = /1 h(2)5(@)do(z, —1). (3.2.1)

-1

Burada H := h(zx), S := s(x) € L2(—1,1) dir. Hilbert uzayinda A operatériinii,

D(A) = h: h(z) ile T, h(x), [1,0) U (0,1] araliginda siirekli ve h(20),
~“'TLh(0£), T h(04) sonlu limitlere sahiptir, L;h =0, i =1,2,3,4
ve
Ah = =T, (Toh) + q(z)h (3.2.2)

esitlikleriyle tanimlanirsa (3.1.1)-(3.1.5) problemi
Ay =My (3.2.3)

operator formunda yazlabilir. Sirasiyla (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zdegerleri ve
6zfonksiyonlari ile A operatoriintin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: ayni anlama geldigi

basitce goriilebilir.
Teorem 3.2.1. A lineer operatorii simetriktir.

Ispat. Vh,s € D(A) icin,

1

To (T,

-1

(Ah,s), = / 11 Ah(x)s(@)dy(, —1)
[ T (@)s (e, 1) + [ a5t 1)
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seklinde yazilabilir. Ilgili teoremden kismi integrasyon uygulayarak,

(Ah,s),,

S@)Tah()| /Th )Ts(x) +/ s(@)da(z, —1)
S Tuh(z)|L, — [T s@)h(z )|1_1—/_11h(x)Ta(Tas(m))d (z, —1}

ifadesi elde edilir, buradan

(Ah,s), = (h,As), + (s(07)Tuh(07) — s(=1)Tah(-1))

seklinde elde edilen esitlikte (3.1.2)-(3.1.3) smur sartlar: ve (3.1.4)-(3.1.5) gegis sartlar

uygulanirsa,

(Ahs), = (h,AS>a+ﬂS(0+)<

B

1 T + C1
_ <5Ta5(o )) BR(0T) + (—Czs(—n) h(=1)

+ s(1)

1Tah(0+)> ey (-%(-1))

7N

~2Lh(1)) = S(0F)Tah(0%)

(5(0)) (1) + T,50)h(0")

o | =

— (b, As), + 5.; (507 Tuh

0%)
— s(0N)T,h(0") + T,s(0F)R(0)
Tos(07)h(0%))] (5; - 1)

- Tamh((ﬁ)]

= (h, As), + [s(0)T.h(0") —
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olup

(Ah,s), = (h, As),,

esitliginin saglandigr acikca goriilmektedir. Boylelikle A operatoriiniin simetrikligi

gosterilmis olur.

3.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar icin Baz1 temel Bagintilar

Bu kisimda

—To(Toy) + q(x)y = Ay (3.3.1)

Ly : cry(—1) + eoToy(—1) =0, (3.3.2)
Lay == y(07) — By(0") =0, (3.3.3)
Lyy :=T,y(07) — ; wy(0T) =0 (3.34)
Lyy :=ry(l) + roTy(1) =0 (3.3.5)

uyumlu kesirli Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve ¢zfonksiyonlar1 arasindaki
temel bagintilardan bazilarmi inceleyecegiz. Oncelikle asagidaki sinir-deger problemini

ele alalim;

—To(To) + q(x)y(z) = Ay(z), x € [-1,0] (3.3.6)
y(-1) = (3.3.7)
Toy(—1) = —ci. (3.3.8)

(2.8.1) varlik ve teklik teoreminden, YA € C igin (3.3.6)-(3.3.8) uyumlu kesirli sinir
deger probleminin y = ¢;(z) = ¢1(x, \) seklinde bir tek ¢oziimii vardir.

—To(To) + q(z)y(z) = Ay(z), = €0, 1] (3.3.9)
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y(1) =72 (3.3.10)

Toy(1) = —ry (3.3.11)

siir-deger probleminin, yine teorem (2.8.1)’ten y = 1s(x) = 19(x, \) seklinde bir
tek ¢oziimi vardir. ¢ (z, A)ve 1o(x, \) fonksiyonlar ile iligkli olan uyumlu kesirli
sinir-deger problemini ele alalim. Sinir kogullarinin A parametresine bagliligi agikca

goriilen,

—T.(T,) + q(x)y(x) = My(z), = € [0,1] (3.3.12)
y(0") = ;cbl(O, A) (3.3.13)
Toy(0F) = BTLé1(0, \) (3.3.14)

probleminin ¥\ € C igin teorem (2.8.1) geregi, y = ¢o(x) = ¢o(x, ) seklinde bir tek

¢Ozuimii vardir. Benzer sekilde,

—To(To) + q(x)y(x) = My(z), = € [—1,0] (3.3.15)
y(07) = Be(0, ) (3.3.16)
Toy(07) = ;Twz(O,A) (3.3.17)

siir-deger probleminin, y = 11 (x) = ¥y (z, \) seklinde bir tek ¢oziimii vardir.
Teorem (2.8.1)’den ¢;(x, A)ve ¢ (x, ) fonksiyonlar1 Vo € [—1,0] igin; ¢o(z, A) ve
Yo(x, A) fonksiyonlar1 da Vz € [0, 1] i¢in A parametresine gore ttim kompleks diizlemde
analitiktir. Bir bagka deyisle bu fonksiyonlar A parametresinin tam fonksiyonlaridir.
Bu fonksiyonlarin [—1, 1] araliginda sifirla devamlarimi EEZ ve % bi¢iminde gosterelim.
Bunun yam sira W, (¢1(x, ), 1(x, ) ve Wy, (da(x, ), 2(x,\)) Wronskiyenleri,
r € [—1,0] ve x € [0,1] degiskenlerinden bagimsiz olup(Boyce ve Diprima, 2017)

her bir x igin ¢;(x, \) ve 1;(x, \) fonksiyonlari, A parametresinin tam fonksiyonlari
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olduklarindan

p(A) = Wa (61(z, A), ¢hi(z, A)) (3.3.18)
p2(A) = Wa (¢2(2,A), ¥2(z,A)) (3.3.19)
fonksiyonlar1 A\ parametresinin tam fonksiyonlaridir.
Lemma 3.3.1. VA € C igin p3(A) = ua(N) esitligi saglanir.

Ispat. (3.3.13),(3.3.14),(3.3.16),(3.3.17) esitlikleri geregi,

HI(A) = W, (¢1($, )‘>7¢1<I>/\))
= Wy (01(0,X),11(0,N))
— gbl (0, )\)Ta(wl)(o, )\) = Ta(¢1)(07 )‘)1/]1 (07 )‘)

— Beul0, A)éTaw»(o, A) = ST(d2)(0, N)BY2(0, A)

g
= ¢2(07 )‘)Ta (X2)<07 )‘) - Ta(¢2)(07 /\)¢2(07 /\)
= Wal((92)(0, A)1h2(0, A))

= pi2()\)

elde edilir.
Sonug 3.3.2. u1(\) ve ps(N) tam fonksiyonlarimin sifir yerleri gakigir.

Simdi [—1,0) U (0, 1] arahginda tanimh olan ¢(x, A), ¥(z, \) fonksiyonlarini

1z, N), =€ |-1,0),

N CICE A e
oo(z,N), € (0,1],
1z, ), ze|-1,0),

sy A P10
¢2($7/\), T € (O, ]_]

seklinde tanimlarsak Lemma (3.3.1)’den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.3. ¢(x,\) ve ¥(x,\) fonksiyonlarmin uyumlu kesirli Wronskian1 = €

[—1,0) U (0, 1] degiskeninden bagimsiz ve A parametrelerinin tam fonksiyonudur.
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Ispat. pu(z, \) = W (¢(x, \), ¢(x, \)) olarak gosterirsek,

ui(A), xe€[-1,0),

(X)), z € (0,1],

plz, A) =

formiilii elde edilir. Lemma (3.3.1)’den p; (A)=pua(\) esitligi elde edilir.

Not 3.3.4. Bundan sonra ¢(x,\) ve (x,\) fonksiyonlarimin uyumlu kesirli

Wronskiyen’ini
y

1) = Wal6(z, X), (2, \) (3.3.20)
ile gosterecegiz.

Teorem 3.3.5. (3.3.1)-(3.3.5) probleminin o6zdegerleri ancak ve ancak p(\)

fonksiyonunun sifir yerlerinden ibarettir.

Ispat. 3+ 0 olsun.
(=) : (Xg) = 0 olsun. O halde

f11(Ao) = pu(Ao) =0

olacaktir. Buna gore

¢1(, Ao) = krhi (z, Ao) (3.3.21)

olacak sekilde k; # 0 sayist bulunur.(Boyce ve Diprima, 2017) ¥ (z, Ag) fonksiyonunun
(3.3.1) denklemini ve (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) smir ve gegig kogullarim sagladig:
acikca gortliir.

(3.3.21) esitliginden, v (z, Ag) fonksiyonu (3.3.2) sinir kogulunu da saglar. Dolayisiyla
Y(z, Ao) # 0 fonksiyonu (3.3.1)-(3.3.5) uyumlu kesirli sinir-deger probleminin ¢6ztimii

oluyor. Bu ise A = )\ sayisinin 6zdeger oldugunu gosterir.

(<) : Simdi ise A = \g sayisinin 6zdeger oldugunu kabul ederek p(Ag) = 0 esitliginin
dogrulugunu aksini kabul etme yontemi ile ispat edelim.

Herhangi bir A = \g 6zdegeri i¢in pu(Ag) # 0 oldugunu kabul edelim. Buna goére
O1(, Ao) ile 1 (z, o) ve do(x, Ag) ile 1o(x, Ag) fonksiyonlar: lineer bagimsiz olacaktir
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(Boyce ve Diprima, 2017). (3.3.1) diferensiyel denkleminin genel ¢ztimiiniin,
y(2,\) = c161(2, \) + oty (x, ) + c3a(, \) + catha(a, N) (3.3.22)

olarak ifade edilebilecegi kolayca anlagilabilir. Dolayisiyla A\g 6zdegerine uygun olan

her bir yo(x) 6zfonksiyonu i¢in
Yo(x) = kidr(, Ao) + kathr (, Ao) + ks (w, No) + katha(, Ao) (3.3.23)

olacak gekilde en az biri sifirdan farkli ky, ko, k3, ky sayilart bulunur.  (3.3.23)
te verilen yo(x) 6zfonksiyonu (3.3.2)-(3.3.5) smur ve gegis kogullarini sagladigindan,

Li((é1(z, M) k1 + Ly((1(z, Xo)kz + L1 ((2(x, M)V + L1 (22, Ao)ka) = 0

La((é1(z, Mo))k1 + La((1(z, Xo))kz + La((a(x, Xo)ks + La((v2(x, Ao) ks = 0
Ls((61(x, M) k1 + Ls((¥1(z, Xo)Vkz + Ls((2(z, Xo)Vks + La((v2(w, Ao) ks = 0
La((d1(x, M) k1 + La((01(x, M) Kz + La((da(z, Xo))ks + La((tha(z, Xo) )y = 0

esitlikleri gegerlidir. Buradan,

Li(o1(z,M0))  Li(¥1(m, Ao))  La(@2(x, o)) Li(92(x, Ao))
La(@1(@ M) La(W1(@, M) La(@a(@ o) LalWa(@, M) _ (3.3.24)
Ly(¢1(, %)) La(¥1(z,0)) La(da(w, X)) Ls(ta(z, X))
La(61(2,00) La(@h1(2,20)) (S22, M) La(tha(x, h0))

elde edilir. Elde edilen determinantin elemanlarini hesapladigimizda,

Ly(¢1(z, o) = 0 (3.3.25)
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Li(fn(z, X)) = ahi(=1, %) + &2Tu($)(—1, Xo)
= —Ta(¢1)(=1,20)¥1(=1, Ao) + d1(—1, Ao) Ta(vh1) (=1, Ao)
= Wa (d1(z, M), ¥1(x, Ao))|a=—1
= 1(Ao)
= (M)

Li(¢2(z,N)) =0

Ly (s (z, Ao)) = 0

La(é1(2,00)) = 61(07, X0) — Bbi(0F, o)

bulunur. Benzer sekilde,

esitlikleri elde edilir.

= (07, o)
= ¢1 (0_’ )‘0>

La(tr(z, o)) = 11(07, Ao)
La(d2(, X)) = —B2(07, Ao)
Ly (s, Ao)) = —B2(07, Ao)
Ls(01(z, o)) = Tul61)(07, Ao)
Ls(t1 (2, o)) = Ta(¥1)(07, o)

z@@xaxw>=—;rx¢gmtxw

M@aa%nzénwﬁwﬂ%>

Li(é1(z,2)) =0

La(4r(x, \o)) = 0
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(3.3.26)

(3.3.27)

(3.3.28)

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)
(3.3.32)
(3.3.33)
(3.3.34)

(3.3.35)

(3.3.36)

(3.3.37)

(3.3.38)



esitlikleri agiktir ve

Li(¢2(z, ) = r162(1,Ao) + raTa(2(1, Xo))
= —Tath1(1, X0)a(1, Ao) + aTa(da(1, o))
= —Wa(d2(x, M), a(x, Ao))|o=1
= —fi2(No)
— () (3.3.39)

olur. Ayrica %(m, o) fonksiyonunun tanimi geregi
La(a(z, X)) = 0 (3.3.40)

oldugu aciktir. Simdi bulmug oldugumuz (3.3.25)-(3.3.40) esitliklerini (3.3.24)

determninantinda yerine yazdigimizda,

0 1(Ao) 0 0
$1(07, Ao) ¥1(07, Ao) —B¢2(07, Ao) —B92(0%, Xo) 0
Ta(@1)(07,20) Ta(¥1)(07,00)  —5Ta(@2)(07,X0)  —5Ta(¥2)(0F, o)
0 0 — (o) 0
(3.3.41)
olur. w(Ag) # 0 kabuliinii dikkate ahrsak,
07 ) =0T N | a2

Ta(¢1)(0*, /\O) _%Ta(¢2)(0+7 /\0)

esitligi elde edilir.
$1(07, Xo) = B2(07, No)

T (61)(07iMg) = ;Ta<¢2><0+, M)

esitliklerini (3.3.42)’de dikkate aldigimizda,

Bea(0F,20)  —Bu2(0%, h) |
5Ta(62)(0%, ) —3Ta(12)(0%, Ao)
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bulunur. Bunun sonucunda da

—ﬂ; (W (62(2, M) ¥, 2o))]ocor = —ﬁ;m()\o) _0
= —u(A) =0

elde edilir. Bu durumda ps(Ag) # 0 kabuliimuzle ¢elismektedir.

Lemma 3.3.6. (3.3.1)-(3.3.5) uyumlu kesirli Sturm-Liouville probleminin tiim

ozdegerleri reeldir.

Ispat. A\ = )\ sayisim (3.3.1)-(3.3.5) probleminin 6zdegeri oldugunu kabul edelim.
O halde bu say1 (3.3.4)-(3.3.5) esitlikleriyle tanimli A operatorintin 6zdegeri olacaktir.
Teorem (3.2.1)’den A operatorii simetriktir. Buna gore yy, A operatoriiniin Ag

ozdegerine uygun herhangi bir 6zfonksiyonu olmak iizere,

Ao (M0 Y0)y = (Ao¥osYo),

{

= (Ayo, %),
(Yo, AYo) o
{

Yo, )\oyo>

= )\70<ay07y0>a

esitligini elde ederiz.(yo,yo), # 0 oldugundan Ao = A¢ bulunur. Boylece biitiin

ozdegerlerin reel oldugu gosterilmis oldu.
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4. TARTISMA ve SONUC

Buz tez calismasinda, denkleminde 6zdeger parametresi olan ve siireksizlik noktasinda
gecig sartlari ile verilmig bir uyumlu kesirli sinir deger gecis probleminin operator
tanimli yorumu verildi. Operatortin simetrikligi gosterildi. Problemin ¢6ziimiiniin

varhigi ve 6zdegerlerinin reelligi verildi.

Benzer caligmalar, sinir sartlarina o6zdeger parametreleri eklenerek ayrica gecis

sartlarina 6zdeger parametreleri eklenerek yapilabilir.
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