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OZET

Hasanis {2] deki calismasinda (n+1)-boyutlu Euclid
uzayinin konveks hiperylizeyleri icin

2 2

AIlogdetL~div;A-VIICTrL.logdetLD=(TrL) - nCIrL™D>-A
ve T
A logdetL-diy pu~¥_CTri t ,logdetld =
XX IXX Ix
1 2

= ¢TrLdCTrL "3 - n“ + B

formidllerini ispatlamistar.

Bilindigi gibi, sabit Riemann egrilikli bir Riemann
manifolduna bir uzay formu denir. Baikoussis ve
Koufogiorgos, Hasanis’in elde ettigi bu formulleri bir
uzay formun konveks hiperytizeylerine genellestirmistir

[41. .

Ixi bslimden olusan bu calismanin birinci b#lumtinde
Riemann geometrisine ait bazi temel tanim ve tecremlere
yer verilmistir.

Ikinci béltimde, &nce bir uzay formun bir hiperytizeyi-—
nin tigtincii esas forma gédre Riemann konneksiyonu tanimlan-

mis$ ve bunun yardimiyla hiperytizeyin birinci ve tictinct

esas forumlarina gére Riemann egrilik tensérleri arasin-
daki iliski elde edilmistir. Daha sonra, [2] de Oklidi-
yen hiperytizeyleri icin elde edilen iki formtiliin bir uzay
formun hiperytizeylerindeki karsiligir elde edilmis ve bazi

tzel hallere ait sonuclar tizerinde durulmustur.
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ON CONVEX HYPERSURFACES IN A SPACE FORM

SUMMARY

In [2] Hasanis considers a convex hypersurface M in
a (nt+id—-dimensional Euclidean space and establishes the
formul ae

AIlogdetL—diviA~§;ICTTL,logdetL)=CTrL)2 - nCTrLa)-A

and
A logdetL-div u-¥ _CTriT ,logdetld =
XXX IXX XX

crrdeTrL ™y - R 4+ Bl

Moreover, for an ovaleold M in En+1, he obtains the in-

tegral inequalities

f v _CTrL,logdetlddM = O and | VHCTr-L—i,detLDdM <0

M M

shere the equality in either case holds, if and only if,
M is a hypersphare.

We recall that a Riemannian manifold of consant
Riemannian curvature is called a space form. The above
formulae of Hasanis have been generalized by Bakoussis
and Koufogiorgos [4], to a convex hypersurface of a
space {orm.

This work consists of tyo partis. In the first part,
some fundamental concepts of Riemannian geometry, used
in this work, are giwven.

Let f be an isometric immersion of the n-dimension-
al Riemannian manifod M into the (n+id-dimensional
Riemannian manifold M and let N be the unit vector field
on M with respect to the immersion f . HWeingarten map

for a hypersurface M is defined by LY = 6§N , where ¥

denotes the Riemannian connection of M and Y is a vector
field on M.



Denoting the metrics of M and M srespectivly, by

————

< , > and < , > we have the Gauss equation

VXY) = VXY + <LX,Y>N.

This equation defines the Riemannian connection ¥ on M.
On the otherhand, the curvature tensor field R of M
which is defined by

RCX,¥Y2Z = VXCVYZD~VYCVXZD—V[X,ﬂ zZ ,

is related to the curvature tensor R of M by Gauss cur-
vature equation

RCX,YDZ = RCX,YDZ - {<KLX,2LY - <LY,2LX} ,

whereas the Codazzi equation of M takes the form

CVXLDY = VkCLYD - LVXY.

The sectional curavature KCXAYD for the oriantation
XY determined by the tangent vectors X and Y at peM, is
defined by

B <RCY, Y7, X
KCYNYD =

<K, LY, Y - <X, 17

If M is a Riemannian manifold of constant sectional
curvature ¢ and M is an immersed hypersurface of M,
then there is a relation between the sectional curvatures
of M and M.
Namely,

<LX, XO<LY,Y>—<LX, ¥>°
KCXMD = ¢ +

<X, X><Y, Yo-<X, ¥>°

Let f be an isometric immersion of a smooth, com—
pact, connected and orientable n-dimensional Riemannian
manifold M into a smooth, connected (n+l)-dimensional
Riemannian manifold M of constant sectional curvature c.

Iin }?? second part of this work, the Riemannian con-

nection ¥ with respect to the third fundamental form
<{, >III has been defined by

4
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J11

2< R.Y,Z2> = XLY¥,ZD> YN ,Z2> -ZKX,¥>
X IX11 11X 13X

WZ, X1, Y HKZ,Y],%) +C X, ¥, 2> .

After doing the necessary calculations we obtain
ITI

; o -1 .
=< VXY,Z;H— 2(“7xY + L CVXL)Y,Z;H.

Since this is wvalid for arbitrary Z, it follows that

YIX 1

VXY = VXY + L CVXL)Y.

Following the rule used to def‘.IiPIe the curvature
tensor R o{‘nM, the curvature tensor R relative to the
connection ¥ is defined by the relation

11X IXIY IXX IXY IXX ITX

RCX,Y2Z = VXC VYZ)— VYC VXZ)— v[X,YJ Z.

Using the last tywo equations, wlexxobtain a relation

betyween the curvature tensors R and R as

IxX y
RCY,¥32Z = RCX,Y)Z-*-VXCL—iCVYL)Z)—VYCL_lc’VXL)ZD+
-1 . : -1 .
~ a -
+L '{C‘VXL, VYZ (VYL)VXZ+C’VXL)CL (VYL)ZD
CVYL)CL CVXL)Z) v X, LDZ}.

A stx; ?% ght—-forward calculation shows that
RCX,¥3Z = L IRex, voLz.

For any peM, we choose a field of orthonormal frames
€, »...E with respect to < , > in a neighbourhoocd

of pz such that at p , e, ¢i=1,2,...,n) are eigenvectors
of L and that V’ei = 0. If k_t(i=1,2,. ...n3 are the eigen-
values of L at p, then I_.ei = ki.ei' Thus, the sectional
curvature Kij of the 2-plane r:-,-i/‘ej is found as

Kij =c + k,‘kj.

ITX
After taking the inner product of RCX,YDY by X
with respect to the first fundamental form and setting

vii



X=ei , Y=e-j in the expression so obtained, we get

11X
L < Rle ,elde - ECe ,elde,e> =
L L BN U S B
L,
-1
= ) —_
? <Veicjz L CvejL)ej- .ei>

I |
- z <Ve.C'E CVE.L.)L
i it i
1

ed,e >+
i i

- -1
< ) -
HKEL (Y Lde, LI¥_LOL epd

J J 1 i

1 i

(V¥ Lde ,C(V LOL “ed
e, J e, )

- T <L~

1, i i

Calculating all the terms in the above equation we find
di vIC ar adIITr L> - AIC logdetld + VHC TrL,logdetl)d =

=F‘+Q,
where

- . 2., . .-
Q = .E.Cki kj) Lk‘,_kj) Kij
1<)
and

P = P<L™¢V_Lde,cv LdL%e>.
[ e, J e, J

i, i i

This is the generalization of the first formula,ob-—
tained in [2], to a convex hypersurface of a space form.

The vectors I_.—ieic = kzie_b Ci=t,2,. . ..nY define
L

an orthonormal basis in the tangent space at peM with
respect to the third fundamental form. We extend these
vectors to the vector fields e in a neighbourhood of p
L
Ixx
such that, @ ;i.: 0 and e = L.dei at p.

IXIX
Taking the inner product of RECX,Y3Y by X
with respect to the third fundamental form and setting
X=ei > Y=ej in the expression so obtained, we get

ITI
L< Rte ,ede - Rle ,ede,e> _ =
i, j 18 J J 1 J J i IXX
’
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ITI
—q — —_
= - —Lled,e> -
L < Vz LTy e e
T, 1 J
IIrx

- ¢ Y- CL7%v- LdLed,e> -
ej e i j 11T

- <¢V-LdLe , L™%v-Lie> +
ei 1 ei 1

+ <L%v-Lde ,cv-LdLe> }
e i e i

i J
Calculating all the terms in the above equation we find

div__Carad_TrL™ - A Clegdetld -
111 I 11X

- vncTrL“.logdetL) =P +Q,

where
Q@ = D¢k - kD>%k kDK
R g b J LN L%
i<j
and
P = Tk<L™%v-Lde,L™%¢9V-Lde> = O.
= e. j e, joIx

i, i i

Thé last formula is the generalization of the second
formula, obtained in [2], to a convex hypersurface of a
space form.

If the secticnal curvature K of M (for all Z2-planesd)
is nonnegative when <<0, or K>c when ¢*0, then the fol-
lowing integral inequalities are obtained from the for-
mulae which are the generalization of Hasanis's formulae

ig V,CTrL,logdetlddM = O
and

i& v, CTrL™, detlddM < O.
Equality holds, if and only if, f is totally umbilical
Cc20>, or, either f is totally umbilical or L has two
distinct constant eigenvalues at every point(cd0l.

‘'Finally, some special cases are studied with the use
of the above inequalities.

ix



BOLUM 1. BAZI TEMEL KAVRAM ve TEOREMLER

1.1 Riemann Manifoldu ve Riemann Metrigi

Bir M manifoldu Uzerinde < , > seklinde gétsterilen
c® sinifindan bilineer, simetrik ve pozitif definit bir
fonksiyon tanimlanmis ise M manifoldunaﬁRiemann manifol -
du ve < , > fonksiyonuna da Riemann metridgi veya birinci
esas form denir. Buna gtre peM noktasindaki teget uzay
Mp ve X,Y,ZeMp ol mak tzere,

< , > :M?x M?——é R

<, 2 CX,Y¥YD — <KX,Y>
seklinde tanimlanan < , > fonksiyonu

i> <X+Y,2> = <X,2> + KY,2>,
<X,Y+2> = KX,Y> + <X, ,

ii> <X,Y> = <Y,X>,

iiid ' <X,X> > O CX=0D2,

iv> X,Y wvektér alanlari p noktasimin bir U ciwvarinda
Cw sinifindan iseler <X,Y>p = <Xp,Yp> U civarinda
c® simifindandir,

kosullarini saglar.
i.2. Riemann Konneksiyonu

Bir M manifoldu tzerinde ¢® simifindan teget vektdr
alanlarinin ciimlesi X(CM) olmak tizere,
V XCMOXXCMY — XCMD
CX, ¥ VY CX,YeXX MDD

X
seklinde tanimlanan V tasviri X,Y,ZeX{M) ve Vf,gecth,R)

igin;

1 Z =1V Z + gVYZ

va +g¥Y
25 VfoY) = foY + CXfOY

zeliklerini sagliyorsa ¥V ya M manifoldu tizerinde bir

konneksiyon denir. ¥V konneksiyonu ésag;daki iki sarti da

saglarsa V ya Riemann konneksiyonu denir:



—2-

D> VY - VX = [X,Y]

D OZXK,Y> = LTX, D+ X,V P

1.3. Hiperylizey, Sekil Operatori

M (n+1>-boyutlu bir manifold olsun. M nin n—boyutlu
bir M alt manifolduna M nin bir hiperyuzeyi denir. M nin

birim normal wvekt&r alani N olsun. M nin konneksi yonu v
olmak tizere, V YeXX{M icin
LCYD = —"TfYN

seklinde tanimlanan L dontistimine M nin sekil operatdru
veya Weingarten donistimid denir. X,YeX(M) olamak Uzere
<X’Y§1= <LX,Y> seklinde tanimlanan < , >n tasvirine
M nin ikinci esas formu denir. M, ikinci esas formu
pozitif definit olacak sekilde ydnlendirilirse < , 31
tasviri M Uzerinde bir metrik olusturur.

1.4. Egrilik Operatérti ve Riemann Egrilik Tenstriu

XCM), M tizerinde tamaimli tedet vektdr alanlarainin
ciimlesi olmak uzere,
R : XCMIxXCMIxXCMD —— XCMD

CX,Y, 20 — RX,Y2Z = VXCVYZJ—VYCVXZ)_VIX,i]Z €1.4.1>

olarak tanimlanan R taswviri M Uzerinde (1,3) tipinde bir
tensdr alanidir. R ye M nin egrilik tensédr alani (veya
edrilik operatdrtid ve bunun bir p noktasindaki degeri
olan chp’YPDZb tensdrine ise p noktasindaki egrilik

tensdrtt denir.

K : XCMxXCMXXCMIIRXCM —3 COCM,RD

CX,Y,Z, W — KCX,Y,Z, W = <RCX,Y2Z, W
seklinde tanlmlanan 4. meriebéden kovaryant tensér alanmi-
nin peM noktasindaki degerine M Uzerinde
Riemann—Christeffel edrilik tensérii denir.
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1.5, Kesitsel Egrilik, Uzay Form ve Ovaloid

M bir Riemann manifeoldu ve peM olsun. X,YeMp ol mak
tizere, M nin p noktasinda ve X,Y vektorlerinin belirledi-

gi orientasyondaki kesitsel egriligi KCXANYD ile gosterilir

ve

<RCY,Y2Y, X
KCXNYD = €1.8.1>

CH, LY, Y - <X, 12

seklinde tanmimlianir. M nin herhangi bir p noktasinda ve
her XY orientasyonundaki kesitsel egriligi ayni ise M ye
sabit edgrilikli manifold denir. Sabit edrilikli bir
Riemann manifolduna uzay form denir.

Kompakt,irtibatli ve her noktasindaki kesitsel egri-

l1igi negatif clmayan bir M hiperylizeyine ovaloid denir.

1.8. Gauss ve Codazzi Denklemleri

f,n-boyutlu bir M Riemann manifoldunun, n+li-boyutlu
bir M Riemann manifoldu icine bir izometrik daldirma,
M nin metrigi < , > ve M nin metrigi de <™, > olsun.
X,YeXCMD olmak tizere,

VXY‘ = VXY + <LX,Y>N

Gauss denklemi yardimiyla M tizerinde V konneksiyonu

tanimlanir.

R ve R, sirasiyla, M ve M manifoldlarinin egrilik

tensdrleri olmak Uzere
RCX,¥Y3Z = RCX,¥>Z ~ {<LX,2LY - <LY,2LX} (1.6.1>
denklemine Gauss egrilik denklemi ve

CVXL)Y = CVYLDX ¢1.6.2>

denklemine de Codazzi denklemi denir. Bu denklem

CVXLDY = VXCLY) - LVxY (1.6.3>

seklinde yazilabilir.
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Lﬁi L (detL>0) sekil operatértintin tersi olmak tizere

L™t - egoL™ €1.8. 4D

oldugu su sekilde gtsterilebilir: Gercekten egitligin sol

tarafi icin,

i i

"

CLT,LTOY = Lev L7y = vt - LT

X X sz}

-1
LVXCL ¥ VXY.

"

sag tarafi icgin de,

~[ VLT YD - Lyl )

it

-1
CVXL)L Y

-1
LVxCL Y3 - VkY

1

elde edilir. Bu egitlik keyfi X,YeX(M> vektédr alanlara

i¢in gegerli ol dugundan

-1 1

LVL = —CVLOL™

bul unur.

M manifoldu sabit kabul edilen ¢ egriligi ile M nin
herhangi bir XY orientasyonundaki kesitsel egriligi

KCXAYD ise bunlar arasinda

LY, X><LY,Y>—<LX, Y>>
KCXAYD = ¢ + > €1.68.3

seklinde bir bagintinin var oldugunu biliyoruz.
1.7. Birinci Beltrami Operatérid ve Laplasiyen

M bir Riemann manifoldu ve peM colsun. p noktasinin
bir U civarinda €® sinifindan iki fonksiyon A ve B olmak
tizere A ve B fonksiyonlarinin birinci esas forma gére
gradiyentleri gr adIA ve gr adIB ile gosterilise

V;CA.BD = <gradIA,gradIB>
seklinde tanimlanan ve C® sinifindan olan V; fonksiyonu-
na birinci esas forma gtre hesaplanmis Beltrami operatdrii
denir. Benzer gsekilde, ikinci esas forma gére birinci

Beltrami operatérti de



VY CA,B> = grad__A,grad_B>
Ix XX X I

seklinde tanimlanar.

Bir A fonksiyonunun gradiyentinin diver jansina A nin

Laplasiyeni denir wve
A4 = divigradad

ile gbsterilir.

1.8. Diverjans Tecremi ve Ucinct Esas Form

-

Di ver jans Teoremi (StokesD

M vonlendirilmis, kompakt bir Riemann manifoldu ve
dM de M Uzerinde birinci esas forma gdre hacim eleman

ise, ¥V XeX(M3 icin
& CdivXd>dM = O

dir [1,P.2B1].

M Riemann manifoldu iizerinde L nin singtiler olmadi-
giny: kabul edelim. X,YeX(M olmak tzere M tizerinde,

<X,Y>In= <LX,LY> 1.8.1>
seklinde tanimlanan < , >xu tasvirine M nin tictinci

esas formu denir.

Daha sonra yapilacak islemlerde gradn, gragu,
sirasiyla, M nin ikinci ve tigUnci esas formuna gradiyen-
ti; div_, div

X XX

forma gore diver jans ve Laplasiyeni gtsterecektir.

ve AI, A ise birinci ve tictnctl esas

j’eCmCM,R) olmak tizere birinci,ikineci ve tigtinctd forma
gore gradiyentler arasinda
gradlf = Lgradnf (1.8.1>
ve
_ .2
gradxf = L, gradnl_{ i1.8.23

bagintilari mevcuttur.

M nin birinci wve licinci esas forma gtre hacim



elemanlari, sirasiyla, dM ve dN&n ile gtsterildigine
gdre bunlar arasinda

dM =

- CdetL>dM (1.8.3
seklinde bir bagintinmin

var oldugunu biliyoru=z.



BOLUM 2. BIR UZAY FORMUN KONVEKS HIPERYUZEYLERI

Hasanis [2] deki g¢alismasinda E™ Euelid uzayinin
konveks bir M hiperytizeyi ig¢in asagidaki formilleri is-

patlamistir:
i> A]logdetL—divIA—VIICTTL,logdetL)=CTrL)a - nCTrLED—A
ve

2> A logdetL-div pu~¥ cTrt ,logdetld =
IXX JIX IX

cTrLocTrL ™3y - nf + B

Burada A ve y M tizerinde tanimli vekttr alanlari, A ve

B de M Uzerinde negatif olmayan fonksiyonlardir.

Ayni calismada M nin bir ovaloid olmasi halinde

é VHCTTL,logdetL)dM z O 've é VnﬁTYL_i,detLDdM = O

egsitsizlikleri elde edilmistir. Yukardaki egitsizlikler-
deki esitlik hali M nin ancak ve ancak bir hiperktire ol-

masi durumunda miimkundtr.

[2] de elde edilen sonuclari bir uzay formunun kon-
veks hiperyiizeylerine genelestirebilmek icin hiperylize-
yin, tctincti esas formuna gdre Riemenn konneksiyonunu ve

Riemann egrilidginin hesaplanmasiy gerekmektedir.

2.1 Hi peryizeyin Uctinctt Formuna G#re Riemann Konneksi -
yonu ve Riemann Egriligi

f» n-boyutlu, dizgtin, irtibatli ve y&nlendirilebilir
bir M manifoldundan (n+id-boyutlu, dizgin, irtibatli ve
sabit kesirsel egrilikli bir M manifoldu icine izometrik

bir daldirma olsun. X,Y,Z €X({M olmak tizere lictincii esas
IXX
forma gére V¥V Riemann konneksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanar.



IXIX

25 VU, Y¥,Z2> = ¥KY,Z2> +YKX,Z> -ZKX,¥Y>
X IIX IXX 11X IIY

(2.1.1>

2, X1, Y3 [ Z,Y], X3+ X, Y] .2 .

<Y’Z§n yvi X'e gbre tiretirsek

X<Y,Z> = X<LY,LZ> = <9, CLYD,LZ2>+<LY,V, (LZ>
IXX X X

elde edilir. (1.6.3) bagintisi kullanilirsa

XKZ,Y¥> = (9, LY, L2+<KLV, Y, LD +<KLY ,(V, L2Z2>+
Ixx X X X

+<LY.LVXZ> (e.1.2>

bul unur. Benzer sekilde

Y<X,2Z>0 = L€V, LOX,L24KLV X,LZ4+<{LX,(V, LODZ+
IXX Y Y Y

+<LX,LVYZ> 2.1.3>

ve
ZLX,Y> = LCV_LDX,LY>4+<KLV_X,LY>+<LX,C(V_LDY>+
T IxIx = Z Z
+<LX,LVZY> 2.1.4>
elde edilir. Simdi de [X,Y] = VXY - VYX ol dugunu gz

ontine alarak <{X,Y]}, Z?n yi hesaplayalim. Buna gotre

<[X,Y],Z§n: <L[X,Y].,.L2 = (LCVXY)—LCVYX),LD

= <LCVXYD,LZ> - <LCVYX),LZ>. 2.1.5
dir.
Benzer sekilde
<[Y,Z],X;n: <LCV2Y),LX> - <LCVYZ),LX> (2.1.6>
ve
K[Z.X],Y> = <KLCV_XD,LY> - <KLCV,25,LY> 2.1.7>
11X zZ X

bulunur. ((2.1.2>,(2.1.3>,(2.1.4>,(2.1.55,(2.1.8> ve
€(2.1.7> ifadeleri (2.1.12 de yerine yazilir ve (1.6.2D

denklemi kullanilirsa
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IXIY

2K V.Y, 2> = 2LV YD,LZ2> + Z2XLLV, 1D0Y,L2
X IXX X X

- BKT.Y, D>+ BXL YT LY, 2>
X IXX X IIX
elde edilir. Bu esitlik keyfi her ZeXUM> wvektdr alani

icin gercgeklendiginden

IXI
1

VXY = VXY + L CVXL)Y {&.1.8>

-

IXI
bagintisi elde edilir ve ¥V konneksiyon olma sartlarinma

saglar.

M tizerinde V konneksiycnuna bagli olarak hesaplanan

ve (1.4.1) bagintisi ile verilen R egrilik tensdrine

III
benzer olarak, ¥V konneksiyonuna bagli olarak hesaplanan
IXTX

R egrilik tensdriu igin
IXI IXIX IXIX III IXX ITX
RCX,¥YDZ = ch VYZD-VYC VXZD— le,i]z 2.1.

bulunur. C1.6.8) Codazzi denklemini ve (£.1.8> baginti-

TII XXX
siny kullanmirsak Vk( VYZ) ifadesi
IIX ITX IXX -1 IXXY
VXC VYZD = V&C VYZ) + L7 CVLO(C VYZD
-1
= VxCVYZD + VXCL CVYLDZD+
-1 -1
+L {CVXL)VYZ+CVXL)CL CVYL)ZD}
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
III XXX -1
V&( VXZD = VYCVXZD + VY(L CVXLDZD+
-3 -1
4L, {CVYL)VXZ+CVYL)CL CVXLDZD}
ve
IXI

Yx.9Z=Yx.gZ " L"icv[x’ﬂ Y

bulunur. Bu ifadeleri (2.1.9> da yerine yazarak R ve

III
R egrilik tensérleri arasinda asagidaki baginti elde

edilir.
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11X
RCX,¥DZ = ch,Y)2+VXCL‘1C~7YL:»2:>—VY<L lchL>z>+
w79, 159, 2 10V :

Y y X v, L32Z2>-~

Z+CVXL)CL Y

. ! -
(VYL)CL CVXLDZD (V[y’ﬂ LDZ} (2.1.10>5

(1.6.3 ve (1.6.4> bagintilarim kullanarak dogrudan

dogruya hesaplama ile
ITX 1

RCX,¥>Z = L "RCX,YDLZ (2.1.11>

oldugu gdriil tir. <CVXL)Y.2> = <Y,CVXL)2> bagintisi kul-
IXX
lamilarak ¢(2.1.10> dan < R{X,YDY-RCX,YDY,X> ig¢ carpima

IYIX
< RCX,YDY - RCX,¥DY,X> = ~(V,¥,(V,LOL 1o+
b v LY —< [X, Y], CPLOL x>+

+HVY X, L X y

Y
a.1.12>

-1
+< VXCL.

_1 —
+<L CVYL)Y,CVXL)L

seklinde elde edilir.

Her peM igin, < , > metrigine gére, p nin bir U ci-

ccvxmx_‘i X3,Y>
1

CVYL)YD,X>—<V
i

Y

X>—<L 1

CVXL)Y,CVYL)L X>

varinda ortonormal bir €8, ... sE baz alani segebi-
liriz, &yle ki eiCi=1,2,3,...,n3 p noktasinda L nin
ozvektdrleri ve Vei = O vlsun. p noktasinda L nin dzde-
derleri kiCi=1,8,...,n> ise, p noktasinda Lei = kiei
olacagindan (1.6. 3> denkleminden eﬁ¥3 2-dudzleminin Ku

kesitsel egriligi icin

K =<KR(e ,ede,e> = c + k k., 2.1.13
1 i i 3 i LR
bul unur. (2.1.11> de X=et. Y=ej konursa p noktasinda
Ixx
Y < R(e,,ede - Rle ,elde,e> =
i, j R B LS TR R *

- -1 -
= LY CEL™ (Y Lded,e>

T L J
- BV (L CV_ L red,e>+  (2.1.13
. e . =2 i 3
3 J T
i

- -1
HE LY, Lde, ECY, LOL o=
3 3 1 i
- <L v e v oL
e, 1 e

i, i i

1e)
)
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elde edilir. Simdi (2.1.13> ifadesinin sag ve sol
taraflarini: ayri ayri hesaplayalaim. (2.1.311) esitligi
kullanilairsa (2.1.13> Un sol taraf:

IXX
L < Rle ,ede, - R(e ,elde ,e> =
R . g 3 3 L ] 3 ks
v,
= PKE Y RCe ,edle &> ~<RCe ,ede ,add=
i, A3 ) 3 1 t K ) R
= FC<k RCe,ede,L e - K.> =
L. 3 1 hj ki kY L% ]
T,
ke, T, =k, >
=L Cp= Ky T Kp = B Cc ¥ kkp=
i, ] i i, i
= TleCk -k 3K + xck E -k E> ]
Iov i Tv i 3

i,

f

feCTrLCTrL T3 one + Cn-10TrLZY -

-{nCn-1dc =+ (TrL)a - TrLa} =

1)—n} + th‘I_.2 —(TrL)a

)

c{CTridCTrL

f

. - -1 -
i?}.{"“‘x”‘fe”ﬁkj} +Ck kjj?' L =
= vek ~k Fex st

11 i

i<j

K.
&

seklinde elde edilir. Simdi de sadg tarafi hesapayalim.
Herhangi bir ZeXXM icin

<2 CVe.L)ei,Z> = 2 <ei,CVe.L)Z> = 12 <ei'chL)ei>

v 1 1 T

= TrCVZL,) = <gradICTrL),Z>

ve dolayisiyla ¥ CVe 1_.Dei = gradICTrL) elde edilir.
i i

Ayrica
-1
:;;<ve.c‘z L C‘?e'LDejb,ei') =

L 3

= <v cLlcp v Led,es=
i E,‘i- i ej 2 1
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= £ <V_ (L lgrad (Tridd.ep =
i i h
= divICL' 1gr.adICTr~L:>:>
dir. Le =¥ £ e seklinde yazalim. L., £. nin
i j L L) 1)
kofaktérleri olmak tizere, p noktasinda § CVeLDL-lei)d
i i
hesaplayalim. Bunun i¢in
<pv_ L led,» = r <L le ,cv L3> =
X e, i " i e,
1 | 1 v
= v <L le cv res= ¥ <L v e o> =
F i’ ZL i Lz ZL it
= <L tcv cLedd,e> = TLIVCE £ ed.e>=
& AR 272 N
‘-:J l"J J
=y <L lccze ded,e > = peze <L le ,e
N . 1) J 1 i . t] J v
1,) t,)
-1 -1 -1
bul unur. L es = CdetlD ijek oldugundan <L ei.ej>
igin

L le . e = <cdetld 1L e ,e> = cdetld L s
it ak k i ke ki

= cdetld L.
J\.

elde edilir. Bu ifadeyi kullanarak son egitlikten

<y ¢V L e,z = caetdy ™ gL cze >
. e 1 ij ij

T 13 i"j

= CdelL)—1CZdetL) = <CdetLD_1grad£detL.ZD

bulunur. Dolayisiyla
£ cv_LLle = Cdetld 'graddetl

T 1

dir. Buradan da
L <v_<¢p ¢v_ oLt
N e e

ed,e> =
. . 1 J
J it i

L <V_ CCdetld Lar ad detld,e>
i i

Il

div CCdetld Lar ad CdetL>d



ve

-1 -1 =
<Jz L (Vejl..'} ej. ):_’, CVei‘LD.I_. ei>

= (L:igradITrL.CdetLD-igradIdeLL>
oldudu gértiltir. Bu bagintilar yardimiyla €2.1.13> den
Tk - kd%Xk kDK =
M 3 i ij
1<}

= div. C L%ar ad Trld - di v (Cdetld ar ad detl> +
+ <L7'gr ad TrL,Cdetld ar ad detl> -

-~ F<L™%Y_ Lde ,cv_LdL %>
e, 3 e, 3

i, i i

elde edilir.
G = Yk -kd%xkk>K
i<j i 3 i) ij

ve

P = F<L™%Y_Lde ,CV_LdL'e>
. e, J e, J

i, i L
olmak tizere, (2.1.8) kullamilirsa yukardaki ifade

div (grad_Trl> - div (grad legdetld +
I II X 1

= +
+ <grad TrlL,grad 1 ogdetl> = P C )

seklinde vazilabilir.

AI birinci esas forma gdre diverjansi gdstermek

tzere,

div Cgrad TrL) - AClogdetld + V_(TrL,logdetld =

=P + (@ (e.1.14>

dir. M manifoldu ikinci esas form pozitif definit
olacak sekilde yénlendirilirse



P =Tk L %v Le,L kv e> > o0
PR e ) 1= i XX

i, i i

dir. Eger M = E™*

tarafindan verilen formidllerden birincisi elde edilir.

alinirsa ¢ = O olur ve Hasanis [2]

Eder, (2.1.8) bagintisi kullanilarak, &nceki iglem-—
lere benzer islemler yapilirsa (2£.1.10) dan

~*III IXX
IIT X Y

IXX

T X, LCVLIY> ~<[X, ¥ ], P LILX> +
(2.1.15>

IXII _ I1X _

+ ¥ CLTRD LIYY X —< ¥ CLT3YLOLYXD,Y>  —
X Y I1I Y X II1

- -1 - -1 ~
<L CVYL)Y . CVXLDLX> <L CVXL.)Y .CVYL._. LX>

elde edilir.

L._iei = kzie.-,t Ci=t,2,. ..,nd vektérleri TPCMD de
detinett esas forma gére orteonormal baz tegkil ederler.
Gercekten

<L'e ,L7%> =< LL% LL%e> =<e,e> = 6
i J 111 i ] L v
-1 III_
dir. L e vektdrleri p noktasainda © e = O oclacak se-

kilde p noktasi civarinda éi vekttr alanlarina genisle-
tilebilirler. p noktasinda e. = L"‘ei dir. (¢2.1.15) de

X = ;i v ¥ = éj alinarak p noktasinda
Y - _ _
T.< RCe ,ede - Rle ,ele ,e =
i,j L ] J i B ] 3} T IXX
ITX _ _
= ¥ < VoL v-Led,e> -
. . e, e ] v JIXI
t.) i J
ITX 2 _ _
- < V- CL (V- LOLed,e> - (2.1.16>
e.i e i j oIxx

- <Cv-LoLe, L™%9-Lde> +
e, i L= d
i 3
+ <L7'V-Lde ,cv-LdLe >}
e,l J ej 1

elde edilir. (2.1.112 1 kullanarak (2.1.168> ifadesinin



sol tarafini hesaplayalaim.

IXI1

< R€e ,ede. - RCe ,ede.,ed> =
i, % J J 1 J ] T IXIIX

T<L'RCe ,edle.,e> - [<Re .,ede.,ed> _ =
v ) J T I , T 3

o rro = it i
= Y< RCe ,edle,lLe> - Y<LRCe ,ede ,Le>
i.j i J i i, LS TR i

clup, p noktasinda éi = 1,—119,L ol dugundan

<RCe. .,edle.Le> = <RcL e ,.L7%edil e Ll e >
1 J J 1+ 1 J J 1
= ¥ % %Rte ,ede,e> = K Ck kO
r L T A ij i
ve
<LRCe ,ede.le> = <LRCL e ,L e oL e ,LLe>
1 J J 1 1 j J 1

n

= k %k %RCe ,ede ,Led> = K k2
1 J i J J 1 L |

bulunur. Dolayisiyla
IIx

T< R(e ,ede - Rle ,ede_,e> =
iLj L ] J i J ] L IXII

= $ek, - kO%k k>
L 1 J r 1}

elde edilir.
Simdi de €(2.1.162 nin sad tarafini hesaplavalim.

- - _ L -1 - -1 _
F (.Ve LDLei = }: CVL 1eiL)LL e z LVe‘LDI_. e
t

X 1

1

= CdetL:a"gradIdetL = grad logdetL
olup, ayrica (1.6.4) kullanilarak

<L (V=-1ded, 2 =<F L v-Led L' =
i ei 8 i ei. 1 IIX

IXIX

- <L LC v L™ed, L7 =
i i

]

xx I
- <y Ccv,, L De‘_D.e,l>I = - Tr( VZL 3 =
i

zZ 1T

-ZcTrL ™ = <—gradITrL".z>
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bulunur. Buradan da §f € V; L> ;i = -gr adITr L™ elde
i .

1

edilir. Bu bagintilar (2.1.18) da kullanilarsa

- ek - kd>Hk k> =
i<j L J v 1)

IIX ) e -

= }S( vé,-_c -L gradITrL )'ei.)n:—

ITI
- L<Vvg CL—zgradIl ogdetL).ej> -

-

i i .

- <grad logdetlL, —L—igradIC TrL ™ +

+ Tk <L™%v-Lde ,L%v-Lde>
i e, i e jIx

i.J i i

elde edilir.

ZK;

- o A
Q LCk, - k2%Ck k7K

1<)
ve
P = Lk<L™%v-Lde,L™CV-Lde> > O
A R e, J e, J IXI
i, i i
olmak UHzere, C1.8.12 ve C1.8.2> kullamilairsa yukardaki
ifade

div__Cgrad_ TrL™) + div__(Cgrad_ leogdetld -
IIX II IXII IXX

-a - =
<gr~adnTr~L ,gradnlogdet,l..>n =P + g

seklinde yazilabilir. AIII tictincll e=zas forma agdre

laplasiyeni adstermek Hzere, son esitlikten

div__Cgrad_ TrL™ - A _(Clegdetld -
IIX II IIX

- vIICTrL“,logdetw =F +Q Ce.1.17

bulunur. Eger M = E’."'+1 alinirsa ¢ = 0 elde edilir ve

Hasanis [2] tarafindan verilen formifllerden ikincisi elde

edilir.
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2.2. Ezas ESonuclar:

Teorem: ¥+ n-boyutlu, didzgin, irtibatla, kompakt ve
yénlendirilebilir bir M manifoldundan, (n+1)-boyutlu,
duzgtin, irtibatli ve sabit ¢ kesitsel edrilikli bir M
manifoldu icine izometrik bir daldirma olsun.M nin bitun
£-11 dizlemlerdeki K kesitsel edriligi, ¢ < O durumunda

veya ¢ 2 0 iken K > ¢ durumunda negatif dedilse

id ;5 v CTrL,logdetlddM = O,
ii> }g vncrrL".detL:)dM <0

dir. Cid ve (1id esitsizliklerinin egitlik haline don-
Usmesi, ancak ve ancak, ¢ =z O iken f'nin total ombilik
olmasi veya ¢ < O iken f nin ya total ombilik yva da M
nin her noktasinda L nin farkli sabit iki dzdederinin
olmasi halinde mimkindtr.

Ispat: Hiptezden dolayi her i,j icin kﬁﬁ > O dir.
Bunun dogru oldudunu su gsekilde gfsterebiliriz;
id c < O olmasa durumu:
K =¢+%kk =20 & kk =2 —-c¢c > O,
ij i) i)
dolayisiyla kJ% > O dar.

iid> = 0 ve KH > O olmasi durumu:

c
K1j= o + ki-k\i > e # kikj > 0 dar.
Boylece ki# O Ci= 1,2,....,nd) oldugu gériiltir. Delayisiylia
detl. # O olup, tcincld esas form M manifoldu Hzerinde
bir metrik tanimlar. Ayrica M manifeldu ki > O olacak
sekilde ybnlendirilirse ikinci esas form bir metrik ta-
nmlar. (2.1.14> 4 M Uzerinde birinci esas forma gére

integre edelim. Buna gére,
I\E {di v,Cgrad TrL) - A Clogdetl) +

+ V_CTrL,logdetl) bdM = }£ CP + QOdM.

P >0 ve @Q 2 dir. Diverjans tecremi kullanilirsa
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fg di vI{CgradnTrL:’ - grad ClogdetlD baM = 0

bulunur. Dolavisivyla

&v CTrL,logdetl> }dM = J;(P + @Q>dM = 0O
IX II
elde edilir. Buradan da

}£ V. C(TrL.logdetlddM = O ce.2.8d

Sonucuna varilar. Benzer sekilde (2.1.173 M Uzerinde

tUotined forma gére integre edelidse

J;{div Carad_TrL™ - A Clogdetld -
IIX II IIX

- V. CTrL ™%, logdetld jdM = i& CF + QdM__ .
II IIX IIX

Pz=0 ve ﬁ z O elde edilir. Diver jans tecremi ve

€1.8.3) kullanmilirsa

—}g v, (TrL™,1ogdetlddetLdM = Jj CP + @adM_2 0

ve buradan da

ig vn(:'rrL“.detLbdM < 0 2.2.3

elde edilir. (2.2.1) dekl egitsizlidgin esitlige dénts-
mesi durumunda
}£CP+Q>dM=o ve }!;Cl?’+§)dM=O

bulunur. Buradan da P =0 , F = 0O, Q@ = 0 ve 5 = O sonu-
cu ¢ikar. P = O ve P = O olmasy icin VL = O olmalidir.
VL = 0 olmasi L nin tzdegerlerinin sabit oldugunu
gdsterir. Q = 0 ve Q = O olmasindan ¥V i,J igin

) k- kD% =0 Ce. 2. 4
v 1 LR}

elde edilir.



Eer ¢ = O ise, ktkj> 0 oldugundan

K,=ec+kk >0 ve C2.2.4> den deCk - kiaz =0

elde edilir. Buradan da k= k= k_=... = k_ = k =sabit

oldugu gértiltir. V¥V xeM icin L = kI (I : birim matrisd
n+a

oldudundan f total ombiliktir. ¢ ¢ = O ise M, E

icin de bir hiperkiiredir [2]> Eger ¢ < O ise, [3] ye
gdre , f ya total ombiliktir, ya da M nin her noktasinda
L nin farkli sabit iki &zdedgeri wvardir. ¢ < O olmasa
dur umunda Ku = c + kJ% =0 olabilir. (2.2.4> den
bttn i,§ 'ler iein Ck, —kj)z = 0 ise

k1= k2= k3=... = kn = k =sablit elde edilir ki, bu da

f nin total oembilik oldugunu ifade eder. En az bir

i = J i¢in k.l# kj icse f total ombilik degildir. &1 mdi
de f total ombilik degilse L nin farkli iki sabit &zde-

degerinin varligini gésterelim. M nin her x noktasinda

L nin &zdederleri kiz kzz ksa... = kn seklinde olsun.
Kii_ c
= = < > = ]
Kxj lc1kj + 2 kj -—-I’i_— > 0 Ci= 1,2,...nd

ki ler biytikldk sirasina gdre yazilirsa

K1z— F K:a~ e K1n“ =
> > ... >

k1 = }1 > .= —-_E:__ > O
ve K =2z K = _...2zK elde edilir. Farzedelim ki p,

12 13 in
lip > 0 wve Kqﬁ1= 0 olacak sekilde en blUytk tamsaya
olsun. (2.2.4> de

ck - k3% =0 1 <£3=p

i J 1j

alimirsa k1= k2= .. = kp = k elde edilir. x noktasa
ombilik olmadigindan p # n dir. Ayrica yine (2. 2.4) de
K1p+1= K1p+2= ce. = Kin = 0 vyani c + l<:1l»:’b_'_1 = 0
bul unur. Buradan
kp+1 = kp+2 = ,..= kn = —cxk‘ bul unur. Bu da L nin,

her xeM noktasi civarinda biribirinden farkli sabit iki
tzdederinin var oldugunu ispatlar [ l..] a

Isplatlanan bu tecremden asafgidaki sonuclar elde

edi{lir.
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Sonuc 1: f :M —> MCe) tasviri bir M ovaloidinden
(n+1d> boyutlu bir MCcd uzay formuna bir izometrik dal-~
dirma clsun. Eger TrL, TrL™? ve detL fonksl yonlarindan
biri sabit ise ¢ = O icin (M) total ombiliktir veya

¢ € 0 igin fCM> ya total ombiliktir, ya da L nin farkla
sabit iki 8dzdegeri wvardair.

I=zpat: TrL veya detl. den herhangi biri sabit ise
v, (TrL,logdetld>dM = O dir. Dolayisiyla AFP + QdM = O

elde edilir. Buradan da P =0 , Q = O olur. Eger TrL™t
sabit olursa VHFTTLfi.deLLDdM= O ve dolaylélyla
é CP + @dM = O elde edilir. Buradan da P =0, @ = O

bulunur ki, yukardaki tecrem geredgince, teoremin dogru

oldudu hemen gdriltr.

Sonuc 2: f :M —> MCeY bir M ovaloidinden MCed
manifoldu icine
bir izometrik daldirma olsun. A = TrL? cp= -1 , 12

ve B = detl fonksiyonlari, 8§/aAp ve 6%B den en az
biri heryerde sifirdan farkli ve p(@@/éAp?Cé@/aB) = 0O
garti altinda §CAP.B) 0 seklinde bir fonksiyonel
bagintiyi gerceklerse ¢ 2 O ic¢in fCM) total ombiliktir
veya ¢ < O icin fCM) vya total ombiliktir ya da L nin
farkli, sabit ikl &zdederi wvardir.

I

Ispat: @CAP.BD = O dan diferansiyel alinirsa
CO5/8A Dgrad_ A + (0%-8Bdgrad B = O
[=) I p I

elde edilir. Caﬁ/ﬂAp? # O kabul edersek Cbenzer
sekilde €(43-9B> = 0 alinarakda ispat yapilabilird
grad A = - ((#%/8BdD~- C8%E-8A Ddgrad_ B vazilabilir.
I p fe) & 4

anAp'Ap) = 0 oldugundan

0 £ V. CA ,AD = <grad_ A ,grad_A > =
i p T p & g I o Ix

= (graquAp.— CCa2 aBD ~ Céﬁ/aApDDgradnﬁ>n



]

- CCHB/BBD/ CHB/PA DOV _CA BD
T Tp

~pCCATF/IBY / COBOA IDpV_ _CA B
P e

]

elde edilir. pC(C8F-8Bd~ C 8&5/6Ap’) 3= 0 oldudundan

pVHCAp.B > 20 (2. 2.8>
sSonucuna varilar. p=-1 ve p =1 1i¢in ayri avyria
vazilir ve (2.2.1) esitsizlikleri kullanilairsa

LE v, CTrl,logdetlddM = O

ve
}5 VHCTrL".detLDdM =0

bulunur. Yukarida ispatlanan tecrem geredince ispat

tamamlanm s olur.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Hasanis [2] tarafindan (n+id-boyutlu
Euclid uzayinin konveks hiperytlizeyleri icin vermis ol-
dugu formiillerin, bir uzay formun konveks hiperylizeyle—-

rine genellestirilmesi yapilmistar.

Uzay formun bir M konveks hiperytizeyinin tciinci
esas formuna gdre Riemann konneksiyonu; bu konneksiyona
bagl: egrilig' tensdr alani ve birinci ve tictnctt esas
formlara gore egrilik tenstrleri arasindaki iliski elde

edilmistir.

7, n-boyutlu, dtizgin, irtibatli, kompakt ve y&nlen-—
dirilebilir bir M Riemann manifoldundan, (n+i1d-boyutlu,
diizgtin, irtibatls ve sabit ¢ kesitsel egrilikli bir M
Riemann manifoldu icine izometrik bir daldirma olsun.

M nin herhangi bir 2-dtizlemdeki K kesitsel. egriligi,
c < 0 clmasy durumunda veya c 2 O iken K >c olmasi duru-
munda neéatif degilse

ig v (TrL,logdetLddM 2 O, 1& VHCTrL",detLDdM <0

dir. Bu esitsizliklerinin esitlik haline dontsmesi,
ancak ve ancak, ¢ 2 O iken f’'nin total ombilik olmasa
veya c < O iken f’'nin ya total ombilik ya da M nin her
noktasinda L nin farkli sabit iki Szdegerinin var olmas:i

halinde miimktindtir.

Ozel olarak, Tri, 'I'rl_.—1 ve detlL fonksiyonlarindan

herhangi birinin sabit olmasi halinde yukaridaki integ-
ral esitsizliklerin esitlik haline dontistugi gédriilmiistir.

Sabit egrilikli Riemann manifoldlarinin ayni zaman-~
da bir Einstein manifoldu oldugu bilinmektedir. Buna
gére c¢alismada ele alinan problem sabit egrilikli
Einstein manifoldlari i¢in dogrudur. Calismada ele ali-
nan problemin Einstein manifoldlarinin konveks hiperyt-

zeyleri icin gecgerli olup olmadig: arastiralabilir.
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