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Bu tez ¢alismasinda, ilk dnce birinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli Fredholm
integro-diferansiyel denklem igin bir baslangi¢ deger problemi ele alinmustir. Siirekli
problemin 6zellikleri verilmis, kalan terimi integral formunda olan ve baz fonksiyonu
iceren kuadratiir formiilleri kullanilarak diizgiin ve Shishkin sebekelerde fark semasi
olusturulmugtur. Yaklagik ¢oziimiin kesin ¢ozlime &—parametresine gore diizgiin
yakinsak ve yakinsama hizinin diizgiin sebekede birinci mertebeden, Shishkin
sebekede ise ikinci mertebeden oldugu gosterilmistir. Ardindan, ikinci mertebeden
singiiler pertiirbe 6zellikli Fredholm integro-diferansiyel denklem igin sinir deger
problemi ele alinmistir. Siirekli problemin 6zellikleri verilmis, kuadratiir formiilleri
kullanirak diizgiin ve Shishkin sebekelerde fark semasi olusturulmustur. Yaklasik
¢cozlimiin kesin ¢oziime & — parametresine gore diizgiin yakinsak ve yakinsama hizinin
diizgiin sebekede birinci ve ikinci mertebeden, Shishkin sebekede ise ikinci mertebeden
oldugu gosterilmistir. Son olarak, self-adjoint olmayan ve sifirinci mertebeden
indirgenmis denklemli ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli Fredholm integro-
diferansiyel denklem icin smir deger problemi ele alinmistir. Siirekli problemin
ozellikleri verilmis, kuadratiir formiilleri kullanirak Shishkin sebekede fark semasi
olusturulmustur. Yaklasik ¢ozlimiin kesin ¢Oziime &—parametresine gore diizgiin
yakinsak ve yakinsama hizinin ikinci mertebeden oldugu gosterilmistir. Sunulan
yontemler ayri ayri niimerik 6rnekler ile desteklenmistir.
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Anahtar Kelimeler: Diizgiin yakinsaklik, Fredholm integro-diferansiyel denklem,
Kesin fark semasi, Shishkin sebeke, Singiiler pertiirbasyon, Sonlu fark metodu



ABSTRACT

PhD Thesis

UNIFORM NUMERICAL METHODS FOR FIRST AND SECOND ORDER
SINGULARLY PERTURBED INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

Muhammet Enes DURMAZ

Erzincan Binali Yildirim University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

In this thesis, firstly, the initial value problem for first order singularly perturbed
Fredholm integro-differential equation is discussed. The properties of the continuous
problem are given, the difference scheme using the quadrature formulas with the
remainder term in integral form and containing the basis functions is created in uniform
and Shishkin meshes. It has been shown that the approximate solution is uniform
convergent according to ¢ — parameter to the exact solution and the rate of convergence
is of the first order in the uniform mesh and the second order in Shishkin mesh. Next,
the boundary value problem for the second order singularly perturbed Fredholm
integro-differential equation is discussed. The properties of the continuous problem are
given, the difference scheme using the quadrature formulas is created in uniform and
Shishkin meshes. It has been shown that the approximate solution is uniform
convergent according to ¢ — parameter of the exact solution and the rate of convergence
is of the first order and the second order in the uniform mesh and the second order in
Shishkin mesh. Finally, boundary value problem for second order singularly perturbed
Fredholm integro-differential equation with zeroth order reduced equation and non-
self-adjoint form is discussed. The properties of the continuous problem are given, the
difference scheme using the quadrature formulas is created in Shishkin mesh. It has
been shown that the approximate solution is uniform convergent according to ¢—
parameter to the exact solution and the rate of convergence is of the second order. The
presented methods are supported by various numerical examples.
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1. GIRIS

Evrende bir¢ok olay bazi parametrelere gore anlik degisim gostermektedir. Ortaya ¢ikan
bu anlik degisime uygulamali bilimlerde pertiirbasyon teorisi denir. Teoriyi literatiire
kazandiran kisi, 12 Agustos 1904 yilinda Almanya’nin Heidelberg kentinde diizenlenen
3. Uluslararas1 Matematik Kongresinde ¢ok az siirtiinme ile akigkanlarin hareketi iizerine
baslikli on alt1 sayfalik sunumunda sinir katmani kavramini ve bunun stiriikleme ve
aerodinamik hale getirmek i¢in 6neminden bahseden Ludwig Prandtl olmustur (Prandtl,
1905). Pertiirbasyon teorisi, regiiler ve singiiler pertiirbasyon olarak ikiye ayrilir. Bu
calismada singiiler pertiirbe 6zellikli problemler ile ilgilenilecektir. Bu tip problemler, en
yiikksek mertebeden tiirevlerin katsayilarinin pozitif kiigiik bir parametre oldugu
problemler olarak bilinmektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii, tanim bolgesinin bazi
kisimlarinda hizli ve diizensiz, bazi kisimlarda ise yavas ve diizenli degisir. Hizl
degisimin oldugu sinir katlarinda ¢oziimiin tiirevleri siirsizdir (Doolan vd., 1980;
Nayfeh, 1993; Barbu ve Morosanu, 2007; Shishkin ve Shishkina, 2008; O’Malley, 2013;
Roos vd., 2014; Madhu, 2016). Bu nedenle klasik niimerik metotlar ¢oziimiin ani degistigi
yerlerde kararsizlik gosterir ve uygulanmasi objektif sonuglar vermez, ¢ilinkii sinir
katlarinda ¢oziime daha kesinlikli yaklasilmasi beklentisiyle sebeke adimlar kiigiiltiilse
dahi nlimerik ¢6ziim kesin ¢oziime genelde yakinsamaz. Bu 6zelliginden dolay1 bu tip
problemlerin ¢dziimii igin & — parametresine gore diizglin yakinsaklik 6zelligini tastyan

niimerik metotlarin kullanilmasi biiylik 6nem tagimaktadir.

Integral denklemler kisaca, u(x) bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda

bulundugu denklemler olarak adlandirilir. Bu ifade yeterli ve kapsayici bir tanim degildir.
Bu sebeple integral denklemlerini kendi smifi icinde degerlendirmek gerekir. Integral
denklemler onceleri diizensiz ve rastgele ¢aligilmistir. 19. yilizyilin baslarindan itibaren
sistemli ve etkin bir sekilde ¢alisilmaktadir. Uygulamali matematik, fizik ve miithendislik
uygulamalarinda genis bir ¢calisma sahas1 mevcuttur. 1823 yilinda mekanik bir problem
tizerinde calisirken integral denkleme tesadiifen rastlayan Abel, denklem ile tanisan ilk
bilim insanidir. integral denklem terimini ilk kullanan 1888 yilinda De Bois Reymond
olmustur. Sonraki donemler de bir¢ok bilim insani tarafindan calisilmistir. italyan
matematik¢i Vito Volterra 1887 yilinda yaptigi ¢alismada integral denklemler teorisinin
gelisimine 6nemli katki sunmustur. integrasyon limitlerinden en az birinin degisken

oldugu yeni 6zel bir integral denklem tanimlamistir. Bu denklem, literatiire Volterra
1



integral denklemi olarak gec¢mistir. Benzer bir teori de 1903’te Eric ivan Fredholm
tarafindan yayilanan bir makalede, integrasyon limitlerinin her ikisinin de sabit oldugu
yeni 6zel bir integral denklem tanimlamistir. Bu denklem de literatiire Fredholm integral

denklem olarak ge¢mistir (Aksoy, 1998).

Matematik, fizik ve miihendislikte bazen tek bir denklem ile ifade edilemeyen problemler
vardir. Bu ylizden bu tip problemler birden fazla bilinmeyen fonksiyon igeren integral,
diferansiyel veya bunlarin birlesimi ile olusan integro-diferansiyel denklemlerin bir

butiinu olarak ifade edilebilirler.

Integro-diferansiyel denklem kisaca, u(x) bilinmeyen fonksiyonunun hem integrali hem

de tiirevlerini iceren fonksiyondur. Integro-diferansiyel denklemler de integrasyon
limitlerine gore Volterra integro-diferansiyel ve Fredholm integro-diferansiyel denklem
(FIDD) olarak siniflandirilir.

Bu tez ¢alismasinda singiiler pertiirbe 6zellikli Fredholm integro-diferansiyel denklem

(SPFIDD) iizerine ¢alisiimustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonraki kaynak 6zetleri boliimiinde

literatiir taramas1 yer almaktadir.

Ucgiincii  boliimde tez igerisinde kullanilan temel tanim, teorem ve notasyonlar

bulunmaktadir.

Dérdiincii boliimde, ilk olarak, birinci mertebeden lineer SPFIDD igin baslagic deger

problemi
Lu:=eu'+a(x)u +l.:|;K(x,s)u(s)ds =f(x), xe(0,1],

u(0)=A

ele alinmigtir. Burada ¢ e(O,l] pertiirbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)za>0, f(x) (XE[O,']) ve K(xs) ((X,S)G[O,I]X[O,I]) yeterince diizgiin

fonksiyonlardir. Bu problemin U(X) ¢cozlimi, kiiglik & degerleri igin X=0 civarinda



smir katina sahiptir. Dordiincti bagligin ilk alt basliginda ilk olarak problemin diizgiin

sebeke tizerinde O(h) kesinlige sahip fark semasinin olusturulmasi, kararlilik,

yakinsaklik ve niimerik sonuglari ayri1 ayri incelenmistir. Dordiincii bashigin ilk alt

bashiginda ikinci olarak problemin pargali diizgiin sebekede (Shishkin mesh)

O(N‘2 In N) kesinlige sahip fark semasinin olusturulmasi, kararlilik, yakinsaklik ve

niimerik sonuclart ayr1 ayr1 incelenmistir.

Daha sonra, ikinci mertebeden lineer SPFIDD igin sinir deger problemi

Lu :=—gu”+a(x)u+/1.:[K(x,s)u(s)ds =f(x), xe(0l),

ele alinmigtir. Burada ¢ E(O,l] pertiirbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)za>0, f(x) (Xe[O,I]) ve K(x,s) ((X,S)E[O,|]X[0,|]) yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. Bu problemin u(x) ¢oziimi, kiigiik & degerleri igin X=0 ve x=I

civarinda iki smir katina sahiptir. Dordiincti bashigmn ikinci alt bagliginda ilk olarak

problemin diizgiin sebeke lizerinde O (h) kesinlige sahip fark semasinin olusturulmasi,
kararlilik, yakinsaklik ve niimerik sonuclari ayr1 ayri incelenmistir. Dordiincii baghigin
ikinci alt bashgnda ikinci olarak problemin diizgiin sebekede a'(0)=a’(l)=0,
K (X,O) =K (X,l) =0 sartlarn altinda O(hz) kesinlige sahip fark semasinin

olusturulmasi, kararlilik, yakinsaklik ve niimerik sonuglar1 ayri ayri incelenmistir.

Dordiincii bagligin ikinci alt baglhiginda ti¢iincii olarak problemin pargali diizgiin sebekede

(Shishkin mesh) O(N’2 In N) kesinlige sahip fark semasmin olusturulmasi, kararlilik,

yakinsaklik ve niimerik sonuglar1 ayr1 ayr1 incelenmistir.

Ucgiincii olarak, konvektif terim iceren ikinci mertebeden lineer SPFIDD igin sinir deger

problemi
Lu:=&’u"+ea(x)u’—b(x)u +A|!K(x,s)u(s)ds =f(x), xe(0,l),

3



ele alinmistir. Burada ¢ € (0,1] bir pertiirbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)20, b(x)2p>0, f(x) (xe[0l]) ve K(x5) ((x5s)e[0,1]x[0,1]) baz
diizgiinliik kosullarin1 saglayan yeterince diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda bu
probleminin U(X) ¢oziimii, kiiglik & degerleri i¢in X=0 ve x=I civarinda iki sinir
katina sahiptir. Bu problemin pargali diizgiin sebekede (Shishkin mesh) O(N‘2 In? N)
kesinlige sahip fark semasinin olusturulmasi, kararlilik, yakinsaklik ve niimerik sonuglari

ayri ayri incelenmistir.

Sonug boliimiinde tez de yapilan galismalar1 6zetleyen sonug¢ ve Oneriler kismi yer

almaktadir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bir¢ok bilimsel ¢aba, nedenler ve sonuglar arasindaki iliskiye yoneliktir. Sebep kiiclik
etki bliyiik oldugu zaman bu durum daha merak uyandirict hale gelir. Singiiler pertiirbe
Ozellikli problem (SPP) de bu sebepten oldukga ilgi duyulan bir alan olmustur. Bu
problem fen bilimleri, tip, mithendisligin gesitli alanlar1 ve benzer bilim dallarinda ortaya
cikmaktadir. Ornegin; reaksiyon difiizyon siirecleri, elastik kuantum mekanigi, niikleer
reaktorler, aerodinamik, akiskanlar dinamigi, akiskanlar mekanigi, artirilmis gaz
dinamik, plazma dinamik, manyetik dinamik, kiitlenin hareketi, 151k yayan dalgalar,
plastik, osinografi, meteoroloji, iletisim hatlari, yayilma teorisi, elektrik akimi, niifus
artisinin birka¢ modeli, kalitsal olaylarin matematiksel modeli v.b. (Doolan vd., 1980;
O’Malley, 2013; Skellam, 1991; Nayfeh, 1993; Kevorkian ve Cole, 1996; Farrell vd.,
2000; Miller vd., 2012; Roos vd., 2014). SPP’lerin ¢6ziimiinde kullanilan iki tiir yaklagim
vardir. Bunlar, niimerik ve asimptotik ¢oziim yontemleridir. Bu tiir problemlerin
¢Oziimiinde niimerik metotlar olduk¢a 6nemli yer tutar. Kiiglik & parametre degerleri igin
bu tilir problemleri ¢ézmek icin standart niimerik metotlar kararli olmadigindan kesin
sonug vermezler. Bu nedenle uygun niimerik metotlar gelistirmek 6nemlidir. SPP’ler ve
bunlarin niimerik analizi hakkinda daha detayli bilgi i¢in (Bakhvalov, 1969; Doolan vd.,
1980; Farrell vd., 2000; Amiraliyev ve Duru, 2002; Kadalbajoo ve Patidar, 2002;
Boglaev, 2004; Shishkin ve Shishkina, 2008; Kadalbajoo ve Gupta, 2009; Roos vd.,
2014) referanslarina bakilabilir. Ayrica SPP’lerin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi ile ilgili
caligmalar (Nayfeh, 1993; Kadalbajoo ve Patidar, 2002; O’Malley, 2013) tarafindan
yapilmistir.

Tek bir denklem bazi problemleri ifade edemeyebilir. Bu tiir problemler, birden ¢ok
bilinmeyen fonksiyon igeren integral, diferansiyel veya bunlarin birlesiminden olusan
integro-diferansiyel denklemler ile ifade edilebilirler. Integro-diferansiyel denklemler,
radyasyon problemleri, buz sekillendirme islemi, ila¢ emilimi, 1s1 iletimi,
termoelastikiyet, mekanik, ekonomi, astronomi, niifus dinamigi, elektromanyetizma,
opsiyon fiyatlama modeli, viscoelasticity, dalgalarin kirinimi ve nétron diflizyonu gibi
birgok bilim uygulamalarinda 6énemli rol oynamaktadir (Bloom, 1980; Kythe ve Puri,
2002; Cont vd., 2004; Rama ve Ekaterina, 2005; Polyanin ve Manzhirov 2008; Larsson
vd., 2015; Brunner, 2018). Ayrica integro-diferansiyel denklemlerin varlig1 ve tekligi ile

ilgili ¢alismalar bir¢ok bilim insani tarafindan yapilmistir (Balachandran ve Uchiyama,
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2007; Xie, 2012). integro-diferansiyel denklemlerin biiyiik bir kismi iyi bilinen kesin
yontemlerle ¢oziilemez. Bu nedenle literatiir taramasi yapildiginda bu denklemleri

¢Ozmek i¢in yiiksek kesinlikli niimerik yontemlerin kullanildig1 goriilmektedir.

Zhao ve Corless (2006)’da farkli smir kosullarma sahip FIDD’i ¢dzmek icin besinci
mertebeden kesinlikli kompakt sonlu fark yontemi {izerinde ¢alismislardir. Adel vd.
(2017)’de FIDD’i ¢6zmek igin uyarlanabilir bir sonlu eleman semasi sunulmustur. Xue
vd. (2018)’de FIDD’i i¢in daha yiiksek kesinlik ve yakinsak 6zelliklerle istenilen sonucu
elde etmek i¢in ¢ekirdek teorisine dayanan yeni bir yontem gelistirmislerdir.
Tiirkyilmazoglu (2014)’te zayif veya giiglii bir ¢ekirdek fonksiyona sahip yiiksek dereceli
lineer FIDD’lerini ¢6zmek igin etkili bir yontem sunmustur. Ayrica bircok bilim insanu,
Legendre-Galerkin yontemi (Fathy vd., 2014), Chebyshev siralama yontemi (Akyiiz ve
Sezer, 1999), dalgacik yontemi (Danfu ve Xufeng, 2007), Adomian ayristirma yontemi
(Vahidi vd., 2009), Legendre siralama yontemi (Yalginbas vd., 2009), sinc siralama
yontemi (Mohsen vd., 2007), Tau yontemi (Hosseini ve Shahmorad, 2005) gibi FIDD’ler

icin etkili yontemlerin gelistirilmesine odaklanmistir

FIDD’ler ile ilgili yukarida bahsedilen ¢alismalar regiiler durumlar igin yapilmistir. Yani;
sinir tabakasinin bulunmadigi denklemlerdir. SPFIDD’lerin niimerik ¢dziimiine ydnelik
calismalar heniiz yaygin degildir. SPFIDD’ler ile ¢6ziimiin biiyiik egimler i¢erdigi birgok
bilimsel uygulamada yaygin olarak karsilagiimaktadir. Yakin zamanda, (Amiraliyev vd.,
2018)’de birinci mertebeden SPFIDD i¢in diizgiin sebeke iizerinde birinci mertebeden

diizgiin yakinsak issel fark semasi sunulmustur. (Amiraliyev vd., 2020)’de birinci

mertebeden SPFIDD igin parcali diizgiin sebeke (Shishkin mesh) {izerinde O ( N~ZInN )

kesinlikli fark semasi elde etmislerdir. (Amiraliyev vd., 2021)’de ikinci mertebeden

SPFIDD icin diizgiin sebeke iizerinde O(h) kesinlikli fark semasi sunmuslardir.

(Durmaz ve Amiraliyev, 2021)’de ikinci mertebeden SPFIDD icin parcali diizgiin sebeke
(Shishkin mesh) tizerinde ikinci mertebeden diizgiin yakinsak bir fark semas: elde
etmislerdir. Literatiir taramas1 yapilinca SPFIDD’ler icin ¢cok az calisma ile karsilasilirken
singiiler pertiirbe &zellikli Volterra integro-diferansiyel denklem (SPVIDD) i¢in daha ¢ok
ilgi oldugu gozlemlenmistir. (Amiraliyev ve Sevgin, 2006)’da lineer bir SPVIDD’in
niimerik ¢6ziimii i¢in diizglin sebeke iizerinde & parametresine gore birinci mertebeden

diizgiin yakinsak bir niimerik yontem sunmuslardir. (Sevgin, 2014)’te lineer olmayan bir



SPVIDD’in niimerik ¢dziimii i¢in Bakhvalov sebeke iizerinde & parametresine gore
diizgiin yakinsak niimerik bir yontem tiiretmis ve maksimum normda ikinci mertebeden
kesinlige sahip oldugunu géstermistir. (Kudu vd., 2016)’da gecikmeli SPVIDD’in
niimerik ¢Ozlimii parcali diizgiin sebeke (Shishkin mesh) iizerinde kapali sonlu fark
semasl elde etmislerdir. (Amiraliyev vd., 2019; Yapman vd., 2019)’da diizgiin sebekede
birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan gecikmeli SPVIDD’i i¢in birinci mertebeden
diizgiin yakinsakliga sahip fark semalar1 sunmuslardir. (Amiraliyev ve Yapman, 2019)’da

diizgiin olmayan sebekede birinci mertebeden lineer gecikmeli SPVIDD’i igin

@) ( N7*InN ) kesinligine sahip iissel fark semasi sunmuslardir. (Yapman ve Amiraliyev,

2020)’da pargali diizgiin sebekede (Shishkin mesh) birinci mertebeden lineer SPVIDD
icin O(N ZIn N) kesinligine sahip uygun fark semasmi kurmuslardir. SPVIDD’ler ile
ilgili detayli olarak (Kauthen, 1997; Salama ve Evans, 2001; Bijura, 2002; Saadati vd.,
2008; Iragi ve Munyakazi, 2018; Iragi ve Munyakazi, 2020; Mbroh vd., 2020)

calismalarina ve bu ¢alismalarin referanslarina bakilabilir.



3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Pertiirbasyon Teorisi

P , yeterince kiiglik ¢ parametresine bagl bir problem olmak iizere, bu problemde & =0
alindiginda olusan yeni P, problemine uygun indirgenmis problem denir. P, problemi ile
P, indirgenmis problemi ayni mertebeden ve her iki problemde bir tek ¢oziime sahip ise
P_ problemine regiiler pertiirbe ézellikli problem denir. Aksi durumda ise SPP denir

(Miller vd., 2012; Amirali I. ve Amirali G., 2018).

Ornek 3.1.

baslangi¢ deger problemi ele alinsin. Bu problemin kesin ¢éziimii
u(x)=e"

seklindedir. U(X) ¢dziimiinii & ’un artan pozitif kuvvetlerine gére
1 2,2
u(x):l—gx+53 XF—...

gibi bir seri ile ifade edilmektedir. Ayrica keyfi X, € [0,1] sabiti igin

limlimu(x)=1, limlimu(x)=1

X=Xy £é0 -0 X=X

oldugu goriiliir. indirgenmis problem ana problem ile ayni1 mertebeden olup, ¢dziimii
U (X) =1 seklindedir. Dolayisiyla ele alinan bu baslangi¢ deger problemi regiiler pertiirbe

ozellikli problemdir.

Ornek 3.2.

eu'(x)+u(x)=0, 0<x<1,
8



seklindedir. Buradan & ’a bagli olmayan keyfi X, € (0,1] sabiti i¢in

limlimu(x)=0, limlimu(x)=0

X=Xy €0 0 X=X,

oldugu goriiliir. Fakat tekrarli limitlerin esitligi X =0 noktas1 i¢in s6z konusu degildir.

Yani;

limlimu(x)=0, limlimu(x)=1

x—0 >0 >0 x>0

seklindedir. Bu tiir esitsizlikler singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemlere has

bir 6zelliktir. Baslangi¢ ve sinir katinin varliginin bir belirtisidir. Boylece problem X =0

noktasinda bir baslangi¢ katina sahiptir. Uygun indirgenmis problemin ¢6ziimii U, (X) =0

seklindedir. Bu durum baslangi¢ sartini1 gereksiz kilmaktadir.

e ¢
® -
® =
® &
® £

OO N
o=

Doooo
=

Sekil 3.1. SPP’in ¢ozliimiiniin & ’a gore degisimi

Sekil 3.1°de goriildiigii gibi ¢ kiiciildiikge grafik egrisi koordinat eksenlerine daha fazla

yaslanmaktadir.



3.2. Fredholm Integral Denklem

f(x) ve K(x,s) bilinen fonksiyonlar, x ve s [a,b] araliginda degerler alabilen reel
degiskenler, A reel bir parametre ve u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere, integral

sinirlar1 sabit olan

b

u(x)—iJK(x,s)u(s)ds= f (x)

denklemine ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi denir (Krasnov vd., 1971).
Burada K (x,s) fonksiyonuna integral denklemin cekirdegi denir. K(x,s) cekirdegi
(X,S) diizleminin bir Q{aé X<bh,a<s< b} karesi lizerinde tanimlanmistir. Ayrica

K(x,s) gekirdegi ya siireklidir ya da siireksiz noktalarmda

D ey T

b
H K (x.s)\2 dxds

iki katli integralinin sonlu bir degeri vardir (Cerit, 1976).

3.3. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[0,|] araliginda sonlu sayida olusan pargalanisa sebeke denir. Sebeke de x; diiglim

noktalarinda tammlanmis g; = g (%) fonksiyonuna sebeke fonksiyonu denir (Samarskii,

2001).

3.4. Diizgiin ve Diizgiin Olmayan Sebeke

[0, I] araliginda diiglim noktalar1 esit aralikli ise

@y :{xi =ih, i=1...,N; h=|—}
N

ifadesine [0,|] arahiginda tanimlanan diizgiin sebeke denir. Burada h sabitine sebeke

adimi denir. Ayrica [O, |] araliginda tanimlanan

10



Dy ={0=X) <X <X, <o <Xyy <Xy =1, h =% -}

ayrik noktalar kiimesine ise [O, I] araliginda tanimlanan diizgiin olmayan sebeke denir.

Burada h, ifadesine sebeke adumi denir (Samarskii, 2001).

3.5. Sebeke Normlari

[0,1] araliginda tanimli

g ()|

[9l.. =l18ll. 1o =l19lcjo,y = max

0<x<l

ifadesine g(x) fonksiyonunun [0,1] araligindaki maksimum normu denir (Isaacson ve

Keller, 1994).

||g|| — (r)na>N<|g,| ifadesine diizgiin ve diizgiin olmayan sebekelerde maksimum normun
*® <i<

fark benzeri denir (Isaacson ve Keller, 1994).

3.6. Diizgiin Sebekede Fark Tiirevleri

[0, I] araliginda taniml diizgiin sebekede herhangi bir ¢ (X) fonksiyonu i¢in,

gxyi — 0i.a— 0

h

ifadesine birinci mertebeden ileri fark tirevi,

Oy, = 99

h

ifadesine birinci mertebeden geri fark zirevi,

g, = 91— 9is

X, 2h

ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

11



.. —20.+0.
g, - Y th' Oy

ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir (Samarskii, 2001).

3.7. Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Tiirevleri

[0, I] araliginda tanimli diizgilin olmayan sebekede herhangi bir ¢ (X) fonksiyonu igin,

g, = 9.0

hi +1

ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

_0i— 04

ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi,

_ 9.0
O5.i n
ifadesine birinci mertebeden fark tiirevi,
_ gx,i + gi,i
g;,i 2

ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

gx,i - gY,i

O = 7

ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir. Burada

seklinde tanimlanmistir (Samarskii, 2001).
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3.8. Genellestirilmis Dikdortgen Kural

[0, I] araliginda yeterince diizgiin f (x) fonksiyonu igin

N~

x.=ih, 1=0,1...N, h_l— :xi_h
N % 2

Ifadesine kalan terimi integral biciminde olan genellestirilmis dikdértgen formiilii denir.

Burada Ry () kalan terimi

i £r(& {(X _25)2 (% —xi_l)Tl(X‘ +2Xi-l —gﬂdg

i=! XI

X; + Xi_

seklindedir (Amirali ve Amirali, 2018). Burada T( —§j terimi Es. (3.6)’da

tanimlanmustir.

3.9. Genellestirilmis Yamuk (Trapezoidal) Kurah

[0,1] araliginda yeterince diizgiin f () fonksiyonu igin

N |_ZT

If x)dx:i

i=1

f+f, Zh f.+Ry ( (3.1)

seklinde tanimlanan ifadeye kalan terimi integral bigiminde olan genellestirilmis yamuk

(trapezoidal) kurali denir. Burada Ry ( f) kalan terimi

Xi

if X =&) (%4 =&) F(£)d¢

=1,

ve
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seklindedir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.10. Ayrik Maksimum Prensibi

I[Yi]: AYi,-CYi+By,,=-F, 1=12,..,N-1,

Yo=t IN=H
sonlu fark problemi ele alinsin. Burada
A>0B>0 D =C-A-B =0

sartlart her i =1,2,..., N —1 i¢cin gerceklesmis olsun. Bu durumda her i =1,2,..., N —1 i¢in
Y, Y, #sabit sebeke fonksiyonu i¢ diigiim noktasinda I[y,]>0, (I[yi]SO) sartini

saglasin. Bu durumda vy;, i¢ noktalarda yani her i=12,..., N —1 i¢cin maksimal pozitif

deger (minimal negatif deger) alamaz. Bu duruma maksimum prensibi denir (Samarskii,
2001).

3.11. interpolasyon Kuadratiir Formiilleri

[k olarak, p(x)eC[a,b] agurlik fonksiyonu, f(x) belirli bir fonksiyon ve & —reel bir

parametre olsun. Bu durumda

i p(x) f(x)dx= Dj p(x)dx}{af (b)+(1-o) f (a)}

+ f[a,b] (x—x("))p(x)dx+Rn(f) (3.2)

D C——— T

esitligi dogrudur. Burada kalan terim

b

Rn(f)zidxp(x)j FO(EK, L (xE)dE, feC”, n=12

a

bi¢imindedir. Ayrica burada
14



K,(x,8)=T,(x=&)—(b—a)" (x-a)(b—&)", =01, (3.3)

X7 = ob+(1-0)a, (3.4)

flab] = D)= T(@) (bg:; (a) (3.5)
20 _

T,(1)=1s!’ 420, (3.6)
0, A<0

seklinde tanimlanmustir.
Ikinci olarak, p(x)eC'[a,b] agirlik fonksiyonu, f(x) belirli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda

b b

_[p( ) £/(x)dx =f [ abjp x)dx +R’ ( (3.7)
esitligi dogrudur. Burada kalan terim

R, ( f)=—id><p’(><)i FO (K, ,(x,E)dE, feC”, n=1,2

bigimindedir (Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amirali ve Amirali, 2018).

3.12. Diferansiyelleme Formiilii

Asimptotik degerlendirmelerin bulunmasinda kullanilan

9'(x)=9[a,a]-[ K (&%)g"(§)dé, geC? a<x<q (38)

2

biciminde ifade edilen esitlige diferansiyelleme formiilii denir (Amirali ve Amirali, 2018).

Burada ifade edilen g[a,,a, ], Es. (3.5)’te tammlanmustir.

15



3.13. Yakinsaklik ve Diizgiin Yakinsakhk

u (X) verilen problemin kesin ¢oziimii, y; bu probleme uygun fark probleminin ¢oziimii

olsun. z =y —u ifadesine hata fonksiyonu denir. Ayrica | | belli bir sebekedeki herhangi

bir norm olmak tlizere
h—0 iken |z, =|y-u], >0

oluyorsa fark probleminin ¢dziimii verilen problemin ¢oziimiine yakinsaktir denir. Ayrica

yeterince kiigiik h degerleri i¢in

h—0 iken ||z]| =[y—u|, <ChP?, p>0

seklinde bir esitsizlik s6z konusu ise bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢6ziime O (h p)

hiz1 ile yakinsar denir. Baska bir ifade ile yaklagik ¢oziim O(hp) kesinligine sahiptir

denir. Eger C sabiti h ve & ’dan bagimsiz ise bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢6ziime

£ ’a gore diizgiin yakinsaktir denir (Samarskii, 2001).

3.14. Fark Semasinin Kararhihg

L, ve |, @, datanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark operatorleri, @, ve

7, belli sebeke fonksiyonlar: olmak tizere

Ly=¢., Xea,
Ihy:ﬂ(ha Xen

fark problemi tanimlanabilir. Bu fark problemi, belli siniflardan olan her bir @, ve y,
baslangic veri fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiigiik h<h, igin bir tek ¢oziime sahip
oldugu varsayilsin. Bu fark probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlar1 ¢, ve %, olan

¢cOzimiinii § ile belirlensin. Eger dyle, h’dan bagimsiz C, ve C, sabitleri varsa yeteri

kadar kiiciik h<h, i¢cin
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”)7— y||1 < C1H¢;< _%HZ +C2 ”;?h _Zhns

esitsizligi saglaniyor ise bu durumda fark semasi sag tarafa ve sinir (veya baslangic)

sartina gore kararlidir denir. Burada ||||1, ||||2 ve ||||3 sebeke normlaridir (Samarskii,

2001).
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4. MATERYAL ve YONTEM

4.1. Birinci Mertebeden Singiiler Pertiirbe Ozellikli Fredholm Integro-
Diferansiyel Denklem I¢in Diizgiin Yakinsak Fark Semalari

Bu béliimde birinci mertebeden lineer SPFIDD igin baslangic deger problemi ele
alinmistir. Bu problem igin diizgiin ve pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebekelerde fark
semasinin olusturulmasi, kararlilik, yakinsaklik ve niimerik Ozellikleri ayr1 ayri

incelenmistir.
Asagida tanimlanan birinci mertebeden lineer SPFIDD i¢in baslangic deger problemi ele
alinmustir.

Lu:=eu'+a(x)u +/1':|;K(x,s)u(s)ds =f(x), xe(0,1], (4.1)

u(0)=A (4.2)
probleminde ¢€(0,1] pertiirbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)>a>0, f(x) (XE[O,']) ve K(xs) ((X,S)G[O,|]X[0,|]) yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. (4.1)-(4.2) probleminin U(X) ¢oziimi, kiigiikk & degerleri igin X=0

civarinda sinir katina sahiptir.

4.1.1. Diizgiin sebeke durumu

Bu boliimde (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger problemi igin [0,|] lizerinde diizgiin sebekede
O(h) kesinligine sahip fark semasi elde edilmistir. Fark semasinin kararliligi ve

pertiirbasyon parametresine gore ayrik maksimum normda birinci dereceden diizgiin

yakinsak oldugu gosterilmistir. Sunulan metot niimerik 6rnek ile desteklenmistir.

4.1.1.1.  Siirekli problemin baz 6zellikleri

Bu boliimde hata analizinde kullanilacak olan (4.1)-(4.2) probleminin kesin ¢6ziimii igin

bazi asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir.
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Lemma 4.1. v(x) e C*[0,1] fonksiyonu

sartlarini saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda
v(x)=0 (0<x<I)
olur. Ayrica bu durum maksimum prensibi olarak tanimlanir (Samarskii, 2001).

Lemma 4.2. Her v(x)eC*[0,1] fonksiyonu icin,

V(%) <|v(0)|+a* max

0<s<I

Lv(s), 0<x<I
degerlendirmesi dogrudur (Samarskii, 2001).
Lemma4.3. a, f eC'[0,1], %K(x,s)e[o,l]2 ve

(24

|4 < —
m%yK(x,sts
ise, (4.1)-(4.2) probleminin u(x) ¢dziimii i¢in

Juf, <C. (4.3)

axX

u’(x)|sc[1+1e_f], 0<x<I (4.4)
&

esitsizlikleri saglanir.
Ispat. Oncelikle Esitsizlik (4.3)’iin dogrulugu gosterilecektir.
Lv:=eV'(x)+a(x)v(x)
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operatorii i¢in maksimum prensibine gore (4.1)-(4.2) probleminden ve Lemma 4.1

kosullar dikkate alinirsa

|
Jul, <|A+a™|f| +a™ |4 maxﬂK (x,5)||u(s)|ds
0

0<x<l

0<x<l

|
<|A+a’|f| +a?|4 maxﬂK (x,s)|dsu],
0
<C
yazilabilir. Buradan Esitsizlik (4.3)’iin dogrulugu agiktir.
Simdi Esitsizlik (4.4)’iin ispat1 gosterilecektir.

u’(0) degerlendirmesi igin Denk. (4.1)’den
1 |
u'(0)|<=|f(0)-a(0)A- 4 j K (0, s)u(s)ds
¢ 0

yazilabilir. Buradan Lemma 4.1 sartlar1 ve Esitsizlik (4.3) birlikte ele alinirsa

C
u'O)|<= (4.5)
£
oldugu aciktir. Denk. (4.1)’de bir kez tiirevi alinirsa
ev'(x)+a(x)v(x)=F(x) (4.6)

elde edilir. Burada

v(X) =u’(x)
{0
F(x) = f'(x)—a'(x)u(x)— A j - Ks)u(s)ds
0
bi¢cimindedir. Lemma 4.3 sartlar1 ve Esitsizlik (4.3) birlikte diisiintiliirse

IF(x)|<C 4.7)

esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak Denk. (4.6) ve Esitsizlik (4.7) dikkate alinirsa
20



L a(s)ds X —E.[a(s)ds

UE)=u'Oe *  +=[F(e " d¢
5‘0

elde edilir. Buradan Esitsizlik (4.5) ve (4.7) kullanilarak

C ax lx 7a(x—§)
u'(x)<—e ¢ +|F| —|e ¢ d&
R

< Ee% +Ca™ [1— e_ixj
&

yazilabilir. Boylece Esitsizlik (4.4) elde edilmis oldu. Dolayisiyla ispat tamamlanmis

oldu.r:

41.1.2. Fark semasinin kurulmasi

Bu bolimde, (4.1)-(4.2) problemi igin diizgiin sebeke tizerinde fark semasi

olusturulacaktir. [0,1] araliginda

o, :{xi =ih, i=1..,N, h:lll—}, @y =y U{X, =0}

diizgiin sebekesi ele alinsin. (4.1)-(4.2) problemi igin fark semasi kurmaya asagidaki

0zdeslik ile baslanacaktir.

;(i‘lh‘lff Lu(x)g (x)dx :;(i‘lh‘ljl f(X)@ (x)dx, 1<i<N (4.8)

Xia X

burada,

ve
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1 1-e @ h
7z =h"| o (x)dx= . p=—
Jotga==m g

bicimindedir. Ayrica ¢ (X) fonksiyonu

probleminin ¢6ziimii olarak belirlenmis iistel katsayili baz fonksiyonudur. Kesin fark
semalar1 yontemi (Samarskii, 2001, s. 207-214) ve Es. (3.2), (3.7) interpolasyon kuadratiir
formiilleri, Ozdeslik (4.8)’e uygulanirsa

Zi‘lh‘lj [eu’(x)+a(x)u(x) |@ (x)dx :;(i‘lh‘lji [eu’(x)+a(x)u(x)]e (x)dx

i-1

+yth? j [a(x)—a(x) |u(x)e (x)dx (4.9)
= efu,, +au, +RY
elde edilir. Burada
&P -
6 = o e (4.10)
ve kalan terim
RY =z [ [a(x)-a(x) Ju(x)e (x)dx (411)
seklindedir. Ayrica Ozdeslik (4.8)’in sag tarafindaki terim icin benzer sekilde
2 [ ()@ (x)dx =, +R® (4.12)

Xia

yazilabilir. Burada kalan terim
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:Zi‘lh‘lj[f ()~ £ (%)]e (x) (4.13)

bigimindedir. Ozdeslik (4.8)’de ¢ekirdek fonksiyon iceren integral terim icin Es. (3.2)

interpolasyon kuadratiir formiilii ve dikdortgen kurali ayr1 ayri uygulanirirsa

] 00 00 K 5= 2K (1, 5)u (5K +

T (4.14)
= Ah) K;u, +R® + R
j=1
elde edilir. Burada
Ri(3) Z_Ziflhfljv‘[i dX@I J'T (I—gK(ﬁ S) ( )dedé: (415)
_ z j [K (x,£)u(£)]de (4.16)

seklindedir. Burada ifade edilen T,(4), Es. (3.6) da tanimlanmistur.

Ozdeslik (4.8)’den Es. (4.9), (4.12) ve (4.14) dikkate almarak, U (Xi) i¢in kesin baginti

Lu .gaux,+a,u+/1hZKu +R =1, 1<i<N (4.17)

j=1

seklinde yazilabilir. Burada R kalan terimi

R = 24: R"
k=1

bi¢iminde olup R" , (k=1,2,3,4) kalan terimleri sirastyla Es. (4.11), (4.13), (4.15) ve

(4.16) denklemlerinde sirasiyla ifade edilmistir.

Sonug olarak, Denk. (4.17) esas alinarak R ihmal edilirse, (4.1)-(4.2) problemi igin
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N
LY, =60y, +ay, + D Ky, =f, 1<i<N
j=1

yo:A

fark semasi sunulur. Burada 6, Es. (4.10)’da ifade edilmistir.

4.1.1.3. Hata degerlendirmesi ve yakinsakhik analizi
Lemma 4.4.
A< —5—

max .|
ise, (4.18)-(4.19) fark probleminin ¢6ziimii igin
Iyl <c (|A+I£.)

degerlendirmesi dogrudur. Burada

1

N

max 2 n[Ks|

C =
1-|2

seklindedir.
ispat.

Lv, =ebv,; +av;, 1<i<N

fark operatorii i¢in maksimum prensibi ve ¢, dikkate alinarak

N
I, <|A+a ], +a* Almax D h|Ky Iy,
=

0<x<l

3c0(|A|+a‘1||f||®)

yazilabilir. Bu ise Esitsizlik (4.20)’in dogrulugunu gosterir.[
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z, =y, —u, olsun. Denk. (4.17) ve (4.18)’e gore z; yaklasik ¢6ziim hatas1 i¢in

N

Lyz =67, +8z,+ ) Kz, =R, 1<i<N (4.21)
=1

z,=0 (4.22)

problemi yazilabilir.

Esitsizlik (4.20)’de A=0 ve f =R olacak sekilde (4.21)-(4.22) problemine uygulanirsa
[2l.., <<olRI. .,

esitsizligi saglanir.

Lemma 4.5. %K (x,5)eC[0,1]" ve Lemma 4.3 sartlar: dikkate almirsa R Kalan terim
i¢in
IR, <ch (4.23)
degerlendirmesi dogrudur.
ispat. Her bir R®, (k =1,2,3,4) icin ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.
ilk olarak, R" kalan terimi ele alinirsa a(x) igin ortalama deger teoreminden
la(x)-a(x)[<[a’(&)|lx—x|<Ch, x <&<x

yazilabilir. Bu esitsizlik, a € C'[0,1] ve Esitsizlik (4.3) dikkate alinirsa

<7'h*

Xi1

‘ R

a'(& )Hx— xiHu (X)‘gpi (x)dx
<Chyth™ j o, (x)dx (424

=Ch
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hata degerlendirmesi elde edilir.

Ikinci olarak, R kalan terimi i¢in yukaridaki gibi benzer sekilde, f ( ) i¢in ortalama

deger teoreminden

yazilabilir. Bu esitsizlik ve f e C* [0, I] dikkate alinirsa

X

<t

Xi1

‘ R

£ ()] [x= x| @, (x) dx
<Chy*h™ j @ (x)dx (429

=Ch

hata degerlendirmesi elde edilir.

. K .
Ugiincii olarak, Ri(3) kalan terimi i¢in |—|< C ve Egsitsizlik (4.3) dikkate alinirsa

ds

(&:s)u(s)

(4.26)
<Ch

hata degerlendirmesi elde edilir.

Son olarak, R kalan terimi i¢in

2Lk eu(e)]ee

|A|ZI E-X,.

_1)(1

(%,&)u ]‘dg

oK (x,& “

|ﬂ|hj{ () e

ifadesi yazilabilir. Bu esitsizlikte Esitsizlik (4.3) dikkate alinirsa
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! a
\Ri(4>\sc|/1|hj(1+3e e]dg
0 &
al (4.27)
=C|A/hsl+a™|1-e ¢
<Ch

hata degerlendirmesi elde edilir. Sonug olarak Esitsizlik (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27)
dikkate alinarak

Ri(k)‘

4

Ri<2

k=1

yazilabilir. O halde Esitsizlik (4.24), (4.25), (4.26) ve (4.27)’den Egsitsizlik (4.23)’iin
dogrulugu ortaya cikar.’]

Lemma 4.4 ve Lemma 4.5 dikkate alinirsa, asagidaki yakinsaklik sonucu elde edilir.

Teorem 4.1. Lemma 4.4 ve Lemma 4.5 sartlar1 saglanmis olsun. Diizgiin sebekede

maksimum normda (4.18)-(4.19) fark probleminin ¢6zimi Y, (4.1)-(4.2) probleminin

¢cozimi u (X) e g’agore O (h) hiziyla diizgiin yakinsaktir (Amirali ve Amirali, 2018).

4.1.1.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.1)-(4.2) problemi igin elde edilen teorik sonuglar niimerik ornek ile

gosterilecektir. Ayrica belirtmek gerekir ki (4.18)-(4.19) fark semasindan elde edilen

¢ &b () AhN Ky
. i+ h Yia— 21: i Y] .
g = - , 1<i<N, (4.28)
+a
h
Yo' = A =125 9%y, v verilmis (4.29)

iteratif teknigi bu 6rnegi ¢ozerken kullanilacaktir. Burada 6, Es. (4.10)’da agikca ifade

edilmistir.
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Ornek 4.1.

gu’(x)+u(x)+%jxu (t)dt= x+%x£%—g+(l+g)g(l—e_in, 0<x<1l (4.30)

0

u(0)=1 (4.31)
probleminin kesin ¢6ziimii:

X

u(x)=x—e+(l+e)e «
seklindedir. (4.30)-(4.31) problemi i¢in yakinsaklik durumu
eN
. (o)
In2

diizgiin yakinsaklik orani ile hesaplanacaktir. Burada noktasal hata

e =[y-ul

0, Dy
ve g’a gore hesaplanan maksimum hata
e" =maxe)
&

seklindedir. Ayrica belirtmek gerekir ki y, u baslangi¢ deger probleminin farkli N ve

& degerleri i¢in hesaplanmis fark denkleminin ¢6ziimiinii ifade etmektedir.

Sonu¢ olarak probleminin ¢6ziimiinden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve
£=2"i=0, 4, 8, 12, 16 degerleri icin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani
(4.28)-(4.29) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.1’de gosterilmistir. Tabloda da
goriildiigii gibi N degerleri artikga, diizgiin yakinsama hiz1 olan p" ’in yakinsama

degerleri birinci dereceden olmustur. Boylece teoride ifade edilen birinci dereceden &—

diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmis oldu.
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Tablo 4.1. (4.30)-(4.31) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve o, sebeke lizerindeki

e" kesin hatalar, e" & ’a gore hesaplanmis hatalar ve p" yakinsaklik oranlari

£ N =32 N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024

2° 0,0318009 0,0180134 0,0099936 0,0054302 0,0027340 0,0013576
0,82 0,85 0,88 0,99 1,01

2™ 0,0509429 0,0296675 0,0164591 0,0091313 0,0046616 0,0023308
0,78 0,85 0,85 0,97 1,00

2°° 0,0486047 0,0285027 0,0158129 0,0087728 0,0044786 0,0022706
0,77 0,85 0,85 0,97 0,98

27 0,0464832 0,0272586 0,0151227 0,0084482 0,0043429 0,0022171
0,77 0,85 0,84 0,96 0,97

271 0,0459176 0,0271142 0,0151472 0,0084619 0,0043499 0,0022207
0,76 0,84 0,84 0,96 0,97

e 0,0509429 0,0296675 0,0164591 0,0091313 0,0046616 0,0023308

p" 0,78 0,85 0,85 0,97 1,00

4.1.2. Parcal diizgiin sebeke (Shishkin mesh) durumu

Bu boliimde (4.1)-(4.2) baslangig deger problemi i¢in [O,1] iizerinde parcali diizgiin
(Shishkin mesh) sebekede O(N “In N) kesinligine sahip homojen tip fark semas elde

edilmistir. Fark semasinin kararliligi ve pertiirbasyon parametresine gore ayrik
maksimum normda ikinci mertebeden diizgiin yakinsak oldugu gosterilmistir. Sunulan

metot niimerik 6rnek ile desteklenmistir.

41.2.1. Siirekli problemin bazi 6zellikleri

Bu boliimde hata analizinde kullanilacak olan (4.1)-(4.2) probleminin kesin ¢6ziimii igin

bazi asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir.
Lemma4.6. a, f eC*[0,1], aa_m K(xs)e[0I], (m=0,1,2) ve
X

4] < -

0<x<lI

max.:[‘K (x,s)fds
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ise, (4.1)-(4.2) probleminin u(x) ¢dziimii i¢in

Jull, <cC, (4.32)

ax

‘U(k)(x)‘SCLHg—lkng, 0<x<l, k=12 (4.33)

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. Esitsizlik (4.32) degerlendirmesi ve Esitsizlik (4.33) igin k =1 durumu Lemma 4.3
ispatinda gosterilmistir. k =2 igin Esitsizlik (4.33)’tin dogrulugunu gostermek yeterli

olacaktir.

u”(0) degerlendirmesi i¢in Denk. (4.1)’den
1 (0
u"(0)|<=|'(0)—a'(0)A— a(O)u’(O)—/ija— K(0,s)u(s)ds
€ < OX

yazilabilir. Buradan Lemma 4.6 sartlar1 ve Esitsizlik (4.3) birlikte ele alinirsa

n C
u"(0)| <= (4.34)
g
oldugu aciktir. Denk. (4.1)’de Leibniz kuralin1 dikkate alarak iki defa tiirev alinirsa
ev'(x)+av(x)=F(x) (4.35)

elde edilir. Burada

v(x) =u"(x),
F(x) = f"(x)—2a'(x)u’(x)—a"(x)u (x)—ﬂj[aax—zz K (x,s)u(s)ds

m

aaxm K(x5s)e[0,1], (m=0,1,2) oldugundan ve

bi¢imindedir. Ayrica a, f e C? [O,I],

Esitsizlik (4.4) dikkate alindiginda
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&

|F(x)| SC(1+le_iX} (4.36)

degerlendirmesi ifade edilebilir.

Denk. (4.35) ifadesinden

1

77J.a(s)ds 1% —7ia(s)ds

[F(se”

0

dg

&
yazilabilir. Bu ifade de Esitsizlik (4.34) ve (4.36) dikkate alinirsa

X

1
G e gy g e et
u (X)‘S—ze 0 +Z£(1+;e g} € dé

&

ax ax
&

c % _ax C [ -«
=—¢ ¢ +Cat|l-e ¢ |[+—|e ¢d

SC(l+%efj+C—z(ef
& &

degerlendirmesine ulasilir. Béylece k =2 i¢in Esitsizlik (4.33)’in dogrulugu gosterilmis

oldu.xi

4.1.2.2. Fark semasinin kurulmasi

Bu boliimde, (4.1)-(4.2) problemi i¢in pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebeke {izerinde

fark semasi olusturulacaktir.
[0,1] araliginda
oy ={0<x <..<xy =l h=x-x,}, @ =a,{x,=0}

herhangi bir diizgiin olmayan sebeke ele alinsin. (4.1)-(4.2) problemi i¢in fark semasi

kurmaya asagidaki 6zdeslik ile baslanacaktir.
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2 Lu(x)a (=g | £ (x)e ()dx, 1<i<N 4.37)

Xi1

burada,
_a(xx)
p(x)=e ¢ , i=12,.,N
ve
% 1—g ¥~ h
:hil ). d = y .:—I
IQ[Q(X)X a0 d 3

bigimindedir. Ayrica ¢, (x) fonksiyonu
-e¢'(X)+a,0(x)=0, X <x<X,

(/’(Xi)zl

probleminin ¢6ziimii olarak belirlenmis iistel katsayili baz fonksiyonudur. Kesin fark
semalar1 yontemi (Samarskii, 2001) ve Es. (3.2), (3.7) interpolasyon kuadratiir formiilleri

Ozdeslik (4.37) 6zdesligine uygulanirsa

7'ht I [eu'(x)+a(x)u(x)]e (x)dx =" j[gu +a(x)u(x)]e (x)dx
lh—l d
f [a(x) (x)o (x)dx w38)
=&0Uy; +au,
+ 7 th f [a(x)-a(x)]u(x)p (x)dx
elde edilir. Burada
6 =3P g (4.39)

! 1—e %~
seklindedir. X _,, X, sebeke noktalarina gore Newton interpolasyon formiilii
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a(x)—a(x)=(x—x)ay,; + X=Xy )(X=%)

a’(&(x))
—

bi¢iminde yazilabilir. Bu formiil dikkate alinarak Es. (4.38)’in sag tarafindaki ikinci terim

X i

7tht _[ [a(x)-a(x)]u(X)@ (x)dx =ay, 2" J' (x—x)u(x) g (x)dx
. (4.40)
L () 1) X9 )

bigiminde yazilabilir. Ayrica Es. (4.40)’1n sag tarafindaki ilk terim i¢in

u(x)zu(xi)—ju'(s)ds

X

formiilii kullanarak yeniden hesaplanirsa, Es. (4.40)

;(ilhilj [a(x)—a(x)Ju(x)e (x)dx = {axli;(ilhil:j (x=x)e, (x)dx]ui +RY

seklinde yazilabilir. Burada kalan terim

1

Ri(l) :Eliilhiil I a”(é (X))(X_Xi—l)(x_xi )U(X)¢i (X)dX
) (4.41)
—a, 7 ht j (x—x )Uu'(s)ds]q)i (x)dx
bi¢imindedir. Basit bir hesaplama ile
7(i_lhi_1 JL (X_Xi )@i (X) dx=ho,
bulunabilir. Burada
g s 1
S = -——, -1<6<0 .
e ag . (4.42)
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seklindedir. Boylece Es. (4.38)
7t j [eu'(x)+ (x)]o (x)dx =0u, ; +au, + R (4.43)

bi¢iminde yazilabilir. Burada
& =a +a;;hs (4.44)

bicimindedir. Benzer sekilde Ozdeslik (4.37)’nin sag tarafindaki integral terim i¢in

770 [ (00 (x)dx=F, +R? (4.45)
yazilabilir. Burada
f_i = fi + fx |h|5| (446)
ve kalan terim
1 01t ew
R®) =>4 i 1J‘ f (ezi (X))(X—XH)(X X )@ (x)dx (4.47)

seklindedir. Es. (4.44) ve (4.46)’da bulunan o;, Es. (4.42)’de ifade edilmistir. Fark

semasini olusturmak i¢in son olarak Ozdeslik (4.37)’de integral terim igin

K(x,s)= K(xi,s)+(x—xi)§K(xi,s)+@:—;K(§(x),s)

Taylor a¢ilimini kullanarak

Zilhil;t]lgpl UK X,s) (s ds]dx_ﬁ,J'K X,,s)(s)ds

Xia

+hi5i,1j—|<(xi,s)u(s)ds+Ri@) (4.48)

|
AI/{ (x;,s)u ds+R
0
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seklinde yazilabilir. Burada
K(xi,s):K(xi,s)+hi5i§K(xi,s) (4.49)

ve kalan terim

Ri(s) 2 2 1/1J' (x=x,) (”. (J' )J ds]dx (4.50)

seklindedir. Simdi Es. (4.48) ifadesinde «(x;,s)u(s) icin Es. (3.1) de ifade edilen kalan
terimi integral bigiminde olan genellestirilmis yamuk kurali uygulanirsa
|

A[x(x,s)u(s)ds= th KU, +RY (4.51)

0

ifadesi elde edilir. Burada kalan terim

j(Xj -&)(x.=¢) ¢ (x(x,E)u(&))e (4.52)

seklindedir. O halde Ozdeslik (4.37)’den Es. (4.43), (4.45), (4.48) ve (4.51) dikkate

alinarak, u(x;) icin kesin bagint:
LyU; = £0u, ; +au, +/12h KU, +R =f, 1<i<N (4.53)
seklinde yazilabilir. Burada R kalan terimi
i ()
R =R
k=1
bigiminde olup R , (k=1,2,3,4) kalan terimleri sirastyla Es. (4.41), (4.47), (4.50) ve

(4.52) denklemlerinde ayr1 ayr1 ifade edilmistir. Sonug olarak, Denk. (4.53) esas alinarak
R ihmal edilirse, (4.1)-(4.2) problemi i¢in
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N —
LYi =6y +&Y, + A hiry; = £, 1<i<N, (4.54)
j=0

Yo=A (4.55)

fark semasi sunulur. Burada 6, a, f, x; degerleri sirastyla Es. (4.39), (4.44), (4.46) ve

(4.49)’de ayr ayri ifade edilmistir.

4.1.2.3. Hata degerlendirmesi ve yakinsakhik analizi

Degerlendirmeye gegmeden Once pargali diizgiin sebekeyi (Shishkin mesh) ifade etmek
gerekir. (4.54)-(4.55) fark semasinin & — parametresine goére diizgiin yakinsak olmasi i¢in
@, lzerinde diizgiin olmayan o’ya bagl bir gecis noktasi iceren pargali diizgiin
(Shishkin mesh) sebeke kullanilacaktir. Bu sebeke, X =0 sinir kati etrafinda yogunlasan

parcal1 diizgiin bir sebekedir. N ¢ift bir say1 olmak iizere, @, parcali diizgiin sebekesi

'\% esit aralikta [0, ince parsel ve [o,1] kalin parsel seklinde iki alt araliga boliiniir.

Burada o gecis noktasi
o= min{%,a_lgln N}

seklinde tanimlanmustir. Ayrica h ve H sirasiyla [0,0] ve [o,1] alt araliklarm adim

uzunluklari olup, [0,1] {izerinde X diigiim noktalari

Xi=ih, i=011!-'-1ﬁ1 h=2_6;
= 2 N
N = 2(1-
w=ot[i-Mn, =Ny = 20)
2 2 N

seklinde tanimlanir.

o"K ™K

Lemma4.7. a,f eC?[0,1] ve —,——
ox™ ~ oxos"

eC?[0,1]", (m=0,1,2) olsun. O halde R

kalan terim i¢in
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||R||MN <CN7?2InN (4.56)

degerlendirmesi dogrudur.

ispat. Her bir R™ , (k=1,2,3,4) igin ayr1 ayr degerlendirilecektir.

ilk olarak, R" kalan terimi ele alimsa acC?[0,1], |x—x_|<h ve |x—x|<h

oldugundan ve Lemma 4.6 dikkate alinarak

RY| s%;(ilhil j a” (& (X)) (x= % ) (x=%)u(x) g, (x)dx

i-1

e
I

X0

s 0]

1t
tag ik h;

X Sy X

u'(s)ds}oi(x)dx

(4.57)
<Ch?*+

x)dx|

Xia

gChi[ : 0 u'(x)|dx}

degerlendirmesi elde edilir.

Ikinci olarak, Ri(z) kalan terimi i¢in yukaridaki gibi benzer sekilde f eCZ[O,I],

|x— x| < h; ve |x— x| < h oldugundan

(4.58)
<Ch?

degerlendirmesi elde edilir.

2

Ugiincii olarak, Ri(g) kalan terimi i¢in —- sinirh oldugu ve Lemma 4.6 dikkate alinirsa

‘ 3)‘< leh 1, <Ch2 (4.59)

Jirony 0| e wtator b
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degerlendirmesi elde edilir.

Son olarak, Ri(4) kalan terimi i¢in Lemma 4.6 sartlar1 dikkate alinarak

R < %zjzj (%, —é)(xj1—§)dd;2(z<(xi,§)u(§))d§
o (4.60)
<€ | (% =8)(E=x ) (L (&) +|u(£)]as

degerlendirmesi elde edilir. Buradan

4
RIS
k=1

oldugundan ve Esitsizlik (4.57), (4.58), (4.59) ve (4.60) degerlendirmeleri birlikte dikkate

alinirsa

u’(x)|dx+j§=1:;fj (x, —§)(§—xj_l)(1+

u'(&)+

|R,|3C[h,2+th

u"<§>|>dg]

degerlendirmesi yazilabilir. Yukaridaki ifade de Esitsizlik (4.32), (4.33) ile birlikte

diistiniiliirse
IR|<C|h +h, ] %e_?dx+ih§3) +i ]1 (xj 5)(§xll)1eajd§]
X1 = [ €
N X 1 _as
O 2 [ (xy=8)(E %) e < de (4.61)
1= x4
N X o_ex N X 1 -%
<C hf+2hf+hij;e sdx+zj(xj—§)(§—xj_l)?e cd& |, (e<1)
= X1 =%,

degerlendirmesi elde edilir. Simdi pargali diizgiin sebekede Esitsizlik (4.61)’in hata

degerlendirmesi yapilacaktir.

Esitsizlik (4.61)’in sag taraftaki ilk iki terimine gore her bir o degeri i¢in
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N/2
2 _
h? = e (4.62)
2_| 229 <cN??, S 41<i<N
N/2
ve
N N/2 N
Sh=Yhes Y Hi=Npey Ny
j=1 j=1 j:ﬁ+1
2 (4.63)

=46°N?+4(I-c) N7
<CN™?

degerlendirmelerinin dogru oldugunu belirtmek gerekir. Simdi Esitsizlik (4.61) ifadesinin

sag taraftaki diger iki terimi i¢in o degerlerine gore ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.

. I I
[1k olarak, > <a¢InN olsun. O halde & v olup h=H =IN" dikkate alinirsa

1 h2 21 aé
h J'—e fdx+ZJ' x — — )—e €d§<—+—je cd&
=1,
2 2 _a 4.64
g“_+“_al(1_e ] (464
& &

<CN7?%InN, 1<i<N

degerlendirmesi elde edilir.

. I
ikinci olarak, a'gInN < > olsun. O halde o =a'¢InN seklindedir. Esitsizlik (4.61)

esitsizliginin sag tarafindaki dordiincii terimi

N X _a& N/2 X _at
ZI _le)g_lze gdgzz I (x —§)(§—le)gi2e dg
v . (4.65)
N i 1 -%
+ ZN: J.(xj—g)(g—xj_l)?e cdg



seklinde ayr1 ayri1 yazilabilir. Simdi Esitsizlik (4.61)’in sag tarafindaki tligiincii, dordiincii
terimler ve Es. (4.65) dikkate alinarak [0,0] ve [o,l| araliklarinda ayri ayr

degerlendirilecektir. [0, o] aralig1 igin

N/2 % 1 -2 h? ,F 1 _ag
h I—e dx+JZ_:J.1 X;—&)(&- xH)?e d§£?+h !Ee de
-1 2 -1 _ao
S[Za glanlJrha [1_ng
N & &
h2
<4acN?In°N +—a™ (466)

&
_1 2
<L ageN2inn J{—Z“ £l Nj Lo
2 N &
<CNZ2InN+2la®>N2InN

<CN?InN, 1sis%

degerlendirmesi elde edilir. [o,1] araligi igin

N X

h I—e_de+ > (x- —le)ize_afdg
&

N
J_E+1XJ K

ax

_aXiq _ax; N % H\)1 -&
<Hatle ¢ —e ¢ |+2a7 X, —X+— |=e ¢dx
( J Z I( ! 2)5

j=—+1%j1

N2

aXiy _aH _ax
<Hae ¢ [1 e ¢ j+2a 1Hj e «dx (4.67)

axXiy aoc _al
<Ha% * +2a2H(e ¢ —g ]
<Ha N +2a?HN™

<CN72, %+1sis N

degerlendirmesi elde edilir. Boylece o = a'eInN icin Esitsizlik (4.66) ve (4.67) birlikte

dikkate alinirsa
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_e
h _[—e edx+zj X; — —xjfl)ize “d£<CN?InN, 1<i<N  (4.68)
&

1= %,
degerlendirmesi elde edilir.

Sonug olarak, Esitsizlik (4.61) ifadesi (4.62), (4.63), (4.64) ve (4.68) bagintilari ile birlikte

diistintiliirse Esitsizlik (4.56) degerlendirmesi saglanir.’!

z

;=Y —Uu;, (0<i<N) yaklasik ¢oziim hatasi
L,z =6z, +az +th K2, =R, 1<i<N, (4.69)

z,=0 (4.70)
problemini saglar.

Ayrica, aeC?[0,1] ve |5]<1 oldugundan dolay1 yeterince biiyiik N degerleri i¢in

a, = a >0 olacak sekilde bir & sayisinin oldugunu belirtmek gerekir.

Teorem 4.2. a, f, K Lemma 4.6 sartlarini saglasin ve

o

maXZh ‘ ‘ (4.71)

0<i<N

1<

olsun. O halde (4.54)-(4.55) fark probleminin y, ¢dziimii i¢in
ly—uf, , <CNZInN

hata degerlendirmesi elde edilir.

Ispat. (4.69)-(4.70) problemi ele alinarak maksimum prensibi uygulanirsa

N
I, o, <@*|R-A2hKyz,
<@ R, +V17 pe K.,
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@ |R|

0,wy

. 1-|a maxihi K|
=0

1<i<N

esitsizligi yazilabilir. Buradan

l2l...., <CIRI.,
degerlendirmesi elde edilir. Bu ifade Esitsizlik (4.56) ile birlikte ele alirsa teoremde

istenilen sonuca ulasilmis ve bdylece ispat tamamlanmis olur. Burada belirtmek gerekir
ki

a

4 <

9K (xs)

I[ max ‘K(x,s)‘+IN‘l max
[ OoX

0.1]x[0.1] [0.1]x[0.1]

)

sart1 saglanirsa Esitsizlik (4.71) dogru olacaktir.

4.1.2.4. Niimerik sonuclar

Bu bolimde (4.1)-(4.2) problemi igin elde edilen teorik sonuglar bir ornek ile
gosterilecektir. Ayrica belirtmek gerekir ki (4.54)-(4.55) fark semasindan elde edilen

FL80 0N ()
fi+ h yi—l_ﬂ’zhj’(ijyj
y\" = T , 1<i<N, 4.72)

&0
+a

yW=A n=12..y? vy .y verilmis (4.73)

iteratif teknigi bu 6rnegi ¢ozerken kullanilacaktir. Burada 6, &, f,, x; degerleri sirasiyla

(4.39), (4.44), (4.46) ve (4.49)’de ayr1 ayri ifade edilmistir.
Ornek 4.2.

1
gu’(x)+(2—x2)u(x)+%£e(1*X5)u(s)ds =%, 0<x<1, (4.74)
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u(0)=1 (4.75)

problemin kesin ¢dziimii bilinmiyor. Bu yiizden niimerik sonuglarda hata yaklagimi ve
yakinsama orani hesabi i¢in ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Yani niimerik sonuglari
iki kat daha ince sebeke tlizerindeki sonuglar ile karsilastirilacaktir. Maksimum noktasal

hata ve ¢ ’a gore hesaplanmis maksimum hata

N N &e2N
e, =max|y;" — ¥y
By

, e =maxe]
&

bi¢iminde tamimlanir. Burada §°°"

Dy :{xi oy :0,1,...,2N}
2

sebekesi lizerinde ilgili metodun yakinsak ¢oziimiidiir. Burada

X. :‘2“&i=QLWN—1

seklindedir. Ayrica diizgiin yakinsama orani ve ¢ ’a gore hesaplanan diizgiin yakinsama

orani

P = In2
eN

o | o)
In2

seklinde hesaplanir.

Sonu¢ olarak probleminin ¢éziimiinden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve

£=10",i=0, 2, 4, 6, 8 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgilin yakinsaklik orani

(4.72)-(4.73) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.2°de gosterilmistir.
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Tablo 4.2. (4.74)-(4.75) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve @, sebeke iizerindeki

eV, &’a gore hesaplanmis hatalar ve p", &’a gore hesaplanan diizgiin yakinsaklik
oranlari.
& N =32 N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024
10° 0,02950938 0,00746479 0,00188309 0,00047339 0,00011884 0,00002975
1,983 1,987 1,992 1,994 1,998
107 0,03599043 0,00912321 0,00230464 0,00058057 0,00014605 0,00003669
1,98 1,985 1,989 1,991 1,993
10™* 0,03884439 0,00986032 0,00249949 0,00063184 0,0001595 0,00004018
1,978 1,98 1,984 1,986 1,989
10° 0,04134242 0,0105017  0,00266392 0,00067481 0,00017082 0,00004321
1,977 1,979 1,981 1,982 1,983
10°® 0,04116806 0,01046466 0,00266005 0,0006757 0,00017164 0,00004357
1,976 1,976 1,977 1,977 1,978
e 0,04134242 0,0105017  0,00266392 0,0006757 0,00017164 0,00004357
pN 1,977 1,979 1,981 1,977 1,978

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi N degerleri artikca, &’a gore hesaplanan diizgiin
yakinsama hiz1 olan p" ’in yakmsama degerleri ikinci dereceden olmustur. Bdylece

teoride ifade edilen ikinci dereceden & —diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmis

oldu.

4.2. Tkinci Mertebeden Singiiler Pertiirbe Ozellikli Fredholm Integro-Diferansiyel
Denklem i¢in Diizgiin Yakinsak Fark Semalar

Bu béliimde ikinci mertebeden lineer SPFIDD i¢in sinir deger problemi ele alinmistir. Bu

problem igin diizgiin sebekede O(h), diizgiin sebekede O(hz) ve parcali diizgiin
(Shishkin mesh) sebekede O(N’2 In N) kesinlige sahip fark semasinin olusturulmasi,

kararlilik, yakinsaklik ve niimerik 6zellikleri ayr1 ayr1 incelenmistir.

Asagida tamimlanan ikinci mertebeden lineer SPFIDD igin siir deger problemi ele

alinmustir.
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Lu:=—¢cu"+a(x)u +/1I£ K(x,s)u(s)ds=f(x), xe(0,l), (4.76)

u(0)=A, u(l)=8, 4.77)
probleminde &€(0,1] pertiirbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)za>0, f(x) (xe[0,1]) ve K(xs) ((x,s)€[0,1]x[0,1]) yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. (4.76)-(4.77) probleminin u(x) ¢dziimii, kiigiik & degerleri i¢in X =0

ve X =1 civarinda iki sinir katina sahiptir.

4.2.1. Diizgiin sebekede O(h) durumu

Bu boliimde (4.76)-(4.77) sinir deger problemi igin [O,I] lizerinde diizgiin sebekede

O(h) kesinligine sahip fark semasi elde edilmistir. Fark semasinin kararliligi ve

pertiitbasyon parametresine gore ayrik maksimum normda birinci dereceden diizgiin

yakinsak oldugu gosterilmistir. Sunulan metot niimerik 6rnek ile desteklenmistir.

4.2.1.1. Siirekli problemin bazi 6zellikleri

Bu boliimde hata analizinde kullanilacak olan (4.76)-(4.77) probleminin kesin ¢éziimii

icin baz1 asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir.

Lemma 4.8. v(x), v(x)eC[0,I]nC?(0,1),

esitsizliklerini saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda
v(x)=0 (0<x<I)

olur. Ayrica bu durum maksimum prensibi olarak tanimlanir (Samarskii, 2001).
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Lemma 4.9. Her v(x) e C[0,1]nC?(0,1) fonksiyonu igin

V(X)| < v (0)+|v(1)|+a* max

0<s<I

Lv(s)‘, 0<x<I

degerlendirmesi dogrudur (Samarskii, 2001).

Lemma 4.10. a, f eC*[0,1], 865):5( e[O,I]z, (s=0,1) ve
<« ——=
4,78
@%Q‘K(x,s)\ds (4.78)
ise, (4.76)-(4.77) probleminin u(x) ¢oziimii igin
Jull, <¢. (4.79)

1 7@ 7"/;“_)()
U(x)|<Cil+—=|e ¥ +e ¥ |4, 0<x<l, (4.80)
Je

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. ik olarak Esitsizlik (4.79) ifadesinin dogrulugu gosterilsin. (4.76)-(4.77)

problemine maksimum prensibi uygulanirsa

|
[ull, <|A+[Bl+e* ]+ |2 max [|K (x,s)fju(s)|ds
0

0<x<l

<|A+|Bl+a|f| +at|4

|
maxﬂK (x,s)|ds]ul,
0

0<x<lI

|A+[Bl+a [ f],

|
1—a‘1|/1|maxﬂK (x,s)\ds
0

0<x<lI

<C

yazilabilir. Boylece Esitsizlik (4.78)’de dikkate alinarak Esitsizlik (4.79) ifadesinin
dogrulugu gosterilmis olur. Simdi Esitsizlik (4.80)’nin dogrulugu gosterilsin. Denk.
(4.76)’da Esitsizlik (4.79) dikkate alinirsa
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yazilabilir. Simdi |u'(0)| ve |u'(|)| i¢in degerlendirmeler yapmak gerekir. Herhangi bir
geC? [O, |] fonksiyonu i¢in Es. (3.8)’de ifade edilen diferansiyelleme formiilii dikkate
alinirsa yani; ¢ (X) =u (X), x=0, o, =0 ve o, = Je degerleri kullanilirsa

u(ve)-u(0)
\u’(O)\sH)—I()‘—I K, (£,0)9"(&)|dé

\/Z +{u(0 3
S‘u( )J‘;M )|+ﬂKO(§,o)\g”(§)\d§ (4.81)
. C

elde edilir. Benzer sekilde Es. (3.8) diferansiyelleme formiiliinde g(x)=u(x),

x=1, a,=1-e ve o, =1 degerleri kullanilirsa
u(\T)-u(z)]
|u'(|)|s‘ ( )\/;( )‘Ijg|Ko(§,l)g”(§)ld§

) +u(Ve)

S‘U( )‘\/_‘U( )‘+ J' |K0(Cf,|)||g”((:)|d§ (4.82)

& -z
<L
e

elde edilir. Denk. (4.76) denkleminin tiirevi almir ve Esitsizlik (4.81), (4.82)

degerlendirmeleri dikkate alinirsa

—eV"(x)+a(x)v(x)=F(x) (4.83)
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seklindedir. Buradan Esitsizlik (4.79) ve Lemma 4.10 sartlar1 dikkate alinarak

IF(x)lslf'(x)l—la’(x)u(x)l—zigm(x,s)u(s)|ds

<1 (o1 2k (x5 o
<C ‘
degerlendirmesi kolayca elde edilir. (4.83)-(4.84) probleminin ¢oziimii
V(X) =V, (X)+Vv,(x)
seklinde aranabilir. Burada v, (x) fonksiyonu
—ev, +a(x)y, =F(x), 0<x<I (4.86)
v,(0)=0, v,(1)=0 (4.87)
probleminin ¢dziimii, v, (x) fonksiyonu ise
—ev, +a(x)v, =0, O0<x<I (4.88)
vz(o):o(ij, vz(l):o(i] (4.89)
% %
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probleminin ¢6ziimleridir. (4.86)-(4.87) probleminin ¢6ziimii igin F (X) fonksiyonunun

g’a gore diizgiin smirli oldugunu gosteren Esitsizlik (4.85) ve maksimum prensibi

dikkate alinirsa

v () < @ F,

(4.90)
<C, 0<x<lI

degerlendirmesi elde edilir. (4.88)-(4.89) probleminin ¢6ziimii i¢in maksimum prensibi

probleme uygulanirsa
v, (%) < w(x) (4.91)
yazilabilir. Burada W(X) fonksiyonu

—eW +aw=0, 0<x<I (4.92)

w(0)=|v, (0)f. w(l)=[v,(1) (4.93)
probleminin ¢6ziimiidiir. Sabit katsayili (4.92)-(4.93) probleminin ¢6ziimii

<>m{<>[f<f>]<>m}
M

&

seklindedir. Buradan Es. (4.89) sartlar1 dikkate alinirsa

C 7@ 7\/a=(l—x)
w(x)gﬁ e Vo 4o (4.94)

degerlendirmesi elde edilir. Sonug olarak

u' (%)) <[vy (x)|+ v, (X))

esitsizliginde Esitsizlik (4.90), (4.91) ve (4.94) ifadeleri dikkate alinirsa Esitsizlik

(4.80)’in sagladig1 goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
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4.2.1.2. Fark semasinn kurulmasi

Bu boliimde, (4.76)-(4.77) problemi igin diizgiin sebeke iizerinde fark semasi

olusturulacaktir. [0, I] aralifinda
)y :{xi =ih, i=1..,N -1, h=—}, Dy =y U{X =0, xy =1}

diizgiin sebekesi ele alinsin. (4.76)-(4.77) problemi igin fark semasi kurmaya asagidaki

0zdeslik ile baslanacaktir.

lilhle Lu(x)g, (x)dx :;(ilhlxr1 f(x)@ (x)dx, 1<i<N-1 (4.95)

Xia W]

burada ¢, (x) fonksiyonu

sinhy, (X—X;
(Z’i(l) = 7./| ( Iil) p Xy <X<X
sinh y,h
| @ _sinhy (%, —x)
(X)=<¢p = ;X <X X,
2 (=14 sinh ;h :
0 Ke (X %)
seklinde belirlenmis baz fonksiyonlaridir. Burada
a(x
Vi = ( )
&£
ve
%1 2tanh (7';)
=h" | ¢ (X)dx=—>"2
Z Xiflco.( ) e

bi¢imindedir. Ayrica ¢ (x) baz fonksiyonu

—ep"+ap(x)=0, X, <X<X
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(D(Xi-1)=0’ (D(Xi):l

probleminin ve ¢” (x) baz fonksiyonu ise

—ep"+ap(x)=0, X <X<X,

o(x)=1 ¢(x.)=0

probleminin ¢éziimleridir. Kesin fark semalar1 yontemi (Samarskii, 2001, s. 207-214) ve
Es. (3.2), (3.7) interpolasyon kuadratiir formiilleri Ozdeslik (4.95)’e uygulanirsa
Ozdesilik (4.95)

;(ilhl:r[—gu”(x)+ a(x)u(x)]g, (x)dx =— ;(ilhlgxr 2, (X)U" (x) dx

z'ha j o, (X)u(x)dx (4.96)

i-1

7t j[a ()@, (x)dx

seklinde diizenlenebilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim i¢in baz fonksiyonlar1 da

dikkate alinarak kismi integrasyon uygulanirsa

_Zilhlg:irgoi (x)u”(x)dx _ —;{ilhlg[u’(x)ﬂ (X) :j —:‘ﬂU'(X)CDi, (X)dxj

X1

= 7 [ ()0 (x)dx

Xia

esitligi elde edilir. Bu ifade ve Es. (4.96)nin sag tarafindaki ikinci terim (X_;,X ) ve

(RIMNES

(X;,X;,;) araliginda

xhe Tlu’(x)wi' (x)dx+ g 'ha, _[1 @, (x)u(x)dx
77 [ (x) e (x)dx+ 277 [ u(x) e (x)dx
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e | (u() bz, of? (x)u(x)ox 97

Xia

bi¢iminde yeniden yazilabilir. ilk olarak Es. (4.97) ifadesinin sag tarafindaki birinci ve

ikinci terim i¢in Es. (3.7) interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

X Xig

;(i‘lh‘lgf u'(x) e (x) dx+;(i‘1h‘1g_[ u'(x) @™ (x)dx
Xi1 % (498)

zith g(f(ﬁ, dX]uX,+Z,1h g(.[(ol dXJu +R; +R,;

Xia

ifadesi elde edilir. Ikinci olarak Es. (4.97) ifadesinin sag tarafindaki {iciincii ve dordiincii

terim i¢in Es. (3.2) interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

7 J’ A (¥)u(x)dx+ h ]” o (x)u(x)dx

7hau, Igo, x)dx + 7, ' au, I x—x ) (x)dx (4.99)

Xi_;

7 'h™au J-gol x)dx+ 7 h™au X,I (x=x) @ (x)dx +Ry; +R,,

ifadesi elde edilir. Burada belirtmek gerekir ki R +R,;+R;;+R,; =0 sonucunu
vermektedir. Elde edilen bu sonuglar yani Es. (4.98) ve (4.99), Es. (4.96)’da yerine

yazilirsa
}(ilhlj:1 [—eu"(x)+a(x)u(x)]e (x)dx

=—yte £1+ ac’ J' o (X)(x~ )dx]uXX ,

4.100
+a.y; ( I¢I x)dx +h" jgo, dx]u ( )

i I[a (x) @, (x)dx

—&6U,  +aU; + Ri

[ ]
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sonucu elde edilir. Burada

2
ve kalan terim
RY = ;(ilhlxir[a(x)—a(xi ) Ju(x) g, (x)dx (4.102)
seklindedir. Ayrica Ozdeslik (4.95)’in sag tarafindaki terim igin benzer sekilde

7ht j x)dx = 7 *h 1, j o (

wih J -t ()]atgec O

yazilabilir. Burada kalan terim
=20 1 ()= (%) (x)dx (4.104)

bi¢imindedir. Ozdeslik (4.95) 6zdesliginin ¢ekirdek fonksiyon iceren integral terim icin
Es. (3.2) interpolasyon kuadratiir formiilii kullanilarak

;(ilhlﬂ,xirdX(p, jK u(s)ds = ﬂ,J.K X;,s)u(s)ds
0

Xia

+Zi‘1h_lf1fdX(l’i(X)i[K(X’S) K(x.5)Ju(s)ds

Xia

yazilabilir. Bu ifadenin sag tarafindaki ilk terimi i¢in dikdortgen kurali uygulanirsa

| N X

ﬂJ'K(xi,s) (s) ds_/thKIJJ ZI £ x_1 [K X, E)u(&)]de

0 1=t x4
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elde edilir. Boylece

Xis1

|
;(i‘lh‘l/lj dxe; (X IK u(s)ds = 1hZK u; +R® (4.105)
0

Xigq
sonucu elde edilir. Burada kalan terim

Xis1

R :Zi—lh—%j dxe, (x)i[K(x,s)—K(xi,s)]u(s)ds

i1

(4.106)
—ij E-%14)3 [K (x,&)u(&)]dé

=1,

seklindedir. Ozdeslik (4.95)’den Es. (4.100), (4.103) ve (4.105) dikkate alinarak, U (Xi)

i¢in kesin baginti

N
LyU; i=—e6Uy; +au, +AhY Kiu, +R =f, 1<i<N-1, (4.107)

XX, 1
=

seklinde yazilabilir. Burada R kalan terimi
R =RY+R?+RY (4.108)

bicimindedir. Burada R"™, R” ve R degerleri sirastyla Es. (4.102), (4.104) ve

(4.106)’da ifade edilmistir.

Sonug olarak Denk. (4.107) esas alinarak R ihmal edilirse, (4.76)-(4.77) problemi i¢in

N

LyY, =—€6Yy, +ay, +Ah) Ky, =f, 1<i<N-1, (4.109)
j=1

Yo=A Yy,=B (4.110)

fark semasi sunulur. Burada belirtilen 8, Es. (4.101)’de ifade edilmistir.

4.2.1.3. Hata degerlendirmesi ve yakinsakhk analizi

=Y. —U, olsun. Denk. (4.107) ve (4.109)’a gore z, yaklasik ¢dziim hatas1 i¢in
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N
Lyz =—e6z,; +az +ih) Kz, =R, 1<i<N-1, (4.111)

j=1
z,=0, z,=0 (4.112)
problemi yazilabilir. Burada R yaklasim hatasi Es. (4.108) ile belirlenmistir.

Teorem 4.3.

(24
N

max > [K|

j=1

2B

ve Lemma 4.10 sartlar1 altinda (4.109)-(4.110) probleminin ¢oziimii, (4.76)-(4.77)
probleminin ¢6ziimiine &—parametresine gore diizgiin yakinsaktir. Yaklasik ¢oziimiin

hatasi i¢in
ly=ul, ., =Ch (4.113)

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (4.111)-(4.112) problemi ele alinarak maksimum prensibi uygulanirsa

<at

0,m)

|2

N
R-2h) Kz,
j=1

0©,wy
N

<a'|R[,, +[4/ha™ max Z‘Ku H|z

1<i<N =} 0,0y
@ Rl
- N
1-|A|ha™ p%;‘KJ‘
esitsizligi yazilabilir. Buradan
Izl 5, <CIRI. , (4.114)

degerlendirmesi elde edilir. Simdi Ri(l), R” ve Ri(s) kalan terimleri sirasiyla

degerlendirilecektir.
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ik olarak, R” kalan terimi i¢in ele almstmn. a(x) igin ortalama deger teoreminden
la(x)-a(x)[<[a’(&)|lx-x|<Ch, x <&<x

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik, a e C* [0, I] ve Esitsizlik (4.79) birlikte ele alinirsa

‘Ri(l)‘ < ytht Xiﬁa(x)—a(xi ) Ju(x)e (x)dx

Xi1

(4.115)
<Chz ™ [ ¢ (x)dx

=Ch
degerlendirmesi elde edilir.

(1

Ikinci olarak, Ri(z) kalan terimi i¢in, R; )¢ benzer sekilde olacaktir. f (X) i¢cin ortalama

deger teoreminden

()= f(x)]<

f'(&)|x—x|<Ch, x<&<x

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik, f € C'[0,1] ve Esitsizlik (4.79) birlikte ele alinirsa

‘Ri(z)‘ < 7 th :J.l[f (x)= (%) ]u(x)e, (x)dx

%ia (4.116)
<Chy*h™ | g (x)dx

=Ch

degerlendirmesi elde edilir.

oK
Son olarak, R kalan terimi i¢in, Esitsizlik (4.79), (4.80) ve = Hfadesinin simirlisg

dikkate alinarak

‘Ri“)‘ < x'h)A T dxe, (x)lﬂK(xj,s)— K (X,s)||u(x)|dx

Xi_1 0
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3 ] e 2Tk Ox pute]oc

=L x,

ds

< x'h)2 T dx, (x)j;(x —X;)

X1

%K(ﬁ,s)u(s)

sCh+|i|hH%);’§)‘|U(§)|+|K(Xi,f) u'(f)l}dé

| 1 g a(-¢)
<C h+hj 1+T e o 4o £
0 &

<Ch

+|ﬂ|hi%K(xi,§)u(§)‘d§

(4.117)

degerlendirmesi elde edilir. Boylece, Es. (4.108)’den Esitsizlik (4.115), (4.116) ve
(4.117) dikkate alinarak

IR]..,, <Ch (4.118)

sonucunu ortaya koyar. Sonug olarak, Esitsizlik (4.114) ve (4.118) birlikte diisiiniiliirse

Esitsizlik (4.113)’tin dogrulugu gosterilmis olur. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

4.2.1.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.76)-(4.77) problemi igin elde edilen sonuglar bir 6rnek ile gosterilecektir.

Ornek 4.3.
17 -
—gu”(x)+u(x)+§'[xu(s)ds =x—c+ee ¢, 0<x<l, (4.119)
0
2
u(0)=1 u(l)=2-c+ee (4.120)
probleminin kesin ¢ézimii
X x-1 _X;Z LH'
B e Je _a e _X
u( ):e ik 62 S ix—etee
1-e



seklindedir. Maksimum noktasal hata ve & ’a gore hesaplanmis maksimum hata
e =ly-ul,,, . e =maxe!

bi¢imindedir. Ayrica diizgilin yakinsama orani ve & ’a gore hesaplanan diizgiin yakinsama

orani

Pe = In2 ’ = In2
seklinde hesaplanir.
Sonu¢ olarak probleminin ¢Oziimiinden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve
e=2"i=0, 4, 8, 12, 16 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgilin yakinsaklik orant

Tablo 4.3’te gdsterilmistir.

Tablo 4.3. (4.119)-(4.120) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve «, sebeke

iizerindeki e, &’a gore hesaplanmus hatalar ve p", &’a gore hesaplanan diizgiin

yakinsaklik oranlari.

£ N =32 N =64 N=128 N=256 N=512 N=1024

20 0,00343868 0,00198874 0,00110332 0,00060368 0,00030394 0,00015197
0,79 0,85 0,87 0,99 1,00

2% 001032126 0,00605257 0,00338123 0,00185003 0,00094445 0,00047551
0,77 0,84 0,87 0,97 0,99

28 0,01125894 0,00660244 0,00368841 0,0020181  0,00103025 0,00051871
0,77 0,84 0,87 0,97 0,99

272 001120098 0,00656845 0,00366942 0,00200771 0,00102495 0,00051604
0,77 0,84 0,87 0,97 0,99

27 00112049 0,00657075 0,00367071 0,00200842 0,00102531 0,00051622
0,77 0,84 0,87 0,97 0,99

e" 0,01125894 0,00660244 0,00368841 0,0020181  0,00103025 0,00051622

" 077 0,84 0,87 0,97 0,99

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi N degerleri artik¢a, &’a gore hesaplanan diizgiin

yakinsama hizi olan p" ’in yakinsama degerleri birinci dereceden olmustur. Boylece
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teoride ifade edilen birinci dereceden ¢—diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmig

oldu.

4.2.2. Diizgiin sebekede O(h*) durumu

Bu bdliimde (4.76)-(4.77) sinir deger problemi igin [0,1] iizerinde diizgiin sebekede
a'(0)=a’(l)=0, K(x,0)=K(x,1)=0 sartlar1 altinda O(hz) kesinlige sahip fark

semasi elde edilmistir. Fark semasinin kararlilig1 ve pertiirbasyon parametresine gore
ayrik maksimum normda ikinci dereceden diizgiin yakinsak oldugu gosterilmistir.

Sunulan metot niimerik 6rnek ile desteklenmistir.

4.2.2.1.  Siirekli problemin baz1 6zellikleri

Bu kisimda hata analizinde kullanilacak olan (4.76)-(4.77) probleminin kesin ¢oziimii i¢in

bazi asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir.

0"K

m

Lemma4.11. a, f eC?[0,1], eC[0,1]", (m=012) ve

(04
|

max.([‘K (x,5)[ds

41 <

0<x<l
ise, (4.76)-(4.77) probleminin u(x) ¢dziimii i¢in

Jul, <c. (4.121)

k 7@ 7«/2(I—x)
9 (x)[<Crrezle Fre FlL (k=12), 0<x<], (4.122)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. Esitsizlik (4.121) ve (4.122) icin k=1 durumu Lemma 4.10 ispatinda

gosterilmistir. k = 2 i¢in Esitsizlik (4.122)’nin dogrulugunu gostermek yeterli olacaktir.

Denk. (4.76) denkleminde Leibniz kuralin1 dikkate alarak iki defa tiirev alinirsa
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—ev"(x)+a(x)v(x)=F(x) (4.123)

elde edilir. Burada

v(0)=0(—j, v(I)=O(—] (4.124)

yazilabilir. Esitsizlik (4.80) dikkate alinarak, (4.123)-(4.124) problemine maksimum

prensibi uygulanirsa

v(x)[<w(x)
elde edilir. Burada w(x),
C _Nax _«/E(I—X)
—eW'(X)+a(X)w(x)=Co+—=|e ¥ +e ¥ |
Je

probleminin ¢ziimiidiir. Bu w(X) ¢dziimii
W(X) =W, (X)+w, (X)+C,w, (X)

bigiminde aranabilir. Burada W, (x) fonksiyonu
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—eW, (X)+a(x)w,(x)=0, (4.125)
w, (0)=Iv(0), wy(1)=v(1) (4126)
probleminin ¢dziimiidiir. w; (x) fonksiyonu
—ew;” (X)+a(x)w (x)=C,, (4.127)
w,(0)=0, w;(1)=0 (4.128)

probleminin ¢dziimiidiir. W, (x) fonksiyonu ise

1 s _Na(1-x)
—ng"(x)+a(x)wz(x):T e ¥ re ¢ (4.129)
£
w,(0)=0, w,(1)=0 (4.130)

probleminin ¢6ziimidiir. (4.125)-(4.126) probleminin ¢oziimii (4.92)-(4.93) probleminin

¢Ozlimiine benzer olarak

Wo(x):;\/a{‘v(o)‘sinhie e ]Hv(l)‘sinh[e ﬁj}

sinh ——=

N

seklinde bulunur. Bu ifade Es. (4.124) ile birlikte dikkate alinirsa

C _@ _"/;(I_X)
e ¥ 4e ¥ (4.131)

[ ()| S;

esitsizligi elde edilir. (4.127)-(4.128) probleminin ¢oziimii i¢in maksimum prensibi

dikkate alinirsa

W, (x)|<a™C, (4.132)
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degerlendirmesi elde edilir. (4.129)-(4.130) problemine maksimum prensibi dikkate

alinirsa
|w2 (x)| < W, (x)

elde edilir. Burada W, (x) fonksiyonu

probleminin ¢ézliimiidiir. Sabit katsayili bu problemin agik ¢oziimii

= —E\(,':X)_ Ie_% ( Jax \/;U—X)J

sinh—= +sinh
Tl

Je Je
Je

sinh

seklindedir. Buradan negatif olmayan w, (x) fonksiyonu i¢in

1 _% _ﬁ\%_X)
W, (X)| < xe Y& +(l-x)e ¢ 4,133
e (x)| < 5= (1=x) (4.133)

yazilabilir. Boylece Esitsizlik (4.122) ifadesinin k =2 i¢in ispati
w(x)[ < [y ()| +[w, (X)]+C, [w, (X))
ifadesinde Esitsizlik (4.131), (4.132) ve (4.133) dikkate alinarak tamamlanmis olur.’

4.2.2.2. Fark semasinin kurulmasi

Bu bolimde, belirtmek gerekir ki (4.76)-(4.77) probleminin diferansiyel kismi igin
olusturulacak fark semasi bir dnceki boliimde gosterildigi gibi olacaktir. Farkli olarak

integral terim iceren ifade icin fark semasi olusturulacaktir. Bu boliimiin en 6nemli

ozelligi fark semasinin O (hz) hizinda olmasidir.
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Ozdeslik (4.95) 6zdesliginin ¢ekirdek fonksiyon igeren integral terim icin

;(ilhl/IX]ﬁdX(p, .i' K(x,s)u(s)ds = AJ.K u(s)ds
0

Xia

+;(i‘1h‘1/1xi|ﬂ dxe, (x) X:rl U%@js)u (s)dsJ K, (x,&)d¢

(4.134)

yazilabilir. Burada Kl(x, 5) ve T, (/1) strastyla Es. (3.3) ve (3.4)’te ifade edilmistir.

Bu ifadenin sag tarafindaki ilk terim i¢in Es. (3.1) ile ifade edilen kalan terimi integral

formunda olan genellestirilmis yamuk kurali uygulanirsa

/IJ' (x,s)u(s)ds= /IZhJ iU

0

L NH (4.135)
+El§J‘(XJ_§)(Xj—1 5)( (XI'(DZ) (5)) S
elde edilir. Burada
h
hO:hN:E, ho=h, 1<i<N-1

seklindedir. Boylece integral terim igin Es. (4.134) ve (4.135) birlikte ele alinirsa

Xiyg |
2| dxe (X _[ K(x,s)u(s)ds= ﬂZh KU, + RC (4.136)
i 0

X1

sonucu elde edilir. Burada kalan terim

R® = yth- lzj dxg, Xfﬁaz%f’s)u(s)ds) K, (x,&)d&
. e (4.137)

+%/1§:J. x— )( (%, ¢)u (‘f)) dg

seklindedir. Boylece Ozdeslik (4.95)’de Es. (4.100), (4.103) ve (4.136) dikkate aliarak,

u(x, ) icin kesin baginti
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N
LU, =—0U,, +au +A> 7 Kiu,+R =f,, 1<i<N-1, (4.138)

i XX,
i1

bi¢iminde yazilabilir. Burada R kalan terimi
R =RY+R®+R® (4.139)

seklinde olup R™, R® R® ifadeleri Es. (4.102), (4.104) ve (4.137)’de ayr ayri

belirtilmistir.

Sonug olarak, Denk. (4.138) esas alinarak R. ihmal edilirse (4.76)-(4.77) problemi i¢in
N

Ly Y =—66 Yy, +aY, +AD_hKyy, = f, 1<i<N-1 (4.140)
j=1

Yo=A Yyy=B (4.141)
fark semasi sunulur. Burada belirtilen 6, Es. (4.101)’de ifade edilmistir.

4.2.23. Hata degerlendirmesi ve yakinsakhk analizi

z, =y, —U, olsun. Denk. (4.138) ve (4.140) 6zdesliklerine gore z; yaklasik ¢6ziim hatas1

i¢in
N
Lz =—e602,; +az,+A) h,K,z; =R, 1<i<N-1, (4.142)
j=1

z,=0, z,=0 (4.143)
problemi yazilabilir. Burada R, yaklasim hatas1 Es. (4.139) ile belirtilmistir.

o"K
ox"™

Teorem 4.4. a, f eC*[0,1], eC?[0,1],(m=0,1,2), a'(0)=a'(l)=0,

K(x,0)=K(x1)=0 ve
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(24

2] <
g%;w

olsun. Bu durumda (4.140)-(4.141) probleminin ¢oziimii, (4.76)-(4.77) probleminin

¢Oziimiine & —parametresine gore diizgiin yakinsaktir. Yaklasik ¢6ziim hatasi i¢in

ly-ul,, =ch’ (4.144)

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (4.142)-(4.143) problemi ele alinarak maksimum prensibi uygulanirsa

T 427% 2
<a”[R],,, +l4la” m%Zh K[l
'R IIMN
1|4 maXZh K|
esitsizligi yazilabilir. Buradan
l2ll, ., <CIRI.., (4.145)

sonucu elde edilir. Simdi R,( , Ri(z), Ri(3) kalan terimleri sirasiyla degerlendirilecektir.
ilk olarak, R" kalan terimi igin

R®|<cn (4.146)

dogru oldugu gosterilecektir.

a(x)-a(x)=(x-x)a(x)+ (@), & (1),

esitligi dikkate alinarak Es. (4.102)’den
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R = [a() - B (x) o (1)

Xis1

= Ziﬁlhila’(xi) I (X_ X )U(X)(”i (X)dx

Xi1

+% Zi—lh—lj”(x_ % V2 (& (x))u(x) g (x)de

yazilabilir. Ayrica bu ifade ve
u(x)=u(x)+(x=x)u"(m), m(x.x)

esitligi birlikte ele alinirsa

yazilabilir. Bu esitlikte

ifadesi dikkate alinirsa
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(4.147)

sonucuna varilr. Es. (4.147)’nin sag tarafindaki ikinci terim igin a € C*[0,1], |u (X)| <C

ve |x— x| <h oldugundan

X1

,[ (x=%)"a"(& (x))u(x) (x)dx

X

1 4.
= h
2)(.

<Ch?y*h™ f @ (x)dx

Xi1

(4.148)
-o(r)

degerlendirmesi elde edilir. Ayrica Lemma 4.11 sartlar1 dikkate alinarak

1 _\ljfm _«/?(Fm)
u'(n,)|[<Cil+—=le ¥ +e ¢
(nscite -

&

1 ax 4 Va(1-%.1)
<Cll+—|e ¥ 4o . 1<i<N-1

N

degerlendirmesi elde edilir. Buradan, Es. (4.147) denkleminin sag tarafindaki ilk terim

i¢cin
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Xis1

270 (%) [ (x=%)"u'(m (x) o (x)

<Cx hfa’(x)| ir(x—xi)zgoi(x)dx
" . (4.149)
+TC"' i)h{(x—xi)zcoi(x)e o

1 Xisg ) _\/?FA
+—Cyt )”(x—xi) o, (x)e ¥ dx

Je s

degerlendirilmesi elde edilir. aeC*[0,1], |[x—x|<h ve Lemma 4.11 dikkate alinirsa

Esitsizlik (4.149) ifadesinin sag tarafindaki ilk terim igin

Xis1

a'(x) I (x—xi)zu’(ryi(x))goi(x)dx

Xi1

7 h <Ch? (4.150)

seklinde degerlendirilme miimkiin olur. Esitsizlik (4.149) ifadesinin sag tarafindaki ikinci

L
terim igin a’(O) =0 ve te' <e 2, (t > O) ozelliklerinden yararlanilir ise

1 Xis1 ) Jaxiy
——=Cx'ha'(x )I(x—xi)¢i(x)e dx

Je :

i-1

o Xia Xisg

<%c a(E)e * Xijl(x—xi)zgoi(x)dx

_\/igl
<ch? Jie
. (4.151)
oy,
<cht X Xia
X NE
i o
<Ch?—e 2V
<Ch? i>1

degerlendirmesine ulasilir. Benzer sekilde Esitsizlik (4.149) ifadesinin sag tarafindaki

i
ligiincii terim igin a'(1)=0 ve te™' <e 2, (t>0) 6zelliklerinden yararlamlarak
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1 T Xiy1 ) _\/a—xm
——Cy*h |a(xi)|j(x—xi)(pi(x)e ¥ dx

Ve
_ _\/0—%+1Xi+1 )
<—C a"(&)e ¢ X=X ) @ (x)dx
7o R Ee [ exya
_Ji?;ﬂ
<ch? Jig
NP (4.152)
Jax.,
<ch? X g Vo
Xi+1 &
N
<Ch’ —e ¥
i+1
<Ch?, i<N-1

degerlendirmesine ulasilir. Boylece Es. (4.147) ifadesini Esitsizlik (4.148), (4.149),
(4.150), (4.151) ve (4.152) ile birlikte dikkate alinirsa

X1

RY = zthar (%) [ (x=x%) (7, (X))o (x) dx

Xia

%Zilhf‘f(x_xi Y a"(& (x))u () (x)dx

Xi1

<Ch? i=23.,N-2

(4.153)

seklinde yeniden degerlendirmek miimkiin olur. Boylece Es. (4.147) ifadesinin O(hz)

kesinligine sahip oldugu ispatlanmis oldu. Simdi i=1 i¢in degerlendirmesi

arastirilacaktir. Yukaridaki islemlere benzer sekilde

a(x)-a(x)=(c-m)a(x)+ U ar(g), g0

u(x):u(x0)+iu’(§)d§

esitlikleri dikkate alinarak R kalan terimi
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Rfl)=;cflh'la’(&)xf(x—Xi)ﬁU'(cf)dé}wi(X)dx
+2111h Ix x,)"@"(& (%))u () (x)dx

(4.154)

seklinde yazilabilir. Es. (4.154)’iin sag taraftaki ikinci terimi igin a e C*[0,1], [u(x)|<C

ve [x— x| <h oldugundan

L () at (& (0)u (s (x) 0] < Oz f g ()

-o(r)

(4.155)

sonucu elde edilir. Es. (4.154)’iin sag tarafindaki ilk terimi igin Lemma 4.11 ve a'(0)=0

dikkate alinarak

zllh1a’(><1)if(x—x1)ﬁl1'(é‘)d§}w

] % 1 7% 7\/3\(/I_—x)
<C "(n, 1+— ¢ ¢
xh|a (771)|XJ; +\/; e ¥ e X

X, Aax
<R { \/_ je gdx} (4.156)

, o 2Jah
<Ch?®ih+Ja |1-e ¥

=O(h2), m€(0,%)

|hJ'|u |dx

degerlendirmesine ulasilir. Boylece Esitsizlik (4.155) ve (4.156) birlikte ele alinirsa

=0(h?) (4.157)

a(x)—a(xN_l)z(x—XN_l)a'(xN_l)+wa”(gN_l), v (X1 X)),



U(X)=u(Xyy)+ j u'(&)dé
esitlikleri dikkate alinarak RSL kalan terimi

R() =N 1h_la( _[ Xn 1 D‘u d§:|¢N 1 d

+5 ZN Lh I " §N 1( )) (X)¢N—1(X)dx

XN-2

seklinde yazilabilir. Es. (4.158) esitliginin sag taraftaki ikinci terimi i¢in a e C? [O,I],

|u(x)|£C ve |x— x| <h oldugundan

Lt (o (6 0)ulon s 005

<Ch?*yth? j Py (X)dx=0(h?)

XN-2

sonucu elde edilir. Es. (4.158)’in sag tarafindaki ilk terimi igin Lemma 4.11 ve a'(l) =0

dikkate alinarak

whna (%) | (x—xN_l)ﬁu'(f)df}goN_l(x)dx

<la (xN_1)|hT Ju'(x)[dx

XN-2

XN 1 _@ _‘/‘Z:(I’X)
< Cxy;h[a" (7)) _[ 1+$ e ¥ 1e |

2{ 1 7 —E%X)
<Ch°<h+—= | e Y& dx
Je

2Jah

<Ch2{h+\/51£1—e ¥ }o(hz), s €(0,%)

XN-2

degerlendirmesine ulasilir. Boylece Esitsizlik (4.159) ve (4.160) birlikte ele alinirsa
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R

=0(h?) (4.161)

sonucu saglanmis olur. Buradan Es. (4.153), (4.157) ve (4.161) dikkate alinirsa Esitsizlik
(4.146) gosterilmis oldu.

Ikinci olarak, ise Ri(z) kalan terimi i¢in
\RF)\ <Ch? (4.162)

dogru oldugu benzer sekilde gosterilecektir.

f(x)—f(xi)=(x—xi)f’(xi)+(x_xi) (&), & (%.%),

esitligi dikkate alinarak Es. (4.104) denkleminden

- Zflh'ljf[f (x)= f (%) o (x)dx
= 7t (x )j(x X o, (X )dx+ ;(Ilh j (x=%) T"(&(x)) g (x)dx

yazilabilir. Bu esitlikte

oldugu dikkate alinirsa

@ 0= () (0o
=2 'h (X )I(x X o, (X )dx+ ;(Ilh I (x=x%)"f"(& (%)@ (x)dx

Xia

-2 ;{i‘lh‘ljl(x— WV 1(2 () (x) e

sonucu elde edilir. Buradan f e C*[0,1] ve |[x—x]|<h oldugundan
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Xis1

R®|< ; | [ (=% £7(& () (x) o

Xi1

2
<N
2 [%1%u]

2

(& ()| 2 | @ (x)dx

Xi1

= max. (& (x)[=0(h*), 1<i<N-1

degerlendirmesi elde edilir. Boylece Esitsizlik (4.162) nin dogrulugu gosterilmis oldu.

Son olarak R kalan terimi i¢in Es. (4.137)’den

‘ R ‘ <

;(ilhliXTdX(pi( j[j o4 82:5 8, (s)dsJKl(x,f)df

X1 X1

(4.163)

+

’12[ X, —&)(&- xj_l)(K(xi,g)u(g))”dg

=1,

yazilabilir. |K1(X,S)| <Ch ve Lemma 4.11 sartlar1 dikkate alinarak Esitsizlik (4.163)

ifadesinin sag taraftaki ilk terim i¢in

xﬁh%detﬂi( TUaZK( )(S)dsj (% &)dé

Xig \ 0

<Ch? (4.164)

degerlendirmesi kolayca yapilabilir. Esitsizlik (4.163) ifadesinin sag taraftaki ikinci terim

yeniden diizenlenirse

N X

—|/1|ZI X, =) (&%)

=L xg,

(K (. )ue)) |oe

lﬂIZI X; = &)(& =%, )|K" (%, &)|u (&) dé

=%,

(4.165)

j

+|z|i (- €)(Ex )k (e (€2

=1 x

\_
N

+E|ﬂ|§ I (% =)&) [K (x.€)

u'(¢)[ds
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bi¢ciminde yazilabilir. Esitsizlik (4.165)’in sag tarafindaki ilk terim i¢in |u(x)| <C ve

2
0 Ij € C?[0,1] dikkate alinarak

L3 (1,

=%,

K"(%.¢)||u(&)|dg <ch? (4.166)

degerlendirmesi elde edilir. Esitsizlik (4.165)’in sag tarafindaki ikinci terim igin

\dé<|z|hﬂ*< (% &)l (¢)de

ED OGRS

X,

< |’1|h2”K’(Xi’§)HU (%Z)‘JF‘K (xi,é)HU'(ﬁ)‘dﬁ
0
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik ile Lemma 4.11 sartlar birlikte diistiniiliirse

K (& )lur()]de

ED FERROTERN

=1,

g S e (4.167)
gC|/1|h2j 1+——|e ¥ +e ¥ |d¢
0

N

< Ch?

degerlendirmesi elde edilir. Son olarak, Esitsizlik (4.165)’in sag tarafindaki ti¢lincii terim

degerlendirmesinde Esitsizlik (4.122)’de k = 2 i¢in saglanan 6zellik kullanilirsa

—lﬂlZlJ % =) =X )IK (x o ()] de
N X 1 e a9
<C2 [ (=€) —xa)[K (% §){1+= e o ve J 3 (4.168)
L[ Sz @
<Ch’ 1+ZI|Kx§|_eI+e Eole

=%,

X

sonucuna varilir. Ayrica
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K(x,&)=K (x,,0)+—§
o¢
Ozdesligi dikkate alinirsa Esitsizlik (4.168), (burada belirtmek gerekir ki, ¢izgi; kismi
tirevlerin ortalama deger tecoremini kullanarak ara noktalarda degerlendirildigini

gostermektedir.)

_Nag
Ch Z“K X, & |—e fdg Ch ZHK X;,0 |—e «fd§+<:h Zj foe Fdg
1= %, 1= %, 1= %,
seklinde yeniden yazilabilir. K (X, O) =0 sart1 bu 6zdegslikte isleme alinirsa
Jag Aas
Ch Z“K x,,§|—e Y dég=ch Z“K x,,o|—e Fde
= Xj1 = Xj1
Jag
6K
+Ch? e ¥d 4.169
ZJ 5 550 9 (4.169)
I Jas

sChzjée_ﬁdé
&

0

_t
degerlendirmesi elde edilir. Diger taraftan Esitsizlik (4.169)’da te™" <e 2, (t > 0) dikkate

alinirsa bu degerlendirme

[ Jag
1 —
Ch? K(x.&)| e fd§<c:h2 —e 2egg
Jle:[l‘ a.(l). 8
el (4.170)
:Chzz(le f}
[94

bigiminde yeniden yazilabilir. Benzer sekilde

K (%,&) =K (x, |)+Z—§(§—|)

0zdesligi dikkate alinirsa,
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Na(1-¢) 1 G-2)
ChZZHK (% \— ’jzdf ChZHK TF e
—1x _1X
oK Va(l-)
. 6K 1
Z:;,I ) ge dé
seklinde yazilabilir. K (x,1)=0 sart1 bu zdeslikte isleme alinirsa
N X 1 7@ N Xi 1 7\/;“_5)
chY [K(x.&)|=e F de=Ch®Y [|K(x.)=e ¥ d¢
s & =1, &
1 ﬁ(l—é)
N 7 8K
+Ch? E-1) od 4171
ng ¢ & @i

Va(1-¢)
e ¥ d¢&

< Ch2

t
degerlendirmesi elde edilir. Diger taraftan Esitsizlik (4.171)’de te™ <e 2, (t >0) dikkate

alinirsa bu degerlendirme

a(-2)
Ch? ZHK (%, |— o de<ch? (4.172)

*lX

bi¢ciminde yeniden elde edilir. Boylece Esitsizlik (4.170) ve (4.172) ifadeleri dikkate
alinirsa Esitsizlik (4.168)’in

X

IﬂlZI X =) (&=, )[K(

_1X

(&)|dé<ch’ (4.173)

seklinde degerlendirmesi elde edilmis olur. O halde Esitsizlik (4.166), (4.167) ve (4.173)
dikkate alinarak

IﬂlZJ (% =€)(6-x4)

_1X

(K(Xi,é)U(é))"‘déSChz (4.174)

degerlendirmesi elde edilir. Sonug olarak R kalan terimi i¢in hata degerlendirmesi
Esitsizlik (4.164) ve (4.174)’ten
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R|<ch? (4.175)

degerlendirmesi elde edilir. Son olarak Esitsizlik (4.146), (4.162) ve (4.175) dikkate

alinarak ve

R <[]+ R« ]
oldugundan

IR |<Ch? (4.176)

degerlendirmesi elde edilir. Esitsizlik (4.145) ve (4.176) birlikte diistiniiliirse ispat

tamamlanmis olur. Boylece (4.144)’{in dogrulugu gosterilmis oldu.r

4.2.2.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.76)-(4.77) problemi igin elde edilen teorik sonuglar bir ornek ile

gosterilecektir.
Ornek 4.4.
" 2 1 I xsin(7x) 1
—eu (x)+(2—cos (ﬂX))U(X)+§J‘(e —1)u(s)ds =T 0<x<1, (4.177)
+
0
u (0) =1 u (1) =0 (4.178)

probleminin kesin ¢éziimii bilinmiyor. Bu yilizden niimerik sonuglarda hata yaklagimi ve
yakinsama orani hesabi i¢in ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Yani niimerik sonuglari
iki kat daha ince sebeke tlizerindeki sonuglar ile karsilastirilacaktir. Maksimum noktasal

hata ve & ’a gore hesaplanmis maksimum hata

N

&,2N
e(‘.’

=max|y/" —y;™"|, " =maxe]
ay £

bi¢ciminde tanimlanir. Ayrica diizgiin yakinsama orani ve &’a gore hesaplanan diizgiin

yaklnsama oranit
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seklinde hesaplanir.

Sonu¢ olarak probleminin ¢6ziiminden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve

£=10",i=0, 2, 4, 6, 8 degerleri i¢in elde edilen hatalar ve diizgilin yakinsaklik orant

Tablo 4.4’te gosterilmistir.

Tablo 4.4. (4.177)-(4.178) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve w, sebeke

iizerindeki e, &’a gore hesaplanmus hatalar ve p", &’a gore hesaplanan diizgiin

yakinsaklik oranlari.

P N =32 N =64 N=128 N=256 N=512 N =1024

10°  0,03454618 0,00873286 0,00220145 0,00055304 000013874 0,00003471
1,084 1,088 1,093 1,995 1,999

102 0,04099782 0,01038533 0,00262165 0,00065997 000016591 0,00004165
1,981 1,986 1,99 1,092 1,94

10" 0,04378985 0,01110798 0,00281381 0,00071081 0,00017931 0,00004514
1,979 1,081 1,085 1,087 1,99

10°  0,04624543 0,01173901 0,00297572 0,00075327 0,00019055 0,00004817
1,978 1,08 1,082 1,083 1,084

10°  0,04598163 0,01168824 0,00296902 0,00075366 000019131 0,00004853
1,976 1,977 1,978 1,978 1,979

eV 0,04624543 001173901 0,00297572 0,00075366 0,00019131 0,00004853

p" 1,078 1,98 1,982 1,978 1,979

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi N degerleri artik¢a, &’a gore hesaplanan diizgiin
yakinsama hiz1 olan p" ’in yakmsama degerleri ikinci dereceden olmustur. Bdylece

teoride ifade edilen ikinci dereceden &—diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmig

oldu.
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4.2.3. Parcal diizgiin sebeke (Shishkin mesh) durumu

Bu béliimde (4.76)-(4.77) siur deger problemi icin [0,1] {izerinde parcali diizgiin
(Shishkin mesh) sebekede O(N ZIn N) kesinligine sahip homojen tip fark semasi elde

edilecektir. Fark semasmin kararlihi§i ve pertirbasyon parametresine gore ayrik
maksimum normda ikinci mertebeden diizgiin yakinsak oldugu gosterilmistir. Sunulan

metot niimerik O6rnek ile desteklenmistir.

4.2.3.1. Siirekli problemin bazi 6zellikleri

Lemma 4.11 sartlar1 altinda Esitsizlik (4.121) ve (4.122) bu boliimde de kullanilacaktir.

Buradan hareketle fark semasi kurulmasina gegilebilir.

4.2.3.2. Fark semasinin kurulmasi

Bu bolimde (4.76)-(4.77) problemi igin pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebeke tizerinde

fark semasi olusturulacaktir. [0,1] araliginda
oy ={0<x <..<Xy<l,h=x-x_,}, @ =0,U{X=0 x, =1}

herhangi bir diizgiin olmayan sebeke ele alinsin. (4.76)-(4.77) problemi i¢in fark semasi

kurmaya asagidaki 6zdeslik ile baslanacaktir.

;(hj [—eu"(x)+a(x)u(x)] g (X)dx+ thj @ (x)@ K (x,5)u (s)dsjdx

(4.179)

it T ()@ ()dk 1<i=N -1

i-1

burada ¢, (x) fonksiyonu

sinhy; (X—X;_

sinhy, (X, — X
o (x)= (Di(Z)(X)E Sinh(]/ihll )’ X < X< X
0, X (X1 %)
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seklinde belirlenmis baz fonksiyonlaridir. Burada

_ [a(x)
Vi= .
ve
Xis1 -1
X —[h._l o (x) dx}
. .
= hi_lj. Y (x)dx + 7yt I¢I J
i-1 X )
h;l h*l 1
b sinhy;h, lelsmh% (x=%. )dx}fm(jsmhy,( g~ )dXJ]
Kt 1 - i .
| S Uy o ) j+W(7 (cosh 7 (..~ x)) ]]
h-_l 1 h_l 1 -1
= : —(coshy,h —1) [+ ——— hoh 1
Sinh}/ihi Vi (COS 9 )] Slnh7.h.+1(7| (COS i )j]

-1

2k sinh? J/izh' 2k sinh? ylng

7isinh y;h y;sinhyh

i i+1

-1

Zhiflsinh”/i—hi ZhIlSinhZ@

- 2 + 2

2y;sinh 7 cosh 7 2y,sinh LALER LY
2 2 2 >

-1 1
= h—i(tanh nh +tanh £t My D
Vi 2 2

— il
tanh(}/'h' ]+tanh(yihi+lJ
2 2

bi¢cimindedir. Ayrica sabit adim boyutu i¢in

7ih

T
2tanh(7/ij
2
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seklindedir. ¢ (x) baz fonksiyonu
—ep"(X)+a,0(x)=0, X <X<X,

o(%.)=0 o(x)=1

probleminin ve ¢ (x) baz fonksiyonu ise

—s¢"(X)+ap(X)=0, X <X<X,,

¢’(Xi):11 §D(Xi+1):0

probleminin ¢6ziimleridir. Kesin fark semalar1 yontemi (Samarskii, 2001) ve Es. (3.2),
(3.7) interpolasyon kuadratiir formiilleri Ozdeslik (4.179)’da uygulanirsa Ozdeslik
(4.179)’un diferansiyel kism1

;(ihi‘ljf [ —eu"(x)+a(x)u(x)]e (x)dx =—;(ihylgxfgoi (x)u"(x)dx

X1

+phia I o (X)u(x)dx (4.180)

Xi1

i [2(0-a(x) (<)o ()

i-1

seklinde diizenlenebilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim i¢in baz fonksiyonlar1 da

dikkate alinarak kismi integrasyon uygulanirsa

_Zihi-lgij)i (x)u"(x)dx = —;{ihi—lg(u'(x)(pi ()] _Tu'(x)@' (x)de

= xie [ u(x)o] ()

Xi1

esitligi elde edilir. Bu ifade ve Es. (4.180)’in sag tarafindaki ikinci terim (X X ) ve

i-17 N

(X;,X;,;) araliginda
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Xis1

;(ihi’lgj u'(X)e (x)dx+ xhi'a, iJtl(pi (x)u(x)dx

X X1

= ;(ihi’lgj. u'(x) g (x)dx+;(ihi’lgf u'(x) " (x)dx (4.181)

Xis1

+yhita j o (X)u(x)dx+ 7', j o (X)u(x)dx
bi¢iminde yeniden yazilabilir. ik olarak Es. (4.181) ifadesinin sag tarafindaki birinci ve

ikinci terim i¢in Es. (3.7) interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

X X1

1y gJ. ()qo, (X)dx+ yihite j (X)goi(z)'(x)dx

X1 Xi

= y.h; g(J‘qo, dx]u“+;(lhI 8[.[@ dxju +R; +R;

Xia

(4.182)

= yiheuy + el + R+ Ry

ifadesi elde edilir. ikinci olarak Es. (4.181) ifadesinin sag tarafindaki ii¢iincii ve dordiincii

terim igin Es. (3.2) interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

whi'a, [ o (Qu(x)dx+ zhi'a, [ o (x)u(x)ox

Xia X

= yh'au, I o (x)dx

X1

+ ;'8 X.J (x=% )¢ (x)dx (4.183)
"‘Zihi_laiui T @i(z)(x)dx

+ 7 AU, _Tl (X =X )@i(Z) (X) dx+R;; + Ry,

ifadesi elde edilir. Burada belirtmek gerekir ki R +R,;+R;;+R,; =0 sonucunu

vermektedir. Elde edilen bu sonuglar, yani Es. (4.182) ve (4.183) ifadeleri Es. (4.180)’de

yerine yazilirsa
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Zihi_lxirl[_gu"(x)-i_a(x)u (X)] ®. (X) dx

= yhile {1— ac™ J. (% —x)p (x)deux,i +au,

(4.184)

X1

—yhile (1— as’ j (x=x)p? (x) dx] Uy

X

i [ Ta0-a(s)Jux)e (1

sonucu elde edilir. Burada

X

Zihilg(l_ e I (% - X)("i(l) (x)dxj

Xia

X

_[ (x; —x)sinh y, (x - xil)de

)

—h, 1
=yhle|l-ae?t| ———+—
it & ad [7i Sinhﬂ/ihi 7i2Jj (4.185)

:zihi—lg 1+ éihi _ ai2
grisinhyh ey,

=yhle|l-ae™
il [ “ Sinhyh

_ (% — x)%cosh 7 (X=%_,)

= yhi'e (1— ag™

sinh y;,h

_h_—la_ Xi
LA cosh (x-x,.)

i Xy

1 h 1 .
= vhile|l-ag™ ——L+=sinhy, (x—x
Zl i i Sinh 7.h ( 7i 7i2 }/I( |—l)

rih " ahh,

tanh 721" 4 tanh 7l gsinh y;h, (tanh 7N tanh 7/'h'*1]
2 2 2 2

ah;
&y, (tanh 7/‘2h‘ +tanh 72”1)

_ple ahn, - hi—lggi(l)

gsinh y;h, (tanh 7/i2hi +tanh 7ir2]i+lj
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ve

X1

lihilg(l_aigl _[ (X_Xi) i(Z)(X)dX]

X

=yhle|l-agt———— [ X—x )sinh 7. (x._, — x)dx
Zl i g( i Sinhﬂ/ihnl le( |) 7|( i+1 ) J
= yhite|1-ae ——(% —x)icosh 7 (X = X) [
b I sinh y;h I Vi i
thla Xis1
——Zt 13 | coshy. (X, —x)dx
visinhyh, ! }/I( " )
1 h 1 .
= yhilell-aet—— | 2~ sinh v (X . —Xx)|%
At € ad sinh7ihi+1[ Vi 7i2 7|( ) )Xi jJ
—h 1
=yh'e|l-ag?| ——+—
XI Ig Ig (74 Slnhj/|h| 7i2]J (4186)
= yhie| 1+ {flih”l - aiz
gy;sinhyh, &y,
7l + ah 7,
tanhyizhi+talnh7/‘r2]i+l gsinh 7ihi+1(tanh7/‘2h‘+tanh7‘r2]‘*l)
=h'e
_ an;
&y, tanhyihi+tanh7ih”lj
2 2
—nle GUBU = 160
gsinhyihiﬂ(tanhyizhﬂanh%;”lj

seklindedir. Es. (4.185) ve (4.186) dikkate alinarak Es. (4.184)
7ht J [—eu"(x)+a(x)u(x)]e (x)dx = eh'0Pu,  +au, —eh'0 ",

+Zihi‘le[a(><)—a()‘i ) Ju(x) g (x)dx (4.187)

Xia

oo, +au+2n | [a(x)-a(x)]u (x)e, (x)dx

X1

bi¢ciminde yeniden yazilabilir. Burada
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§2u. — i X,i i X,i (4.188)

seklindedir. Es. (4.188)’de Gi(l) ve Qi(z) ise sirasiyla Es. (4.185) ve (4.186)’da ayr1 ayr1

hesaplanmistir. Ayrica sabit adim boyutu i¢in

2

oY —p? —p = ap

- | 4sinh2(ﬁ§j, [p:%j

seklindedir.

X, X, sebeke noktalarina gére Newton interpolasyon formiilii

a(x)-a(x) = (=% )a,, +2 (x-x) (x-x.1)a"(4 (x)

bigiminde yazilabilir. Bu formiil dikkate alinarak Es. (4.187)’nin sag tarafindaki ti¢lincii

terim

;(ihi‘l:i‘ﬂ[a(x)—a(xi)]u(x)(pi (x)dx = ;(ihi‘laxli:r(x—xi Ju(x)g; (x)dx

. . (4.189)
+§Zihilxj (X_ X; )(X_ Xi+l)a"(§i (X))U (X)¢i (X)dX

bigiminde yazilabilir. Ayrica Es. (4.189)’un sag tarafindaki ilk terim i¢in

formiilii kullanarak yeniden hesaplanirsa, Es. (4.189)
7ht j [a(x)—a(x)]u(x)@ (x)dx=a,, 74, +RY

seklinde yazilabilir. Burada
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:hi‘lxr(x—xi)go,( x)dx =h;" _[ x—x o (x)dx +;* j x—x )P (x)dx

Xi1

ntoo
WI (x—x; )sinhy; (x—x;_, ) dx

T X—X; )sinhy; (X

—-x)d
SInh(7| |+1 X X) "

i+1

hi_l X—X 1COS X— X
:W[( )% hy (x=x)|%,

i [—(x—xi)lcoshyi(xm—x)

——J'cosh;/I (X—x_ )dx}
7/|>(1

§:+1+l j coshy; (X, —x)de (4.190)

h'h Bt _
— 1 1 _ i h : r . Xi
Vi Sinh(ylhi) 7/i2 Sinh(}/ihi)sm 7|(X X|—1) X1
hith Bt : |
_ i ix . i ho (%  — -
yi Slnh(yihnl) 7i2 Sinh (7|h|+l) y 7| (Xlﬂ X) X
m'h Bt W' I

i i i+l +|

=7/i3inh(7ihi) 7i2 7i5inh(7ihi+1) 7/i2

. h
:h_—l .—l i _ i+1
i (sinh(;/ihi) sinh(;/ihm)]
ve kalan terim

1

R(l):EZ,h, j (x=x%)(x=%,)a" (& (x))u(x)g (x)dx
‘. (4.191)
e | (x=x [Iu ds}o,( )dx
bi¢imindedir. Burada belirtmek gerekir ki sabit adim boyutu i¢in g4 =0 dur.
Boylece Es. (4.187)
it j [—su"(x)+a(x)u(x)]o (x)dx =e5°u; +au, + R (4.192)

biciminde yazilabilir. Burada

86



q =a+a, 1K (4.193)

seklindedir. Burada s, Es. (4.190)’da ifade edilmistir. Yukaridaki islemlere benzer

sekilde Ozdeslik (4.179) un sag tarafindaki integral terim igin benzer sekilde

Xis1

2l [ 1 ()@ (x)dx=F +R? (4.194)
yazilabilir. Burada
fi="f+ izt (4.195)
ve kalan terim
1 y Xi1 )
R ZEZ‘hil [ (x=%)(x=%1) F(& (X)) 1 (%) x (4.196)

i-1

seklindedir. Belirtmek gerekir ki sabit adim boyutu i¢in f, = f, olacaktir. Fark semasini

olusturmak i¢gin son olarak Ozdeslik (4.179)’da integral terim igin

K(x,s)= K(xi,s)+(x—xi)§K(xi,s)+@:—;K(§(x),s)

Taylor a¢ilimini kullanarak

Xis1

Zihil/lj' @ (x)[_(l[ K (x,s)u(s)dsjdx :/1.:[ K (x,s(s)ds

Xi1

|
+,ui/1I%K(xi,s)u(s)ds+Ri(s) (4.197)
0
|
= ﬂjx(xi ;s)u(s)ds+R"
0
seklinde yazilabilir. Burada
0
K(xi,s):K(xi,s)+yi&K(xi,s) (4.198)

ve kalan terim
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R'(S):%Z. .%J. (x=x) (/’.( )Uaaz ( )J dstX (4.199)

0
seklindedir. Simdi Es. (4.197) ifadesinde «(x;,s)u(s) i¢in Es. (3.1) ile ifade edilen kalan
terimi integral biciminde olan genellestirilmis yamuk kurali uygulanirsa
|

A[x(x,s)u(s)ds= ﬁZh KU, +RY (4.200)

0

ifadesi elde edilir. Burada kalan terim

L3 f(x j_l—g)dd—;(zc(xi,g)u(f))dé (4.20)

—lX

seklindedir. O halde Es. (4.179)dan Es. (4.192), (4.194), (4.197) ve (4.200) dikkate

alinarak, u(x;) icin kesin bagint:
N
LU, =—&5°U, +au; +AY 7 xu, +R =f, 1<i<N-1 (4.202)
=0

seklinde yazilabilir. Burada R kalan terimi

bi¢iminde olup R™ , (k=1,2,3,4) kalan terimleri sirastyla Es. (4.191), (4.196), (4.199)

ve (4.201)’de ayr1 ayn ifade edilmistir. Sonug olarak, Denk. (4.202) esas alinarak R
ihmal edilirse, (4.76)-(4.77) problemi i¢in

N J—
LyYi = _552yi +aY,; +ﬂ”zohj’(ijyj =f, 1<i<N-] (4.203)
J:

Yo=A Yyy=B (4.204)

fark semasi sunulur. Burada 62, &, f,, x; degerleri sirastyla Es. (4.188), (4.193), (4.195)

ve (4.198)’de ayri ayri ifade edilmistir.
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4.2.3.3.  Hata degerlendirmesi ve yakinsakhk analizi

Degerlendirmeye gegmeden once pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebekeyi ifade etmek
gerekir. (4.203)-(4.204) fark semasinin & parametresine gore diizgiin yakinsak olmasi
i¢in @, lizerinde diizgiin olmayan o ’ya bagl bir ge¢is noktasi iceren Shishkin tip sebeke
kullanilacaktir. Bu sebeke, x=0 ve x=1I smnir kat1 etrafinda yogunlasan pargali diizgiin

bir sebekedir. N ¢ift bir say1 olmak {izere, @, par¢al diizgiin sebekesi [0,1] araligim
[0,0], [I-o,1] ince parsel ve [o, | —o]kalin parsel olmak iizere iig alt araliga boliiniir.

Burada o gegis noktasi
o =min{§. (V&) VEInn

seklinde tanimlanmustir. Ayrica h® ve h(z), [0,0], [o.1-0c] Ve [I —o,1] alt araliklarin

adim uzunluklari olup, [0, 1] tizerinde X diigiim noktalar

x, =ih", i=01,..,—, ho =49
N
2(1-2
@y = Xi:a+(i—ﬂjh(2), izﬁ+1,...,3—N, h(z):—( U);
4 4 4 N
&=|—a+@—§ﬂ)wﬂ NN, N”:%%

seklinde tanimlanir.

0"K

Xm

Lemma 4.12. a, f eC?[0,1] ve eCZ[O,I]Z, (m=0,1,2) olsun. O halde R kalan

terimi igin
IRl <CNZ*InN (4.205)
degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. Her bir Ri(k), (k =1,2,3,4) icin ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.
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ilk olarak, R" kalan terimi ele almsa aeC?[0,1], X — x| <max(h,h,,),

x—x,,,| < 2, ve h® <CN7, (k =1,2) oldugundan ve Lemma 4.11 dikkate alinarak

X1

‘Ri(l)‘ < %;{ihi‘l J. (x=x)(x=%)a"(& (x))u(x) g, (x)dx

X

Xis1

+yhita,, I(x X) (Iu ds}o,( )dx

X1

(4.206)

i1 0+1 (R E

it _ax Vo (1-x
<CN1{N1+I\/1_{ Ry *(/E)JdXJ

degerlendirmesi elde edilir.

<C{max(h,h )} +C max (h;,h, '|.|u |dx

Ikinci olarak, Ri(z) kalan terimi i¢in yukaridaki gibi benzer sekilde f eCZ[O,I],

x—x,|<max(h,h.,), [x—x.,| <27, ve ) <CN7?, (k =1,2) oldugundan

i+1

\R@\g%;{ihﬁ [ (x=%)(x=%.2) (& (), (x) e

2 (4.207)
<C{max(h,h,,)}

(RN TS
<CN™

degerlendirmesi elde edilir.

2
Ugiincii olarak, Ri(s) kalan terimi i¢in

> smurli oldugu ve Lemma 4.11 dikkate alinirsa

‘Ri(3)‘ < %Zihi_l|/1|

T(X—Xi ) o (X)@@a_):zK(i (X)1S)J(S)ds]dx

<C{max(h,,h,+l)}
<CN™

(4.208)

degerlendirmesi elde edilir.
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Son olarak, Ri(4) kalan terimi i¢in Lemma 4.11 sartlar1 dikkate alinarak

i f dd; (K(x.,é)u(ﬂ)dé‘

;I ) @ () (@)
N N X 1 Nag  Na(l-¢)
<Ci; hf+ZJ - —{e " ope e ]dg

(4.209)

=l %,

degerlendirmesi elde edilir. Buradan

4
RIS
k=1

oldugundan ve Esitsizlik (4.206), (4.207), (4.208) ve (4.209) degerlendirmeleri birlikte
dikkate alinirsa

|Ri|<C[N2+N1T‘u ‘dx+ZJ~ X, —&)(&=x4)(

X1 1= x

u'(&))+

U"(é‘)\)déJ

degerlendirmesi yazilabilir. Bu ifade Esitsizlik (4.121) ve (4.122) ile birlikte diisiiniiliirse
)]tl 1 {;‘ “Ey_’x)
|R|<C| NZ+N™ +e Y |dx
i : J_
1 Nag Na(1-¢)
3 &
+C Zhj+zj(xj—§)(§—xj_l)$ e ¥ e ¥ ldg
N >(J 1 '\/=§ ‘E(Ifé)
+CZ X, —& fx_l) e ¥ 1e ¥ |de
) N s X1 1 _Ni/E_X _\/;\EII:X)
SCINZ+Y hP+NT| —=le ¥ +e ¥ |dx
jZ; J X:|.1\/Z
N ] 1 ’\F§ _‘/E(I"f)
+Cl+) [ (% =&)(&-xu)=|e & +e = |d&
= &

(4.210)

elde edilir. Simdi pargali diizgiin sebeke tizerinde hata degerlendirmesi yapilacaktir.
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. -1
flk olarak, %<Qﬁﬂ JeinN mam.Ohmmea=% olup h® =h®@ <CN™ dikkate

alinirsa (4.210)’dan

» N 3 ,1Xi+1i 7% 7‘/;}/!5_‘_)()
IR|SC| NZ+> hP+N J'\/_ e ¥ +e dx
: ) e

N X 1 _ﬁé _“/‘Z_(Ifg)
vel o8 f o -aen 2o e Ju
J (4.211)

degerlendirmesi elde edilir.

(J;)il\/glnN <!I 0|Sun. 0] halde O':(\/E)il\/;h‘]N Olup h(k)SCN_l, (k:1,2)

seklindedir. Simdi [0,0‘], [O',I—O'], [I—O',O'] araliklarinda ve iz% ve i:3—N

4

noktalarinda degerlendirme yapilacaktir. Ri(z) ve Ri(s) degerlendirmeleri Esitsizlik (4.207)
ve (4.208) degerlendirmesi gibi olacaktir. Burada sadece Ri(l) ve Ri(4) degerlendirmeleri

icin ayr1 ayr bakilacaktr. [0,0] araliginda Ri(l) degerlendirmesi Esitsizlik (4.206)
dikkate alinarak

o
<cN N2
Je

:CNl(NP+4(ﬁ§)lN1|nN)

(4.212)

<CN7?InN, 1<i<—-—

N2
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R

elde edilir. [O',I —O'] araliginda

degerlendirmesi Esitsizlik (4.206) dikkate alinarak

X1 1 7@ 7‘/’1_(|—X)
‘Ri(l)‘SC N72+N71J.— e ¢ 1o Y& |dx

Xi—l\/;

L Nexa o Naxa 1 a(1-%.) Va(l-x)
=CN™ N4+(JE) e o o_e +(Jg) e Y _g

1 Vaxiy 2Jah®) a1 Na(1-%.) _Zﬁhi(z)
<CNF N7 +(Va) e F 1-e F |+(Ja) e F |1-e ¥

L dE | el (4.213)
<CN*I NP +(Va) e & +(Ja) e & ]

axy "/;[I_XLNJ
cON N (Va) e F +(Va) e ®
<on?, Nogcie3N
4 4

elde edilir. [I - o,1] araliginda Ri(l) degerlendirmesi Esitsizlik (4.206) dikkate alinarak

o @l
e e e

N2+N™*

X1

+1

‘R}”‘<C[

SCNl{Nl+

H

Je
2hW

)
:CN‘l(N‘1+4(\/E)_l NI N)

<CN7?InN,

%Hsis N-1

. N .
elde edilir. Son olarak, |=Z ve |=% noktalari

. N .
bakilacaktir. 1= " icin Esitsizlik (4.206) dikkate alinirsa

93

b

(4.214)
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=N N e(Va) e o 1e  F

(4.215)
ﬁ(l—xLl] “/“_["Xﬁ_l’h(l)*h(z)}
-1 4 4
+CN™ (\/E) e ¥ |1-e N
Jaxy

1 : N s ﬁ(l—h(z))
SCN7l N71+(\/;) e «Ee Je te ”Ee N

Jaxy

_4InN 2 oo

e Ne V& 4o 7

<CN™ N’l+(\/3)

<CN™

... 3N L : : :
elde edilir. 1= e icin Esitsizlik (4.206) dikkate alinirsa yukaridaki degerlendirmeye

benzer sekilde

Ron

4

<CN™? (4.216)

seklindedir. Boylece Esitsizlik (4.212), (4.213), (4.214), (4.215) ve (4.216) dikkate

alinarak

\R}” <CN?, 1<i<N-1 (4.217)

sonucuna varilir.
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Simdi Ri(4) degerlendirmesine bakilacaktir. Esitsizlik (4.209)’un sag tarafindaki ilk terim

igin

N
> h? :% +—\h \

j=1

(4.218)

O

N~

degerlendirmesi elde edilir. Esitsizlik (4.209)’un sag tarafindaki diger terim ayr1 ayri ele

alinacak olursa

1 _\/jz;é _«/;Sﬁ—f)
| (xj—f)(é—le)g[e +e Jd(f

37N i [ s Va(1-¢) (4.219)
+ZN: (xj—f)( le);[ oy Vo Jdé
j=j+1xjfl
N X 1 as Ja(1-¢)
+ ; j(xl—g)(f—xj l);[e e ]d(f
j=——+1Xj1

seklinde yazilabilir. Es. (4.219)’un sag tarafindaki ilk toplam igin gerekli islemler

yapilirsa

3% L a0 yaq( dmE ey
> (x=¢)(e-x )— e ¥ 1o dég‘h(”‘ j— eope oo de
= x,

, 2(\/;)—1 InN (4.220)
Je

"
<CN?InN

degerlendirmesi elde edilir. Es. (4.219)’un sag tarafindaki ikinci toplam igin gerekli

islemler yapilirsa
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% X 1 ,@ ,M
3 f- e e Fee e

j=—+1%ja
3
a4 N () Nag Na(9)
~2(Va) ¥ [x,fhﬂi(e Tre }dé
&
j=—+1Xja
_ I-o _\/;ﬁ _‘/;(I’g)
p &

<4(Jor) nEN

<CN™

degerlendirmesi elde edilir. Es. (4.219)’un sag tarafindaki {gilincii toplam igin ise

Esitsizlik (4.220) degerlendirmesine benzer sekilde

NK 1 e Nel9) ,
> j(xj—g)(g—xjfl)z e ¥ +e ¥ dE<CNZINN (4.222)
j=—+1%ja

4

degerlendirmesi elde edilir. Boylece Esitsizlik (4.218), (4.219), (4.220), (4.221) ve
(4.222) dikkate alinarak

R¥|<CNZInN, 1<i<N-1 (4.223)

sonucuna varilir.

Sonug olarak, Esitsizlik (4.207), (4.208), (4.211), (4.217) ve (4.223) dikkate alinirsa

Esitsizlik (4.205) degerlendirmesi saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur.[

z,=Y,—-u;, (0<i<N) yaklagik ¢dziim hatast

N

Lz =—e6°z,+8z,+AY hxz; =R, 1<i<N-1, (4.224)
j=0

z,=A 2z,=B (4.225)



problemini saglar.

Ayrica, a€C?[0,1] oldugundan dolay1 yeterince bilyiik N degerleri igin & >& >0

olacak sekilde bir & sayisinin oldugunu belirtmek gerekir.

aax:"( eC?[0,1],(m=0,1,2) ve

Teorem 4.5. a, f eC*[0,1],

a
N

max h‘x‘
1<i<N; e

4] <

olsun. Bu durumda (4.203)-(4.204) fark probleminin y, ¢6ziimii i¢in
||y—u||wHN <CN7?InN
hata degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (4.224)-(4.225) problemi ele alinarak maksimum prensibi uygulanirsa

<(a)”

|

0,0y

N
R—Az;hqujzj
J=

0©,wy

N
<(@)"IRL,,, +]A(@)" max> [ lel...,
=
(@) IRl

= N
1-Al(@)" max 3o, |

esitsizligi yazilabilir. Buradan

2. s, <CIRI.,

(4.226)

(4.227)

sonucu elde edilir. Esitsizlik (4.205) ve (4.227) degerlendirmeleri ile birlikte ele alinirsa

(4.226)’da ki istenilen sonuca ulasilmis ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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4.2.3.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.76)-(4.77) problemi igin elde edilen teorik sonuglar bir Ornek ile

gosterilecektir.

Ornek 4.5.
—gu”(x)+(2 e j( xoos(res) ) s)dS——, 0<x<], (4.228)
0

u(0)=1 u(1)=0 (4.229)

probleminin kesin ¢6ziimii bilinmiyor. Bu yiizden niimerik sonuglarda hata yaklagimi ve
yakinsama orani hesabi icin ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Yani niimerik sonuglari
iki kat daha ince sebeke iizerindeki sonuglar ile karsilastirilacaktir. Maksimum noktasal

hata ve & ’a gore hesaplanmis maksimum hata

e, =max|y" —§;*"|, e" =maxe]
ay £

bi¢iminde tamimlanir. Burada §°°"

@,y :{xi oy :0,1,...,2N}
2

sebekesi tizerinde ilgili metodun yakinsak ¢oziimiidiir. Burada

R s TR T N
§+l 2

seklindedir. Ayrica diizglin yakinsama oran1 ve & ’a gore hesaplanan diizgiin yakinsama

orani

seklinde hesaplanir.
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Sonu¢ olarak probleminin ¢oziimiinden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve

e=2"i=0,2 46,8 degerleri icin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani

Tablo 4.5’te gosterilmistir.

Tablo 4.5. (4.228)-(4.229) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve @, sebeke

lizerindeki e", &’a gdre hesaplanmis hatalar ve p", &’a gore hesaplanan diizgiin

yakinsaklik oranlari.

g N =32 N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024

10° 0,03454618 0,00873286 0,00220145 0,00055304 0,00013874 0,00003471
1,984 1,988 1,993 1,995 1,999

107 0,04099782 0,01038533 0,00262165 0,00065997 0,00016591 0,00004165
1,981 1,986 1,99 1,992 1,994

107 0,04378985 0,01110798 0,00281381 0,00071081 0,00017931 0,00004514
1,979 1,981 1,985 1,987 1,99

10° 0,04624543 0,01173901 0,00297572 0,00075327 0,00019055 0,00004817
1,978 1,98 1,982 1,983 1,984

10° 0,04598163 0,01168824 0,00296902 0,00075366 0,00019131 0,00004853
1,976 1,977 1,978 1,978 1,979

e 0,04624543 0,01173901 0,00297572 0,00075366 0,00019131 0,00004853

p" 1,978 1,98 1,982 1,978 1,979

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi N degerleri artik¢a, &’a gore hesaplanan diizgiin
yakinsama hizi olan p" ’in yakisama degerleri ikinci dereceden olmustur. Bdylece

teoride ifade edilen ikinci dereceden & —diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmig

oldu.

4.3. Konvektif Terim Iceren Singiiler Pertiirbe Ozellikli Fredholm Integro-
Diferansiyel Denklem Icin Diizgiin Yakinsak Fark Semasi

Bu boéliimde self adjoint olmayan ve sifirinct mertebeden indirgenmis denklemli ikinci
mertebeden lineer SPFIDD igin sinir deger problemi ele almmustir. Bu problem igin
pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebekede fark semasinin olusturulmasi, kararlilik,

yakinsaklik ve niimerik 6zellikleri ayr1 ayr1 incelenmistir.
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Asagida tamimlanan ikinci mertebeden lineer SPFIDD igin smir deger problemi ele

alinmustir.
Lu:=&’u"+ea(x)u’—b(x)u +/1|I K(x,s)u(s)ds=f(x), xe(0,l), (4.230)

u(0)=0, u(1)=0 (4.231)

probleminde &e(0,1] bir pertiitbasyon parametresi, A ise reel bir parametredir.
a(x)=0, b(x)>4>0, f(x) (Xe[o,l]) ve K(x,s) ((x,s)e[o,l]x[o,l]) baz1
diizgiinlik kosullarin1 saglayan yeterince diizglin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda
(4.230)-(4.231) probleminin u(x) ¢coziimii, kiigiik & degerleri igin x=0 ve x=I

civarinda iki sinir katina sahiptir.
4.3.1. Parcal diizgiin sebeke (Shishkin mesh) durumu

4.3.1.1. Siirekli problemin baz: 6zellikleri

Bu béliimde hata analizinde kullanilacak olan (4.230)-(4.231) probleminin kesin ¢6ziimii

icin baz1 asimptotik degerlendirmeler ele alinacaktir.

0"K

Xm

Lemma 4.13. a, b, f C?[0,1], e[0,1], (m=0,1,2) ve

A <— (4.232)
m%yK(x,sﬂds :
ise bu durumda (4.230)-(4.231) probleminin u(x) ¢dziimii i¢in
||u||w <C, (4.233)
1 ( m _tp(1-x)
‘u(k)(x)‘gc 1+ —|e ¢ +e < , (k=12), 0<x<I (4.234)
&

esitsizlikleri saglanir. Burada
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seklindedir.

Ispat. Esitsizlik (4.233) ve (4.234) degerlendirmelerinin ispat1 i¢in (Amiraliyev ve Cakir,
2000; Amirali ve Amirali, 2018;) referanslarina bakilabilir.

4.3.1.2. Fark semasinin kurulmasi

Bu boliimde (4.230)-(4.231) problemi igin pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebeke

tizerinde fark semasi olusturulacaktir. [0, I] araliginda
oy ={0<x <..<x <l h=x-x,}, @ =0, U{x=0, %=1}

herhangi bir diizgiin olmayan sebeke ele alinsin. (4.230)-(4.231) problemi i¢in fark

semas1 kurmaya asagidaki 6zdeslik ile baslanacaktir.

i+l

] [ (0)+ ca00u (0B ()] ()

i-1

i M N (x)@ K (x,s)u(s)dstx (4.235)

| (g (x)dk, 1<i<N-1

burada ¢ (x) fonksiyonu

eﬂi‘i(xfxifl) _ eﬂ'z.i(X*XH)

o (x) = SR g K <X<X,

eﬂz,i(xiu*’() _ eﬂu(xnrx)
o (x)= o (x)= o el _g i X < X< X,
0, X2 (X1 %)
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seklinde belirlenmis baz fonksiyonlaridir. Burada

A GRS CHRE) NP NEES CEN Ty (4.236)

&

ve

=h; _[(p, x)dx = h; Jgo, X )dx + Ayt I(ﬂ, (x)dx

X X1 X

h_l X—=X: X=X
=—e“ eﬂz..[.‘-e gy — Ie '1de

Xia Xi1

+e“'1— Mﬂ{je”ﬁ' gy — Te )de

X

h I N e
:m(———+—eﬂ““ __emJ
e —-¢e ﬂ”z,i ﬂi,i /11,i ﬂ’Z,i

-1
* ‘Az'h'ﬂhi R L [L_L'F ieiﬂ“hi+1 —iejiihiﬂ]
e it _e i A«z’i ﬂl’i ﬂlyi iz’i

It (e e ) (A = Ay + Ay @ — Ay 0" )
Aty (e(%" alh _ e_(ﬂl" “ailh )

B (e + ) (A = Ay e M Ao
Ayt (e i —e_(ﬂl"_ﬂz'i)h'“)

+

seklinde hesaplama yapilir. Burada

)

= (e_ll'lhi +e )(ﬂm _ﬂ'z,i +ﬂ~2,ieﬁi‘ihI _ﬂi,ieﬂz"h' )'

Qi — (eﬂz‘ihm +e}‘1‘ihi+1 )(ﬂll _ﬂz,i +/’12’ie*j’l‘ihi+1 _ﬂ’lyiefﬂz,ihin)
ifade edilirse

1 AP h Q
A = o 2ol i) 'h'l—e (4 ,12,),1) (4.237)

bi¢imindedir.
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o (x) baz fonksiyonu

2_n

e’ (x)—eap' (x)-be (x)=0, X, <x<Xx,
(/J(Xi—l):O' (p(Xi)=1

probleminin ve ¢ (x) baz fonksiyonu ise

2_n

9" (x)-sa,0' (X)-be (X)=0, X <X< X4,
¢’(Xi):11 §D(Xi+1):0

probleminin ¢6ziimleridir. Es. (4.235)’in diferansiyel kismi

1l j[ u"(x)+ea( (x)—b(x)u(x)}(pi(x)dx

= yhe j o ( x)dx+ ;7 eqy j @ (x)u’(x)dx
& (4.238)
h™b, I o, (X)u(x)dx+ z7; gj [a(x)—a(x)]u'(x)e (x)dx

Xia

i J’ [b(x)=b(x%)]u(x)e, (x)dx

seklinde diizenlenebilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim icin baz fonksiyonlar1 da

dikkate alinarak kismi integrasyon uygulanirsa

o ()= e ['<x><oi<x>::—Tu'<x>¢;<x>dxj

=—yh'e? I u'(x) e (x)dx

Xia

esitligi elde edilir. Bu ifade, Es. (4.238)’in sag tarafindaki ikinci ve iigiincii terim (X,_;, )

ve (X X; )arahgmda

i N+l
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Xis1

—yhite’ I u'(x) e (X)dx+ x7; eq, Tlu'(x)goi (x)dx— x7'h, Mu(x)goi (x)dx

e [ u(x) e (x)dk— e [ u'(x) g (x)ox

. (4.239)
+yhea _[ u'(x) ™ (x)dx + 7 ea, I u'(x)g? (x)dx

Xi1

+7 ,1b,j o (x)dx + g7 ,1b,j o (x)dx

bi¢ciminde yeniden yazilabilir.

Ilk olarak, Es. (4.239)’un sag tarafindaki birinci ve ikinci terim icin Es. (3.7)

interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

20 [ 0" (90 [ 0l ()0
=—yihi'e (J. o, dXJu —yhite {J. ! dx]u +R,+R,, (4.240)
=_lihi wi i 182u TR +Ry,;

ifadesi elde edilir.
Ikinci olarak, Es. (4.239)’un sag tarafindaki iiciincii ve dordiincii terim icin Es. (3.7)

interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa

1ihitea, j u'(x) @ (x)dx + 7 ea, IJtlu'(x)(pi(z)(x)dx
) " (4.241)
= xih; ga(j(p, dx]ux,+;(,h, ga[.[(p, dx]u +R;;i +R,;

ifadesi elde edilir.

Uciincii olarak, Es. (4.239)’un sag tarafindaki besinci ve altinci terim igin Es. (3.2)

interpolasyon kuadratiir formiilii uygulanirsa
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i+l

Z ,lb,I o (X)dx+ z;h ,lb u(x)e® (x)dx

Xi1 X

=7 .lbU.f(/). X)dx+ 1, .b.ux.I(X—Xi)(pi(”(X)dX (4.242)

Xi1

+y b, '[gol X)dX+ 7 'bu I(x—xi)goi(z)(x)dx+R5’i+R6’i

1 X,0

ifadesi elde edilir. Burada belirtmek gerekir ki R;+R,;+R;;+R,;+R;; +R;; =0

sonucunu vermektedir. Elde edilen bu sonuglar yani Es. (4.240), (4.241) ve (4.242)
ifadeleri Es. (4.238)’de yerine yazilirsa

7l J u"(x)+ea(x)u (x)—b(x)u(x)}goi(x)dx

=—yh'e’ [1 e I¢, x)dx +be I (x=x) @' ()dxju —by,

Xi1 Xia

Xis1

+yhte (1+ag jgo, x)dx—b.e™ J‘(x—xi)goi(z)(x)deuxyi

X

+;(ihi‘15.|' [a(x)—a(x)]u"(X) ¢ (x)dx
— bt I [b(x)—=b(x)]u(x)e (x)dx
elde edilir. Yukaridaki bu esitlik diizenlenirse

7t f u"(x)+ea(x)u’ (x)—b(x)u(x)]goi(x)dx

_ 225%, by +Zih;1gj [a(x)—a(x)]u’(x)e (x)dx (4.243)

Xia

_Zihilir[b(x)—b(xi)]u(x)goi (x)dx

sonucu elde edilir. Burada
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5 =—=——X (4.244)

seklinde tanimlanmistir. Burada ifade edilen
O = x(L-s"am —& byus,), (4.245)
0% = Xi (1+ ‘9ilai}(27,% - gizbi,uz,i ) (4.246)

bigimindedir. Es. (4.245)’te ifade edilen

i = I oo = ot [ " g T )

seklinde olup, Es. (4.237)’de ki ifadenin sag tarafindaki ilk terimdir. Benzer sekilde Es.
(4.246)’da ifade edilen

G n'Q
Xoj = I ;!: (ol(Z)dX - /’lliﬂ'zi (e(ﬂi,i A Mt _e‘(ﬂi,i _Z’Z,i)hi-*-l)

seklinde olup, Es. (4.237)’de ifadenin sag tarafindaki ikinci terimdir. Es. (4.245)’de ifade
edilen

=0 [ (x=x) oM
W [ RN ailn)
= : X=X )e " dx — | (x—x e dx
e/ﬁ,ihi _eﬂ'z.ihi xil( ') X.i[l( l)
-1 v %
= Ai-hhi o (X Xl)eﬂmi(x‘xifl) Ql_i eﬂi,i(x—xu)dx
G =%) e L miex)
- ' A e o)
eﬂl,lhl _ej’z,lhl L /12‘i Xiq | X,i'.l

ht h h 1 w1 h
(b

1 )|

seklindedir. Bu esitlik diizenlenirse

106



B #71D.
Haj eﬂl,ihi _eAQ,ihi

seklinde ifade edilir. Burada

h h 1 a1 n
Di:ﬂl_l,i_//lz_,i_'_ﬂ‘l_z,i(l_e% )——(1—eﬁ?’ )

bi¢cimindedir. Benzer sekilde Es. (4.246)’da ifade edilen

N h:l (X r X| ) 7/12I(Xl 1 X) Xia _ 1 i ﬂ?"(xiﬂfx)d
= Lhd _anh € x —5 | € X
g 2T _ g i1 ﬂzi ﬂ'z‘i 4
n (X=%) a1 F o Ailha) gy
Ap iy +1 it %
€ e Ay A %

seklindedir. Bu esitlik diizenlenirse

___NWE
Hai = e*lz,ihiﬂ _e*%,ihi+1

seklinde ifade edilir. Burada

i =li—f—li—j—%%i(l—e’“"h‘*l)+%(1—e‘%‘h‘“)

bicimindedir. Burada belirtilen A,; ve A,; Es. (4.236)’da ifade edilmistir. Buradan

hareketle
M=t (4.247)

seklindedir. X, X, sebeke noktalarina gore Newton interpolasyon formiilii
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a(X)=a (%)= (=% )2+ (x=x) (- x.)a (5 (1)

bi¢iminde yazilabilir. Bu formiil dikkate alinarak Es. (4.243)’iin sag tarafindaki tigiincii

terim

Zihilg:r[a(x)—a(xi V]u(x) ¢ (x)dx = ;(ihilgaxyi:r(x—xi)u'(x)(pi (x)dx

(4.248)

X1

+32'e J (o3 (x-x,)a (£ (00)u' (x) ()

Xia

bi¢iminde yazilabilir. Ayrica Es. (4.248)’in sag tarafindaki ilk terim Es. (3.7)

interpolasyon kuadratiir formiilii kullanarak yeniden hesaplanirsa,
lihi_lg _[ [a(x) _a(xi )]u,(x)goi (X) dx = ax,igli:uiug i + Ri(l) (4.249)

seklinde yazilabilir. Burada kalan terim

1 Xis1

RY = E}(ihi’lg j (x=%)(x=x.,)a"(& (X))u'(x) @ (x)dx
XF:M X1 1 (4 250)
- za, [ o) (0 [ur () To (=03 (6 -x,,) e

bi¢imindedir. Benzer sekilde X, X, sebeke noktalarina goére Newton interpolasyon

formulu

B(X)~b(x ) = (x= By, + 2 (x= ) (x=X.1)5"(4 ()

dikkate alinarak Es. (4.243)’iin sag tarafindaki dordiincii terim

;(ihilxr[b(x)—b(xi)]u(x)goi(x)dx:;(ihilbxyixr(x—xi)u(x)  (x)dx

1 (4.251)
+EZihi_lx_[ (X_Xi)(X_XHl)b”(é:i (X))U(X)(pi (X)dX
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bi¢iminde yazilabilir. Ayrica Es. (4.251)’in sag tarafindaki ilk terim igin

formiilii kullanarak yeniden hesaplanirsa, Es. (4.251)

Xis1

it j [b(x)—b(x)Ju(x)q (x)dx =b,, u; +R? (4.252)

seklinde yazilabilir. Burada kalan terim

1 Xip1

R =§;(ihi’1 j (x=%)(X=%,1)b"(& (x))u(x) @ (x)dx
X (4.253)
—Zihi_lbx,ixj (x—xi)goi(x)Uu’(s)dstx

bigimindedir. (4.249) ve (4.252) dikkate alinarak Es. (4.243) yeniden diizenlenirse

ﬂahiii[gzu"(x)+sa(X)U'(X)—b(X)U(X)](Ps (x)dx =e5"u, + 0, ~by, (4.254)

+RY_R®

bi¢iminde yazilabilir. Burada

ou, = & iihls | (4.255)

5i =b +b; xis (4.256)

seklindedir. Burada y ve g sirasiyla Es. (4.237) ve (4.247)’de ifade edilmistir.

Yukaridaki islemlere benzer sekilde Es. (4.235)’in sag tarafindaki integral terim igin
benzer sekilde

x| F(X)e (x)dx=F, +R® (4.257)

i-1

yazilabilir. Burada
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f=f+ fixits (4.258)

ve kalan terim
1 ~ Xi1 )
R® :E%hil j (x=x%)(x=x%.,) T"(& (X))@ (x)dx (4.259)
seklindedir. Simdi Es. (4.235)’in sol tarafindaki ikinci terimin yaklagimi i¢in

:[ p(X)F(x)dx:@ p(x)dx}F(i)+ F'(K)i(x_x)p(x)dx

b

+ipr(X)jF"(ég)(x—f)[To(X—é)—To(Y—é)]dg, a<x<b

a

|
interpolasyon kuadratiir formiiliinii kullanilacaktir. Burada F (x) = j K (X, s)u (S) ds,
0

[a,b] =[x X.1], ve p(X)=g,(x) olacak sekilde denklemde yerlerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa
Xis1 | |
2 j o (x)[_f K(x,s)u (s)dsjdx = /1_[ K(x.s)u(s)ds
Xi1 0 0

+[Zihilxi|ﬂ(x—xi )(oi (x)dx]li% K (Xi,S)U (S)dS

o (4.260)
+;(ihiflﬂ.|' dxe, (x)_[( ;—52K(g,s)u(s)ds[TO(x—§)—TO(xi —f)j(x—g)df
= A[x(x.s)u(s)ds+R"
esitligi elde edilir. Burada
K(xi,s)zK(xi,s)+yi§K(xi,s) (4.261)

ve kalan terim

110



R" = ;(ihi‘l/le dxe, (X)Xif U aa_xzz

0

K(é,s)u(s)dij
[To(x—i)—TO(xi _5)}()(_66)‘15

(4.262)

seklindedir. Simdi Es. (4.261)’de x(x,,s)u(s) i¢in Es. (3.1)’de kalan terimi integral

biciminde olan genellestirilmis yamuk kurali uygulanirsa

|
Afx(x,5)u(s)ds= /”LZh KU, + R (4.263)

0

ifadesi elde edilir. Burada kalan terim

RY-123  (x - jl—g)dd—;(zc(xi,g)u(f))dé (4.264)

,1X

seklindedir. O halde Es. (4.235)’den Es. (4.254), (4.257), (4.260) ve (4.263) dikkate

alinarak, u(x;) icin kesin bagimnt:
L U, = &25%U, +&du, —bu. +/12h U +R =T, 1<i<N-1 (4.265)

seklinde yazilabilir. Burada R kalan terimi

R =RY_R® _ Ri(3) n Ri(4) n Ri(5)

bigiminde olup Ri(l), R, Ri(3), R( ) ve R kalan terimleri sirasiyla Es. (4.250), (4.253),

(4.259), (4.262) ve (4.264)’de ayr1 ayri ifade edilmistir. Sonug olarak, Denk. (4.265) esas
almmarak R ihmal edilirse, (4.230)-(4.231) problemi i¢in

fr— N —
Loy, =707y, +&8y;, —by, +AD_hyiy; = f, 1<i<N-1 (4.266)
j=0
Yo=0, Yy =0 (4.267)

fark semasi sunulur. Burada &%y, Sy, b

, fl, Ve degerleri sirasiyla Es. (4.244),

(4.255), (4.256), (4.258) ve (4.261)’de ayr1 ayri ifade edilmistir.
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(4.266)-(4.267) fark semasinin & parametresine gore diizgiin yakinsak olmasi i¢in @,
lizerinde diizglin olmayan o, ve o, ’ye bagh gecis noktalar1 igeren Shishkin tip sebeke

kullanilacaktir. Bu sebeke, x=0 ve x=1I smnir kat1 etrafinda yogunlagan pargali diizgiin

bir sebekedir. N ¢ift bir say1 olmak {izere, @, par¢al diizgiin sebekesi [0,1] araligim
[0,6,], [I-0,,1] N/4 esitaltaraligimave [o,,1 —o,] ise N/2 alt araligina boliinmiistiir.

Burada o, ve o, gegis noktalari
- I _l - I _1
o, = min Z,M eInN;, o,=min Z,yz gInN

seklinde tanimlanmustir. Burada 1 ve g, Lemma 4.13 de ifade edilmistir. Ayrica h :
h@ ve ht [0,0,], [01,1-0,] Ve [I -o,,1] alt araliklarin adim uzunluklar1 olup, [0, o, |

, [o1,1-0,] ve [l —o,,1] iizerinde X diigiim noktalar

x, =ih®, i—01.., N po_29.
| N
2(l -0, —
)y = Xi—0'1+(|——jh(2), i ﬂ+1, 13_N1 h® — (I-0, 0'1)1
4 N

3N 3N 4
X.—|—02+(|——Jh(3), =22 41,.,N, h®=2%

4 N

seklinde tanimlanir.

Ayrica burada h =h®, h =h® h =h®

h, igin [0,q;],
h=1h? icin [o,,1-a,],
h®, icin [o,,1],

. N . 3N . :
anlamima gelecektir. (4.266)-(4.267) fark semasi igin IZZ ve IZT haricinde ki

noktalar i¢in
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—_— N —_—
Ly Vi =66, Yu, +€6,Y Dby, +ﬂ‘zthijyj =f, 1<is<N-1 (4.268)
X,i =0

Yo=0, yy=0 (4.269)

fark semasi1 sunulur. Burada

2
= b hzz (1+ coth (ﬂ] coth (%—'hn
de 2 2

0,; =& _5_1Zibiﬂi +a,exi

O =X (1+gglai (75271 _Zli,il)_hgizbi (,uz,i —H; ))

bh Ah Ayh
=~ 20| coth| 22 |coth| 22— e
2aig(co ( 5 jco ( 5 j}fax,.c%ﬂ.

5i =b +b,; x4, f_u =i+ f

ve
ﬂmiﬂ"z,i sinh ((ﬂu _ﬂ"z,i ) 2)
Ai = ,
2h7 (A — Ay, )sinh(jl'zihjsinh[ﬂ?é‘hJ
_ h'F N h™G,
Hi = phih~%il o~k b=y ?
h h 1 —yh 1 —iyh
e
h h 1 —ah h
85, e e
seklindedir.
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43.1.3. Hata degerlendirmesi ve yakinsakhk analizi

o"K o™K

Lemma4.14. a,b, f eC*[0,1] v&e —,——
ox™  oxos"

eCZ[O,I]z, (m=0,1,2) olsun. O halde

Rl 5, <CNZIN*N (4.270)

degerlendirmesi dogrudur.

: . . N N . 3N 3N : .
Ispat. R 1<i<—-1, —+1<i1<—-1, —+1<iI<N-1, I=
spat. R i¢in I 2 4 4 4

=
w
Z

noktalarinda ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.

; . N . 3N
Oncelikle 1 # 7 ve | # Ve dikkate alinarak degerlendirmeler yapilacaktir.

ilk olarak, R" kalan terimi ele almirsa aeC?[0,l], |x—x|<max(h,h,),

(R E
x—x,,,| <2, ve h*) <CN7, (k =1,2) oldugundan ayrica Es. (4.250) ve Lemma 4.13

sartlar1 dikkate alinarak

Xis1

%Zihi_lng (X_Xi)(x_ Xi+1)a”(§i (X))U'(X)(Di (X)dX

RY|<

X1

;(ihileaxvixirl dX(X—Xi )(oi (X) I U"(f)[To (f—x)_Zhiil(ég_Xifl)}df

Xia Xia

N (4.271)

X1

+Cemax(h,h.,) I

SCg{max(h. h )}2 u’ I

1770+l

0,[ X1 %41 - U”(X)|dX

degerlendirmesi elde edilir.

Ikinci olarak, Ri(z) kalan terimi i¢in yukaridaki gibi benzer sekilde beCZ[O,I],
[x—x|<max(h,h,,), [x—x,.|<2n, ve h*) <CN7, (k=12)oldugundan ayrica Es.

(4.253) ve Lemma 4.13 sartlar1 dikkate alinarak
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‘R(Z)‘ ;;(,h, I X=X ) (X=X, )b"(& (x))u(x) e (x)dx

+| x5 I (x=x) o )[Iu’(t)dtjdx

Xia

(4.272)

Xi +1

<C{max(h,h )} +Cmax(h,h

i7 i+l i |+l

x)‘ dx

degerlendirmesi elde edilir.

Ugiincii olarak, Ri(s) kalan terimi icin yukaridaki gibi benzer sekilde f eC?[0,l],
[x—x|<max(h,h,,), [x—%.| <27, ve h® <CN?, (k=12)oldugundan Es. (4.259)

dikkate alinarak

‘R ‘<C;¢,h, _[ (x=x)(x=%,1) " (& (X))@ (x)dx

Xi1

<CN™?

(4.273)

degerlendirmesi elde edilir.

2
Son olarak, Ri( ve R kalan terimleri icin

sinirl oldugu ve Lemma 4.13 dikkate

X2
alinirsa Es. (4.262) ve (4.264)’ten
RO R < 323 ] (=€) -8) T, u(€)) e
i 2 = 2 j -1 aé:z i

" Zihi—lﬁldxwi(x)[Taa—égz(zc(f,s)u(s))ds]ﬁo(x—é)—To(xi —EY](x-¢)de|  (4.274)

(Z N ) () '<f>|>d§+NzJ

degerlendirmesi elde edilir. Boylece Esitsizlik (4.271), (4.272), (4.273) ve (4.274)

degerlendirmeleri goz Oniine alinirsa
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Xia

(520014 oo oo

T (4.275)

Xig [ X p(1-x)
sCN‘l{N‘%lf{e - de}
€ Xi1

N % 1 X _p(1-x)
+CZI x—x)(x X, )g [e - ]dx

= x

IR|<C {N‘Z + N*T u(x)dx+ N, +gN‘1T‘u”(x)‘dx}

=

1]
4N

+C

degerlendirmesi elde edilir. Ayrica Esitsizlik (4.275)’in sag tarafindaki ti¢iincii terim

X (Ix)
e ¢ +e ¢ dx
&
X

i X 5(1-x)
[ (%, —x)(x—le)ﬁ(e_}g +e_#|€]dx

Xi1

—_
X

|

>
~—
—_
>

|
X

KN
~—
| =

.MZ
><'_._>.<

—
Il
UN

-
w N
NgBE [ M-z -

iR

+
\z
+
=
2t ¢
—_—
X
|
>
~—
—
>
|
X
AN
~
o
Vel = ™
(‘DI
- %
+
D
=
=T
2>
N—
o
>

+
e -
Xc—.x
0’:

N

1 X _#2(|_X)
x —x —2 e < +e ¢ |dx

i‘“

<CN2In>N +ch®
<CN7?In*N

w
=4
+

» \

I/\

seklinde yeniden diizenlenebilir. R i¢in buradan Esitsizlik (4.275)

X (X _#p(1-x)
|Ri|§C{N‘2In2N+1N‘l {e e ¢ de} (4.276)

& Xi1

biciminde ifade edilir. Simdi pargali diizglin sebeke {izerinde hata degerlendirmesi

yapilacaktir.
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. I
Ilk olarak, !z<,ul‘lglnN ve Z<y2‘lglnN olsun. O halde o, =0, Z!I olup

h) =@ =h® <CN™ dikkate alinirsa

1 Xij1 _ X #Z(I_x)
= In +—N" e °+e ¢ X
[RI<CINZINN+=N" | d
&

)
< N‘zln2N+N‘14h]
&
( N2 N o LN alj (4.277)
6‘

-2
( N~2In®N + 4N I]

CN?, 1<i<N-1

degerlendirmesi elde edilir.

C : | . |
Ikinci olarak, M15|”N<Z ve ,uzlglnN<Z olsun. O halde o,=g'¢InN ve

o, = 155'eInN olup h =h® =h® <CN* seklindedir.

. _N
1<i< 7 —1 araliginda R degerlendirmesi Esitsizlik (4.276) dikkate alinarak

gl mX _#2(")()
|Ri|SC{N2In2N+£Nl e c +e ¢ }dx}
& X1

@
<c|NZimenant s
&

-2
_c| N2+ AN (4.278)
&

-2 -1
_c[N2inzN e AN EnN "1‘9'”'\']

&
sc(N-Zan N+N=2In N)
<CN~?In*N

seklinde elde edilir.

117



N . _3N .
Z+1S I < 37 —laraliginda R degerlendirmesi Esitsizlik (4.276) dikkate alinarak

1 Xa [ X _m(1-x)
[RISCNNTIN°N+=[le © +e < [
&y
Mg i Ho(1 %)
<CNH N'In® N+t e ¢ —e ¢ ¢

o

H2Xan
4

4 —
N IN*N+g'e ¢ +u'e ¢

7#2("&1)
—e (4.279)

XN

<CN™* <CN7?In*N

seklinde elde edilir.

N : .
37 +1<1<N-1 araliginda R degerlendirmesi Esitsizlik (4.276) dikkate alinarak

= -

<C

Yia (X _t(1=x)
J. e ¢ +e ¢

Xia

2|02 71h(3)
N“In“N+N—"—

&
AN eIn N
&

NZIn? N+ 2N
&

(4.280)
4N 0,

&

=C|N?In®*N+

=C|N?In*N+

] <CN7?In*N
seklinde elde edilir.

. N
=7 icin R degerlendirmesi Esitsizlik (4.271) ve Lemma 4.13 dikkate alinarak

4

RV

4

<Ceglh,

2 ﬂﬁ
u’ { }+Cgmax{hN,hN } I
o PPN -
4 ) 4 X

4 4

u"(x)|dx

) (4.281)
3 Hy(1=x)

7+1 7@ B

e s +e ¢
XN
o

de
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seklinde elde edilir.

. N
=7 icin R@ degerlendirmesi Esitsizlik (4.272) ve Lemma 4.13 sartlar1 dikkate

4

almarak
2 X%A
R&Z) <Clhy +Cmax{hN,hN+l} j uf(x)|dx
4 4 4 4 Xy
) ' (4.282)
B _HX _p(1-x)
<CINZ+=N* | |e ¢ +e ¢ |dx
£ .
seklinde elde edilir.

. N .
Benzer sekilde, | = 2 igin Rﬁ) degerlendirmesi Esitsizlik (4.273) dikkate alinarak

4

<CN? (4.283)

R
4

seklinde elde edilir.

. N
Son olarak, =7 icin R(Y ve R® degerlendirmesi Esitsizlik (4.274) ve Lemma 4.13
N n

sartlar1 dikkate alinarak

SC[N‘Z +i j (% =) (&%) (1+

=L x

RE‘) +

4

RY

4

u'(é)\ﬂu"(é)\)df]

(4.284)
<CN7?In*N

seklinde elde edilir.

Boylece Esitsizlik (4.281), (4.282), (4.283) ve (4.284) gbz 6niine alinirsa

XN

D _ X _p(1-x)
Ry|<C N2In? N +IN [e ‘e ¢ ]dx
7 &

4

X
Ny
4
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degerlendirmesi elde edilir. Buradan

1-x 1-x
“ Xﬂfl #lxﬂﬂ H2 [ EA ] 2 [ ﬂ71 ]
4 4 4 4

SCN'SN'INP N+t le ¢ —e ¢ |+u,tle ¢ —e ¢

nX 1| 1-X
My N, !2[ ﬂq]
4 4

<CN*{N7?'In>N+e ¢ +e ¢

RN

4

1 2(l-0p—
<CN*<N'In°N+e ce* +e <e s (4.285)
| 4
ﬂlx% 4InN #ZX% r Zi(kﬁ]

<CN*IN'In®’N+e ceN +e ¢ ¢ ¢

Mmooy
<CN*{N7?In°N+e ¢ +e ¢

sCN’l{N’llnz N +N’1}
<CN2In2N, N>4

seklinde bir degerlendirme elde edilir.

Yukaridaki islemlere benzer sekilde 1= e icin R,, degerlendirmesi
y

Ran

4

<CNZ2In2N (4.286)

seklinde elde edilir.

Sonug olarak, Esitsizlik (4.278), (4.279), (4.280), (4.285) ve (4.286) dikkate alinirsa

Esitsizlik (4.270) degerlendirmesi saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur.[

z,=Y,—u, (0<i<N) yaklagik ¢oziim hatast
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_ N
Lz =e26%2,+e52,-bz,+ 2D hyxz, =R, 1<i<N-1, (4.287)
j=0

z,=A z,=B (4.288)
problemini saglar.

Ayrica, beC?[0,1] oldugundan dolay1 yeterince bilyiik N degerleri i¢in b, >8>0

olacak sekilde bir # sayisiin oldugunu belirtmek gerekir.

0"K

m

Teorem 4.6. a, b, f €C?[0,1], eC?[0,1]", (m=0,1,2) ve

|,1|<L

N
max » 7 ‘K"
1<i<N ; b

olsun. Bu durumda (4.266)-(4.267) fark probleminin y, ¢6ziimii i¢in

ly-ull,, <CN7In*N (4.289)

hata degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (4.287)-(4.288) problemi ele alinarak maksimum prensibi uygulanirsa

|2

o N
o, S(ﬁ) lHR_’IJZ_;thqu

0,0y

<(5)IR

o N
g +41(B8) 1 E%éh, ‘Kij‘”Z”oo@N
(B)"IRL..,

= — N
1-12/(5) maXZh ]

esitsizligi yazilabilir. Buradan (4.232)’de g6z 6niine alinarak

2

<C|R

. (4.290)

0, Dy
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sonucu elde edilir. Bu ifade Esitsizlik (4.270) ve (4.290) birlikte ele alinirsa teoremde

istenilen Esitsizlik (4.289) sonucuna ulasilmis ve bdylece ispat tamamlanmis olur.[]

4.3.1.4. Niimerik sonuclar

Bu boliimde (4.230)-(4.231) problemi igin elde edilen teorik sonuglar bir 6rnek ile
gosterilecektir. Ayrica belirtmek gerekir ki (4.266)-(4.267) ve (4.268)-(4.269) fark

semalarini ¢cozmek icin

N p—
AV =Cy" By + A2 By = Ty 1<i<N -1, (4.291)
=0
W=A y=B, n=12.;y"” (verilen deger) (4.292)

. N .
iteratif teknigi bu 6rnegi ¢6zerken kullanilacaktir. Burada I # 7 I # 7 icin
212 1 .4
A=¢eh76,; —Egh 0,

B =&’h?0, + 1 eh™0,,,
' 2 ’

C, =276, +b,

ve
W 1<i< N,
4
h=in® Nig<j<3N
4
h®, == 4+1<i<N
. N . 3N
seklindedir. 1 =—, I =— igin
4 4
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N
A 28 | 4 "y
% h® L h@ | h® 2 ’
2
92 O 2 winthy
B — & T )
% h® L h@ | K@ 2 ’
(e
c -_%¢ 4 _4 +b,,
N !
7 h 2 h@ | K@ KO T
1
92 O a anXan Han
_ 2 _ a4 4 2
ASL’;‘ " h®Lh® | @ 2 ’
2
92 O 8 s ot
B, = ‘"4 4 |

seklindedir.

Ornek 4.6.

EZU"(X)+8(3+XSin X)ur(x)_(z_e—x)u(X)+%j.xu(s)ds: XCOS X, 0< X<1, (4293)

u(0)=1 u(1)=0 (4.294)

problemi ele almacaktir. iterasyon siirecinde baslangi¢ tahmini y® =1—x ve durdurma

kriteri
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max|y"” - y"¥|<10°

olsun. Bu probleminin kesin ¢oziimii bilinmiyor. Bu yiizden niimerik sonuglarda hata
yaklagimi ve yakinsama orami hesabi i¢in ¢ift sebeke metodu kullanilacaktir. Yani
niimerik sonuclar1 iki kat daha ince sebeke iizerindeki sonuglar ile karsilastirilacaktir.

Maksimum noktasal hata ve & ’a gore hesaplanmis maksimum hata

N

€.2N
ea

N N N
=miaxyf -9, e =m§xeg

bi¢iminde tamimlanir. Burada §°°"

@y :{xi g :0,1,...,2N}
2

sebekesi lizerinde ilgili metodun yakinsak ¢oziimiidiir. Burada

x, =X %01, N-1
o+ 2

seklindedir. Ayrica diizgilin yakinsama oran1 ve & ’a gore hesaplanan diizgiin yakinsama

orani

seklinde hesaplanir.

Sonug olarak probleminin ¢éziimiinden N =32, 64, 128, 256, 512, 1024 ve e=2",
i=1 2 3 4,5 6, 7, 10 degerleri igin elde edilen hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani
(4.291)-(4.292) algoritmasi ile bulunmus ve Tablo 4.6’da gosterilmistir.
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Tablo 4.6. (4.293)-(4.294) probleminin ¢oziimiinden elde edilmis ve @, sebeke

lizerindeki e", &’a gore hesaplanmis hatalar ve p", &’a gore hesaplanan diizgiin
yakinsaklik oranlari.

2 N =16 N =32 N =64 N =128 N =256 N =512
271 0,0021971685  0,0005526961  0,0001382452  0,0000345532  0,0000087870  0,0000021793
1,99 1,99 2,00 1,98 2,01
272 0,0022670723  0,0005758971  0,0001442211  0,0000360720  0,0000092432  0,0000023390
1,9 1,97 1,98 1,99 1,98
273 0,0021092834  0,0005309620  0,0001330104  0,0000328824  0,0000081831  0,0000020391
1,82 1,93 1,99 2,00 2,00
-4
2 0,0020678027  0,0005206216  0,0001303608  0,0000325103  0,0000081012  0,0000020016
1,99 1,99 2,00 2,00 2,01
-5
2 0,0020611292  0,0005189299  0,0001292900  0.0000323421  0,0000081099  0,0000019073
1,98 2,00 1,99 1,99 2,00
275 0,0020597850  0,0005210910  0,0001320121  0,0000330630  0,0000083013  0,0000021019
1,98 1,98 1,99 1,99 1,98
277 0,0020565848  0,0005004122  0,0001242104  0,0000311009  0,0000078012  0,0000019519
2,01 2,01 1,99 1,99 1,99
N
e 0,0022670723  0,0005758971  0,0001442211  0,0000360720  0,0000092432  0,0000023390
N
p 1,96 1,97 1,08 1,99 1,98

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi N degerleri artik¢a, &’a gore hesaplanan diizgiin
yakinsama hizi olan p" ’in yakinsama derecesi ikinci dereceden olmustur. Bdylece
teoride ifade edilen ikinci dereceden & —diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmig
oldu. &—pertiirbasyon parametresinin farkli farkli degerleri igin Ornek 4.6°da farkli N
degerleri i¢in hata egrisi Sekil 4.1’de gosterilmistir. Ayrica farkli ¢ degerleri i¢in

yaklasik ¢6ziim egrileri grafigi Sekil 4.2°de gosterilmistir.
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Sekil 4.1. N =16, 32, 64, 128, 256 degerleri i¢in hata egrileri

I.O]

0.8

0.6

-0.21

_822_1 8=2_2—£=2_3_8=2-4

—£=2'5—8=2'6 €=2'7

Sekil 4.2. =21, 27 23 2% 2° 2° 27 degerleri i¢in yaklasik ¢oziim egrileri
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada SPFIDD igin ii¢ farkli problem ele almmistir.

Ik olarak, birinci mertebeden lineer SPFIDD icin (4.1)-(4.2) baslangi¢ deger problemi
ele alinmistir. (4.1)-(4.2) problemi igin kalan terimi integral formunda olan ve baz
fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak diizgiin sebekede
uygun sonlu fark semasi kuruldu. Fark semasina ait kararlilik ve yakinsaklik analizleri
yapildi. Bu semanin ayrik maksimum normda &—pertiitbasyon parametresine gore
birinci mertebeden diizgiin yakinsak oldugu gosterildi. Niimerik bir 6rnek ile teorik olarak

sunulan yontem desteklenmistir.

Ikinci olarak, (4.1)-(4.2) problemi igin kalan terimi integral formunda olan ve baz

fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak pargali diizgiin

(Shishkin mesh) sebekede O(N‘2 In N) kesinlikli uygun homejen tip (non-hibrit) sonlu

fark semasi kuruldu. Kararlilik ve yakinsaklik analizi yapilarak teorik sonuglar niimerik
problem ile desteklenmistir. Ayrica niimerik problemin kesin ¢dziimiine

ulasilamadigindan ¢ift kath sema teknigi kullanilmastir.

Ucgiincii olarak, ikinci mertebeden lineer SPFIDD igin (4.76)-(4.77) smir deger problemi
ele alinmistir. Bu problem niimerik ¢6ziimii i¢in kalan terimi integral formunda olan ve
baz fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak diizgiin sebekede
uygun sonlu fark semasi kuruldu. Yontemin, ayrik maksimum normda ¢ — pertiirbasyon
parametresine gore birinci mertebeden diizgiin yakinsama sergiledigi gosterildi.
Yontemin uygulanabilir ve etkili oldugunu gostermek i¢in 6rnek problem sunulmustur.

Sonuctan hareketle uygulanan yontemin teorik ¢calismaya uygun oldugu gozlemlenmistir.

Daordiincii olarak, yine (4.76)-(4.77) sinir deger problemi ele alinmistir, ancak bu sefer
problemin niimerik ¢6ziimil i¢in kalan terimi integral formunda olan ve baz fonksiyonu

iceren interpolasyon  kuadratiir  formiilleri  kullanilarak  diizgiin ~ sebekede
a'(0)=a’(1)=0, K(x,0)=K(x,1)=0 sartlar1 altinda O(hz) kesinlige sahip sonlu fark

semas1 olusturulmustur. Fark semasinin kararliligi ve &—pertiirbasyon parametresine
gore ayrik maksimum normda ikinci mertebeden diizgiin yakinsak oldugu gosterilmistir.

Teoriyi destekleyen bir 6rnek problem ile sunulan yontemin etkinligi gosterilmis oldu.
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Burada nilimerik problemin kesin ¢oziimiine ulasilamadiginda ¢ift katli sema teknigi

kullanilmistir.

Besinci olarak, (4.76)-(4.77) sinir deger problemi igin kalan terimi integral formunda olan

ve baz fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak pargali diizgiin

(Shishkin mesh) sebekede O(N’2 In N) kesinlikli homejen tip (non-hibrit) sonlu fark

semas1 olusturuldu. Kararlilik ve yakinsaklik analizi yapilarak teorik sonuglar niimerik
problem ile desteklenmistir. Ayrica niimerik problemin kesin ¢dziimiine

ulasilamadigindan ¢ift katli sema teknigi kullanilmastir.

Altinct olarak, self adjoint olmayan ve sifirinct mertebeden indirgenmis denklemli ikinci
mertebeden lineer SPFIDD icin (4.230)-(4.231) sinir deger problemi ele alinmustir. ikinci
mertebeden yakinsamayi elde etmek igin pargali diizgiin (Shishkin mesh) sebeke tizerinde
homojen tiip (non-hibrit) sonlu fark semasi olusturuldu. Semanin yakinsakligi ve
kararlilig1 incelenmistir. Niimerik problemin kesin ¢oziimiine ulasilamadiginda c¢ift katl
sema teknigi kullanilmistir. Sonuglar Maple 10 programi kullanilarak Tablo 4.6 ve Sekil
4.1, Sekil 4.2°de gosterilmistir. Tablo ve sekillerden de goriildiigli gibi iki parametreye
sahip ikinci mertebeden SPFIDD igin 6nerilen metot ikinci mertebeden bir yakinsamaya

sahiptir.

Sonug olarak, birinci ve ikinci mertebeden SPFIDD’ler igin ele alinan sonlu fark metodu
oldukca ekonomik ve etkilidir. Ayrica literatiire bakildiginda bu tip problemler heniiz
calistlmamistir. Bu calismadan hareketle, gecikmeli SPFIDD’ler ve non-lineer

SPFIDD’ler iizerine yogunlasilabilir.
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