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OzZET

Bu tez galismasi ¢ bolimden olusmustur.

Bu galismanin ilk bélimunde birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin sahip oldugu Lie
simetri dénusumlerinin bulunusu ve bulunan bu simetri donistmlerinin kullaniimasi ile adi diferansiyel
denklemlerin ¢oézilmesi Uzerinde durulmustur.

ikinci bélimde ise, birinci mertebeden denklemlerde kullanilan ¢6ziim yolundan farkli olarak
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin simetrilerin sistematik bulunusu igin bir yaklagsim
verilmigtir. Ayrica genel ¢d6zimin elde edilmesinde kullanilacak olan bu simetrilerin Lie cebirinden
kisaca bahsedilmistir.

Uglincli  bdlimde ise birinci bdélimde deginilen, simetrilerinin  bulunmasi asamasinda
sistematik bir yola sahip olmayan birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerdeki bu eksikligi
gidermek igin, kendisinin bir kez daha tirevlerinin alinmasiyla olusturulan ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemlerden ve bdlim igerisinde ifade edilen karakteristikler vasitasiyla elde edilen

lineer birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerden faydalaniimistir.



vi

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, we discuss how to find Lie symmetry transformations of the first-order
ordinary differential equations and how to obtain the solutions of the ordinary differential equations by
using these Lie symmetry transformations.

In the second chapter, we mention about finding the Lie symmetries of the second-order
ordinary differential equations systematically unlike the first-order. And we give a brief summary about
Lie algebra that is used to obtain solutions of the ordinary differential equations with their Lie
symmetries.

In the third chapter, we consider second-order ordinary differential equations derived from the
original first-order ordinary differential equations and also first-order linear partial differential equations
obtained by writing characteristic into the linearized symmetry condition in order to resolve an
important deficiency for the first-order ordinary differential equations which have no systematic way to

find their Lie symmetries.



1. BOLUM

BIiRINCI MERTEBEDEN AD_i DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SIMETRi DONUSUMU
VASITASIYLA GOZULMESI

Bu boélimde hedeflenilen amag 6ncelikle birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin
kabul ettigi benzerlik déntsimlerinin bir 6zel hali olan simetri donlstimleri vasitasiyla ¢éziminde,
literatiirde ¢ogu kaynakta karsilasilabilecek temel bilgileri vermek ve bu bilgiler i1siginda birinci
mertebeden adi diferansiyel denklemleri ¢ézmektir. Aksi belirtimedikge bu simetriler Lie nokta
simetrileri olacaktir. Bu bilgiler yiksek mertebeden adi diferansiyel denklemler icinde temel teskil

etmektedir.

1.1 Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler i¢in Simetri Sarti

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin genel anlamda simetri sartini olusturmak
igin

y'=s(xy) (1)
formundaki adi diferansiyel denklemi g6z éniine alalim. Bilindigi Gzere simetri donigsimleri diferansiyel

denklemlerin ¢6zim ailelerini yeni koordinatlarda degismeden birakir. Yani

[:(xy) = (£7)=(¥xpe).0(xp8) . eeR (2)
seklindeki bir déniisiim, (1) denklemi igin bir simetri ise bu durumda
dy A
L= f(3.9) ©)
dx

olup, buna (1) denklemi igin simetri sarti denir. Bu sarti biraz daha igler hale getirmek igin Dx, X-
yonlnde total tirevi gdstermek Uzere
= ! " .o
D =0.+y'0,+y"0, +
alinirsa; y, X in bir fonksiyonu ve X ile )A/ise X ve Yy nin fonksiyonu olmak Uzere, Dx tirev
operatoéra kullanildiginda
A A A [
& _Dy_rtrD,
- - - " A
dx Dx X +y'x




olarak yazilabilirdir. Boylece (1) denklemi icin simetri sarti

V. +y'y o
== f(%,)) (4)
X +yx,

seklinde ortaya ¢ikar. Bu sart bazi basit adi diferansiyel denklemler igin kolayca ¢ozillebilir hale
gelebiliyorsa da genel olarak karmasik yapida bir kismi tlrevli denklemdir ve dolayisiyla ¢dzimu
oldukga zordur. Bu zorlugun Ustesinden gelebilmek igin bir-parametreli Lie simetrilerinin de bir 6zelligi
olan Taylor seri agilimindan faydalanilir. Ancak buna dogrudan gegcmeden hem agilimda kullanilan
hem de ¢6zim igin kilit éneme sahip bir kavrami vermek adina dizlemdeki noktalar Uzerinde,

simetrilerin bir-parametreli Lie grubunun etkisine bakilir. Bir Lie simetri grubu, dlizlem (zerinde simetri
altinda invaryant olmayan bir (x, y) noktasi boyunca bir yoringe olusturur. (x, y) boyunca yoériinge
uzerindeki noktalarin koordinatlari

(2(x,3:0), p(x,3:0))=(x, )
olmak Uzere

(%.5)=(3(x.p:16) . 3 (x.p:¢))
bigimindedir. Bir Lie grubunun etkisi, bir yériinge tzerindeki her bir noktayi ayni yoriinge tzerindeki bir
noktaya bire bir esler. Dolayisiyla yériinge, Lie grubunun etkisi altinda invaryanttir.

Simdi invaryant olmayan bir (X, y) noktasi boyunca yoriingeyi géz éniine alalim. ()2,)7)

noktasindaki yoriinge igin tanjant vektoru

Fot@i) e (i) ©)
olmak Uzere

(6. 9).n(%.9))

seklindedir. Ozel olarak (x, ) noktasindaki tanjant vektéri ise

j (6)
=0

olur. Bdylece Lie grubunun etkisi ile X ve )A/ icin Taylor serisi & nun ilk mertebesinde asagidaki

(§<x,y),n<x,y>)=[;’—i

@
8:0’0’8

gibidir:

fc:x+8§(x,y)+0(£2)
(7)
j/=y+877(x,y)+0(82)

Bunlar (4) ile verilen simetri sarti altinda ' = f(x,y) ile birlikte yazilirsa;

f+g(77x+f77y)+0(gz)
1+e(&+f&)+0(&)

:f<x+g§(x,y)+0(52),y+877(X,y)+0(62))



elde edilir. Simdi bu ifadenin her iki tarafi & =0 civarinda Taylor serisine acilir ve fonksiyonlarin

analitik olduklari, yani her bir serinin yakinsak oldugu varsayilirsa
2 2 2
frel{n +(n,—&) =& £2}+0(7)= f+e{é f4n f,}+0()
sonucuna ulasilir. Burada 0(8) terimlerinin karsilikli olarak esitlenmesiyle

2
not(n,~&)f =6 1 =60, ®)
bulunur. Bu sarta (1) adi diferansiyel denklemi igin lineerlestirimis simetri sarti denir.
Sonraki kisimda goérilecedi Uzere yiksek mertebeden diferansiyel denklemler igin simetri
sartinda & ve 77 degiskenlerinin sadece x ve ) degiskenlerine bagh olmasindan faydalanarak

tanjant vektorleri sistematik olarak ortaya gikarilacaktir. Tanjant vektorleri bulunduktan sonra
dx .\ A dy A
—=4(%7). ——=n(%))
de de
diferansiyel denklemleri ile birlikte
(2(x,3:0), p(x,3:0))=(x, )
baslangi¢ sartlari géz 6nlne alinarak simetri dontsUmlerinin kendileri elde edilebilirdir. Ancak bu
simetri donlsUmlerinden ziyade tanjant vektorleri kullanildigindan bunun Gzerinde burada hig

durulmayacaktir. Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerde ise bdyle bir imkan mevcut degildir,

¢cUnkl lineerlestiriimis simetri sartinda f ve 17 degiskenlerinin diginda sadece f fonksiyonu

bulunmaktadir. f* fonksiyonu da £ ve 77 gibi yalniz x ve y degiskenlerine baglidir. Birinci

mertebeden denklemlerde bu sikintiyr asmak igin belirli formlardaki ‘f ve 77 lar aranmaktadir.

Bunlardan yaygin olarak kullanilan dteleme, dlgekleme ve dénme gibi simetrileri bulmak igin
E=cx+c,y+e, , nN=cx+tcy+c

tahmini yapilabilirdir. Yine yaygin olarak ortaya ¢ikan y den bagimsiz &, ve y ye gére lineer 17 da

kullanilabilirdir. Asagida ¢6zim arastiriimaksizin sadece tanjant vektdrlerin arastirilmasi ile ilgili bir
ornek verilmigtir.

Ornek 1. y =y(x), k=k(x) ve c keyfi bir sabit olmak iizere birinci mertebeden

'2

Yy 2
= | +y° =
(k)yc

diferansiyel denklemini g6z 6nine alalim. Bu denklem y' = f(x,y) formuna gevrilirse ¢ > ) olmak

lizere f =+k+/c—y’ bigimindedir. (8) simetri sarti altinda f fonksiyonunun f =k+/c—y’

degeri yerine yazilirsa



77x+(77y—§x)(ik c—yz)—ﬁy(ik c—yz)zzf(ik'ﬂ)H] 1%

elde edilir. Simdi ¥ den bagimsiz bir «f ile y ye gore lineer bir 7 min varhgina bakalim. Buna gore

o, ve y sonradan belirlenecek fonksiyonlar olmak iizere

s=a(x), n=px)y+yx)

olarak alinsin. Bu dénlisumler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

By+y't(B-aYkje—y' =tak'\c- y+7/L
c—y

bulunur. Burada /¢ —y2 nin kuvvetlerine gore ayristirma yapilirsa
P=y=0 ve a'k+ak'=0

elde edilir. ikinci denklemden

(ak)'=0 = a=

| ™

olup, bdylece

{3

bigcimindeki tanjant vektorlerine ulasilir. Ancak ¢ézim igin bu yeterli degildir. Bunun igin simetrilerin Lie

grubu vasitasiyla ulagsacagimiz ¢ozimu kolaylastirici koordinatlarin tanimlanmasina ihtiyag vardir.

1.2 Kanonik Koordinatlar

(1) ile verilen adi diferansiyel denklemine ait asikar olmayan simetrilerin bulunabilecegini ve bu

simetrilerin sadece y - yonindeki

(%,9)=(x,y+¢) (9)
otelemelerinin Lie grubunu icerdigini varsayalim. Bu durumda tanjant vektorler

(&.7)=(0,1)
seklinde olup, (8) ile verilen lineerlestiriimis simetri sarti altinda bu degerler yerine yazilirsa

f, =0
bulunur. Dolayisiyla sadece Y- ydnlndeki 6telemelerin Lie grubuna sahip olan adi diferansiyel

denklemler

y'=f)

formunda olmalidir ve dolayisi ile bu tip denklemlerin genel ¢6zimU ¢ integral sabiti olmak lzere

y=jf(x)dx+c



biciminde elde edilir. Bu tip simetrilere ait sonuglardan faydalanarak birinci mertebeden ( bu yiksek
mertebeden adi diferansiyel denklemlere de genellestirilebilirdir) adi diferansiyel denklemler uygun
koordinat dénusimler ile kolaylikla ¢ézulebilirdir.

Simdi bu koordinatlarin nasil elde edilebilecegine bakalim. Burada hedeflenen amag, (1)
formundaki diferansiyel denklemlerin sahip olduklari simetri dénisimleri vasitasiyla bu adi diferansiyel
denklemi yalnizca bagimli degisken yoninde 6telemeleri icerecek yeni bir adi diferansiyel denkleme
donlstirecek koordinatlara tasimak olacaktir. Bu koordinatlara ise kanonik koordinatlar denir. Bu

agiklamalar i1s1§ginda yeni koordinatlar
(r,s):(r(x,y),s(x,y)) , 1.8, —1s#0

ile gosterilirse bu takdirde géz 6nline alinan yeni koordinatlarda adi diferansiyel denklemin sahip

oldugu simetrilerin tek-parametreli Lie grubu
(7,8)=(r(x,2),5(x,9)=(r,s+¢)
formunda olmalidir. Boylece (r,s) noktasinda tanjant vektor

d_§
de

dr

= =0,
de

e=0

e=0

bigimindedir. Burada zincir kurali kullanilarak

(rx£+I/AQJ _O , (Sxﬂ_i_sﬂﬂ) :1
de 7de)|,_, de “de)|,_,
elde edilir. Bu denklemler, (6) denklemi ile birlikte g6z énune alinirsa
S y)r+n(x,»r,=0,  &(x,p)s +n(x,y)s, =1 (10)

bulunur. Burada (7,s) asagidaki gibi elde edilebilir.
i) Eger £ #0 ise 7 ’nin

dy _n(x,)
dx &(x,)
diferansiyel denkleminin bir ilk integrali oldugu kolayca gosterilebilirdir. Bdylece yukaridaki adi

diferansiyel denklem igin bir ilk integral

¢(x,y)=c , ¢y #0

bigiminde olup buradan

dx
,,_¢(x,y) ve 8= jm r=r(x,y)
olur.

ii) Eger §=O ise (eger bu simetriler agikar simetriler degilse 77 # 0 olmalidir), (10) un ik

denkleminden 7, =0 oldugu gériiliir. Buradan basitge



r=Xx ve SZ(I dy J

n(r,y)
bigimindeki kanonik koordinatlara ulasilir.

(r,s) kanonik koordinatlari bulunduktan sonra (1) denklemi bu koordinatlar cinsinden

ds Ds s, t's, s+ f(xy)s,
dr Dy r.+y'r, r+f(xr,

(11)

seklinde yazilir. (11) denkleminin sag tarafi » ve S nin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Béylece

(1) ile ifade edilen adi diferansiyel denklem doénustirilmus koordinatlarda

%zﬂ(r,s)

olmalidir. Halbuki (7;,§) =(r,s+8) otelemelerinin  bir tek-parametreli Lie grubuna sahip

olundugunda QS = () olmasi sebebi ile yukaridaki adi diferansiyel denklem

ds
_0
dr (r)

formunda olup bunun genel ¢6zimu
s = J.Q(r)dr + ¢

bicimindedir. Béylece (orijinal) adi diferansiyel denklemin genel ¢6zimu

r(x,)

s(x,y)— .[ Q(rydr + ¢c=0

olarak elde edilir. Asagida daha Once tanjant vektoriin belirlendigi diferansiyel denklem igin kanonik

koordinatlar kullanilarak ¢éziime ulasiimaya ¢alisiimistir.

Ornek 2. k = k(x) ve ¢ > y olmak iizere

(1o

seklindeki tanjant vektdre sahip

'2

Yy 2
= | +y° =
(kjyc

adi diferansiyel denklemini g6z éntne alalim. Burada (f # 0 oldugundan

b _n_,
dx ¢

yazilir ve dolayisiyla y = ¢ olup, bdylece



dx

V= ve S = —_— = | k(x)dx
’ I o Ji
bulunur. Diger yandan
dr Dy r+y'rn, Y otk c—y’ c—y° c—r’

diferansiyel denkleminin integrali alinarak

1 dr ) r
§=*| —=—====Farcsin| ——
17 (&

¢6zumu elde edilir. Burada 7 ve § nin orijinal degiskenler cinsinden karsiliklari yazilip diizenlenirse
y =+/csin [ [k(ax - 5}

bigimindeki genel ¢6zimU bulunur.



2.BOLUM

iKINCi MERTEBEDEN ADI _DiFERANSiYEL DENKLEMLERIN SIMETRi DONUSUMU
VASITASIYLA GOZULMESI

iki ve daha yilksek mertebeden adi diferansiyel denklemlerin simetrileri vasitasiyla ¢ézimiinde
ele alinan gesitli yollar vardir. Bu yollarin her birinde kullanilan simetri turleri (nokta simetrileri, dinamik
simetriler, baglanti simetrileri vb.) dedismektedir. Daha 6nceki bolimde oldugu gibi bu bélimde de Lie
nokta simetrileri Gizerinde durulacaktir. Burada ortaya konulan fikirler ve uygulamalari genel olarak n.
mertebeden adi diferansiyel denklemler icin gecerli olsa da tim dikkatler sadece ikinci mertebeden adi

diferansiyel denklemler Uzerinde yogunlasacaktir.

2.1. ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler igin Simetri Sarti

Genel ikinci mertebeden

V'=o(x,y,)) (12)
formunda olan adi diferansiyel denklemi gdz éniine alalim. Oncelikle bu formdaki denklemler icin
simetri sarti belirlenir. Ancak burada énceki bélimden farkli olarak, birinci mertebeyi de kapsayacak

sekilde lineerlestiriimis simetri sartini (bulunmasi daha kolaydir) olugsturmak igin yeni bir kavram

sunulacaktir. (5,77) tanjant vektorleri olmak lizere 6nerilen bu yeni kavram

X=£0,+10, (13)
biciminde gosterilen infinitesimal Uretectir. Bu dusince 15131 altinda
n(k) _ Dxﬂ(k—l) —y(k)Dxf , k=1,2,... (14)
olmak Uzere
(n) _ @ (2) (n)
X" =80.4+n0,+n"0,+n 70+ 41 aym (15)

seklinde uzanimli forma getirilebilirdir. Buna gore ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin

lineerlestirilmis simetri sarti,

X (Y -a(x,y,y))=0 (16)
olarak ortaya ¢ikar. Buradan

n® = So, +nw, + n(l)a)y’ (17)

oldugu goruldr. (14) formilinin burada kullaniimasiyla



NV =n,+(n,-&)y-£y"

(2) _ 2 3
n® =n,+(2n, - &)y +(n, —2&,)y7 —&,07° +{n,—2£, -3y} "
bulunur. Bu degerler ve (12) esitligi (17) de yerine yazilirsa, ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklemler igin lineerlestiriimis simetri sart
N, +(2n, - &)y +(n, -2£,))"
—&,0" +{n, —28, -3¢y w=Co,+no, +{n,+(n,- &)y - £y} o,

olarak elde edilir

(18)

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler icin simetri sartinin birinci mertebeye gére
avantaji ¥ nin tdrevlerini icermesidir. Bu sayede lineerlegtiriimig simetri sartinda y' nin kuvvetlerine

g6re ayristirma yapilabilmektedir. Bu sekilde ortaya ¢ikacak denklem sistemine, belileme denklemleri
denir. Asagida simetri sartindan bir sistematik vasitasiyla belirleme denklemlerinin ve dolayisiyla

onlarin ¢ézulmesi ile infinitesimal Ureteglerin elde edilisi bir drnek ile verilmistir.

Ornek 3. ikinci mertebeden
y'= sin(y’2)+1

adi diferansiyel denklemini g6z 6nline alarak yukarida bahsedilen adimlari sirayla uygulayalim. Bu

denklem i¢in @ fonksiyonu;

V'=o(x,y,))= sin(y'2 ) +1
biciminde yazilir ve (18) lineerlestiriimis simetri sarti altinda bu degerler yerine yazilirsa

2 3
Uxx +(277xy _éxx)y'-'_(ﬂyy _2§xy)y, _é:yyy,
. 2 2 2
+{n,—2¢, =38y} (sin(»?)+1) = {m, +(n, — &)y &3 }( 20" cos (7))

elde edilir. Burada tirevli ifadelerin katsayilari ayristirilirsa

s, =0, &.=0

ﬂx = 0 3 ny - éx = 0

nyy:O7 ny_zéxzo
belirleme denklemlerine ulasilir. Béylece bulunan kismi diferansiyel denklem sistemi ¢ozllerek ¢, ve

C, sabitler

olmak Gzere
6 = Cl > 77 = CZ

doéntsumleri bulunur. Buradan tanjant vektorler
(&.m)=(10), (&.m,)=(0.1)

olup, dolayisiyla
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X =0, X,=0,
bigimindeki infinitesimal treteglerine ulasilir.
infinitesimal tiretegler elde edildikten sonra tipki birinci mertebede yapildidi gibi indirgeme islemleri

yaplilir.

2.2 Kanonik Koordinatlar Kullanilarak Mertebenin indirgenmesi

Yiksek mertebeden adi diferansiyel denklemlerin ¢oéziimiinde de mertebesi kiglk olan
diferansiyel denklemlerde yapildigi gibi kanonik koordinatlardan faydalanilir. Bu yéntemin adimliari
birinci mertebeden denklemler igin yapilanlar ile neredeyse aynidir. Tabil ki mertebenin birinci
mertebeden buylk olmasi, uygulanan prosedlrin uzayacadl anlamina gelse de, her asamanin
tamamen tekrarlanmasi s6z konusu oldugundan bu uzama herhangi bir karmasikhda sebebiyet
vermemektedir. Simdi

V'=w(x,y,))
formundaki (12) diferansiyel denklemini géz o6nldne alalim. Bu diferansiyel denklemin Xz@y

seklinde bir infinitesimal Uretece sahip oldugunu varsayalim. Daha o6nceden ikinci mertebeden

diferansiyel denklemler igin simetri kosulunun

X ("= a(x,y,5))=0
seklinde oldugunu disunildiginde, burada

77(k) — Dxﬂ(k_l) —y(k)Dxé , k= 1’2
olmak Uzere

(n) _

x"=9,
yazilir ve dolayisiyla lineerlestiriimis simetri sartindan

o, =0
sonucuna ulasilir. Bu ise diferansiyel denklemin

V'=o(x,)")
formunda olmasi gerektigini gésterir. Dolayisiyla y'(x) = v(x) dénisimii ile

V' =w(x,v)
indirgenmis diferansiyel denklemi elde edilir. indirgenmis diferansiyel denklemin g¢éziilebildigini
(indirgenmis diferansiyel denklemi ¢ézmek igin de oénceki bélimde ifade edildigi lzere simetri
donidsimlerinden faydalanilabilinirdir) ve bu denklemin genel ¢6ziminin de

v=f(xc)

oldugu varsayilirsa bu takdirde (12) diferansiyel denklemi

y’Zf(X,Cl)

biciminde olup bunun genel ¢ézimu ise
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y= Jf(x,cl)+cz
seklindedir.

Daha o6nce, bulunan simetriler vasitasiyla kanonik koordinatlarin nasil elde edildigine

deginildiginden ve bu sebeple kanonik koordinatlarda dondstirilmis adi diferansiyel denklemin

simetrilerinin infinitesimal Uretecinin ise X:aY seklinde tanimlanmis oldugundan, bdylece adi

diferansiyel denklem igin, simetriler ne olursa olsun kolaylikla mertebe indirgemesi yapilabilmektedir.

Asagida bunu gdsteren bir 6rnek vardir.

Ornek 4. ikinci mertebeden

diferansiyel denklemi X = 8X tarafindan Uretilen simetrilerin bir tek-parametreli ailesine sahiptir. Bu

iiretecten (5,7]) = (1,0) olup (r,s) kanonik koordinatlari
r=y , s=X
olarak yazilir ve buradan

2 . " 3 .
ﬁzi_stzl ds ds y'" 3 y ——[3—S+2F3S3j
dr 2r

_Dxr V' A dr y?

3

)"y
bulunur. Mertebe indirgemesi igin V(') = s(7) esitligi kullanilirsa, birinci mertebeden

V= v 27V
2r

denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢é6zimunu elde etmek igin, dnce tanjant vektorleri
(£.2)=(0.?)

biciminde bulunur. Buradan yeni kanonik koordinatlar
F=r, §= IL 1

3.2

n(r(f,v),v) . 2ry

olur. Béylece

ﬁ—ﬁzzm:l( 3 1o VSJ SE (ﬁur%ﬁj:—z

i D7 " 2\r'v v ) 2rht v\ 2r

seklinde olup, ¢, sabit olmak Gzere
S = 2r

-
dir. O halde (r,v) kanonik koordinatlari cinsinden denklem
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olarak elde edilir.

2.3 Diferansiyel invaryantlar ve Mertebenin indirgenmesi

Suana kadar g6z 6nine alinan bir adi diferansiyel denklem icin asikar olmayan Lie nokta

simetrilerinin bir Uretecini kullanarak mertebenin bir kez indirgenebilecedi ortaya konulmustur. Genel

olarak, n. mertebeden adi diferansiyel denklem igin R <7 tane Lie nokta simetrisi kullanilarak
indirgenmis (n—R).mertebeden diferansiyel denklemler elde edilebiimesi mimkindir. Bu ise

Ozellestirilirse, asikar olmayan iki tane Lie nokta simetri ailesini kullanarak ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemlerin iki mertebe birden indirgenebilecegi anlamina gelmektedir. Bu ylizden simdi
de, asikar olmayan iki tane Lie nokta simetrisi kullanilarak ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin iki mertebe birden nasil indirgenebilecegi gosterilecektir. Burada genel olarak
n.mertebeden diferansiyel denklemlerin incelenmesi hedeflenmesine ragmen uygulama olarak
sadece ikinci mertebeden diferansiyel denklemler kullanilacaktir. Yukarida ifade edilen indirgeme

yapilmadan dnce diferansiyel invaryant tanimini énce verelim.
Bir F(x,y) fonksiyonu tek-parametreli bir grubun dondsimleri altinda degismeden kaliyorsa

bu fonksiyona grubun bir invaryanti (veya grup altinda invaryant fonksiyon) denir.

Teorem: Bir F(x,y) fonksiyonunun tek-parametreli grup altinda invaryant olmasi igin gerek ve

yeter kogul X bu grubun infinitesimal Greteci olmak (izere
XF=0
olmasidir.

ispat: (r,s) kanonik koordinatlar ve G(r,s) de smooth bir fonksiyon olmak lzere
F(x,5) = G(r(x,»),5(x,7))

seklinde tanimlansin. invaryant olmayan herhangi bir (x,y) noktasinda Lie simetrileri F(x,y) yi
F()%,j/) =G(r,s) = G(r,s + 6‘)

na doénusturdr. G(r,s + 6‘) fonksiyonu & =0 civarinda Taylor serisine acgilir ve kanonik

koordinatlarda X = 8‘9 oldugunu goz 6nlne alinirsa
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o 5 = o g
)55 TS 8 G- E e

‘= Jj! 0Os’ = J! =0 J! (19)
2

— ™ F(x,y)= F(x,y)+§XF+%X2F+---

bulunur. Simdi £ in invaryant oldugu kabul edilsin. Bu durumda F'(%, )= F(x,y) olmaldir. Bu

ise yukarida (19) esitligindeki F(x,y) hari¢ sagdaki tim terimlerin sifir olmasini gerektirir ve 6zel

olarak XF = 0 olmaldir.

Diger taraftan XF = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda

X’F=X(XF)=X(0)=0,...,X"F=X""(XF)=X""(0)=0,...

olup, bu esitlikler (19) da yerine yazilirsa F'(x, V) = F(x,y) elde edilir. Dolayisiyla F', grup altinda

invaryanttir.

Simdi n. mertebeden

P = f (5, ") (20)
diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim ve F' fonksiyonunu

F(x, v, y',...,y<”)) =y — f(x, v, y',...,y(”fl)) =0
olarak farz edelim. Eger F' igin

XPOF=0 (21)
oluyorsa I’ e X tarafindan lretilen grubun k. mertebeden bir diferansiyel invaryanti denir. Sadece

invaryant kanonik koordinat olan r(x,y) koordinati sifirinci mertebeden diferansiyel invaryanttir.
Birinci mertebeden diferansiyel invaryantlar 7 ve Vv nin, daha ylksek mertebeden diferansiyel
invaryantlar ise 7 vyi, v yive v nin 7 ye gore tirevlerini iceren fonksiyonlardir. Burada » ve v ye
temel diferansiyel invaryantlar denir.

Kanonik koordinatlarda s i belirledikten sonra v belirlenebilmesine ragmen burada s i
belirlemeksizin temel diferansiyel invaryantlarin uygun bir ikilisi tespit edilebilmektedir. Burada (21)
esitligini

XY=8& +no,+n"o, +---+77(k)8ym
biciminde olup bu ise yeniden yazilarak

EF +nF,+7"F, +---+ ry"”Fym =0

seklinde elde edilir. Dolayisiyla F', bu kismi diferansiyel denklemin Lagrange sisteminin, yani

d_dy_dy'_ "

e g g®

ifadesinin bir ilk integralidir. Ozel olarak »
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dx_@

s
denkleminin ve Vv ise
dx _dy dy
SRS
¢ n 7
esitliginin bir ilk integralidir. Temel diferansiyel invaryantlar belirlenir belirlenmez (20) denklemi bu
diferansiyel invaryantlar cinsinden indirgenmis olarak

v = Q(r, V., " )

biciminde yazilr.
Simdi benzer mantikla birden fazla (iki) Lie nokta simetri Uretecine sahip bir adi diferansiyel

denkleme ait her bir Uretecin diferansiyel invaryantlar cinsinden yazilabilecegine bakalim.

L, n.meretebeden bir diferansiyel denklemin nokta simetrilerinin tek-parametreli Lie
gruplarinin tim infinitesimal Greteglerinin kiimesi olsun. Lineerlestiriimis simetri sarti altinda ¢, ve ¢,
ler sabitler olmak tzere V X, X, €L igin

X, +c, X, el
oldugu agiktir. Burada L bir vektdér uzayidir. Ayni zamanda bu uzayin R boyutu, lineerlestirilmis
simetri sartinin genel ¢odzimiinde ortaya ¢ikan sabitlerin sayisi ile belirlenir. Tim X € L ler
tarafindan Uretilen Lie nokta simetrilerinin kiimesi, R -parametreli bir Lie grubu olusturur.

{XI,XZ} , L igin bir baz olsun. L tarafindan retilen grubun temel diferansiyel invaryantlari

& om 771(1) 771(2)

&S M 772(1) 772(2)

%ﬁj \;‘jj \;ﬁ ;ﬁ
Il
1
oS O

sisteminin ¢ézimleridir. Bu sistem iki fonksiyonel bagimsiz ¢éziime sahiptir. Bu ¢déziimleri bulmak igin,

sisteme Once Gauss eliminasyon ydntemi uygulanir daha sonra geriye kalan kismi diferansiyel

denklemler igin tek tek karakteristik metot kullanilir. Bunlardan birisi y(z) den bagimsizdir ve 7, ile

dv
gOsterilir, digeri ise (asikar olmayacak sekilde) y(z) ye bagh olup v, ile gosterilir. Burada —2 y(3)

n

e bagh oldugundan, 2. mertebeden bir adi diferansiyel denklemin
v, = Q(rz)

seklinde cebirsel denkleme donustugu agikga gorilir. Bu indirgemeyi gdsteren bir 6rnek asagidadir.
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Ornek 5. Yukarida ifade edilen adimlari ikinci mertebeden

12 2
nw_ Y Y
y -~ R

y o ooxy

diferansiyel denklemini géz online alarak uygulayalim. Bu diferansiyel denklem X1 :xax ve

X2 = yay bigimindeki infinitesimal Greteglere karsilik gelen Lie simetri gruplarini kabul eder. Buradan

tanjant vektorler

(51»771) = (X,O) ve (ézaﬂz) :(an)

olup, buradan

n® =Dn*"-y'DE , i,k=1,2
yazilir. Bu degerler (22) de yerine yazilirsa
_Fx_
x 0 -y =2y"||F, | |0
{0 vy } F, _M
Fy,,

elde edilir. Burada Gauss eliminasyon ydntemini uygulamaya gerek yoktur. Dolayisiyla dogrudan

karakteristik metoda gegilirse, ikinci denklemden, yani  yF, + y'Fy, + y”Fy,, =0 denkleminden

F:F[x,l,y—j
vy

oldudu ¢ikar. Bu sonucu ilk denklemde yerine yazarak,

i 2_n
Fe F(ﬂ’ij
y oy

bulunur. Bdylece {Xl,Xz} tarafindan Uretilen grubun temel diferansiyel invaryantlar

i 2_.nm
X X
I"Z :—y ve V2 = y

y Y

dir. Boylece 6rnek olarak alinan diferansiyel denklem, diferansiyel invaryantlar cinsinden

2. 2 12 2 ! 2
, :u:x_(y__y_j:(ﬂj v L
2 r r 2

y yly Xy y Xy 7,

bigcimindeki cebirsel denkleme indirgenir.

Bu sekilde indirgenmis olan cebirsel denklemleri sistematik bir sekilde ¢ézmek igin daha fazlasini
bilmeye ihtiya¢ duyariz. Bu nedenle burada yeterli olacak sekilde simetrilerin Lie cebiri ve bununla

birlikte gerekli olan tanim ve teoremler verilmelidir.
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2.4 Nokta Simetri Ureteclerinin Lie Cebri

Genel olarak R <n olmak lizere R-boyutlu L tarafindan iretilen R -parametreli bir Lie
grubuna sahip olan

v =a(x, ),y )

diferansiyel denkleminin 7, ,v, temel diferansiyel invaryantlari cinsinden

(n—R) __ (n—R-1)
Ve —Q(rR,vR,...,vR )

seklinde n— R mertebeden bir diferansiyel denkleme indirgenebilecedi bilinmektedir. Bu indirgenmig

diferansiyel denklem ¢ozillrse

Ve = F (g, CpyensCy_p) (24)
bigiminde bir cebirsel denklem elde edilir. Béylece 6nceki érnekte 7 — R =0 oldugundan dolayi
dogrudan diferansiyel denklemden bir cebirsel denklem elde edilmis olunur. Bu sekilde elde edilen
cebirsel denklemler aslinda orijinal degiskenler cinsinden R . mertebeden bir diferansiyel denkleme
denktir. Bu bélimdeki amag, gz éniine alinacak olan orijinal diferansiyel denklemin sahip oldugu R -
parametreli Lie grubunu (daha dogrusu R-boyutlu L uzayinin baz elemanlari olan her bir

infinitesimal Uretegleri) kullanarak bu R .mertebeden diferansiyel denklemi, dolayisiyla sonug olarak

orijinal adi diferansiyel denklemi ¢6zmektir. Bunun i¢in asagidaki adimlari ele alalim.

Oncelikle bir X Uretecinin koordinat degisimi altindaki karakterini inceleyelim. Yeni
koordinatlar (u,v) = (u(x,y),v(x,y)) olmak tizere F' bu yeni koordinatlarda keyfi bir fonksiyon
ise bu takdirde

XF =(£0,+n0,)F (u,v)=E(Fu +Fy,)+n(Fu,+Fy,)

u’x u’y

(.fux + ﬂuy)Fu + (fvx +nv, )Fv
=[(&0,+n0,)u|F,+[(2,+n0,)v]|F,
=[(Xu)o, +(Xv)o, |F
yazilir. Bdylece X , yeni koordinatlar cinsinden
X =(Xu)o, +(Xv)o, (25)
biciminde ifade edilir. Diger yandan her X ,Xj eL igin
(XX, |=XX, -X X =(X&-XE)o,+(Xnm—-Xn,)o, (26)
komitatérini géz 6nine alinirsa, XI.X]. ile Xle. lerin her biri ikinci mertebeden diferansiyel

operatérler olmasina ragmen bu mertebedeki terimlerinin ayni olmasindan dolayi
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[Xl.,XJ komitatérinin birinci mertebeden bir operatér oldugu goérilir. Buradan [Xi,Xj]
komdutatérl asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) Antisimetriktir. Yani her X ,Xj eL igin

[ XX, ]=-[X,.X,] dir

ii) Bilineerdir. Yani her X ,Xj , X, €L vec, 1€ 5Cy € Rigin

[eX, +c, X, X, |=¢[X. X, ]+c,| X,. X, ]

[ X.c X, +e,X, |=c[ XX, |+c,[X,.X,]

yazilir.

iii) Jakobi 6zdesligini saglar. Yani her X, ,Xj , X, €L icin
[Xi,[Xj,Xkﬂ +[Xk,[Xi,Xjﬂ+[Xj,[Xk,Xl.]] - 0.

olur.

Verilen bu 6zellikler (26) denkleminden ¢ikarilabilirdir. Bunlarla birlikte déntistimlerin bir R -

parametreli Lie grubunun herhangi iki infinitesimal Gretecinin komutatéri
[,

olup, bu komiitatériin kendisi de bir infinitesimal Uretectir. Béylece L , komitatér altinda kapalidir, yani
X, X eLise|X,,X,|eL

dir. Bir Lie cebrinin, bilineer, antisimetrik ve Jakobi 6zdesligini saglayan bir [,] carpimi altinda kapal

olan bir vektér uzayi oldugu géz éniine alinirsa, sonugta L nin bir Lie cebri oldugu gérlr.

Tamim: Bir J C L alt uzayini géz 6niine alalim. Eger her X, X, €J icin [Xi ,Xj]e J oluyorsa

bu J ye L nin bir alt cebiri denir.

Tanim: Eger her X, €J ve her X, €Ligin [Xl.,X]]eJ oluyorsa bu takdirde J C L alt

cebirine L nin bir ideali veya normal alt cebiri denir.
Tanim : Eger L (k=1,2,...,q) k -boyutlu bir Lie cebiri ve L% ise I'™ nin bir ideali olacak
sekilde

{O} =[VcVc..clVc[¥=1 (27)

alt cebirlerin bir zinciri mevcut ise 17, q -boyutlu ¢ozilebilir bir Lie cebiridir.



18

Teorem: Her 2 -boyutlu Lie cebiri ¢dziilebilirdir.
ispat: L, {XI,X2} baz vektérlerine sahip 2 -boyutlu bir Lie cebiri ve [Xl ,X2]= aX,+bX, =Y
olsun. Bu durumda her ¢, X, +¢,X, €L igin

[Y,CIX1 +c,X, ]:CI[Y,X1]+CZ[Y,X2]
=ac [X, X |+bc [X,, X |+ac [X,X,]+bc [X,.X,]
=bc [X,. X||+ac,[X,,X,]=ac [X,X,]-bc [X,X,]

=(acz—bcl)[Xl,X2] =(acz—bcl)Y
yazilir. Buradan {Y} ’nin L nin bir ideali oldugu agiktir, dolayisiyla her 2 -boyutlu Lie cebiri
¢ozllebilirdir.
Eger R -parametreli bir grubu olusturan infinitesimal treteglerin R -boyutlu Lie cebiri bir g -
boyutlu ¢dziilebilir alt cebire sahipse, bu takdirde orijinal degiskenler cinsinden R. mertebeden bir
diferansiyel denkleme denk olan (24) denkleminin mertebesi g kez indirgenebilirdir. Eger ¢ = R ise

(ortaya c¢lkacak olan integrallerin alinabilece@i varsayilarak ) indirgenmis (24) denklemi tekrarlamall

islemlerle tam olarak ¢ozilebilirdir ve dolayisi ile bu sonugta orijinal diferansiyel denklemin genel

¢6zUimund verir. Eger n = R = q ise elbette genel ¢dziim garanti olacaktir.
Burada daha c¢ok ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler ile ilgilenildiginden L nin
{Xl,XZ} seklinde bir alt cebirini bulmak ¢6zim igin yeterli olacaktir. Daha sonra izlenecek yol

asagida ornek ile verilebilirdir.

Ornek 6 : Onceki 6rnekte incelenilen ikinci mertebeden

. Y
y - 3.0
y Xy

adi diferansiyel denklem tekrar g6z onine alinir. Bu diferansiyel denklemin sahip oldugu Lie grubunu

Ureten infinitesimal Uretecler Xl = x@x ve X2 = y@y olarak bulunuldugundan simdi bu Ureteglerin
komutatoérlerine bakildiginda
[Xl aXz]: Xle _XZXl = (X1§2 _X2§l)ax +(X1772 _inl)ay
= (x@x (0) - y@y (x))@x + (x@x (y) - y@y (O))@y =0
elde edilir. Ters simetri 6zelliginden ve her i igin [Xl. in] = 0 oldugundan burada diger durumlara

bakmaya gerek yoktur. Buna gére

{0} =L c{X,} =LV = {X,,X,} = L7
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seklinde bir zincir olusturabilirdir. Bdylece ¢oziilebilir zincirdeki her bir alt cebir igin temel diferansiyel

invaryantlar

LV ={x} igin r=y ,  v=x

% ={X,,X,} icn n=2 0y =)

Y Y

olarak elde edilir. Yine nceki drekte ele alinan [*) = {X1 ’Xz} vasitasiyla

bigimindeki indirgenmis denklemde s, yi bulmak igin X2 = y@y ureteci #; ve v, cinsinden yeniden
yazilirsa
— — 1 — M, _— — —
Xp=yo,y=y=r, X, v=(y0,+y0, )0 =x'=y
oldugundan (25) denkleminden

X, =r0, +v0

Vi

bulunur. Daha sonra kanonik koordinatlar igin yapilan islemlerin burada tekrar edilmesi ile

r—i ve s, =Inr
2 = 2 = 1

Sonucuna ulasilir ve bdylece

Y
1 1 1
:y' y y — 5 — 1 :1+ 5 1
P’
T 2 1— y 1_7 ?
Y Xy xy' 7"2
yazilir. Bu denklemin integrali alinirsa,
1 -1
s,=r+—In & +c
ry+1

elde edilir. Burada 7, ve s, nin, 1; ve Vv, cinsinden degerleri yazilirsa,

ln‘rl‘ :h+lln
gt

Vi—h

+¢

v +14

bulunur.
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Genel olarak burada arzu edilen v, = f(rl) seklinde cebirsel bir denklemin elde edilmesidir.

Boylece adim adim yapilan islemler ile herhangi bir sikinti yasanmadan integral almak suretiyle genel

. ds
¢bzime ulasihr. Ancak s, = —L nin 1, ve Vv, cinsinden yazilabilmesi kosulu oldukga 6nemli olup (ki

dn;

¢ogunlukla bu mimkindir.) ¢6zim esnasinda 7 = g(vl) gibi cebirsel denklemle de kargilasilacak

olunursa

. d
n=g(v) ve Slzh(vl)zj.sl(rl,vl) —ga’vl+c2

n=g(n) dv,

denklemlerinden v, elimine edildikten sonra orijinal degiskenlerin yazilmasiyla genel ¢ozim elde
edilmis olur. Eger v, in elimine iglemi gergeklestirilemiyorsa, bu takdirde her iki denklem orijinal
degdiskenler cinsinden yazilarak parametrik formda genel ¢6ziime dogrudan ulasilir.

Yukarida ele alinan oOrnekte her iki Vv, =f(rl) veya 1 =g(v1) olmasi durumlari zor
gérundugunden, burada X, =x0_, X, = y8y secimi X, = yﬁy, X, = x0_ bigiminde ele alinirsa

genel ¢dziime ulasmada kolaylik saglanmis olur. Buna gore temel diferansiyel invaryantlar

[V ={x,} Gn  n=x, v=>
y

[P ={X,,X,} ign r="2, v=22

y Y
seklinde ifade edilebilirdir. Béylece cebirsel denklem
, 1
V, =1 ——
n

olarak yazilir. Buradan
!
Xn=xdx=x=r , X,y :(xax _y'ay’)L:_L:_vl
y Y
olup, bdylece
X,=nr0, —v0,
esitliginden
r,=vi ve s, =Inr

elde edilir. Diger yandan

ds, D, _ Dx(lnx) _ 1 __h
dr, D, D xy' Xy =1
Ly y o0

ifadesinin integrali alinarak
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s, =1In

cﬂ/r;—l‘

ve

ln‘rl‘:ln

1
T = 0
1

"‘1(*/012 +r12 —-¢ ln(cﬂ/cl2 +r12 +clz)+cl lnrl)

s, = — +c
¢ +h

2
elde edilir. Buradan da orijinal degiskenlere donulirse

2
lc
X 12+1(«/cl2 +x° —¢ ln(cﬁ/cl2 +x° +clz)+c1 lnx)
x
o +x°

Iny= +c,

bigcimindeki genel ¢ézime ulasiimis olur.
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3.BOLUM

IKINCI MERTEBEDEN ADI VE l_(ISMi DiFERANSiYE_L DENKLEMLER YARDIMIYLA BIRINCI
MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SIMETRILERININ ARASTIRILMASI

Bu boélimde birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin tanjant vektorlerini tespit etmede
yararlanilan lineerlestiriimis simetri kosulunda, ylksek mertebeden adi ve kismi diferansiyel
denklemlerinki ile karsilastiriidiginda ortaya c¢ikan yetersizligi asmak amaciyla ikinci mertebeden (bu
n.mertebeye genellestirilebilir.) diferansiyel denklemlerden ve birinci mertebeden lineer kismi

diferansiyel denklemlerden faydalaniimaya galisilacaktir.

3.1 ikinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler Yardimiyla Birinci Mertebeden Adi
Diferansiyel Denklemlerin Simetrilerinin Arastiriimasi

Birinci mertebeden

V=0(x,y) (28)
adi diferansiyel denklemini gdz éniine alalim. Bu diferansiyel denklemin
T,: (xny) > (29)=(2(x.0:2).5(x.0:¢)) (29)

seklindeki simetrilerinin bir Lie grubuna sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda simetri sartindan,
(28) esitligi saglanmak uzere ()2,)7) koordinatlari cinsinden bu denklemin
dy _
dx
biciminde olmasi gerektigi bilinmektedir. Simdi (28) denkleminin her iki yaninin x e gdre tirevi alinirsa
f(xy.y)=0+)a,
olmak Uzere
Y'=f(xp.y) (31)

formunda ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir. Simdi (29) ile verilen dénigstimlerin ayni

o(%,7) (30)

zamanda (31) denkleminin de simetrileri oldugu gosterilebilirdir. Bunun igin, (31) saglanmak Uizere
V"= f(2,5,9)

biciminde yazilabilecegdi gosteriimelidir. Bunun igin (30) denklemi ve tlrev igin zincir kurali kullanilirsa,



A dd d . . d, . ) d
=== (0(3(0). 5 () = (@(3(x.2). 5 (x.2)))
g(“’(’z(x’y)’ﬁ(x’y))) o (£ 40%, )+ o, (5. +P,) P+ VP,

& Ry ST R R

yazilir. Dolayisiyla (28) denkleminin her simetrisi ayni zamanda kendisinin turevlenmesiyle elde edilen
(30) diferansiyel denkleminin de bir simetrisidir. Bundan dolayi birinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin simetrileri, kendilerinin tlirevienmesiyle elde edilen ikinci mertebeden diferansiyel

denklemler yardimiyla arastirilabilirdir

Ornek 7. Birinci mertebeden

ﬂzyzefx +y+e’
dx

Riccati diferansiyel denklemini g6z éntine alalim. Bu denklemin her iki yaninin x e goére turevi alinirsa,
yn — 2yyre—x _ y2e—x + yr + ex
elde edilir. ikinci béliimde gésterildigi gibi bu diferansiyel denklemin simetrileri arastirilirsa
X =0,+)0,
tarafindan Uretilen
(fc,)?) =(x+¢,ye)
bigimindeki Lie simetri ailesi bulunur. Béylece
P
dy dydx gy ye
di  dedi dx 1
dx

- (egy)2 e o) 4 e‘y+e”

= egyzefx +efy+ee = egefgegyzefx +e‘y+ee”

&

=P +P+e
olmasindan dolayl ayni zamanda Riccati denklemi de bu simetrileri aynen kabul eder. Simdi bu

simetriler kullanilarak diferansiyel denklemin ¢6zUmu bulunmaya ¢alisilir. Bulunan bu Uretecten

(gg,iy) = (l,y) yazilir. Bunlar yardimiyla kanonik koordinatlar,

(r,s) = (lny — x,x)

olarak bulunur. Buradan
ds Ds 1 1 1 e
; - Dr — B & e e i
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olup bu diferansiyel denklemin her iki yaninin integrallenmesi ile

s =arctan(e”)+c¢
elde edilir. Sonugta orijinal dediskenlerin yerine yazilmasi ve yeniden dliizenlenmesi ile

y=e¢ tan(x—c)
seklindeki genel ¢dzlime ulasilir.

Bir kez daha tirev alinmasiyla olusturulan ikinci mertebeden diferansiyel denklemin tim Lie
simetrilerinin bulunabildigini varsayalim. Bu durumda ¢ok sayida simetri grubunun olmasi, bulunan her
simetrinin orijinal birinci mertebeden adi diferansiyel denklemde denenmesini zahmetli kilar. Bu
zahmetten kurtulmak amaciyla olusturulan ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢ézimiinde,
Ozellikle de Ureteglerin kullanim sirasina dikkat edildiginde olusturulan ¢dzulebilir zincirin son
halkasinin kullanilmasinin mantikli olabilecedi dusundlebilir. Cunkl orijinal degiskenler yerine
yazildiginda indirgenmis olan diferansiyel denklem (bir sabit iceren birinci mertebeden bir diferansiyel
denklem) ile orijinal diferansiyel denklem (sabit icermeyen birinci mertebeden bir denklem),
olusturulmus ikinci mertebeden diferansiyel denklemin birer ilk integralleridirler. Bu nedenle aralarinda
sabit secimiyle ortaya c¢ikan dogrudan bir baglanti olmasi, yani uygun sabit secimiyle orijinal

diferansiyel denkleme ulasilmasi olasidir. Asagidaki drnek bdyle bir durumu gosterir.

Ornek 8. Birinci mertebeden
2

dy _1-y
dx X

diferansiyel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemin tlirevinin alinmasiyla ikinci mertebeden

1+2y
yn _ _yr
X
diferansiyel denklemi elde edilir. Olusturulan bu denklemin simetrileri ikinci bélimde gosterildigi tarzda
bir yaklagimla arastirilirsa, bu takdirde

X, =x0,, X, =xInx0,+y0,

biciminde infinitesimal Uretegler bulunur. Bunlarin ¢ézullebilir bir alt cebir olusturup olusturmadigina
bakilirsa,
[X17X2] = (Xléz _XZé:l)ax +(X1772 _inl)ay
= (X, (xInx)-X, (x))0, + (X, (y)-X,(0))d, =x0, = X,

oldugundan, buradan
—_ 700 @ _ (2) _
(0}=LVc LV ={X}cL[?={X,X,}
¢ozllebilir bir zincir bulunur. Buradan beklenen X1 in orijinal birinci mertebeden adi diferansiyel

denklemin bir simetri Ureteci olmasidir. Gergekten de kontrol edildiginde bunun dogru oldugu goéralir.
Ancak bu 6rnek durumun her zaman bdyle olacagi anlamina gelmez. Cunki 2.mertebeden

diferansiyel denklemlerde genel ¢6zime ulasmamizi saglayan birbirinden fonksiyonel bagimsiz iki
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¢ (x,y,y') =c, ve ¢ (x, V, y') =, ilk integralinin mevcut olmasi durumu vardir. Dolayisiyla

bunun yerine daha kullanigl bir yol aramalyiz.

Yukarida olusturulan ikinci mertebeden diferansiyel denklemde birinci tirevin kargiligi orijinal
birinci mertebeden denklemden faydalanilarak yerine yazilirsa, bu takdirde lineerlestiriimis simetri sart
altinda bir kisaltmaya gidilmis olunur. Bu durum, normalde bulunabilecek olan simetrilerin sayisinda
azalmaya neden olabilmesine ragmen, birinci mertebeden diferansiyel denklemin simetrilerini bulmada
oldukga kolaylik saglayabilirdir. Clinki olusturulan diferansiyel denklemin, orijinal birinci mertebeden

diferansiyel denklemi temsil edilebilme kabiliyeti de o nispette artmis olur.

Ornek 9. Bir énceki 6rnekte olusturulan ikinci mertebeden diferansiyel denklemde orijinal birinci
mertebeden denklemden faydalanilarak y' nin karsihgi yerine yazilirsa,

o :_(l—yz)(1+2y)

2
X

elde ederiz. Bu diferansiyel denklemin simetrilerinin Gretecleri arastirildiginda
X =x0,

bulunur ve bunun agikar olarak orijinal birinci mertebeden adi diferansiyel denklem tarafindan kabul
edildigi de bilinmektedir.

Ornek 10. Birinci mertebeden

3 5
y="2s+ =

x  2y+x
diferansiyel denklemini g6z o6nine alalim. Bu diferansiyel denklemin her iki yaninin tlrevinin
alinmasiyla
5 2 '
3y, st 3y X(3x+2y)

YT T E ey (¢ +2y)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde y' nidn karsiligi yerine yazilirsa, bu

takdirde

=+ + -

5 5
| S ] P A S
. 3y 5yt X 2y+x X 2y+x
y 3 3 2
X X +2y X (x +2y)

elde edilir. Buradan da lineerlestirilmis simetri sartindan bu diferansiyel denklemin simetrilerinin Ureteci
X =x0,+3y0,

olarak bulunur. Sonug olarak bu ureteg tipki dnceki érnekte oldugu gibi orijinal birinci mertebeden adi

diferansiyel denklemin simetrilerini Uretir.
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Ornek 11. Asagida verilen birinci tip abel denklemi formundaki diferansiyel denklemini géz éniine
alalim.

3 2
' Y Y Y
y=a—+b—+c—+d
x x X

Aslinda bu diferansiyel denklem y' :f(lj formunda oldudu icin simetrilerini gérmek kolaydir.
X

Ancak burada bunu goérilemedigi varsayilarak dogrudan simetrileri arastirilirsa kullanilan programa

bagh olarak sikintilarla karsilagilabilir hatta diferansiyel denklemin simetrilerine bu nedenle
ulagilamayabilir. Halbuki bu denklemin her iki yaninin tirevinin alinmasi ve y' karsiliginin yazilmasi

ile elde edilen

X3 X3 X2 X

1 3 2
y'=— {ay—+by—+cl+d [3ay2 +2b)cy+(c—3)xz]+[by2 +2€xy+3dx2]
ikinci mertebeden diferansiyel denklem igin simetriler arastirilirsa, birinci mertebeden diferansiyel
denklemin de simetrileri olan ()?,j/) =(e°x,e’y) donusumlerini dreten X =x0_ + )0,

infinitesimal Uretecine ulasilir.

Ornek 12. Asagidaki birinci mertebeden
2
y' =e" (y - be“) +bAie™

diferansiyel denklemi g6z &nune alalim. Bu diferansiyel denklemin simetrilerinin dogrudan

arastirnimasinda yukaridaki érnekte oldugu gibi bir sonuca ulasilamayabilir. Ayni sekilde diferansiyel

denklemin her iki yaninin tlrevinin alinmasi ve y' karsihginin yazilmasi ile
2
Yy = e”x<y—be“) [,u+2e”x<y—beﬂx)]+bﬁzeﬂx

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin simetrileri
aragtirildiginda

X =0,+(A+u)be™ - uylo,

infinitesimal Uretecine ulasilir. Bu ise ayni zamanda ele aldigimiz birinci mertebeden diferansiyel
denklemlerin simetrilerini Uretir.

9. drnekten itibaren turetiimis ikinci mertebeden diferansiyel denklemler igin bulunan
simetrilerin ayni zamanda ele alinan birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin de simetrileri

olmalari yani dogrudan aranan simetrilere ulasiimasi tesaduf degildir. Cunki y':a)(x,y)
diferansiyel denkleminin tlrevinin alinmasi ve birinci mertebe tiirevin oldugu terimlerde a)(x,y)

karsihdinin yazilmasi ile ikinci mertebeden y”=f(x,y)=a)x +a)a)y diferansiyel denklemine

ulasilir. Bu diferansiyel denklemin simetrileri igin belirleme denklemleri arastirilirsa;
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&, =0
M, =26, =0
2n,-¢6,.-36,/=0

Mo +m,f =28 f=¢f—nf, =0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemlerde f(x,y):a)x+a)a)y karsihgi yazilirsa gorilir ki bu

denklemler dogrudan birinci mertebe diferansiyel denklemi ile baglantilir.

ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin simetrilerinin bir tek Lie grubunun bulunabildigi
varsayilsin. Bu takdirde bu diferansiyel denklemin ¢ézimiinde izlenen adimlar 2. bolimde verildigi
Uzere;

i) infinitesimal Uretecler yardimiyla olugturulan kanonik koordinatlarda zincir kurali kullanilarak

2
S .
ikinci mertebeden —— = Q(r,s) diferansiyel denklemi olusturulur.

dr’
L . N . dv . .
ii) §=v seklinde bir dedisken atanarak birinci mertebeden d—zQ(r,v) diferansiyel
v
denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢ézilebilirse, bu takdirde v = f(7,c,) cebirsel
denklemine ulasilir.

iii) Bu cebirsel denkleme karsilik gelen § = f(7,c,) diferansiyel denkleminin her iki yaninin

r=r(x,y)
integrali alinir. Son olarak orijinal degiskenlere déniilerek S(x,y) = I f(r,c)dr +c,

genel ¢éziimine ulasilir
seklindedir. Buna bir alternatif olarak yukarida verilen fikrin tam tersi de uygulanabilir. Bunun igin
simetrilerinin bir Lie grubu ile verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin, ayni simetrilerin Lie
grubuna sahip bir birinci mertebeden diferansiyel denklemin her iki yaninin tirevinin alinmasi ile
olustugu varsayilir ve asagidaki adimlar takip edilir.

i) Bu diferansiyel denklem kanonik koordinatlar vasitasiyla belirlenir.

ii) Belirlenen bu diferansiyel denklemin simetrileri bilindiginden bir integral alma ile genel

¢6zime ulasilhir.

Ornek 13. Asagida
X=0,
biciminde simetrilerinin infinitesimal Ureteci ile verilen ikinci mertebeden

yrr:yrz _I_y
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adi diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim. Burada yukarida bahsedilen yol kullanilacaktir. Buna gore
verilen ikinci mertebeden diferansiyel denklemin, Xz@x simetri Uretecine sahip bir birinci
mertebeden diferansiyel denklemin her iki yaninin tlrevinin alinmasiyla olustugu varsayilsin. Bu
durumda kanonik koordinatlar (r,s)z(y,x) olup, bu koordinatlarda birinci mertebeden adi
diferansiyel denklem

1

d_Ds 1o
dr Dr 'y

1 .
e C' olmak lzere

bigiminde olmalidir. Burada y' U gekilirse, F(r) =
Q(r)

Y'=F(y)
elde edilir. Bu diferansiyel denklem, verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi

saglayacagindan
V'=VF'(y)=y"+y = F@F'(r)=F () +r

olup, buradan

/ ; 1
F(r)=4/ce’ —r—E

ve dolayisiyla

é=Q(r)= ! =i(clez"—r—lj2
dr F(r) 2

bulunur. Bu denklemin her iki yaninin integralinin alinmasi ve orjinal degiskenlerin yerine yazilmasi ile

1
r=y 1 _5
x:ij(clezr—r—aj dr+c,

genel ¢b6zumuine ulasilir.

3.2. Birinci Mertebeden Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler Yardimiyla Birinci Mertebeden Adi
Diferansiyel Denklemlerin Simetrilerinin Arastiriimasi

Burada oOncelikle gerekli olan tanimlar verilir ve daha sonra bu tanimlar kullanilarak kismi
diferansiyel denklemler yardimiyla adi diferansiyel denklemlerin ¢bzimu bulunmaya c¢alisilir.

Daha énce uygun & segimleri yapilarak
(£.7) = (¥(x.p:8). 5 (x.:¢))
biciminde noktalar kimesinin bir yoriinge olusturduguna ve bu yéringe Uzerindeki herhangi bir

noktada tanjant vektorlerin
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olduguna ve 6zel olarak (x,y) noktasi igin bu vektorlerin ise

y

Eger bir yoriinge (x,y) noktasinda herhangi bir C egrisini enine kesiyorsa bu takdirde,

(f(x,y),mx,y)):[di @

de|_, ds

seklinde yazilabilecegine deginilmisti.

(x,y) noktasini C {izerinde olmayan noktalara déniistiiren Lie simetrileri mevcuttur. Buna gére bir
egrinin invaryant olmasi igin gerek ve yeter sart yériinge ile kesismemesidir. Diger bir deyisle C nin
bir invaryant egri olmasi icin gerek ve yeter sart her bir (x,y) noktasinda C nin tegetinin,

(gg(x, v),n(x, y)) tanjant vektorlerine paralel olmasidir. Eger C, y = y(x) seklinde bir egri ile

gosterilirse, bu durumda (x,y) noktasinda C nin tegeti (l,y'(x)) dogrultusundadir. Eger bu,
(é‘(x,y),?}(x, y)) ile paralel ise ancak ve ancak Q(x,y,y') =n—y'E iken C egrisi lizerinde
O(x,»,')=0

olmalidir. Buradan y' = n diferansiyel denklemi ¢ézllerek invaryant ¢céztimlere ulasilir.

Benzer sekilde duzlemdeki bu kavrami G¢-boyutlu uzaya tasinirsa; yoéringe,

(x,y,u) = (fc(x,y,u;O),j/(x,y,u;O),ﬁ(x,y,u;O))
olmak Uzere
(%,0.0)= ()?(x,y,u;g),)?(x,y,u;g),ﬁ(x,y,u;g))
bigiminde olup bu ylizey Uzerinde tanjant vektorler ise
(EC et it di) = 4 2 40
de de de

seklindedir. Duzlemdekine benzer sekilde 6zel olarak (x,y,u) noktasinda bu,

y

bicimindedir. Eger bir yoringe bir (x, y,u) noktasinda herhangi bir C' ylizeyini enine kesiyorsa bu

A

dx

de

&l di
=0 , d&‘ |s:0 ’ d{,‘

(£, o), 7, ), 17, ,0)) :[

takdirde (x,y,u) noktasini C (izerinde olmayan noktalara dénustiren Lie simetrileri mevcuttur.
Buna gore bir ylzeyin invaryant olmasi igin gerek ve yeter sart yoriinge ile kesismemesidir. Diger bir

deyigle C nin bir invaryant ylzey olmasi igin gerek ve yeter sart her bir (x,y,u) noktasinda C' nin

normalinin, (é:(x,y,u),r(x,y,u),n(x,y,u)) tanjant vektorlerine dik olmasidir. Eger C,
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U= u(x,y) bigiminde bir ylzey ise, bu durumda (x,y,u) noktasinda C nin normali (ux,uy,—l)

dir. Eger bu, (f(x,y,u),r(x,y,u),?](x, y,u)) ye dik ise bu iki vektoriin i¢ garpimlari sifirdir. Yani

n—éu,—tu,=0 (32)
dir. Bu kosula invaryant yiizey sarti denir. Bu denklem ¢ozilerek invaryant ¢ézimlere ulasilabilirdir.

Simdi

y'=o(x,y)

formundaki birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler icin lineerlestiriimis
2
n.+(n,-&)o-¢ 0 =fo,+n0,
simetri sartini gbz &nine alalm. Eger bu sart Q(x,y) =n—-wé (burada Q(x, V, y')

karakteristiginde y' nun karsiligr yazilmigtir) biciminde olan indirgenmis karakteristik cinsinden ifade

edilirse,

0 +w0, =00 (33)
kismi diferansiyel denklem elde edilir. E§ger bu kismi diferansiyel denklemin bir Q = Q(x,y) ¢6zimu
bulunabiliyorsa, bu durumda birinci mertebeden y'= a)(x,y) adi diferansiyel denklemi igin tanjant

vektorleri, f herhangi bir fonksiyon olmak tzere

(£,0+wé) (34)

seklindedir. (33) denklemi icin karakteristik metot kullanilirsa;

dx _dy _ dQ

1 o Oo,

yazilir. Buradan kismi diferansiyel denklemin ¢dzimuni elde etmek igin genel olarak daha dénceden
(28) ile verilen adi diferansiyel denklemin ¢dziminin bilinmesi gerekmektedir. Dolayisiyla burada,
bunun disinda ¢ozimlere ulagsmayr amaclayan farkli bir yorum ortaya konulur. Bu yorum (33)
denkleminin simetrilerinin kullaniimasi ile yeterli olacak bir 6zel ¢ézUm aranmasini igerir. Burada
gerekli olan ¢d6zim bulunduktan sonra bu ¢6ziim (34) denkleminde yerine yazilarak (28) denkleminin
simetrilerine ulasilir. Sonrasinda ise birinci bélimde goésterildigi gibi diferansiyel denklem bir tek
integral almaya indirgenir ve bu integralin alinmasi ile de genel ¢6zim elde edilir.

Uzanimli infinitesimal Greteg
@ _ x
X" =80, +10,+n0,+m'0, +77y8Qy (35)
ve birinci mertebeden lineer kismi diferansiyel denklem
A(x,3,0,0,.0,)=0, - o(x,9,0.0,) =0 (36)

olmak Uzere, birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler igin lineerlestiriimis simetri sarti

X"A(x,5,0.0,,0,)=0 (37)
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seklindedir. Bu denklemde &,7 ,77 disinda 77" ve 177 lar da yer almaktadir. Bdylece bu degiskenler

7 =n,+(n,-£)0,-1,0,-£0: -7,0,0,
n'=n,+(ny-7,)0,-£0, -1,0; —£,0,0,

bigiminde olup, (33) denklemi igin lineerlestiriimis simetri sartindan

o 0, —éo 0+10,0 —10, 0-nw, + n*+wn’ =0

yazilir. Burada (38) esitlikleri gz 6niinde bulundurulursa;
éca)ny - eca)ny + Tway - a)ny - 7760); + 77x + (nQ - é:x ) Qx - Tny - é:QQj
~1,0,0, +on, +o(n,-7,)0, - 0&,0, - 01,0, - 0£,0,0, =0

elde edilir. Diger yandan (33) denkleminde Qx elimine edilirse,

(38)

§an)x - Qfa)xy —no, + ran)y - Qra)yy + QnQa)y +1,+
+ o1, +000,0,5, -0’ 0,5 + 00,5, - 00,8, + 0’08, (39)
~000,¢, - 00,0,7,~0,7, 00,7, =0
ve O, nin kuvvetlerine gére ayristirilirsa,
o +10,+ 000 S, + o + a)zfy -Owr,-7,—07,=0
~Qcw,, —no, -0, +0n,0, (40)
+1, +on, -0’05, - 00, ~Qon,, =0

bigciminde belirleme denklemleri bulunur. Ancak bu iki denklemi genel olarak
(&(x,pau)z(x,y.u).0(x, y,u))
ile ifade edilen G¢lU icin ¢dzmek zordur. Dolayisiyla bunun yerine genel belirleme denklemlerine badgli

olarak belli formda simetriler aranir. Ornegin a,b ve ¢ sabitler olmak iizere bunun

()%,J’},Q) = (xeag’yebg,Qecg)
seklinde dlgcekleme simetrilerine sahip olup olmadidina bakilir. Bu kismi diferansiyel denklem Gzerinde

dogrudan kontrol edilebilirdir. Boylece

ox O

— 7&9 = 7c8 — (a,c)g AA
O 5 0~ ox 0 0=,
:i —cs":a_yg —cg": (b—c)e A
Qy 8); e Q 8); aj} e Q e Qj;
0, ()= Z L afiew 5 ) =a_ (e, 5o )
ye

oy

olup
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e(afb)ngC + a)<e—ag)f(\:’ efbg}';y)Qj} _ a)}eibg ()fee—ag,)'}efbs)Qefbs
elde edilir. Bunun (33) denkleminin bir simetrisi olmasi icin gereken kosul ise @ =b =0 olmasidir.

Boylece ¢ keyfi bir sabit olmak lzere
(£.5.0)=(x.7,0¢)
ifadesi (33) diferansiyel denklemi i¢in bir simetridir. Ancak bu simetrilere karsillk gelen
(f,r,n) = (0, O,CQ) icin (32) invaryant ylizey sarti yazilirsa, bu takdirde Q =0 asikar ¢ézimune
ulasilir. Bu ise (34) ifadesinde yerine yazilarak asikar simetriler bulunur. Cunku
O=n-y'é=ws-y'é=-¢5(V-0)=0
olur. Dolayisiyla bu simetrilerin higbir ise yaramadi§i gorilir. Bu nedenle farkli tarzda simetriler

aragtirimalidir. Yukaridaki incelemede de goérildugi Gzere @ nin keyfi ve sadece x ile y ye bagl

oldugu g6z énline alinirsa, arastirilacak olan simetrilerin
(£.5.0)=(%.0(x.».0))
biciminde olmasi gerektidi agiktir. Eger bu, (40) belirleme denklemlerinde yerine yazilirsa,
n.t+on+Q0on,-o,n=0 (41)
elde edilir. Yukarida da gérildigi tzere 17 =AQ (A sabit) bu diferansiyel denklemin 6zel bir
¢6zUmUdur. Eger bu kismi diferansiyel denklemin en basit haliyle 7 = QO — f(x,y) (f5|f|rdan farkh

keyfi bir fonksiyon) formunda bir ¢6zimi bulunabilirse, bu takdirde tim birinci mertebeden kismi

diferansiyel denklemler igin ayrica simetriler arastiriimaksizin

r=x L os=[—2

()|

doéndsima ile ortaya ¢ikan integral alinirsa, bu takdirde genel ¢ézime ulasilir. Aslinda f = f(x)

ve f = f(y) igin n=0—f ler mevcut olup ancak bunlar sirasiyla lineer ve degiskenlerine
ayrilabilir formda birinci mertebeden diferansiyel denklemleri isaret eder. Dolayisi ile bunlar metot

disinda kolaylikla ¢oézilebilen diferansiyel denklemlerdir. Burada ayrica fzf(x,y) icin

f.+ a)fy = a)yf diferansiyel denklemini elde edilir. Bu ise aslinda ¢ézmeye galisilan (33) ile ifade

edilen denklemdir. Dolayisiyla buradan varilan sonug, genel formdaki (28) denklemi yerine 6zel olarak
ele alinan diferansiyel denklem igin (33) denkleminin belli formdaki simetrilerinin arastiriimasi daha
uygun olur.

Bunun disinda (33) ile ifade edilen birinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin ¢dzim

Onerisinde bulunularak @ nin yapisi belirlenebilirdir. Asagida boyle bir ¢é6zUm onerilir

A sabit olmak iizere O = @(x)e™ iin (33) denklemi igin bir ¢oziim oldugunu varsayalim. Bu

durumda (33) kismi diferansiyel denklemi
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r Ay

p'e” + wlpe™ = a)y(pe;“y

4 —
= ¢ +olp=0,p
bigiminde olup, bu denklemin ¢6ziimu yapildiginda sabit ise sifir alinarak

(0()(:) _ eJ.(wy—lw)dx

—Aw)dv+
elde edilir. Boylece Qzej(w) ojessy olur. Burada dikkat edilmesi gereken husus integrandin

w,—Aw= f(x) seklinde x e bagl bir fonksiyon olmasidir. Bu denklemde @ gekilirse

w, — Ao = f(x) ve g(x) keyfi bir fonksiyon olmak iizere

v oo S (X)
g(x) P
yazilir. Burada
y =g -L E,tx) (42)

diferansiyel denklemi i¢in tanjant vektorleri

(&,m)= (O,e.[f(X)dywﬁy)

bicimindedir. Béylece birinci bdlimde yapildidi gibi (42) denkleminden

d 1 -[reoa-2
r=x, s—j 4 ———eI' g
(ry)_. A
seklindeki kanonik koordinatlara ulasilir. Yeni koordinatlar cinsinden diferansiyel denklem yeniden
yazilirsa;

ds _ f(x) e—_[f()c)dx—/ly N y,e—jfmdx—ly
dr A

:%ejf(ﬂdxly ( g (x) = f(x)j ~[ £ Gyde-ay

— e(x)e [rea _ 2(r)e [raar

elde edilir. Bdylece bu diferansiyel denklemin genel ¢ézimi
- J: f(v)dv
s = j g(r)e dr+c

olarak bulunur. Son olarak orijinal degiskenlere geri donulirse, bu takdirde genel ¢6zimi

dx r=x —V':[rf(v)dv
y= —%ln —ﬂejf( . I g(r)e dr+c (43)
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bigimindedir.

Ornek 14. Birinci mertebeden

adi diferansiyel denklemini g6z énune alalim. Eger bu denklem (42) denklemi ile karsilastirilirsa,

=2, g@=x, f()=2

bulunur. Bu degerler (43) denkleminde yerine yazilirsa

z e r=x —Tzdv
y=%ln Zede I re | |dr+c
:lln 2x? TrLerrc :lln‘sz(lnerc)‘
2 P 2

bigimindeki genel ¢ézime ulasilir.
Ornek 15. Asagidaki birinci mertebeden

V' =ae®® P + be™ + ce™
diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim. Buradan

A=—B , g(x)=ae’™ +ce” , f(x)=pbe™
oldugu kolayca gortlur. Dolayisiyla

bp
X=eo _ﬁya

y

infinitesimal Ureteci bu diferansiyel denklemin simetrilerini Uretir.
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SONUGLAR VE ONERILER

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin simetrileri ¢esitli bilgisayar programlari
yardimiyla ve varsayimlarda bulunularak ¢ogunlukla tespit edilebilmektedir. Ancak bunlar sistematik
bir yol olusturmamaktadir. Bu ¢alismada birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin simetrilerini,
ikinci mertebeden (veya daha ylksek mertebeden adi diferansiyel denklemlere genellestirilebilir) adi
diferansiyel denklemlerden faydalanarak bir sistematik olusturup bulunmaya calisiimistir. Bu fikrin
genellestiriimesinin, gunimuzde popller olan kesirli diferansiyel denklemlerin  bir kisminin
simetrilerinin bulunmasinda ve bu simetriler vasitasiyla ¢ozilmesinde basit bir yol olusturmasi
muhtemeldir. Bununla birlikte yine birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin karakteristikler
yardimiyla olusturulan 6zel bir denklem g6z o6nine alinmig, fakat bu diferansiyel denklemin
karakteristik denklemler vasitasiyla genellikle ¢ézlilemedigi gézlemlenmistir. Ancak bu ¢alismada bu
tip diferansiyel denklemin simetrilerine, ve onun kullaniimasiyla birinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin genel c¢o6zimlerine ulasiimaya c¢ahlsiimistir. Bu dogrultuda diferansiyel denklem
irdelenerek simetrilerinin formlari ile ilgili olarak yorumlarda bulunulmustur. Calismanin Gglincu
boliminin sonunda ise bu 6zel denkleme bir ¢6zim o6nererek belirtilen formdaki birinci mertebeden
adi diferansiyel denklemlerin ¢ézimleri bulunmustur. Bu tez c¢alismasinda sistematik olarak ortaya
konmaya c¢alisilan; birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin simetrilerinin, bu denklemle
iliskilendirilen ikinci mertebeden diferansiyel denklemin simetrilerinden faydalanilarak bulunmasi ve
orijinal denklemin ¢6zimu igin sergilenen farkh bir yaklasimin verilmesidir.
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