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BIiRINCI MERTEBEDEN BIR SINIF DEJENERE DIFERANSIYEL OPERATORLER VE
BAZI SPEKTRAL PROBLEMLERI

Fatih YILMAZ

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Meltem SERTBAS
2023, 81 Sayfa

Bu caligsmada, reel sayilar kiimesinin sinirlt bir alt arali1 {izerinde tanimli, ayrilabilir
Hilbert uzay degerli vektor fonksiyonlarin Hilbert uzay: tizerinde verilen birinci mertebeden
lineer 6zeslenik operator katsayili iki terimli dejenere lineer diferensiyel ifadenin iirettigi
formal normal olan minimal operatoriin biitiin normal genislemelerinin siir degerleri
dilinde ifadesinin genel gosterimi verilmistir. Benzer sekilde, Hilbert uzayiin sonlu boyutlu
olmasi1 durumunda verilen dejenere lineer diferensiyel ifadenin irettigi hiponormal olan
minimal operatoriin biitiin maksimal hiponormal genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade
edilmistir. Ayrica yukaridakilerden farkli olarak birinci mertebeden singiiler lineer dejenere
diferensiyel ifadenin drettigi formal normal olan minimal operatdriin biitiin normal
genislemelerinin sinir degerleri dilinde ifadesinin gosterimi arastirilmistir.

Ek olarak, yukarida bahsedilen bu ii¢ durum igin sinir deger kosullari ile verilen bu

genislemelerin bazi spektrum problemleri ele alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Formal Normal Operatér, Normal Operatér, Hiponormal Operator,
Normal Genisleme, Spektrum
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In this study, the general representation of all normal extensions of a formally normal
minimal operator generated by a degenerate linear differential operator expression for first
order, with linear selfadjoint operator coefficients, in the Hilbert space of vector functions
on a finite interval is investigated in terms of boundary values. Similarly, if the Hilbert space
is finite, all maximal hyponormal extensions of the hyponormal minimal operator produced
by the given degenerate linear differential expression are expressed in the terms of boundary
values. In addition, unlike the above, the representation of all normal extensions of the
formal normal minimal operator produced by the singular degenerate linear differential
expression for first order has been investigated in terms of boundary values.

In addition, some spectrum problems of these extensions given with boundary value

conditions for these three cases mentioned above are analyzed.

Key Words: Formally Normal Operator, Normal Operator, Hiponormal Operator, Normal
Extension, Spectrum
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Hilbert uzayinda tanimli, sinirsiz formal normal operatdrlerin normal geniglemeleri
ile ilgili ilk sonuglar Kilpi (1953; 1957; 1963) ve Davis (1955) tarafindan yapilan
caligmalara atfedilebilir. Bundan baska, Coddington (1973), Biriuk ve Coddington (1964),
Stochel ve Szafraniec’de (1985; 1989; 1989) calismalarinda genel teoriyi genisletip

ilerletmiglerdir.
Daha sonra vektor fonksiyonlarinin Hilbert uzayinda tanimli birinci mertebeden
l(u) =u'(t) + B(H)u(t) (1.1.1)

lineer diferensiyel ifadesi tarafindan tanimlanan minimal operatdriin  normal
geniglemelerinin varligi hakkinda bazi ek kosullar karsilamasi gerektigi belirtilip bu
normal genislemelerin spektrum &zellikleri Ismailov (1992), Ismailov (2003), Ismailov
(2006) calismalarinda incelenmistir. Bu ¢alismalardan Ismailov (1992) calismasinda B(t)
sinirl1 sabit normal operatdr olarak kabul edilirken, Ismailov (2003) calismasinda B(t)
sinirli normal operatdr, Ismailov (2006) calismasinda ise B(t) = B lineer sinirsiz sabit
operatdor ve BrB; = B;Bgp ve Bg =1 olarak kabul edilmistir. Ayrica, Maksudov ve
Ismailov (1996) ¢alismalarinda (1.1.1) yerine, B operatorii H Hilbert uzayi iizerinde lineer

siirsiz normal operatdr ve By = I, B; = I olmak iizere,
l(u) = iu'(t) + Bu(t) (1.1.2)

birinci mertebeden lineer diferensiyel ifadesi ile calismislar ve benzer sonuglar elde
etmislerdir. Bunlardan baska, Karatash ve Ismailov (2000) ise ¢alismalarinda H ayrilabilir
Hilbert uzay, her t € [0,1] igin A(t), B(t) operatorleri H uzay1 tizerinde birer lineer sinirli
Ozeslenik operator, A(t) gicli diferensiyellenebilir, A(t) > I ve B(t) giiglii siirekli olmak

iizere, a, b € R icin, L? (H ,(a, b)) Hilbert uzayinda tanimli birinci mertebeden

(W) = AW (t) + B(®)u(t)



lineer diferensiyel operator ifadesi tarafindan dogrulan minimal operatoriin normal
geniglemeleri icin gerekli kosullar1 smir degerleri dilinden ifade etmisler ve bu

genislemelerin spektrum kiimesini vermislerdir.

Son olarak, Ismailov ve Erol’un (2012) ¢alismasinda H ayrilabilir Hilbert uzay ve
B(t) operatorii H uzayi lizerinde bir lineer sinirli ve giiglii siirekli 6zeslenik fonksiyon
operatorii  olmak iizere, L2 (H ,(a, b)), a,b € R Hilbert uzaymnda tanimli birinci

mertebeden
[(w) =u'(t) + B(t)u(t)

lineer diferensiyel operator ifadesi tarafindan dogrulan minimal operatoriin formal normal
operatér olmasi igin gerek ve yeter kosul verilmig, formal normal olan bu minimal
operatdriin normal genislemeleri icin gerekli kosullari sinir degerleri dilinden ifade

etmisler ve bu genislemelerin spektrum kiimesini arastirmislardir.

H Hilbert uzay: tizerinde tanimli A operatdrii lineer sinirlt ve B operatdrii ise yogun
taniml1 kapal1 birer lineer operatorler olmak iizere

u(0) = u,

1.1.3
Au' = Bu ( )

baglangi¢c degerli birinci mertebeden lineer operator katsayili diferensiyel denklemi goz

oniine almsin. Bu diferensiyel denklem, eger A~ var ise kolaylikla

u(0) = u,

1.1.4
u' =A"1Bu ( )

indirgenebilir. Iste bu (1.1.4) probleminin teorik kismi yukarida bahsedilenlerden disinda
(Daleckii ve Krein, 1974; Gokhberg ve Krein, 1965; Krein, 1963; Krein ve Khazan, 1990)
tarafindan ¢alisilmis ve gesitli uygulamalar1 da gosterilmistir (Balakrishman, 1976; Henry,
1981; Lions, 1960; Temam, 1979).

(1.1.3) lineer diferensiyel denklemindeki A operatoriiniin terslenebilir olmadigt
durumlar (yani KerA # {0}) i¢in birinci mertebeden operator katsayili lineer dejenere
diferensiyel denklem ifadesi kullanilmistir. Showalter (1963) klasik olmayan matematiksel

fizik denklemleri icin, (1.1.4) baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimiiniin ilk sonug¢larini



elde etmistir. Bu ¢alismada, A lineer operatoriinii 6zeslenik operator olarak kabul edilmis

ve
Aw(0) —uy) =0 (1.1.5)

baslangi¢ degeri ile ¢alismistir. Daha sonra bu konuda Carroll ve Showalter (1976) ve
Showalter (1977) tarafindan da ¢alismalar yapilmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra, Banach uzayindaki dejenere Cauchy problem teorisi iizerine bir ¢ok yazarin
calismalar1 vardir (Favini ve Yagi, 1999; Sviridyuk ve Federov, 2003; Sauer, 1982; Sauer
ve Singleton, 1987; Barbu ve Favini, 1997). Ayrica, bu problem matematiksel fizik ve
uygulamal1 bilimlerde uygulamalara sahiptir. Ornegin, DNA molekiillerinin uzunlamasina

salinimlarinin analizinde problemin uygulamasi mevcuttur (Chen ve Zhang, 2004).

Bu tez iki ana bagliktan olusmaktadir. Genel Bilgiler kisminda tezin asil igerigi olan
Yapilan Caligmalar kismi igin gerekli olacak tiim tanimlar ve teoremler verilmistir.

Yapilan Calismalar kismi ise de ii¢ alt baslikta toplanmustir.

Birinci kisimda, H ile ayrilabilir Hilbert uzay, B(H) ile H Hilbert uzayindaki lineer
sinirli operatorlerin uzayr ve L? (H, (a, b)) ile de sonlu (a,b) araligindan H ayrilabilir
Hilbert uzayma tanimli vektdr fonksiyonlarinin Hilbert uzayr olarak gosterildi ve

L? (H ,(a, b)) uzayinda birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi,

I(w) = (Au(®)) + B(O)u(t) (1.1.4)

olarak ele alindi. Bu ifadede, A: H —» H operatorii KerA # {0} olan ve gorintii kiimesi
kapali bir pozitif 6zeslenik operatér ve B(t):[a,b] - B(H) ise bir gigli siirekli ve
ozeslenik operatér fonksiyonudur. Ilk olarak bu birinci mertebeden lineer dejenere
diferensiyel operator ifadesi tarafindan tanimlanan minimal operatoriin formal normal
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verildi ve daha sonra formal normal olan minimal
operatorlerin tiim normal geniglemeleri sinir degerleri dilinde ifade edildi. Ayrica bu

normal genislemelerin spektrum kiimesi belirlendi.

Ikinci kisimda ise ilk kisimdan farkli olarak H Hilbert uzayr sonlu boyutlu ve
2 < dimH olarak alindi. A:H — H O0zeslenik pozitif operator i¢in 1 < dimKerA <

dimH ve B(t) : [a,b] » B(H) bir gigli siirekli 6z-eslenik operatér fonksiyonu olarak



secilip, L? (H , (a, b)) uzayinda bir birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator

ifadesi
() = (Au(®) + B(®)u(t) (1.1.6)

ile tanimlanan minimal operatoriin hiponormal olmasi igin gerek ve yeter sartlar verildi ve
hiponormal olan minimal operatdrlerin tim maksimal hiponormal genislemeleri sinir
degerleri dilinde ifade edildi. Ayrica bu maksimal hiponormal genislemelerin spektrum

problemi incelendi.

Ugiincii ve son kisimda ise H; ve H, birer ayrilabilir kompleks Hilbert uzaylar

olmak tizere
L?(Hy, (=,a)) @ L*(Hy, (b, +0)), a<b

Hilbert uzay1 iizerinde, Ay: H, — Hy ,k = 1,2 operatorleri kapali goriintii kiimesine sahip
olup KerA, # {0}, dimR(A,) = dimR(A;) > 0 olan lineer simrli pozitif 6zeslenik
operatorler ve By:H, — H,,k =1,2 ise lineer sinirli Ozeslenik operatorler olup

(—1)*By = 0 olmak iizere,

(A, (D) +Biuy(8),  t<a

1.1.
(A () + Byup (),  t>b (1.1.7)

I(u@®)) =
lineer dejenere diferensiyel ifadesi ele alindi. Bu birinci mertebeden singiiler lineer
dejenere diferensiyel operator ifadesi tarafindan tanimlanan minimal operatoriin formal
normal olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar arastirildi. Ayrica formal normal olan minimal
operatorlerin tiim normal genislemeleri sinir degerleri dilinde ifadesi verildi ve bu normal

genislemelerin spektrum kiimesi belirlendi.



1.2. Lineer Uzaylar ve Metrik Uzaylar

Tamm 1.2.1 (Lineer (vektor) Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)): V + @ bir kiime ve

F (C veya R) bir cisim olmak {izere, toplama ve ¢arpma islemleri denilen islemler
+:VxV >V, (uv)—>ut+v, uvev
:FxV -V, (a,u)—>» a-u, a€F ,ueV
doniistimleri ile tanimlansin. O halde, her u,v,w € V ve her a,f € F igin,

@) ut+v=v+u

(b) u+w+w)=w+v)+w

(© u + 0 = u esitligini saglayan yalniz bir 0 € V elemani vardir.

(d)  u+ (—u) = 0 esitligini saglayan yalniz bir —u € V elemani vardir.
(e l-u=u

® aBw=>@pu

9) a-(u+v)=a-ut+a-v

h)y (@+B)u=a-u+p-v

kosullar1 saglaniyor ise V kiimesine FF cismi {izerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir.

Tamm 1.2.2 (Lineer (Vektor) Alt Uzay (Rynne ve Youngson, 2008): V' bir vektor uzay
ve U cV,U # @ olsun. V vektor uzay: tizerinde tanimli olan cebirsel islemlere gore eger
U kiimesi kendi bagina bir vektor uzay olusturuyorsa U kiimesine V vektor uzayinin bir alt
uzayidir denir.

U alt kiimesinin vektor altuzay oldugunu anlamak i¢in u,v € U ve a,f € F igin

au + fv € U olmasi yeterlidir (altuzay testi).

Tanmim 1.2.3 (Rynne ve Youngson, 2008): V bir vektor uzayl, U = {uy, uy, us, ..., Uy} C
V, n>1, n €N sonlu bir kiime ve M c V bostan farkli keyfi bir kiime olsun. Keyfi

ai, Ay, Az, ... , &, skalerleri igin,
U= auq + au, + azuz + -+ ayu, €U

yazimina U nin elemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir. Eger,



auq + AUy + azuz + -+ au, =0
esitligi ancak ve ancak
ap=a,==a,=0

olmasi halinde gergekleniyorsa U = {uy, u,, us, ..., Uu,} kiimesine lineer bagimsiz, aksi

halde lineer bagimli denir.

M kiimesinin her sonlu alt kiimesi lineer bagimsiz ise M kiimesine lincer bagimsiz,
aksi halde M kiimesine lineer bagimli denir. M kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin tiim
lineer kombinasyonlarinin olusturdugu kiimeye M kiimesinin ireticisi adi verilir ve

spanM simgesi ile gosterilir.

Eger U lineer bagimsiz ve spanU =V ise U ya V vektdr uzaymin bir bazi denir.
Eger V vektor uzaymin sonlu bir bazi var ise bu bazin eleman sayisina V vektor uzayinin
boyutu denir ve dimV ile gosterilir. V vektoér uzaymin sonlu bir bazi yok ise V vektor

uzayina sonsuz boyutludur denir.

Tamm 1.2.4 (Metrik Uzay (Bachman ve Narici, 1966)): V bostan farkli bir kiime ve her

u,v,w €V i¢gin,

1) d(u,v)>0ve d(u,v) = 0 ancak ve ancak u = v,
(2) d(u,v) = d(v,u),
(3) dlu,v+w) <d(u,v) +d(u,w),

kosullarin1 saglayan
d:VxV—>R
(u, v)—>d(u,v)

fonksiyonu var ise bu d fonksiyonuna bir metrik ve (V,d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Ornek 1.2.5: I, ifadesi ile terimleri kompleks sayilardan olusan tiim simrl dizilerin

kiimesi gosterilsin. Burada, x € [, ise u;, u,,... € Cven € N olmak {izere

u = (uy, Uy, ...)



veya kisaca

u = (up)
ile gosterilir dyle ki her n € N igin

lunl < ¢y

olacak sekilde x bagli fakat n indisine bagli olmayan bir c, reel sayisi vardir. O halde, her

u=(u,),v=_~, €l, igin

de (u, U) = Suplun — Un
ieN

olarak tanimlanan fonksiyon bir metriktir.

Tanim 1.2.6 (Ayrilabilir Metrik Uzay ((Rynne ve Youngson, 2008)): Sayilabilir yogun

alt kiimesi var olan (V, d) metrik uzayina bir ayrilabilir metrik uzaydir denir.

1.3. Normlu Vektor Uzaylari

Tanm 1.3.1 (Normlu Vektor Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)): V, F {izerinde tanimli

bir vektor uzay olmak {izere, her u,v € V ve keyfi a € F igin,

D llull=o0,

(2) |[ul] = 0 igin gerek ve yeter sart u = 0,
@) Mlaull = lafllull,

4)  lu+v|l < lull + llv|l (Uggen Esitsizligi)

kosullarin1 saglayan |||| : V— R fonksiyonuna bir norm ve iizerinde norm tanimlanan V
vektOr uzayma bir normlu vektor uzayr denir. Ayrica ||u|| = 1 esitligini saglayan u € V

vektorine birim vektor denir.

Ornek 1.3.2: [, ifadesi ile terimleri kompleks sayilardan olusan tiim sinirh dizilerin

kiimesi gosterilsin. Burada, u € l,, ise U, u,, ... € Cven € N olmak iizere



u = (ug, Uy, ...)
veya kisaca
u = (n)
ile gosterilir dyle ki her n € N i¢in
lun| < cy

olacak sekilde u bagl fakat n indisine bagli olmayan bir c,, reel sayisi vardir. O halde, her

u = (u,) € ly, i¢in

llulleo = suplu,|
IEN

olarak tanimlanan fonksiyon bir norm olur.
Gergekten de, her u = (u,,), v = (v,) € l,ve keyfi a € F igin,

1) llulle = suppenlunl =0
2) |lulle = suppenlin] = 0 esitliginin saglanabilmesi gerek ve yeter sart her

n € Ni¢in |u,| =0, hern € N & u,, = 0 olmalidir & u = 0 olur.

3) llulle = suppenlauy| = |a| suppenlun| = lalllulle

4) llu + vl = suppenlun + vn| < suppenltnl + suppen|vnl < llullo + 1V]lw.

Onerme 1.3.3 (Rynne ve Youngson, 2008): V bir lineer (vektor) uzayr ve bu uzay

tizerinde taniml1 bir norm || -|| olsun. O halde,
d: VxV->R
d(u,v) = [lu—vl|

olarak verilen fonksiyon bir metriktir ve (V,d) bir metrik uzaydir, ayrica 6zel olarak bu

metrigi, || || normu tarafindan dogurulmus metrik uzay olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.4 (Yakinsak Dizi (Rynne ve Youngson, 2008)): (V,||-|,) normlu uzay,

(v,,) € V bir dizi olsun. O halde, eger v € V igin,

lim||lv, —v|] =0
n—>0o



ise, (v,) c V dizisi || ||, normuna gore v € V elemanina yakinsiyor denir ve

Il -llv

n — oo

V, v

ya da

limv, =v
n—->oo

notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Tanmmm 1.3.5 (Cauchy Dizisi (Rynne ve Youngson, 2008)): (V,|||ly) normlu uzay,
(v,) €V bir dizi olsun. Here > 0 ve m,n > n, dogal sayilart igin ||v, — vp,|ly <&
olacak sekilde bir n, € N sayist bulunabilir ise (v,) c V dizisine (V,||-]ly) normlu

uzayinda bir Cauchy Dizisi denir.

Tammm 1.3.6 (Tam Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)): Eger bir normlu uzayda her

Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise bu uzaya tam uzay denir.

Tamim 1.3.7 (Banach uzayi, (Rynne ve Youngson, 2008)): Eger normlu uzay bir tam

uzay ise bu normlu uzaya bir Banach uzayi denir.
Ornek 1.3.8 (Rynne ve Youngson, 2008):

lo ={u=):u; €Ci=1,|ul <cy ¢ sabit bir reel sayt}
uzay1 lizerinde

llulleo = suplu|
ieN

Normu tanimlansin. O halde, I, uzay1 ||*||,, NOrmuna goére bir Banach uzayidir.

Gergekten, (u™) " dizisi I, uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Buradan, her

e>0vedN, e N:VYn,m>N,, n,m€ N igin,
Ju® ], <o
olup

™ —uf"] < suplu” — ™| = u® ~um <
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olur. Boylece her i = 1,2, ... i¢in {ui(")} skalerlerin dizisi C de bir Cauchy dizisidir ve her

)

u; ~ € Cve Ctam normlu uzay oldugundan,

. n
u; = lim u™
n—»oo

olacak sekilde u; € C sayisi vardir. u := (uy, Uy, Uz, ... ) elemani igin

[u™ —ul, = sup|u-(n) —u|—0
i ieEN

l n—-oo

oldugu aciktir. Ayrica, u = (y;) i¢in u=u® — (u(n) — u) € l, oldugu rahatlikla

gorilir. Sonug olarak [,, Banach uzayidir.

1.4. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylar

Tamim 1.4.1 (i¢ Carpim Uzay1 (Rynne ve Youngson, 2008)): V , F (F = RyadaF = C)
cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger (-, -): VxV — T fonksiyonu her u,v,w €V ve

a,B € Figin,

(@) (u,u) € Rve (u,u) = 0;

(b) (u, u) = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart u = 0 olmasidir;
(©) (au + pv,w) = (au,w) + (Br,w) = a(u,w) + B(v,w) ;
@ (wv)=wuw

sartlarini sagliyor ise bu fonksiyona V {izerinde bir i¢ ¢arpim ve (V, G, )) ikilisine de bir i¢

carpim uzay1 denir.

Ornek 1.4.2 (Gohberg vb., 2003): u,v € L,(a, b) ve t € (a, b) icin

b

V)i, a) = f w70 dt

a

seklinde bir doniisim tanimlansin. L, (a, b) lineer uzayi {izerinde tanimlanan bu doniisim

bir i¢ ¢arpim belirtir.

Gergekten, her u, v,w € L,(a,b) ve her t € (a, b) i¢in
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2)
b b
(W iyen = [ wOE@ de = [P de 20
Eger,
b b
(W), 0y = f w()u() dt = j (o) de = 0

ise A — h.h.y. igin |u(t)| = 0 oldugu goriiliir.

Tersine, eger u(t) = 0 ise

b b
(W W), (ap) = f lu(t)|?dt = j 0dt=0
olup (u, ), (ap) = O esitligine ulasilir.
b)
b b b
(= [ w(@v@ e = [W@rde = [w@P@ dt = Gsyan -
0
b b
B V)iyta) = | Bu@P@ dt = [ w(@V@ de = B V)iyca) -
d)

b b
U+ v, W), @p) = f(u(t) +v(®))w() dt = f(u(t)m +v(Ow())dt

b b
- j w(OWD dt + f vOWE dt = W)L, @n) + @ W@

Tamim 1.4.3 (Kreyszig, 1978): V bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak {izere,
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(u,v) =0

esitligini saglayan u,v € V igin u ve v diktir denir ve ulv ile gosterilir. Benzer sekilde,
UcV ve WcV olmak lizere her v € U igin ulvoluyorsa ul U, her ve UweW

icinvlw ise, UL W seklinde gosterilir.

Tamm 1.4.4 (Rynne ve Youngson, 2008): (V , (-, ~)) bir i¢ ¢arpim uzayi lizerinde,

1
lull = (u,u)2 , Yu€evV icin
olacak sekilde tanimlanan [|-]| normuna i¢ garpimin tirettigi norm denir.

Tamm 1.4.5 (Rynne ve Youngson, 2008): (V , (-, ‘)) i¢ garpim uzayi, bu uzay iizerinde

1
lull = w,wz, VueV

olarak tanimlanan i¢ ¢arpimin {irettigi norma gore tam uzay ise bu i¢ ¢arpim uzayina bir

Hilbert uzayidir denir.

Ornek 1.4.6 (Rynne ve Youngson, 2008):

l, = {(un):un eC,n=> 1,Z|un|2 < OO}

n=1

tizerinde tanimli,

(',') : llezﬁ(c
(W v) == Y uyy u= () v = () € by
n=1

fonksiyonu bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. [, uzayi bu i¢ ¢arpimin iirettigi

o 1,
e, = Gu,w) V2 = (Zmnv) = () €
n=1

normuna gore bir Hilbert uzayidir.
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1.5. Operatorler Teorisinin Temel Kavramlari

Tamm 1.5.1 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V bos olmayan birer kiime olmak {izere
W < U olsun. W kiimesinin her elemanini V' kiimesinin bir elemanina karsilik gotiiren bir
kurala W den V ye bir operator veya doniisiim denir. A operatoriiniin u € W elemanina
karsilik getirdigi v € V elemanm1 A(u) = v veya Au = v seklinde ifade edilir. Sonug olarak

her W c U elemanini Y nin bir elemanina getiren operator
AAWcU-YV, Au=v

ile gosterilir. Buradaki W kiimesine A operatoriiniin tanim kiimesi denir ve D(A) ile

gosterilir. Ayrica,
R(A):={veV: Au=v,u€ D(A)}

olarak A operatoriiniin gortntii kiimesi tanimlanir. Burada dikkat edilirse, D(A) = U veya
R(A) =V olmak zorunda degildir.

Tammm 1.5.2 (Rynne ve Youngson, 2008): [F cismi tizerinde U ve V iKi vektor uzay,
D(A) c U ve A:D(A) c U -V bir operatér olmak {iizere, eger her u,v € D(A) ve
a,f € Figin,

A(au + pv) = aA(u) + BA(v)
esitligi saglaniyor ise A operatoriine bir lineer operatordiir denir.
Tamm 1.5.3 (Rynne ve Youngson, 2008): V lineer uzayi tizerinde her u € V igin,
I1:V>V , lu=u

olarak tanimlanan operatére birim operator denir.

Tamm 1.5.4 (Rynne ve Youngson, 2008): V bir lineer uzay iizerinde her u € V i¢in,
0:VoV , Ou=0

olarak tanimlanan operatdre sifir operatorii denir.



14

Ornek 1.5.5 (Rynne ve Youngson, 2008):

lo = {c = (cp): ¢y € C,suplcy,| < 00}
neN

Ve

l, = {u = (u,):u, € C,Elunl < 00}

n=1
olmak tizere (c,) € l, Ve u = (u,) € [ igin,

A:l; -»C,

(00}
Au = Z CnlUp
n=1

seklinde iyi tanimlanan operator lineerdir. Gergekten, u = (u,),v = (v,) €1, ve

a,B € Colmak tlizere,

k K
A(au + Bv) = khﬁngo z cn(au, + Bvy) = kli_)ngo Z(cnaun + c,fvn)
n=1 n=1

K k k K
= lim E Chauy, + E v, | = a lim CplUy + B lim CnVn
k— o k—00 k—00
n=1 n=1 n=1 n=1
= aAu + [Av

olur.

Tammm 1.5.6 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V iki normlu lineer uzay ve D(A), U

uzayinin bir lineer alt uzay1 olsun.
A:D(A) c U >V

olacak sekilde bir A lineer operatorii tanimlansin ve u, € D(A) segilsin. Her € > 0 ve her
u € D(A) igin ||lu — uy|l < 6 oldugunda ||Au — Au,l| < € esitsizligini saglayan Oyle bir
& > 0 sayisi var ise A lineer operatériine u = u, noktasinda siireklidir denir. Ayrica, D(A)

alt uzaymin her noktasinda siirekli olan A operatdriine de siirekli operator denir.
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Tamm 1.5.7 (Sinirh Operator (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V iki normlu lineer

uzay olmak tizere A : U — V bir lineer operatdr tanimlansin. Her u € U igin,
lAull < cllull

kosulunu saglayan ¢ € R* var ise A lineer operatoriine smirlidir denir ve U den V ye
tanimlanan tiim smirl lineer operatdrler kiimesi B(U, V) ile gosterilir. Ozel olarak U = V

ise B(U, U) yerine B(U) yazilir.

Onerme 1.5.8 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V iki normlu lineer uzay ve A : U - V

bir lineer operatdr olsun. O halde asagidakiler birbirine denktirler.

(@) A lineer operatorii diizgiin stireklidir.

(b) A lineer operatorii siireklidir.

(©) A lineer operatorii, u = 0 noktasinda stireklidir.

(d) Il u lI< 1 esitsizligini saglayan her u € U i¢in ||Au|| < ¢ olacak sekilde ¢ € R*
vardir.

(e) Her u € U i¢in, ||Aul| < c||ul| kosulunu saglayan ¢ € R* vardur.
Ornek 1.5.9 (Rynne ve Youngson, 2008): a,b € R igin,
k:[a,b] X [a,b] - C
stirekli ve
M = sup{|k(s,t)|: (s,t) € [a,b] X [a,b]} < +0
olsun.

a) g € Cla, b] igin,

b
f(s) = f k(s, g(t)d

seklinde tanimlanan f: [a, b] — C operatorii C[a, b] nin elemanidir.

b) K:Cl[a,b] — Cla, b] operatori,
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b
(K@) = f(s) = f k(s 0)g(t)de

seklinde tanimlansin. O halde, K € B(C|a, b]) ve

IK(@lleo = M(b = a)llglle

olur. Gergekten, Varsayilsin ki € > 0 ve s € [a, b] olsun. Ayrica kg = k(s,t) ,t € [a, b]
olacak sekilde kg € C[a, b] fonksiyonu tanimlansin. [a, b] X [a, b] karesi R? nin kompakt
bir alt kiimesi oldugundan k fonksiyonu diizgiin siireklidir. Dolayisiyla her t € [a, b] i¢in
|s —s'| <& oldugunda |ks(t) —ky(t)| < e olan § > 0 sayist vardir. Buradan devam

edilirse,

b
F(s) - F(sD)] < f Ik(s, ©) — k(s', Ollg(Dlde < e(b — Dllgll

olacagindan f siireklidir. Simdi, her s € [a, b] igin,

b b
(K@) < flk(s, tg(®)ldt < fM”g”oodt =M —-a)llglle

olacagindan,

IK(@lleo = M(b — a)llglloo
olur ki K € B(C|a, b]) oldugu goriiliir.

Ornek 1.5.10 (Rynne ve Youngson, 2008): Tiim polinom tipli fonksiyonlar1 igeren
Cc[0,1] m lineer alt uzayim P ile gosterelim. Her p € P i¢in p’ ile p nin tiirevi gosterilmek

tizere, T: P — P lineer operatorti,

T(p)=p'

olarak tanimlanirsa bu T lineer operatorii siirekli degildir. Gergekten de, p, € P,n > 1,

polinomlari p,, (t) = t™ olarak tanimlansin. O halde,

Il = sup{lp,(D1;t € [0,1]} = 1

olmasina ragmen her n € N igin,
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IT @Il = llpa"ll = sup{lp,’(®)I: t € [a,b]} = sup{In.t""[; t € [a,b]} = n

oldugundan, herp € P igin ||Tp|| < k||lp|| olacak sekilde k = 0 sayisi bulunamaz.

Dolayistyla T operatdrii sinirsiz bir operatordiir.

Tamim 1.5.11 (Rynne ve Youngson, 2008): X herhangi bir vektor uzayr olmak fizere,

P? = P kosulunu saglayan P : X — X lineer operatdriine bir izdiisiim operatdrii denir.

Ornek 1.5.12: H = C? iizerinde,

Ppicoe . P=() )

olarak tanimlanan P operatoriiniin bir iz diisiim operatorii oldugu her x = (x;) € C? igin,

Pe=re0=(5 )G D=6 D) =(0)=6 D)=+

esitliginden rahatlikla goriiliir.

Tammm 1.5.13 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V normlu uzay olsun. O halde, A :

U— V simurlt operatorii igin,
lAll = sup{llAully : u € U, |lully <1} = infik : ||Aully < kllully, Vu € U}
olarak tanimlanan, ||||: B(U,V)— R normuna A sinirlt operatdriiniin normu denir.
Ornek 1.5.14:
Cr[0,1] = {f|f:[0,1] =R ve f siirekli}
izerinde

Ifllec = sup |f(x)]
x€[0,1]

normu tanimlanmak tizere, her f € Cg[0,1] igin,

Af(t):= Jf(t) dt
0

olacak sekilde bir doniisiim verilsin. O halde, her f € Cr[0,1] igin,
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1 1 1
AF(D)] = f Fode| < f F(O)] dt < f Ufllo dt = [If 1l
0 0 0

esitsizliginden A lineer operatoriiniin sinirli oldugu goriiliip ||A|| < 1 sonucuna ulasilir.

Ustelik f fonksiyonu,
f(x) =1, vx€|[0,1]
olacak seklindeki sabit fonksiyon segilirse,

Ifllo =1

olup,

1
Af()] = f FOde] =1
0

sonucuna ulasilir. Buise 1 < ||A|| esitsizligini verir ki ||A|| = 1 oldugu ag¢ik¢a goriliir.

Teorem 1.5.15 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V iki normlu uzay olsun. U normlu
uzaydan V normlu uzay iizerine tanimli tim lineer sinirli operatdrlerin olusturdugu

B(U, V) lineer uzayi || || operatdr normu altinda bir normlu uzaydir.

Tanm 1.5.16 (Kreyszig, 1978): U ve V iki normlu uzay ve D(A) ise U uzaynin bir lineer

alt uzay1 olmak iizere,
A:D(A) c UV
bir lineer operatdriiniin grafigi
Gr(A) = {(u,Au):u € D(A)} c UxV

olarak tamimlanir. Iste bu A operatdriiniin grafiginin Ux V normlu uzayinda kapali olmasi

durumunda A operatdriine bir kapali lineer operator denir.

Teorem 1.5.17 (Rynne ve Youngson, 2008): U ve V iki normlu uzay ve D(A), U uzayimnin

bir lineer alt uzay1 olmak {izere,

A:D(A) c UV
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bir lineer operator olsun. A lineer operatoriiniin kapali operator olmasi igin gerek ve yeter

sart her (u,) € D(A) i¢in

lim u, =u
n—>0o

ve

lim Au, =v
n—»0

oldugunda u € D(A) ve v = Au olmasidr.

Tamm 1.5.18 (Kreyszig, 1978): U ve V iki lineer uzay ve D(A), U uzayinn bir lineer alt

uzay1 olmak iizere,
A:D(A) c UV
bir lineer operator olsun. Eger her u; ,u, € D(A) i¢in,
Auy = Au,
esitligi saglandiginda
Uy = Uy
esitligi saglaniyor ise A operatdriine birebir operator denir.

Tamim 1.5.19 (Eslenik Operator, (Schmiidgen, 2012)): ( Hy,(.);) ve (Hy, (.),) birer

Hilbert uzayi ve D(A), H; uzaymin bir lineer altuzayi olsun. Yogun tanimli bir
A:D(A) c H,—>H,
lineer operator igin
D(A*):={y € H, : Vx € D(A) i¢in bir z € H, vardir 6yle ki (Ax,y), = (x,2),}

kiimesi i¢in Riesz Teoremi’nin sonucu olarak y € H, elemaninin D (A*) kiimesinde olmasi
icin gerek ve yeter sart x — (Ax,y), donistiimiiniin (D(A),|.|l;) tizerinde bir lineer

stirekli fonksiyonel olmasi veya

|(Ax,¥)2| < ¢y llxlly ,Vx € D(A)
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esitsizligini saglayan bir ¢, > 0 sayisinin var olmasidir.

D (A) kiimesi H; uzaymda yogun olsun. O halde,
(Ax; }’)2 = (x; Z)l ) Vx € D(A)

esitligini saglayan z € H; eleman1 y € H, tarafindan tek tiirlii tanimlanir. Bundan dolayz,
A*y = z olan H, uzayindan H; uzaymin igine iyi tanimli A* operatorii mevcuttur. A*

operatoriiniin lineerdir ve bu operatére A operatoriiniin eslenik (adjoint) operatorii denir.
Ornek 1.5.20: H = (L,[0,1],|-]l) Hilbert uzaymnin bir alt uzay
D(A) = {v € L,[0,1]; v' € L,[0,1], v(0) = v(1)}

olsun. O halde,

A:D(A) c L,[0,1]—> L,[0,1]

Av =7’
olarak tanimlanan lineer operatorii i¢in eslenik operatorii her u € L,[0,1] igin,
A*u(t) = —u'(t)

olur. Gergekten de A*, A operatoriiniin eslenik operatorii ve v, u € L,[0,1] igin,

1

1
(Av(t),u(t)) = fv’(t)u(t)dt = v(Du(1l) — v(0)u(0) — f v(Hu'(t)dt
0 0

__ j v(Ow (D) dt =(w(t), A"u(t))

0
oldugundan A*u(t) = —u'(t) ve D(A) = D(A") oldugu goriiliir.

Tanim 1.5.21 (Simetrik Operator (Schmiidgen, 2012)) : D(A), H bir Hilbert uzaymin

bir lineer alt uzay1 olmak {izere
A:D(A) c H>H

bir lineer operator olsun. Bu durumda, her u, v € D(A) igin,
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(Aur U)H = (u' AU)H
esitligi saglayan A lineer operatoriine bir simetrik operator denir.

Tamm 1.5.22 (Ozeslenik Operator (Schmiidgen, 2012)): H Hilbert uzay: iizerinde A

simetrik operatdrii yogun tanimli olsun. O halde,
A=A"
esitligi saglaniyor ise A lineer operatoriine bir 6zeslenik operator denir.

Ornek 1.5.23 (Rynne ve Youngson, 2008): Keyfi k(t) € C[0,1] igin T} € B(L,[0,1])

operatort,

(Tiev) (£): = k(v (0)

olarak tanimlansin. O halde eger u € C[0,1] ise (T,)" = Ty oldugu rahatlikla goriiliir. Eger
u € C[0,1] reel degerli ise (T,,)* = T,, olur. Bu durumda reel degerli u € C[0,1] i¢in T,

0zeslenik operatordiir.

Ornek 1.5.24 (Rynne ve Youngson, 2008): H = C? ve uy,, Uy, € C, Uyq, Uy, € R, Up =

U, olmak iizere,

A=C*>C?,
_ (U111 Ug2
A= (u21 uzz)

seklinde A operatorii tanimlansin. A operatdriiniin eslenigi

4 = <u11 u21) _ <u11 u12)
Ui, Upy Uz Upp

oldugundan A = A* esitligi elde edilir ki buradan A lineer operatoriiniin 6zeslenik oldugu

gortliir.

Tamim 1.5.25 (Formal Normal Operator ve Normal Operator (Schmiidgen, 2012)): H
kompleks Hilbert uzayi, A* operatdrii ise A lineer operatoriiniin eslenik operatorii olmak

lizere,

D(A) c D(A")
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olan ve
|A* x|y = llAx]ly ,Vx € D(A)

esitligini saglayan A lineer operatoriine bir formal normal operator denir. Ayrica, A lineer
operatorii formal normal operator ve D(A) = D(A*) ise A lineer operatorti bir normal

operatordiir denir.
Onerme 1.5.26 (Schmiidgen, 2012): A lineer operatdriiniin kapali olmas1 ve
A"A = AA”

esitliginin saglanmasi durumunda A lineer operatdrii bir normal operatordiir. Bunun tersi

de dogrudur. Yani, A lineer operatorii bir normal operator ise A lineer operatorii kapali ve
A*A = AA”
esitligi saglanir.
Ornek 1.5.27: H = (L,[0,1], ||]|) Hilbert uzayinin bir altuzay:
D(A) ={v € L,[0,1] : v' € L,[0,1],v(0) = v(1)}
olmak tizere,
A:D(A) c L,[0,1] > L,[0,1]
Av =7’
olarak tanimlanana A lineer operatdrii bir normal operatordiir. Gergekten,
A*u(t) = —u'(t)
ve
D(A") :={u € L,[0,1]; u' € L,[0,1], u(0) = u(1)}
oldugu rahatlikla goriiliip,
D(A) = D(4)

ve her v(t) € L,[0,1] igin,
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||AV||L2[0,1] = ”7-7’”L2[0,1] = ||—17'||L2[0,1] = ||A*V||L2[o,1]
esitligi saglanir. Sonug olarak A lineer operatdrii bir normal operatordiir.

Ornek 1.5.28 (Rynne ve Youngson, 2008): Keyfi k € C[0,1] igin T\ € B(L,[0,1])
operatdrii Ornek 1.5.23 deki gibi tanimlansin. Eger u € C[0,1] ise T,, normaldir. Gergekten
de Ornek 1.5.23 de (T,))* = Ty oldugu goriiliir. Bundan dolay1, her v € L,[0,1] igin,

(Tu(TD)W) = T, (Ty V) = T, (@) = uiww
ve
(r)'T)(Ww) = Tﬁ(Tu (v)) =Ty (uv) = uuv = uuv
olup,
T.(T)" = (T,
esitligi bulunur ki buradan T,, operatoriiniin normal bir operator oldugu goriiliir.

Tammm 1.5.29 (Hiponormal Operator (Halmos, 1974)): H kompleks Hilbert uzayi, A
operatorii H tizerinde yogun tanimli bir operator olsun. O halde, eger D(A) < D(A™) ve her
x € D(A) igin

1A x| < llAx|l4
veya denk olarak
A'A—AA* >0
oluyorsa A lineer operatoriine hiponormal operator denir.

Tamim 1.5.30 (Uniter Operatéor (Rynne ve Youngson, 2008)): H bir Hilbert uzay:
tizerinde tanimli bir A lineer operator igin, A* ile A lineer operatoriiniin eslenik operatorii

gosterilmek tlizere, eger
AA* =A"A=1

esitligi saglaniyorsa bu A lineer operatoriine bir tiniter operatordiir denir.
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Ornek 1.5.31: H = C?> ve u,v € C, |u|? + |v|? = 1 olmak iizere,

A:C*—>C?

u v
1= (_gieg eing)
—elap elag

operatorii tanimlansin. O halde, A operatorii tniter operatordiir. Gergekten de A
u -—e

= —ia
operatoriiniin eslenik operatorii A* = (_ ia v
v e %u

o (U v (u —e"wv)_(|u|2+|v|2 0 >_ 10
A4 _(—e‘ﬁﬁ 6’“917)<17 e~y ) 0 lul? + |v|? _(0 1)

a0 —e Wy u vy _ (lul?+ [v)? 0 )_ 10
AA_(ﬁ e-iﬂu)(—e"?ﬁ e‘ﬁﬁ)‘( 0 [ul? + |v|? ‘(0 1)

esitliklerinden AA* = A*A = I oldugu goriiliir ki A operatorii tiniterdir.

) olmak tuzere

Tamim 1.5.32 (izometri (Bachman ve Narici, 1966)): H,; ve H, birer Hilbert uzay: ve

A: H; — H, operatorii birebir olsun. Eger keyfi u,v € H; igin,
lu —vllg, = lACu —v)|ly,
esitligini saglayan bu A lineer operatoriine bir izometri ve bu iki uzaya da izometrik denir.

Teorem 1.5.33 (Bachman ve Narici, 1966): H; ve H, birer Hilbert uzay1 ve A: H; — H,
bir lineer operator olsun. A* simgesi ile A lineer operatoriiniin eslenik operatorii

gosterilmek tizere, A lineer operatoriiniin bir izometri olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,
AA=1
esitliginin saglanmasidir.

Tamim 1.5.34 (Rezolvent Kiime (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu lineer
uzay ve A, X tizerinde tanimli lineer operator olsun. A € C olmak {izere, eger R(A — Al)
kiimesi X de yogun ve (A — AI) operatdriiniin tersi R(A — AI) kiimesinde var ve sinirlt ise

A € C sayis1 A operatoriiniin rezolvent kiimesine aittir denir ve 1 € p(A) ile gosterilir.

Tamm 1.5.35 (Siirekli Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu

lineer uzay ve A operatorii X uzayi iizerinde taniml bir lineer operator olsun. A € C olmak
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tizere, eger R(A — AI) kiimesi X de yogun ve (A — AI) operatoriiniin tersi R(A — AI)
kiimesinde var fakat smirli degil ise A sayisi A operatoriiniin siirekli spektrumuna aittir

denir ve A € a.(A) ile gosterilir.

Tamm 1.5.36 (Kalan Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu lineer
uzay ve A, X tizerinde tanimli lineer operator, A € C olmak tizere, eger R(A — Al) kiimesi
X de yogun degil fakat (A — AI) operatoriiniin tersi R(A — AI) kiimesinde var (sinirli ya
da sinirsiz) ise A sayisi A operatoriiniin kalan spektrumuna aittir denir ve A € o,.(4) ile

gosterilir.

Tamm 1.5.37 (Noktasal Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu
lineer uzay ve A, X {lizerinde tanimli lineer operatér, A € C olmak tizere, (A — Al)
operatoriiniin tersi yok ise A sayist A operatoriiniin noktasal (ayrik) spektrumuna aittir

denir ve A € 0,,(A) ile gosterilir.

Tamim 1.5.38 (Ozdeger, Ozvektor (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu
lineer uzay ve A, X iizerinde tanimli lineer operator olsun. A € 0,,(A) sayisina A nin

Ozdegeri,
Ax = Ax

denklemin ¢6ziimiinii saglayan x € X, x # 0 vektoriine ise A lineer operatoriiniin A

0zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir.
Ornek 1.5.39 (Rynne ve Youngson, 2008): Saga dteleme operatorii
A:l, - 1y,
Auy, uz, ug, ) = (0,uy, up, us, )
olarak tanimlansin. O halde, g, (4) = 0.

Gergekten, sifirdan farkli u = {uy, u,, ug, -+ } igin 6zvektorii i¢in A bir 6zdeger

olsun. O halde,
A(ulfuZ'uS' ) = (O' Uq, Up, Uz, ) = A(uli U, Uz, *** )

olmalidir. Eger 4 = 0 ise u = 0 olur ki bu u 6zvektoriiniin sifirdan farkli olmasi ile ¢elisir.

Simdi de A # 0 olsun. O halde,
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/1u1 = O,
Auz = u1
Au3 = Uy
oldugundan u; = u, = uz = --- = 0 olur ki bu yine u 6zvektoriiniin sifirdan farkli olmasi

ile gelisir. Sonug olarak a,,(4) = @.

Tamm 1.5.40 (Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)): X kompleks normlu lineer uzay
ve A, X iizerinde tanimli lineer operatdr olmak iizere o.(A4) U 0,-(4) U 0, (A4) kiimesine A

nin spektrumu denir ve o (A) ile gosterilir.

Ornek 1.5.41 (Schmiidgen, 2012): M kiimesi C kompleks sayilar kiimesinin bostan farkl1
kapal1 bir alt kiimesi olsun. C ayrilabilir oldugundan M kiimesi de ayrilabilirdir. O halde,
{r,:n € N} c M sayilabilir ve M de yogun bir alt kiime vardir. Simdi,

D(A) = {(un) € L(N)| (nuy) € [(N)}
tanim kiimesi olmak tizere, her (u,,) € [,(N) i¢in
A(un) = (Tnun)

olacak sekilde [,(N) uzay1 lizerinde bir A operatorii tanimlansin. Kolay bir sekilde
D(A) = D(A") ve A" (u,) = (fpu,) oldugu bulunabilir. Buradan, A = A™ oldugu agik¢a
goriiliir ki bu A operatoriiniin kapali oldugu anlamina gelir. Son olarak da her 7, sayis1 A

operatorii i¢in bir 6zdeger ve 0 (A) = {r,: n € N} = M oldugu rahatlikla goriliir.
Ornek 1.5.42 (Halmos, 1974): Lineer sinirl1 Volterra operatorii,

V:L,(0,1)—>L,(0,1),

Vi) = j F(Odt
0

olarak tanimlanir. O halde, Volterra operatoriiniin spektrum kiimesi

a(V) = {0}
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seklindedir.
Gergekten, A € C igin,

V-ADf =g, f.g€Ll(01)

spektrum probleminin ¢6ziimiine bakilsin. Bunun i¢in de asagidaki durumlar sirasiyla

incelensin.
@) g =0, 1+ 0 durumu igin problem
V-ADf =0

seklinde olup buradan,

[ rwde =27, rer,0m
0

esitligi elde edilir. Bu integral denklemi ise

{f (x) = Af'(x), 2—hhy.
f0)=0

diferensiyel denklem olan sinir-deger problemine doniistiiriiliip
, 1
f'x) = If(x), A—hhy.
esitligine ulasilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii de

F) = e

seklinde olur. Buradan f(0) =0 sinir-deger sartini kullanilirsa f(x) =0, 1 —h.h.y.

bulunur ki bu durumda A € C, 1 # 0 sayisinin 6zdeger olamayacagi anlamina ulagilir.

(b) g =0, 1 =0 durumu ele alindiginda Vf = 0 olup

ff(t)dt =0, f e L,(0,1)
0
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esitligine ulasilir. Buradan ise f(x) = 0,4 —h.h.y. oldugu agik¢a goriiliir ki 0 & 0,(A)

sonucuna ulasilir.
Béylece, (a) ve (b) durumlarindan 0,,(4) = @ oldugu elde edilir.
(©) g # 0, 1 # 0 durumundan,

V-ADf =g, f.g € L,(01)

yani

[ rwdc-aro =9, f.9¢€ .01
0

olur. Bu halde

h(x) = ff(t)dt
0

olarak alinirsa integral denklemi

1 1
{h'(x) —~h(0) = —2g()

P
h(0) = 0

diferensiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin genel ¢oziimii
1 X
1 1
hCx) = cer —= f 1D g(t)dt
0
olarak bulunur. Burada h(0) = 0 esitligi kullanildiginda ¢ = 0 olur ki
1 X
1
h() =~ j e Vg (t)dt
0

esitligi elde edilir. h(x) = | Ox f(t)dt oldugundan,
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!

X

1
f e D g()de
0

N

V-AD"gx) =f) =R =| -

X
1 1 L
— 290 -3 [ A Vg@ae

0

¢dziimiine varilir. Son esitlikten (V — AI)™1 operatériiniin varligi ve
(V- e B8(L,(0,1))
oldugu elde edilir. Sonug olarak,

C\ {0} = p(V)

olup

o(V) ={0}
seklindedir. Simdi ise

(d g#0, 2A=0durumundaise 0 € a.(V) oldugu agiktir.

Boylece,

o(V) =a.(V) = {0}
bulunur.

Tamm 1.5.43 ( Gorbachuk V.l ve Gorbachuk M.L., 1991): ] reel eksen iizerinde bir
aralik olmak iizere X Banach uzayinda deger alan wu(t):J] — X fonksiyonlarina vektor

degerli fonksiyonlar denir.
Tanmim 1.5.44 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991): Bir u(t):] — X vektor
fonksiyonu i¢in t — ¢, iken

lu(®) —u(te)ll =0

oluyorsa u(t) vektér fonksiyonu t, € /] noktasinda siireklidir denir. Eger u(t) vektor

fonksiyonu J araliginin her noktasinda stirekli ise u(t) siireklidir denir. Agiktir ki eger
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u(t) vektor fonksiyonu | tlizerinde siirekli ise ||u(t) || aym aralikta siirekli bir skaler

fonksiyondur.

Tamim 1.5.45 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991): Bir u(t):] — X vektor
fonksiyonu i¢in t, noktasinda At — 0 iken

u(t + At) — u(t) B

0
At -

v

olacak sekilde bir v € X var ise wu(t) vektér fonksiyonuna t, noktasinda
diferensiyellenebilir denir. Buradaki v € X elemanma u(t) fonksiyonunun to
noktasindaki tiirevi denir ve u'(t,) ile gosterilir. Eger u(t) vektor fonksiyonu her t € | i¢in
diferensiyellenebilir ise u(t) vektor fonksiyonu J araligi tizerinde diferensiyellenebilir
denir. Ayrica u'(t) vektor fonksiyonu siirekli ise u(t) vektor fonksiyonuna siirekli

diferensiyellenebilir denir.

Tamim 1.5.46 ( Gorbachuk V.l ve Gorbachuk M.L., 1991): X degerli, a,b € R olmak
tizere [a,b] araligi lizerinde tamimli tim o — integrallenebilir vektor fonksiyonlarin

uzay1 L, (X, [a, b],do) ile gosterilir ve bu uzay

b
O ox faltor = f () llydo (O
a

olarak tanimli norm ile bir Banach uzayidir. Benzer sekilde

1

b
w1, x[aprd0) = j(llu(t)llx)”da(t)

olarak tamimlanan sonlu norm ile u(t) vektor fonksiyonlarinin L, (X, [a, b],do) uzay: da

bir Banach uzayidir.

Ozel olarak, H bir Hilbert uzay1 olmak iizere p = 2 ve X = H secilirse L,(H,
[a, b], do) uzay

b
(ur V)LZ(H,[a,b],dcr) = J(u(t)) U(t))HdU(t) u,v € LZ (H' [a' b], dO')

olarak tanimlanmis i¢ carpim ile bir Hilbert uzayidir.
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Tamm 1.5.47 (Gorbachuk V.l ve Gorbachuk M.L, 1991): A operatorii H Hilbert uzay1
tizerinde tanimli kapali simetrik bir operator olsun. Eger y; ve y, , D(A") uzayindan H

uzayi i¢ine tanimli birer lineer doniistimler olmak tizere;
i) Heru,v € D(A") igin,

(Au,v) — (W, A"v) = (1w v2v)y — (2w, ¥1v)y

ii) Her F;,F, € H igin, y;u = F; ve y,u = F, esitliklerini saglayacak bir u € D(A4*)

vardr,
kosullar1 saglaniyorsa (H,y4,Y>) Ugliisiine A operatoriintin bir sinir deger uzay1 denir.

Sinir deger uzay tanimindan u € D(A) olmasi nigin gerek ve yeter sart y,u =

y,u = 0 olmasidir.

Tanim 1.5.48 (Schmiidgen, 2012): A operatorii, H Hilbert uzay1 iizerinde bir lineer

operator olmak iizere, eger
Re(Ax,x)y =0 ,Vx € D(A)

oluyorsa A operatoriine akkretif operatordiir denir. Eger A lineer operatorii akkretif
operator, kapali ve bazi 4, € C, Rely < 0 i¢in Range(A — A1) uzayr H Hilbert uzayinda

yogun ise A operatoriine m- akkretif operator denir.

Eger —A lineer operatorii akkretif operator ise A operatorii disipatif operator ve —A

lineer operatorii m- akkretif operastor ise A operatoriine m-disipatif operatordiir denir.

Onerme 1.5.49 (Schmiidegen, 2012) : H Hilbert uzayin iizerinde A ve B operatdrleri birer
simetrik operator olsunlar. T = A + iB olarak tanimlanan T operatoriiniin bir akkretif

operator olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A > 0 olmasidir.

Teorem 1.5.50 (Gorbachuk V.l ve Gorbachuk M.L., 1991): H Hilbert uzay1 iizerinde
tanimlt A lineer kapali simetrik operatoriiniin keyfi sinir deger uzay1 (H,y,,y>) olsun. W

operatorii H tizerinde bir daraltma ise A* operatoriiniin kisitlanisi, her f € D(A") igin
W =Dy f +iW +Dy,f =0 (1.5.1)
veya

W =Dy, f —i(W + Dy,f =0 (1.5.2)
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kosulunu sagliyorsa A lineer operatOriiniin bir maximal disipatif, aymi sekilde, bir
maksimal akkiimiilatif genislemesidir. Tersine, W bu genisleme tarafindan tek tiirlii taniml
bir daraltma operator olmak tizere, A lineer operatdriiniin her maksimal disipatif (maksimal
akkiimiilatif) genislemesi, her f € D(A*) igin (1.5.1) ((1.5.2)) esitliklerini saglayan A
operatdriiniin  bir kisitlanisidir. H ilizerinde A operatdriinin  maksimal simetrik
genislemeleri, W bir izometrik operatér olmak tizere, (1.5.1) ((1.5.2)) esitlikleri ile

tanimlanir. Benzer sekilde, 6zeslenik genislemeler icin W operatorii bir tiniter operatordiir.
Tamm 1.5.51 (Krein, 1971): Her t € [a, b] i¢in,
A():[a,b] » B(H),
A(t) € B(H)

olarak tanimlanan fonksiyonu bir parametreye bagli operatér veya operatdr degerli
fonksiyon (kisaca operator fonksiyon) olarak adlandirilir. Her x € H igin, eger A(t)x
fonksiyonu siirekli (noktada veya aralikta) ise A(t) operator fonksiyonuna giiglii siireklidir

(noktada veya aralikta) denir.

Tamim 1.5.52 (Kreyszig, 1978): H kompleks Hilbert uzayi tizerinde A : H — H lineer

sinirh 6zeslenik operator tanimlansin. O halde, her u € H igin eger A lineer operatorii
(Au,u) =0
esitsizligi sagliyor ise bir pozitif operatordiir denir ve A > 0 ile gosterilir.

Tamim 1.5.53 (Kreyszig, 1978): H kompleks Hilbert uzay1 tizerinde A: H — H bir pozitif
sinirh 6z-eslenik lineer operator olarak tanimlansin. O halde, bir sinirli 6z-eslenik lineer T

operatoru

T2=A
esitligini sagliyorsa A lineer operatdriiniin karakokii olarak adlandirilir. Ek olarak, eger
T > 0ise T ye A operatoriiniin bir pozitif karakokii denir ve T = A'/2 olarak gosterilir.
Ornek 1.5.54 (Rynne ve Youngson, 2008): 1;, 1, birer pozitif reel say1 ve A: C? —» C?,

_[4 O " ..
A= [0 /12] olsun. Her u = [uz] , U, Uy € Cigin,

(Au,u) = A4 |uy|? + A, |uy,|> = 0
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oldugundan A lineer operatorii bir pozitif operatordiir.

Ayrica, B = [\//1_1 0 l operatorii de
0V
B? = l‘/’Tl l‘/’Tl M 0] =A
0 0

0 0
\//’Tzl \/A—le 0 A

oldugundan B operatorii A operatdriiniin bir pozitif karekokiidiir.

Teorem 1.5.55 (Kreyszig, 1978): H kompleks Hilbert uzay: iizerinde A: H — H keyfi bir
pozitif sinirli 6z-eslenik operatorii olsun. O halde A lineer operatorii tek tiirlii tanimli T
pozitif karekok operatoriine sahiptir. Ayrica, T pozitif karekdk operatorii A operatorii ile

degismeli olan H tizerinde tanimli tiim sinirh lineer operatorlerle degismelidir.

Tamim 1.5.56 (Daleckii ve Krein, 1974): J sonlu veya sonsuz bir aralik, B(.) bir operator

fonksiyon olmak iizere,

d(u(t))

= BOu®,

u(s) =1, se€j
diferensiyel operator denklemi igin bakilan baslangi¢c deger probleminin u(t) = U(t,s),
t,s € J operator ¢oziimiine

d
a=B(t), tEJ

diferensiyel denklemine karsilik gelen evoliisyon operatorler ailesi denir. Ayrica, U(t) =

U(t,0), t € ], operatoriine Cauchy operatorii denir.

Teorem 1.5.57 (Schmiidgen, 2012): T operatorii H lizerinde yogun tanimli simetrik
operatér olmak tizere, H,cKer(T* —i), H_cKer(T*+1i) uzaylarinin H Hilbert
uzaymin dimH, = dimH_ kosulunu saglayan kapali lineer alt uzaylari ve U ise H,
uzaymdan H_ uzay: lizerine tanimli bir izometrik lineer doniisiim oldugu varsayilsin.
Simdi, € sembolii ile vektdr uzaylarinin direkt toplam gosterilmek tizere, her x € D(T) ve

y € H, igin,

D(Ty) =DM & U—-U)H, ve Ty=T"D(Ty)
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Ty(x+ A -U)y)=Tx +iy+ iUy

tanimlansin. O halde, Ty bir kapali simetrik operatordiir 6yle ki T < T, ve ayrica H

tizerindeki T operatoriiniin her kapali simetrik genislemesi bu formdadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1.Birinci  Mertebeden Dejenere Diferensiyel Operatorlerin  Normal
Genislemeleri

2.1.1. Normal Genislemelerin Tanimlanmasi

Bu kisimda H ile ayrilabilir Hilbert uzay, B(H) ile H Hilbert uzayindaki lineer
sinirli operatdrlerin uzay ve L? = L2 (H ,(a, b)) ile de sonlu (a, b) araligindan H ayrilabilir
Hilbert uzayina tamimli vektor fonksiyonlarinin Hilbert uzay: olsun. O halde, L? uzayinda

birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi,

[(u(t)) = (Au(t)) + B(Ou(t) (2.1.1.1)

olarak ele alinsin. Bu ifadede, KerA triviyal olmayan bir alt uzay ve RangeA = RangeA
olmak tizere A: H — H pozitif 6zeslenik operatér ve B(t):[a,b] - B(H) ise bir gigli

stirekli ve giiclii tiirevlenebilir 6zeslenik operatdr fonksiyonu olarak alinmaktadir.

Bu durumda,

(1w, v(®),, = ((4u®) + BOu®), v(t))

- ((,clu(t))',v(t))L2 + (B(®u(®), v(®)) .
b

:f ((Au(t))',v(t))H dt + (u(®), B()v(®)) ,

_ (u(t), _(Av(t))’)Lz + (w(®), BOV(D) , + (Au®), v(®), 15

= (u@®, ~(4v(®) +BOV®) , + W®,4v(®),, 14
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oldugundan L? uzayinda (2.1.1.1) ifadesinin formal eslenigi
I*(v) = —(Av(®) + B(t)v(t) (2.1.1.2)

seklindedir. Simdi, vektor fonksiyonlarinin bir yogun lineer monifoldu olan
n
D} = {u(t) €12 u(t) = Z FoOue, fol®) €CP(ab),uy €H, neN
k=1

tizerinde Lyu(t) = l(u(t)) olacak sekilde L}, operatorii tanimlansin. Burada Dj = L?
oldugu da agikca goriiliir. Simdi, Ly," eslenik operatdriiniin tanim kiimesi D yogun lineer
manifoldunu igerdiginden L{, operatdrii bir kapanisa sahiptir (Schmiidgen, 2012). L?
uzayindaki L{ operatoriinin kapamigina (2.1.1.1) deki diferensiyel operator ifadesi

tarafindan dogrulan minimal operator denir. Bu minimal operatdr de L ile gosterilir.

Aym sekilde, L? uzayindaki (2.1.1.2) diferensiyel operator ifadesi tarafindan L
minimal operatdrii tanimlanabilir. L?> uzayindaki L{ve L, operatorlerinin  eslenik
operatorlerine (2.1.1.1) ve (2.1.1.2) ifadeleri tarafindan dogrulan maksimal operatorler
denir ve sirasiyla L ve LT ile gosterilir (Hérmander, 1955; Gorbachuk V.l. ve Gorbachuk
M.L., 1991; Brezansky, 1968 ). Tanimlardan,

Ly C L, Ly cL*
bagintilar1 dogrudur. Ustelik,
D(Ly) = {u(t) € 12: (Au(t))’ € L2 ve u(a), u(b) € KerA}
ve
D(L) = {u € L?: (Au(t))' € L?}
oldugu aciktir.

Bu kisim boyunca; H, ve H; ile sirasiyla KerA ve RangeA uzaylar ve
Ay, Ay, Bo(t) ve By(t) notasyonlar: ile sirastyla Aly , Aly,, B(t)|y, Ve B(t)|y, kisitlans

operatorleri gosterilsin.
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Teorem 2.1.1.1. ||B'(t)|| € L?(a, b) olsun. L? uzaymda L, minimal operatoriiniin formal

normal operat6r olmasi igin gerek ve yeter sart

i) AB(t) = B(t)A, her t € [a, b] i¢in
i) AB'(t) =0 , h.hy. t € [a,b],

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat: Varsayilsin ki L, minimal operatorii L? uzayinda bir formal normal operatdr olsun.

O halde, her u(t) € D(Ly) < D(Lp) igin
(Lou(®), Lev(®)) , — (Lou(®), Lyv(®)) . = 0

esitliginin  saglanmasi1  gerekir.  Simdi,  u(t) = uy(t) + uy(t), v(t) = v (t) +
vo(t), ul(t),vl(t) € Hl ve uo(t), Uo(t) € HO lgln keyfl u(t), U(t) (S D(Lo)

fonksiyonlar1 ele alinsin. Bu durumda,

(Lou(®), Lov(1)) , — (Lyu(®), Lyv(®)) ,

= ((4u(®) + BOu®, (Av(®) +BOv(©)

2
~ (—(au(®) + B@Ou®), ~(4v(®) + B@w®) ,
= (Au (1), Avi(0)) , + (Auy (6), BV (D)) , + (B(Ou(®), Avi(D)) ,
+ (B@u(®), BO)v(®) » — (Awr (), Avi (1)) , + (Awy (1), B(O)v(D)) .
+ (B(Ou®), Avi (1)) ,—(B(®u(®), B()v(D)) .
=2{((au®),B@w®) , +(BOu®, (4v®)) ||
—0 (2.1.1.3)
denklemi saglamir. Burada, H, uzayi iizerindeki 4, kisitlanis operatdriinin smurli tersi
oldugundan u} (t) tanimhdir. Dolayisiyla (Au(t)) = Au}(t) esitligi kullanilabilir. Ayrica,
(2.1.1.3) esitliginde e®*u(t), e®*v(t) € D(L,) olarak almirsa,
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<B(t) (aeu(®) eifv(t)) +(B@eu(®), (4ev®)’)

LZ

= i (B(OAeu; (), e"v()) | + (B(O)Ae uj(t), e v(1))

L? L?

— i (4B(Oe u(t), e v, (1) | + (AB(D)e™u(t), evi (1))

L? L?

=0
esitligi elde edilir ki buradan

i[(B(HAw (), v(D) . — (AB(Ou(®), v(®)) .| + (B(BAu(®), v(0) , + (ABOu(®),vi(®)
= i[(B®Au®), v(®)) - (ABOu®),v(®)) .| + ((Au(t))’,B(t)m)) i}
+(BOu®), (4v(®)') , =0

LZ

esitligi dogrudur. Burada (2.1.1.3) esitligi kullanilirsa
((B@®)A- AB(t))u(t),v(t))L2 =0

oldugu goriiliir. Bu son esitlik, D(Lg) kiimesi L? uzayinda yogun ve B(t) siirekli operator

fonksiyonu oldugundan,
AB(t) =B(t)A, VtE€E |a,b]
esitligine ulasilir. Son olarak (2.1.1.3) esitliginde elde edilen bu son esitlik kullanilirsa,
(Lou(®), Lov(®)) , — (Lou(®), Lyv(D)) , = 2(AB'(t)u(t), v(t))
=0, vu(t),v(t) € D(Ly)
olur ki bunun sonucu olarak
AB'(t) =0 h.h.y. t € [a,b]
oldugu sonucuna ulasilir. Teoremin tersi ise (2.1.1.3) esitliginden rahatlikla elde edilir. O

Teorem 2.1.1.2. L? Hilbert uzaymda, (2.1.1.1) diferensiyel ifadenin iirettigi L, minimal

operatorii formal normal operator olsun. O halde, her L,, normal genislemesi, L, € L, € L,

WA 2u(a) = A 2u(b) (2.1.1.4)
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smir deger kosulu tarafindan verilir. Burada W:H; - H; bir Uniter operatordiir ve

B;(a), B;(b): H, — H, kisitlama operatérleri
Bi(b)W = WB(a)

esitligini saglar. Aym1 zamanda her L, normal genislemesi tarafindan W operatorii tek

tirlidiir. Bu durumda, L,, = Ly, .
Tersine, L maksimal operatOriiniin
B(b)W = WB,(a)

esitligini saglayan keyfi bir W: H; — H; lniter operatorii i¢in (2.1.1.4) siir deger
kosulunu saglayan vektdr fonksiyonlarin lineer manifoldu iizerine kisitlamisi L? uzaymnda

Lo minimal operatdriiniin bir normal genislemedir.

Ispat: Formal normal olan L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi L,, operatdrii
olarak belirlensin. Simdi, u(t) € D(L,,) i¢in
Im(Ly)u(t) = —i(Au(®))’
Re(L)u(t) = B(t)u(t)

olarak tanimlanan operatédrler L? uzayinda birer 6zeslenik operatorlerdir. Gergekten de her
u(t),v(t) € D(L,) = D(L*,)  dyle ki u(t) = ug (8) +up(t), v(t) = v1(t) +

vo(£), uy(t),vo(t) € Hy, uo(t),vo(t) € Hy igin,
(Re(Lu(®), v(®)),, = (BOU(®), v(®)),, = (w(®), B(v(),,

ve

(ImL)u(®), v(®) , = (—i(Au®),v(®) , = -i(ui®),4v,(®) ,

L2

= i [, Avy(©), 1 ~ (10, (40, ®))') ]

L2

= (u(), -i(4v())')

L2

esitliklerinden Re(L,) ve Im(L,) operatorlerinin 6zeslenik operatér oldugu rahatlikla

goriiliir.
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Simdi,
.7'[ = Hl

(W) = A2u(b) + A'2u(a)
Vilu) = NG

W) = —Al/Zu(b) +A1/2u(a)
Y2\u) = V2

olmak iizere, (£, y4, ¥y) Ugliisiiniin Im(Ly) minimal operatorii igin L? uzayinda bir sinir
deger uzayidir. Gergekten, uy(t),vo(t) € Hy, uo(t),vo(t) € Hy ve u(t) =u,(t) +
uy(t), v(t) = v (t) + vo(t) olmak iizere, her wu(t),v(t) € DUm(Ly)*) igin,
(Im(Lo)*u(®), v(®)) , — (u(®), Im(Lo) v (D)),

= (-i(4u®)’,v(®) , - (u(), -i(4v(®)')

L? L?
b b
= f(—iAui(t),vl(t))Hdt — f(ul(t),—iAv{(t))Hdt
= —J(—iul(t),Av{(t))Hdt - J(ul(t),—iAv{(t))Hdt + (—iul(t),Avl(t))H|Z
= (—iA1u1(b).v1(b))H - (—iAlul(a).vl(a))H
b b
+if(u1(t),Av{(t))Hdt —if(ul(t),Av{(t))Hdt

= i[(au(@,v(@), - () v®), ]

ve
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(1@, r2»),, = (r2), . (),
B (Al/zu(a) + Al/Zu(b) Al/Zv(a) - Al/Zv(b)>

V2 ’ iV2
B Al/Zu(a) — Al/Zu(b) Al/Zv(a) + al/Zv(b)
iV2 ’ V2 .
(A ATv() ~ A2u(a) A2v(b)
S\ V2 W2 VZ 2
. A'2ub) AY2v(a) ~ A2ub) AV 2v(b)
V2T w2 ), V2 w2 )
(A2u(a) AVw(@)  (AV2u(a) AV2v(b)
w2 V2 ) 2 V2 )
) A2ub) A'2v(a) p A2u(b) A2v(b)
w2 ' V2 ). w2 V2 ),

- % (Au(a),v(@), + % (4u(@),v(0),, - % (Au(b), v (@),
¥ % (Au(b), v(b)), - % (Au(a),v(a)), — % (Au(a), v(b)),
+ % (Au(b),v(a)), + % (Au(b),v(b)),,
= = [(au®),v),, - (4u@), v(@),
= i [(4u(a), v(@)), — (Au(b), v),]
oldugundan,
(Im(Lo) u(®), v(®)) , = (u(®), Im(Lo) v(®)) , = (1 (W), ¥2(»)),, — (2 W, ¥: (),

esitligi saglanir. Simdi, her x,,x, € H; igin

~1[x,iv2(a—1t) x; +ix
uxLXZ(t):(All/Z) lz b—a * 1\/2 2

tammlansin. Agtktir ki u, ., (t) € D(Im(Lg)™) olup
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ve

= (3 (52

esitlikleri saglanir. Buradan da

1
A11/2uo(b) + Ay /Zuo(a)

Y1(ux1,x2) = \/E
a0 () a0 ()
V2
ve
A () ) )
Y2 (uxl,xz) = i\/f = x,

esitlikleri elde edilir. O halde, (H, y;, y1) Uglisii Im(Ly) minimal operatorii igin

L, (H ,(a, b)) uzayinda bir sinir deger uzayi olur. Ayrica, u(t), v(t) € D(Im(L,y) ) igin,

(Im(Lo)u(®), v(®)) , = (=iduy (®),v1(1) » = —i(w' (1), Av1 (D)) .

b
=i f (' (®), Avy (1)), dt

[ b
= =i (1, 4n, ), 18 - [ (@, (4, 0)) e
= —i(w (O, 4 ®), 18 - (w®, (n,®)') ] = (w®, ~i(av®)’) ,

= (u(®), Im(Lo)v(D)) ,

oldugundan Im(L,) bir simetrik operatordiir. Yani D(Im(L,) ) € D(Im(Ly)*) olur. Bu
durumda Im(L,), L? iizerindeki Im(L,) minimal operatdriiniin  Szeslenik
genislemelerinden biridir. Ayrica, Im(L,) genislemesi tarafindan tek tiirlii tanimlanan bir

W: H; — H; lniter operatorii vardir 6yle ki Im(L,,) dzeslenik genislemesi
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W =Dy, +i(W + Dy,(w) = 0

siir deger kosulu ile tamimlanir (Gorbachuk V.1 ve Gorbachuk M.L., 1991). Buradan,

V2 V2
(WAl/Zu(a) + WAY2u(b) — AM2u(a) — AY2u(b) + WAY2u(a) — WAY2u(b) + AY2u(a) Al/zu(b))
- V2

1 1 1 _4Y
W1 (A 2u(a) + A Zu(b))+i(w+1)(A 2u(a) — A Zu(b))

= V2(wa'lzu(a) - 4zu(®)) = 0
esitligi elde edilir ki Im(L,,) 6zeslenik genislemesinin u € D(L,) i¢in

Al/Zu(b) = WAl/Zu(a)

sinir deger kosulu ile belirlendigi goriiliir. L,, operatdrii, L, minimal operatdriin bir normal

genisleme operatdrii oldugundan her u(t) € D(L,) = D(L},) igin,
(Lw(®), Lyv (D)) o — (Lru(®), Lw (D)) .
= ((Au(®)’ + BOu(®), (Av(®)) + B(E)v(®))
— (—Au’(t) + B(t)u(t), —Av'(t) + B(t)v(t))L2
= ((4u®), (4v®)') , +((Au®),BOv®) ,+(BOu®, (4v®)') ,
+ (B®u(t), B@)v(®) , — (Au' (), Av' (D)) . + (Au' (1), BOv(D))
+ (B(u®), Av' (1)) .~ (BOu(®), BOv(D)) .
= (Au'(®), B@®v(D)) 2t (B(t)u(t),Av’(t))L2 + (Au' (), B(Ov (D)) 2
+ (BB, Av' (1)) , = 2| (Aw' (), B()v (D)) ,, + (B(O)u(®), Av' (1)) ]
=0 (2.1.1.5)

L2

esitligi saglanir. Bu son esitlik ve Teorem 2.1.1.1. den dolay1

2(B()Au(t), v(®)) , =0

esitligi elde edilir. Ayrica, sinirl pozitif operator ile degismeli olan tiim sinirlt operatorler
simirli pozitif operatoriiniin kok operatorii ile de degismeli olup (Kreyszig, 1978), bir

onceki esitlikten
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(Bb)Aub), v(b)), — (B(@)Au(a), v(@)),,

= <31(b)AlAl_l/ZWAll/Zu(a),Al_l/ZWAll/Zv(a)>H
~ (By(@Aru(a),v(@),,
= (All/ZW*Al_l/ZBl(b)AlAl_l/ZWAll/Zu(a),v(a))H

— (Bl (a)Alu(a)’ U(a))H

_ (A11/2W*A1_1/28(b)AlAl_l/ZWAll/Zu(a) _ B(a)Alu(a),v(a)>H

= (4, 21w B, (D)W - Bl(a)]All/Zu(a),v(a))H =0
elde edilir. Bu son denklemden
B,(b)W = WB,(a)
esitligi saglanmalidir. Varsayilsin ki yle olmasin. Simdi,
Hq = {u(a) € H : u(t) € D(Ln)}
Hp = {u(b) € H : u(t) € D(Ly)}

alt uzaylar1 tanimlansm dyle ki HE ve Hj uzaylarindan en az biri H; icinde sifir vektdr
uzayindan farkli olmak zorundadir. Ayrica, her x, € H, icin u, (t) =x, , t € [a, b]
tanimlanabilir ve u, (t) € D(Lo) < D(Ly,) olup buradan H, c H, N H, bagntis elde

edilir. Simdi, her x € H} + {0} ise
u(t) = (t —a)Ay'x
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda, u,(t) € D(L,,) olmalidir. Aksi takdirde,
Lou(t) = (Au(t)) + B(t)u(t)
ve
D(Ly, ) = span{D(Ly), uy}

olan L,, operatoriiniin bir L,, genislemesi vardir.
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Simdi, @, € Cveuy;(t) € D(Ly) icin, her uy (£) = auy1(t) + B u,(t) € D(Ly, )

ve u,(t) € D(L, ) olmak iizere

(Taa (0, 1,(0))

L2

= (Tn (@ (8) + Bue (0), 1,(0))

= aLn(uu(t)) + BZ;( ux(t))' Uz (t))LZ

_ aun(t),L;(uz(t)))Lz + (B0, I (1(0)))

L2

(
(
= (wk (12 (9) 1) |+ (BT (0 0:0))
(
(

= (@, (8) + B 100, L3 (uo(0) + I, (u(0))) | = (s (8), v(8)) 2

L2

esitligini saglayan v(t) € H vardir. Burada, L, yogun tamml oldugundan L, yogun
taniml1 olur ki bu sayede L,, varhgindan bahsedilebildi. Dolayisiyla, D(L, ) ¢ D(L, *)
oldugu goriilebilir. Ayrica, D(L,) © D(l‘,:) oldugundan D(L,*) < D(L;) olacagindan
(Schmiidgen, 2012),

D(L,) € D(L,) € D(L, ") € D(Ly) = D(Ly)

olur ki buradan D(L,) = D(L, *) geliskisi elde edilir. Dolayisiyla Hf = {0} ve Hy = {0}.

Sonug olarak her u € D(L,,) igin
B, (b)W = WB,(a)
esitligi saglanir.
Tersine, W operatorii H; iginde bir tiniter operator olmak iizere
B, (b)W = WB,(a)

esitligi saglansm. O halde, L,, operatdrii L? icinde I(u) ifadesi tarafindan (2.1.1.4) deki

siir deger kosulu ile tanimlanir dyle ki
Lyu(t) = (Au(®)) + B()u(t)

D) =DM nfuel?s () €12 vea,utb) = waPu(@}
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Dahasi, Ly," eslenik operatorii her v(t) € D(Ly, ") i¢in
I*(v) = —(Av(®) + B®)v(t)
diferensiyel ifadesi olarak tanimlanir ve
Al/Zv(a) = W*Al/zv(b)

sinir deger kosulunu saglar. Ayrica, W operatoriiniin initerliginden D(L,,) = D(L},)

oldugu agiktir ve L? uzayindaki normal oldugu (2.1.1.5) denkleminden elde edilir. O

Ornek 2.1.1.3: Eger H:= C? olmasi durumunda bir W:Span{(0,1)} — Span{(0,1)}

tiniter operatorii &, 4 € Cve |a| = 1 = |u| olmak tizere,

a 0
velo
0 u
matrisi ile ifade edilir.
[0 O
A=y
ve
i 2 T T
B(p): = [sin°t 0 o
@:= [ 0 tel-5.3
seklinde olup,

i) AB(t) =B(t)A , herte [_7”2] icin
i)  AB'(t)=0 hhy te [‘7”5] icin

kosullar1 saglanip

WA 2y (— g) = A2y (g)

ve ayrica
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kosullar1 altinda formal normal olan L, minimal operatoriin normal genislemeleri

mevcuttur ve

Lyu(®) = (Au(®) +BOu®) ,u(®) = (Z:Eg) er?(m[-2.3]) e (-3) = (3)

siir degerleriyle ifade edilir.

2.1.2. Normal Genislemelerin Spektrum Yapisi

Bu kisimda, W bir {niter operator olmak {izere, H; uzaymnin iginde B{(b)W =
W B, (a) esitligini saglayan, L? uzaymdaki (2.1.1.1) dejenere diferensiyel operatdr ifadesi
ve (2.1.1.4) deki sinir deger kosullari tarafindan dogrulan L, minimal operatoriin Ly,

normal genislemesinin spektrum kiimesi arastirildi.
Simdi, t,s € [a,b] ve f € H igin,
Uc(t,s)f + A, " B(OU(L,s)f =0 (2.1.2.1)

esitligini saglayan U(t,s) evoliisyon operator mevcuttur (Daleckii, ve Krein 1974;

Goldstein 1985; Krein 1971). Ayrica, U(t, s) evoliisyon operatorii

i) U(s,s) =1

iy Uts) = (UG 0)
i) Uts)UGs k) = Ut k)

ozelliklerini saglar. Dahasi, A, operatorii ile U(t, s) evoliisyon operatorii her t,s € [a, b]

icin degismelidir.
Teorem 2.1.2.1. L, minimal operatoriin L,, normal genislemesinin spektrum kiimesi
o(L,) = {/1 eC:1e G(W*U(a, b)e’“l_l(a_b))} u{ieC: 1€ a(By(t)),h.h.y. t € [a,bl}

formundadir.
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Ispat: L, minimal operatériin L,, normal genislemesinin spektrumunu bulabilmek igin,

u(t) € D(Ly,), f(t) € L?, 2 € Cigin,
(Ly — ADu(®) = f()
esitliginden
Lyu = (Au(®)) + B(u(t) = Au(t) + £(¢) (2.1.2.2)
problemi gbz éniine alimir.

Her t € [a,b] i¢in u(t) = uy(t) +ue(t), v(t) = f1(t) + fo(t), fi, wi(t) € H;,
i =0,10lsun. Ayrica, H; uzayi {lizerindeki A; kisitlanis operatoriiniin smirh tersi

oldugundan u; (t) tanimlidir. O halde, (2.1.2.2) denklemi igin

{u{(t) + A7Y(B() — Duy(t) = A7 f(0) (2.1.2.3)
(B(t) — Dugy(t) = fo(t) (2.1.2.4)

denklem sisteminin ¢6ziimiine bakilir. O halde, (2.1.2.3) diferensiyel denkleminin genel

¢ozumi,

t
uy, (8) = e M Dy (¢ a)x + f e M1 =)y (t,$)A, " f,(s)ds, x € H,

a

olarak bulunur. Bundan dolay1, bu diferensiyel denklemin L? uzayindaki genel ¢6ziimii,

t

w1 () = e DY (L, a)x + j e T =Dy (¢, $)A, 7V (s)ds, x € Hy

a

(Bo(t) = ADuy0(t) = fo(8)

formundadir. Buradan,

Uzq (a) =x

ve
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b
u;, (b) = et =Dy (p a)x + f e 1 0=y (b, )A, 7 f(s)ds, x € H,

a
esitlikleri elde edilir. Simdi, W operatorii H; uzay1 iginde iiniter operator oldugundan ve
1 1
A1/ 2uy, (b) = WAl/ 2u, 1 (a) smur deger kosulu iistteki esitlikte kullamilirsa, x € H igin,

b
1 1 _ 1 _
W*Al/zum (b) = W*Al/zeMl "o-Dy(h, a)x + W*Al/2 f et G- (b, $)A; T f (s)ds

a
esitliginden,

b
1 1 _ _
A = wea et 00y b, e+ [ @00 (5, 50,7y ()ds

a

elde edilir ki buradan
b
" 1A, (a-b) Ya e [ o142 @-s) -1y
(W U(a,b)e* — I)A1 x= —W*| et U(a,s)A,” "2fi(s)ds
a
esitligine ulasilir. Buradan agikca goriiliir ki A € C sayist L,, normal genislemesinin
spektrumunda olabilmesi igin gerek ve yeter sart t € [a, b] igin
1€ea(W*U(a, b)e’“l_l(a‘b))
veya

A€ a(By(1))

olmasidir. O
Sonug¢ 2.1.2.2. Triviyal olmayan bir alt uzayda A operatorii projeksiyon operator ise Ly

minimal operatdriin L,, normal genislemesinin spektrum kiimesi

o(L,) = {,1 €EC A= (nlul + i(argp + 2kn)), 1 € o(W*U(b, @), k € z}

b—a
U{leC: 1€ a(Bo()) h-h.y. t €[a,bl}

olur.
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Sonug 2.1.2.3. Eger L, minimal operatorii formal normal ise o(Ly) = C olur.

2.2.Birinci Mertebeden Dejenere Diferensiyel Operatorlerin  Maksimal
Hiponormal Genislemeleri

2.2.1. Maksimal Hiponormal Genislemelerin Tanimlanmasi

Bu kisimda, bir 6nceki kismindan farkli olarak H Hilbert uzayr sonlu boyutlu ve
2 < dimH olarak almmistir. Onceki boliim ile benzer sekilde, A:H — H &zeslenik
pozitif operator 6yle ki 1 < dimKerA < dimH ve B(t) : [a, b] — B(H) bir giiglii siirekli
ve giiclii tiirevlenebilir 6zeslenik operatdr fonksiyonu olarak alinsm. O halde, L? :=

L? (H, (a, b)) uzayinda birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi,

[(u(®)) = (Au(t)) + B(Du(t) (2.2.1.1)

ile ifade edilir ve bu ifadenin formal eslenigi L? uzayinda

H(v(®) = —(Av()) + B(Ov(t) (2.2.1.2)

oldugu goriiliir. Yine benzer sekilde,

n

Dy = {u(t) € 12:u(t) = ka(t)uk,fk(t) €Ce(ab)u, €Hk=1,.nmn€N
k=1

vektdr fonksiyonlarimin yogun manifoldu iizerinde Ly operatérii, Lyu = [(u(t)) olacak
sekilde tanimlanmak iizere Lj,” operatdriiniin tanim kiimesi Dj, kiimesini icerdiginden L
operatorii bir kapanisa sahiptir. (2.2.1.1) deki lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi
tarafindan iiretilen minimal operator, L? uzaymdaki bu L} operatdriiniin kapanisina denir

ve bu minimal operatdr L, ile gosterilir.

O halde, (2.2.1.2) ifadesindeki diferensiyel operator tarafindan iiretilen L§ minimal
operatdrii L? Hilbert uzayi iizerinde tanimlanabilir. L? uzayindaki L§ (Ly) operatdriiniin

eslenik operatorii (2.2.1.1) ((2.2.1.2)) diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen maksimal
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operator olarak adlandirilir ve L (LY) ile gosterilir (Hérmander, 1955; Gorbachuk V.. ve
Gorbachuk M.L., 1991; Brezansky, 1968). Dikkat edilirse,

LocL, LtcL?
ifadeleri dogrudur ve
D(Lo) = {u(®) € 17 : (Au(t))' € I ,u(a), u(b) € Kera}
ve
D(L) = {u(t) € 12: (Au(®) € LZ}

olur.

Ayrica, bu boliimde de bir 6nceki bolimde oldugu gibi H, := KerA, H,:=

RangeA, A, = A|y,: H; = H; notasyonlari kullanilmustir.

Teorem 2.2.1.1. ||B'(t)|| € L?>(a, b) olsun. L, minimal operatdriiniin L? uzay: iizerinde

hiponormal operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. AB(t) =B(t)A, hert € [a,b],
ii. AB'(t) <0, h.hy. t € [a, b]
kosullarinin saglanmasidir.
Ispat. L, minimal operatérii L? uzayi iizerinde bir hiponormal operatér olsun. O halde, her

u(t) € D(Lo) =D (Lo") dyle ki u(t) = uy(£) + ug(t), wy(t) € Hy, uo(t) € Hy igin,
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2 2
ILoulliz — Lo ull}

= ((4u(®)' + BOUE), (4u®) +BOu®)

2
= (~(au®)" + BOu®), ~(4u®) + BOu®) ,

= (Auj (), Aui (1)) 2t (Aui (), B(O)u(D)) 2t (B(Ou(t), Auy(©)) e

+ (Bu(t), BOu®)) , — (Awy (1), Awy (1) » + (Aui(®), B(O)u(®)) .

+ (BOu®), Aui(0)) ,—(B(®Ou®), BOu®)) ,

= (A (1), B®u(®)) , + (BOu(t), Aui(®)) , + (Awy (0, B®u(®)) ,,
+ (B(Ou(®), Ay () .

=2 [((Au(t))’,B(t)v(t)) Lt (B@®u(e), (Av(t))’) LZ]

>0 (2.2.1.3)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik her a € R igin e*u(t) € D(L,) i¢in de

saglanacagindan,

<(Aeiatu(t))' , B(t)eiafu(t)> + (Be (o), (aeu(®)))

= ia (B(t)Aeiafu(t), ei“tu(t)) + (B(t)Aei“tu’(t), ei“tu(t))

L? L?

— i (AB(O)e ™ u(t), e u(t)) | + (AB(D)e'u(t), e u'(t)) , 20
L? L?
esitsizligine ulasilir ki burada da (2.2.1.3) esitsizligi kullanilarak

ia ((BOA ~ AB(O)us (0,u(0) , + (BOAU; (0, 1,(D) ;, + (ABOw (0),u5(®)

= ia ((B(t)A — AB(£) )uy (D), uy (t)) +((Au), B(t)v(t))

L? L?

+ (B(t)u(t). (Av(f))'>

L2

> ia ((B(t)A

— AB())u(®), u(t)) (2.2.1.4)

L2

esitsizligine ulasilir. Burada ((B (tH)A— AB (t))u(t),u(t)) = 0 olmak zorundadir. Aksi

L2

halde (2.2.1.4) esitsizliginden dolay1 Oyle bir u(t) € D(Ly) elemani vardir ki
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((B(t)A—AB(t))u(t),u(t)) sayisi, reel kismi sifir olan kompleks sayr olmalidir.

Buradan da @ € R sayist keyfi olugundan IILOuIIiz — IILO*uIIiz fark: sonsuz olur. Bu ise
bir ¢eliskidir. Ayrica, D(Ly) kiimesi L? uzayinda yogun ve B(t) siirekli operator

fonksiyonu oldugundan
AB(t) = B(t)A ,Vt € [a,b]
esitligi saglanmalidir. Son olarak (2.2.1.4) esitsizliginden, her u(t) € D(L,) i¢in,
ILoulllz — Iullfz = —2(AB'(Ou(®), u(t)) 2 0
esitsizligi gelir ki
AB'(t) <0, h.h.y. t€]a,b]
oldugu gortiliir.
Teoremin diger yonden ispati (2.2.1.3) essizliginden gelir.

Teorem 2.2.1.2. L? uzayinda, (2.2.1.1) diferensiyel ifadenin iirettigi L, minimal operatdrii
bir hiponormal operatér olsun. O halde, L, minimal operatoriiniin her L, maksimal

hiponormal genislemesi, W operatorii H; lizerinde bir iiniter operator olmak iizere
A2u(b) = wA 2u(a) (2.2.1.5)

smir deger sartin1 saglar ve Al/Z(W*B(b)W—B(a))Al/Z operatorii  bir pozitif

operatdrdiir. Ayrica, W {initer operatorii tek tiirlii tanimli oldugundan L, = L, .

Tersine, (2.2.1.5) smur deger sartini, verilen Ozelliklerle birlikte saglayan her L
maksimal operatoriin  kisitlanist L, minimal operatoriiniin - maksimal hiponormal

genislemesidir.

Ispat: L, operatérii, Lo hiponormal operatdriiniin maksimal hiponormal genislemesi olsun.

B(t) diizgiin sinirli ve Ly, kapali operator oldugundan

Im(L)u(t) = —i(Au(®)), u(t) € D(Ly)
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operatorii kapalidir. Ayrica, Im(Ly,) operatorii L? uzayinda L, minimal operatdriiniin sanal
kisminin bir simetrik genislemesi oldugu goriilir. Buradan, her u(t) € D(L,) < D(L},)
icin
(Lru@®),u®),, — (W®), Ly'u®))
= —i ((ImLp)u®,u®) , - (u(®), ImLu®) ;)
= (Au(®),u(®), 15 - (@), (Au(t))’)Lz + (u®, (Au(t))’)Lz

= (Al/zu(b),Al/Zu(b))H — (Al/Zu(a),Al/Zu(a))H
- e - o] o
esitligi saglanir. O halde, bir W izometrik operatorii mevcuttur 6yle ki
Al/Zu(b) = WAl/Zu(a)
esitligi saglanir.
Simdi,
Ker(Im(Ly)* — il) = {e4T"¢-9f. f € H,}
ve
Ker(Im(Ly)* +il) = {e47"®=0f. f € H,}

olsun. M, ve M_ , H; uzayinin keyfi alt uzaylari olmak tlizere H,: = {eAIl(t_a)x: X €

M+} ve H_:= {eAIl(b‘t)x: X € M_} ve bu uzaylar lizerinde U:H, — H_ bir lineer
izometrik doniisim tanimlansin. H, ve H_ uzaylarmin H Hilbert uzaymnin dimH, =
dimH_ kosulunu saglayan kapali lineer alt uzaylari oldugu aciktir. Buradan, Teorem

1.5.55'den dolay1 L, genislemesinin tanim kiimesi,
D(Ln) = D(Im(Lp)) = D(Lo) & (I — V), (2.2.1.6)
olur.

Diger taraftan,
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H, = {u(a) € H:u(t) € D(Ly)}
H, = {u(b) € H:u(t) € D(Ly)}

uzaylar1 H uzayinin alt uzaylari olarak tanimlansin. (2.2.1.6) esitliginden dolay1 dimH, =
dimH, olur. Ustelik, H, uzay1 veya H, uzay1 H Hilbert uzayina esit olmak zorundadir.

Varsayilsin ki olmasin. O halde,
. 1/ _ _ 1/ T 1/
dim((A72(H,) nKer(W —1) | (W —1)A7/2(H,) | =dimA/2(H,)

ve

dimH < o
oldugundan H; de sifirdan farkli 6yle bir f eleman1 vardir ki her x € A2 (Hyp) igin
((w - I)x,f)H1 =0
ve

Fed'2(Hy) n Ker(W — 1)

— — _1
olur. Bundan dolayi, L, operatoriiniin bir L, genislemesi D(Lh) = span {D (Lp), Ay /Zf}

olacak sekilde insa edilebilir. Agiktir ki D(L,) < D(L, ) ve L, bir hiponormal
operatordiir. Bu ise Lj, operatoriiniin maksimal hiponormal operator olmasi ile ¢elisir.
Dolayisiyla, H; = H, = H oldugu goriiliir. Buradan Im(Ly,) operatdrii L? uzayi iizerinde
bir 6zeslenik operatordiir ve W {initer operatordiir. Dolayisiyla Ly, genislemesi tarafindan

tek tirla belirlenir.

Ly operatorii, L, minimal operatdriiniin maksimal hiponormal genislemesi

oldugundan, her u(t) € D(Ly) igin
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(Lpu(t), Lhu(t))LZ — (Lpu(), L’;lu(t))Lz

= ((4u®)' + BOU®), (4u(®) +BOu(®)

L2

— (~(au®)" + B@®u(®), —(Au(®)" + BOu(®))

L2

(Au(®), (4u®)') , + ((4u®) ,BOU®) |

+ (BOu(®), (Au®)") L H(BOu®,BOu®) ,

— ((au®)’, 4w ©®) Lt ((4u(®)', B@u®) p

+ (B®u®), (4u(®))) . ~(BOU®, BOu®) ,

= (Au' (1), B(Ou(®)) ,, + (BOu(), Au' (1)) » + (Au' (1), B()u(®)) .
+ (B(t)u(t),Au’(t))L2

= 2{(4u'(®), B@®u®) , + (BOu®), 4u'®) .| =0

esitsizligine ulasilir. Burada Teorem 2.1.1.1 ve (2.2.1.5) esitligi kullanilirsa,

2[((BAu®,u®),,) ~ (B'©4u(®),u®) ]
=2 [(Al/z(W*B(b)W - B(a))Al/Zu(a),u(a)> — (B’Au(t),u(t))Lz]
LZ

>0

esitsizliginin saglandig1 gorilir. D(Ly)cD(Ly) ve son esitsizlikten her v(t) € D(Ly) ve
her u(t) € D(Ly)igin

(Al/Z(W*B(b)W - B(a))Al/Zu(a),u(a)> — (4B' () - v)(®), w - v)(©)) , 2 0

L2
esitsizligi elde edilir. D(Ly) yogun oldugundan v, - u, n - o olacak sekilde v, €

D(L,) vardir. Bu sonugtan ve ||B'(t)|| € L?( a, b) oldugundan

(4"2(wBBW - B@)AY2u(@),u(@) 20

L2

olur ki A'/2 (W*B(b)W — B(a))Al/ 2 operatoriiniin H Hilbert uzayinda pozitif oldugu

sonucuna ulasilir.
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Boylece, L}, operatorii
"(w) = —(Au(®) + B(O)u(t)
diferensiyel operator ifadesi tarafindan tretilir ve
« 21/ Y "
W*A72u(b) = A72u(a) ,vu(t) € D(L},)

sinir deger kosulunu saglar. L? uzayindaki hiponormal genislemelerin diger durumunu ve

D(L,)cD(L;,) oldugunu gérmek kolaydir. O

Ornek 2.2.1.3: Eger H:= C? olmasi durumunda bir W:Span{(1,0)} — Span{(1,0)}

tiniter operatori a, u € Cve lau —yp| =1, a#’iyﬁ =a, a#ljyﬁ =y ve |y| > 2|a| olmak
lizere,

W[y ]

Y H
matrisi ile ifade edilir.
[ o

A:= [0 0]

ve
_[-t3=1 0
B(t)._[ . t], t € [0,1]

seklinde olup,

i) AB(t) = B(t)A , hert € [0,1] i¢in
i) AB'(t) <0 , hhy t €[0,1] i¢in

kosullar1 saglanip A2 (W*B(L)W — B(O))Al/ 2 bir pozitif operatér olup
WA 2u(0) = A 2u(1)

kosulu altinda hiponormal olan L, minimal operatoriin maksimal hiponormal genislemesi

mevcuttur ve

Lou(®) = (Au(®) +BOu® ,u(t) = (228) € 12(H,[01]) ,ur(1) = 0,1, (0) = 0
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siir degerleriyle ifade edilir.

2.2.2. Maksimal Hiponormal Genislemelerin Spektrum Yapisi

Bu kisitmda, W bir {niter operator olmak iizere, H uzaymin iginde
A2 (W*B(b)W — B(a))Al/Z > 0 esitsizligini saglayan, L? uzaymdaki (2.2.1.1.)
dejenere diferensiyel operator ifadesi ve (2.2.1.5) deki simir deger kosullar1 tarafindan

dogrulan L, minimal operatoriin Ly, maksimal hiponormal genislemesinin spektrum

kiimesi arastirildi.
Bir 6nceki kisma benzer olarak t, s € [a, b] ve f € H; i¢in,
U(t,s)f + A, ' B(OU(t,s)f =0 (2.2.2.1)

esitligini saglayan U(t,s) evoliisyon operatorii mevcuttur (Ayrintili bilgi i¢in Daleckii, ve

Krein 1974, Goldstein 1985, Krein 1971 bakiniz.). Ayrica, U(t, s) evoliisyon operatorii

i) U(s,s) =1

iy Uts) = (UG 0)
i) Uts)UGs k) = Ut k)

ozelliklerini saglar ve her t, s € [a, b] i¢in A, ve U(t, s) degismeli olurlar.

Teorem 2.2.2.1. L,, maksimal hiponormal genislemesinin spektrum kiimesi
o(Ly) = {A€C:1 € a(WU(a b)eM @) u{r1eC: i€ a(By(t)), h-h.y. tE€ [ab]}
formundadir.

Ispat: L, maksimal hiponormal genislemesinin spektrumunu bulabilmek igin, u(t) €
D(L,), f(t) € L? ve A € Cigin

(Lw — ADu(®) = f (1)
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esitligi, yani
Lyu = (Au(t)) + B(Ou(t) = Au(t) + £(t)
problemini géz oniine alinmustir.

Her t € [a,b] icin u(t) = u (t) +uo(t), v(t) = vi(t) + vo(t), v; ,u;(t) € H;,
i = 0,10larak segilsin. Ayrica, (Au(t))’ = Auj(t) yazilabilir. Burada, H; uzayi
tizerindeki A, kisitlanig operatoriiniin sinirli tersi oldugundan uq (t) vardir. Bundan dolayi,
bu diferensiyel denklemin L? uzayinda genel ¢ozimil, u,(t) =uyq (¢) +uyo(t) ve

vy, Uy (t) € Hy, i = 0,1igin,

t
w; (t) = e Ay (t, a)x + f e 1 (=) (¢, ) AT fy(s)ds, x € H,

(B(t) = ADuyo(t) = fo(t)

formundadir.

W operatorii, H; uzay {izerinde {initer operator ve AY 2u(b) = wa'/ 2u(a) smir

deger kosulundan

t
(WU(a, b)e?i' @b _ ' ax = j e @9 (q,$)A,” /2f,(s)ds

a

esitligi elde edilir. Buradan agik¢a goriilir ki A € C sayis1 L,, maksimal hiponormal

genislemesinin spektrumunda olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
1ea(WU(a, b)e“;l(a‘b))
veya
1E O'(Bo(t)), h.h.y. t € [a,b]
olmasidr.

Sonug¢ 2.2.2.2: Triviyal olmayan bir altuzayda A operatorii projeksiyon operator olsun. O

halde, L,, maksimal hiponormal genislemesinin spektrumu
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o(L,) = {/1 eEC: A= (Inju| + iCargu + 2kn)),u € s(W*U(b,a), k € Z)}

b—a
uf{lecC: 1€ a(Bo(t)), h.-hy. t€[ab]}

formundadir.

Sonug 2.2.2.3: Eger L, minimal operatorii hiponormal ise o(Ly) = C dir.

2.3.Birinci Mertebeden Singiiler Dejenere Diferensiyel Operatorlerin Normal
Genislemeleri

2.3.1.Singiiler Dejenere Diferensiyel Operatorlerin Normal Genislemelerin
Tanimlanmasi

H, ve H, birer ayrilabilir kompleks Hilbert uzay olsun. O halde, a < b igin
g): = LZ(Hli (—OO, a)) @ LZ (HZ' (bl +OO))

uzayl, uy (t), v1(¢) € L?(Hy, (=0, @)) Ve uy(£), v,(t) € L2(H,, (b, +)) olmak iizere, her
u(®) = (us (0, u (1) , v(t) = (v1.(6), V(1)) € $ icin,

(u®,v(®) = f(ul(t),vl(t))Hldt+ f (uz(t),vz(t))szt
—00 b

i¢c ¢arpimui ile bir Hilbert uzayidir. k = 1,2 igin, Kerd, # {0} olan A,: H, — Hy
operatorleri kapali goriintii kiimesine sahip lineer sinirli pozitif 6zeslenik operatorler ve

By:H, — Hj ise lineer siirli 6zeslenik operatorler olmak iizere
dimRange(A;) = dimRange(A,) >0
ve

(-=1*B, >0
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olsun. O halde, $ uzayinda, u(t) = (ui(t),u,(t)) € $ icin, lineer dejenere diferensiyel

ifadesi,

(Ajuy () + Buy(t), t<a

' 2.3.1.1
(Auy(t)) + Boup(t), t>b ( )

l(u(t)) = {
seklindedir. Bu diferensiyel ifadesinin $ uzayindaki formal eslenigi,

(1(u), v(t))sj

Hy

_ f (A () + By @, () de

+ ] ((42(0) + By (0,v,(®)
b 2

a + 00

_ j ((Alul(t))',vl(t))Hl dt + J ((Azuz(t))’,vz(t))Hz dt
—0c0 b

+ f (Byua (), v, (D)), dt + f (B2uz (), (1)), dt
—00 b

= (A1u1(t): %1 (t))Hllg‘” + (Azuz (), vz(t))HZIz?”

- [@© A ©), dt - [ (0©40,©), d
—00 b

+ f(ul(t),Blvl(t))Hldt+ f (u2(8), B2 (D), dt
—00 b

= (A1u1(a)'v1(a))H1 - (Azuz(b)'vz(b))Hz

+ | (w0, — (A (0) + Bivy (1)) dt

Hy

+ | (200, ~(4,02(0) + Byy(0) dt

H;

I
f

oldugundan, v(t) = (vl(t),vz (t)) € $ i¢in
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—(Ar, (D) + By (b), t<a

' 2.3.1.2
—(A5v,(D)) + Bywa(t), t>b ( )

rv@) = {

olur. Simdi, $ uzaymin

Dy = {u(t) € H:u(t) = ka(t)uk’fk(t)uk = (fir (O, fra (O ugz),
k=1
fi1(®) € C°(—,a), fi,()(t) € C5° (b, +0),  wy; € H;,
i=12,n€ N}

yogun lineer manifoldu tizerinde tanimli Lyu(t) := l(u(t)) olan Lj, operatorii goz 6niine
alinsm. Ly  eslenik operatoriiniin tanim kiimesi D} lineer manifoldunu igerdiginden L}
operatorii kapanigsa sahiptir (Schmiidgen, 2012). $ uzaymda tanimli Lj operatoriiniin
kapanigina (2.3.1.1) deki lineer diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan minimal oparator
denir ve L, ile gosterilir.

Benzer sekilde, $ uzaymda (2.3.1.2) lineer diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan
Ly minimal operatér tanimi verilebilir. $ uzayindaki L{ (L,) minimal operatdriiniin
Ozeslenik operatorii (2.3.1.1)((2.3.1.2)) tarafindan dogrulan maksimal operator olarak
adlandirilir ve L (L) ile gosterilir (Berezansky, 1968; Dunford, 1963).

T operatorii H Hilbert uzayinda bir kapanabilir operatdr ve S:H — H bir simirh
operator olsun. T operatorii T operatoriiniin en kiigiik kapali genislemesi olmak iizere
T+S=T+ SveD(T+S)=D(T) esitlikleri saglamir. Bu esitlik ile birlikte Oztiirk ve
Ismailov’un (2012) ¢alismasindan dolayz,

LyCL, L5 cL*
D(Lo) = {u(®) = (1 (), 1(0) € $: (A (®), (4u(D)') € $,w1(a)
€ KerA; ve u,(b) € KerAz}
ve
D) = {u(®) = (w(®u(0) € $: ((Aw®), (A1:(®)) ) € 6}
olur.

Bu kisim boyunca, her k = 1,2 ve i = 0,1 igin Hyo = KerAy, Hy, := RangeAy,

Ayq i= Alp,,Hgr > Hpq Ve By := Bly,;t Hy = Hy; notasyonlart kullanilmisgtir.,
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Teorem 2.3.1.1. L, minimal operatorii $ ilizerinde formal normal operator olmasi igin

gerek ve yeter sart her k = 1,2 i¢in ApBj, = ByAj olmasidir.

Ispat: L, minimal operatérii § iizerinde formal normal operatér olsun. O halde, her

u(t) = (u1(t)»uz(t)) , v(t) = (Ul(t ),Uz(t)) € D(Lo) © D(Lp) igin

(Lou(®), Lov(D)) ¢ — (Lou(®), Lov(t))y

Hy

- f (A () + B (0, (Av1(D) +Byoy () de

+ oo

+f ((42u2(6) + Byuz(8), (42v,(D) + Byvy(8)) dt

H;

Hy

b
- < ] (_(A1u1(t))’ + Biu, (1), _(A1v1(t))’ + B1v1(t)) dt

+ oo

f (—(Azuz (t))’ + Byu, (1), —(szz (t)), + Bzvz(t)) dt

H;
b

+

a a

f((Alul(t))’, (Alvl(t))')H1 dt + f((Alul(t))', +Byvy () dt

Hy

—oo —o00

a

+ ](B1u1(t); (A1U1(t)),)H dt + J(Blul(t),Blvl(t))Hldt

— 00
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Hp

+ f ((Azuz(t))',(szz(t))’)Hzdt+ f ((A21(0) , By (1)) at
b b

+00 +oo

[ (B0, (0 ) a4 [ (B0, 3, 00),,
b b

_ f (A @Ow) (A ©)'), de+ f (4 (O, Byos(0)),, de

+ j.l(Blul(t)’ (A1 (D)v1)" I, dt — f(Blul(t):B1v1(t))H1dt

_ T (A2 (0) (Azwa(®)) ), dt + T (A20) B2 ), de
" b

+ T (Bzuz(t), (szz(t))’)Hz dt — T(BZ“Z(”' B,v,(0)),, dt
b b

= 2. [((Alul ©®), Blvl(t))LZ(Hl,(—oo,a))

+ (B (©), (4102 ()" )+ ((420) Bova(®)

12(Hy,(-o0,a L2 (Ha,(b,))

+ (Bzuz(t) , (sz2(t))')

L? (Hz’(b'm))l
esitligi saglanir. Bu son esitlikte e®“u(t) , e®v(t) € D(L,) kullanilirsa,
((31141 — A1B)uy(8), vy (t))Lz(Hl,(—OO,a)) + ((BzAz — AyBy)u,(t), v, (t))LZ(Hz,(b,OO)) =0
esitligine ulasilir. D(Ly) uzaymin $ uzayinda yogun oldugundan, her k = 1, 2 i¢in
AyBy = By Ay
oldugu goriiliir.
Tersine, her k = 1, 2 igin By, sinirli lineer operator oldugundan
Bk(Akuk(t))’ = (BkAkuk(t))’

esitligi dogrudur. Ik denklem ve bu sonugtan L, minimal operatdriiniin formal normal

oldugu elde edilir.
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Teorem 2.3.1.2. $ Hilbert uzayinda, (2.3.1.1) diferensiyel ifadenin iirettigi formal normal
olan L, minimal operatoriiniin keyfi L,, genislemesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her u(t) = (ul(t),uz (t)) € D(L,) igin,

1, _ a2

A *uy(b) = WA, “u,(a)

Al/zu (@) € Ker(—B,) "/ Al/zu (b) € Ker(B,)'/2
1 1 1 ) 2 2 2

siir deger kosullarinin saglandigi L, operatoriiniin tanim kiimesinin D (L) uzaymnin bir
kisitlanis1 olmasidir. Burada, W: H;; — H,; bir iiniter operatordiir. Ayrica, bu W {tiniter
operatorii L, genislemesi tarafindan tek tiirlii tamimlidir, dolayisiyla L, = Ly, olarak
gosterilir.

Ispat: L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi L,, operatérii olsun. O halde, her

u € D(L,) = D(L},) igin

(Lnu(®), u(®) g — (u®), Lyu®)

_ f ((Alul(t))’+B1u1(t),u1(t))H1 dt

+ oo

+ f ((Azuz(t)), +Bzuz(t),u2(1:))H2 dt

b
_< f (@ ~(4w®) +Bau®)  de
b

+ J (w20, ~(4202(0) + By ()t

j((Alm(t)),, u1(t))H1 dt + J(Blul(t)'ul(t))l-lldt

+ oo

+J ((Azuz(t)),,uz(t))H dt+f (Bauz (), uz(1)),, dt
2 b 2

b



66

a

+ f (ul(t),(Alul(t))')H1 dt — f (ul(t),Blul(t))Hldt

— 00

+f (uz(t),(Azuz(t))')H dt — f (u2(0), Baur (1), dt
b b

~ (A ©@6©), %~ [ (A1), de

+ o0

+(A0,1:,00),, 11 - [ (A0, 050),, de
b

+ f(ul(t),Alul’(t))Hldt+ f (u2(0), Apy' (D), dt
—00 b

esitligi ulasilir. Bundan dolayi, u € D(L,,) i¢in

2 2

=0

H;

420, (a)

A,/ ()

Hy |

L 1,
WA, *us(a) = A, *u,(b)
esitligini saglayan bir izometrik operatdr vardir. Ayrica, sirasiyla

H, = {uy(a) € Hy s u(t) = (u (1), u,(t)) € D(Ly)}
Hp = {uy(b) € Hy : u(t) = (uy(t),u,(t)) € D(Ly)}

uzaylarni H; ve H, uzaylarinm altuzayidir. H, = H; ve H, = H, olmalidir. Varsayilsin Ki
olmasmn. Simdi, sifirdan farkhi f; € HF veya f, € Hf i¢in $ uzayinda, u,(t) =
(etA7if1,0) ve uy(t) = (0,e7tA31f,) tanimlanir. O halde, her v(t) = (v,(£), v,(¢)) €
D(L,,) igin
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(Lav(®,us (), — (0(0), Ly (D)

a

= f ((A11171(t))’ + B,v(t), etAI11f1(t))H dt

— 00

+ oo

o [ (om0 + B010) e

H;
b
a

_ f(vl(t),—(AletAIffl(t))’+Blet‘4511f1(t))ﬂ at

— 00

+ oo

+ f (v2(6), 0y, dt | = (A11U(a)'etAI11f1(t))H2 =0
b

ve

(Lav(®), () — (v(0), Lyuz (D)

a

- f((Allvl(t))’ + Blvl(t),O)Hl dt

— 00

+co

+ f ((A21172(t)), + B,v,(t), e 'Azi S, (t))Hz dt
b

- f (v1(6), 0 dt

— 00

+00

+ J (v2(0), —(Are~ A5 £,(0)) + Be "t Azifo(1))  dt

H;
b
= (A21V1(a);etA511f1)H2 =0

esitlikleri saglanir. Bu durum ise k = 1,2 i¢in u, € D(Ly), fakat u, € D(L,) oldugunu
gosterir. L, bir normal operatér oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bundan dolayl, W: Hy, —
H,, bir {initer operatdrdiir ve L,, genislemesi tarafindan H, = H, ve H, = H, oldugundan

tek tirli tanimhidir.

Diger taraftan, L, operatdrii L, minimal operatdriiniin bir normal genislemesi

oldugundan, her u(t) = (u1 (t),u, (t)) € D(L,,) i¢in
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(L), Lyu(®)) — (Lau(®), Lyu(®)

= 2. l((A1u1 (t)),' B1u1(t))

L?(Hy,(-,a))

+ (B1u1(t) ) (A1u1(t)), ) ) + ((Azuz(t))l; Bzuz(t))

L?(Hy,(—0,a) L?(Ha,(b,))

+ (Bzuz(t) , (AZUZ(t))I)Lz(H (b oo))l

=2

1, 1, B 1, 1,
B1A, *uq(a), A, *uy(a) B,A, “uy(b), A, “uy(b)
H;

Hy
=2 ||(—BIA1)1/zu1(a)||; ~2 ||(BZA2)1/zuz(b)||; =0

esitligi saglanir. Bundan dolayz,

Ai/zul (a) € Ker(—Bl)l/Z

ve
A2, (b) € Ker (B,)"/2
olur.
Tersine,
A0, () = WA ?u, (@)
ve

420, (a) € Ker(=BD2 , A/ uy(b) € Ker(By) ">

sinir deger kosullar1 saglansin. Burada, W:H;; — H,; bir initer operator olarak
alinmigtir. Bu durumda, L;, 6zeslenik operatorii (2.3.1.2) diferensiyel operator ifadesi
tarafindan dogrulur ve D(L,,) = D(L;,) dir. Ayrica, $ uzayindaki normal genislemelerin
diger kosulu sagladig1 yukaridaki esitliklerden elde edilir.

Sonug¢ 2.3.1.3. Eger B, veya B, den biri birebir operator ise L, minimal operatoriiniin $ da

normal genislemesi yoktur.
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Sonug 2.3.1.4. Eger L, minimal operatdriiniin § uzayinda bir normal genislemesi var ise
dimKer(—Bll)l/Z = dimKer(BZI)l/Z >0

bagintis1 saglanir.

Ornek 2.3.1.5: Eger H;:= C?, H, = C? olmasi durumunda bir W:Span{(1,0)} -

Lo = B
anvB & au-yp

Span{(0,1)} tniter operatéri a,u,y,u € C ve lau—yBl =1, =y

olmak tizere,
W = [a A
Yy U

matrisi ile ifade edilir.

A1:=[(1) g], A2:=[8 (1)

ve

1 0

0 0], Bz:=[0 )

By:= [0 _1

seklinde olup, her k = 1,2 icin A By = By A esitligi saglanip

1/, Y,
A *uy(b) = WA, “u,(a)
A/?u;(a) € Ker(=By) /2, A,*u,(b) € Ker(B,) /2

kosullar1 altinda formal normal olan L, minimal operatdriin normal genislemeleri

mevcuttur ve

(Ajuy () + Byuy(t), t<0
(Aup(8)) + Byuy (), t>1

Ly (u(®) = {

u,(t) = (Z’;Eg) € L?(H,, (—0,0)) @ L*(H,, (1, +)),

auq1(0) = 0,yuy;(0) = up (1)



70

siir degerleriyle ifade edilir.

2.3.2.Singiiler Dejenere Diferensiyel Operatorlerin Normal Genislemelerinin
Spektrum Yapisi

Bu boliimde, $ uzayinda (2.3.1.1) tarafindan dogrulan L, minimal operatoriin,

W : Hy; — H,; lniter operatdr olmak iizere, L,, normal genislemesinin

1, B 1,
A, “uy(b) = WA “uy(a)

A0, () € Ker(=BDY2,  A)2u,(b) € Ker(B,) >

siir deger kosullar1 altinda spektrum kiimesi arastirilmistir. Ayrica, Ly minimal operatorii
i¢in
1 1
0€ g, ((—311) /2) N oy ((321) /2)

olarak alinmustir.
Teorem 2.3.2.1. L,, operatorii, L, minimal operatoriiniin bir normal genislemesi olsun. O

halde, L,, normal operatériin noktasal spektrum kiimesi
op(Ly) = 0,(B1o) U 0,(B3o)
olur.
Ispat: L, normal genislemesi, u(t) € D(L,,) ve A € C igin,
L,yu(t) = Au(t) (2.3.2.1)

ozdeger problemini g6z ontine alinsin. Her k = 1,2ve i = 0,1 igin uy;(t) € Hy; olmak

luzere

u(®) = (ug (), uz (1)) = (ug0() + g1 (1), Uz (t) + up (1))

yazilabilir ve ayrica Hyq lizerinde Ajq kisitlanis operatoriiniin sinirh tersi oldugundan

Uy (t) vardir. (2.3.2.1) problemin $ uzayindaki ¢oziimd,
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ull(t) = e_AI%(Bl_A)(t_a)fl , t<a, fl € H11
Uy () = e_Agll(Bz_A)(t_b)fz , t>b, f, EHy

1, Y,
Az f2 = WA1 fl
Biugo(t) = Augo(t), Bauge(t) = Auyg(t)

1 1
seklindedir. Ayrica, A1/ 2f € Ker(B,) ve AZ/ 2f, € Ker(B,), ve Teorem 2.3.1.1. den

uy1(t) = eMIll(t_a)fl , t<a, fi€Hy,
Uy (t) = e)‘AEll(t_b)fz , t>b, f, EHyy,

Yor _ 1,
A, =WA“f1,
Biuyo(t) = Augo(t), Baugo(t) = Auyg(t)

olmalidir. Fakat, (ull(t),u21(t)) € 9 olmast igin gerek ve yeter sart k = 1,2 igin f;, =

0 olmasidir. Bunun sonucu olarak
Op (Lw) =0y (310) U o, (BZO)
olur.

Teorem 2.3.2.2: L,, operatorii, L, minimal operatoriin keyfi normal genislemesi ise

L,, normal operatoriin siirekli spektrum kiimesi
0c(Ly) = iR U 0c(B1g) U 0.(By)
olur.
Ispat: RelL,, ve ImL,, sirasiyla Ly, normal operatdriiniin reel ve sanal kism1 olmak iizere,
o(Ly) c o(ReL,,) + ic(ImL,,)

oldugu normal operatérlerin spektrumundan bilinir (Dunford ve Schwartz, 1963). Eger
A=A, +i4;, €o.(L,) ise A, €a(ReL,) ve A; € c(ImL,,) olur. Simdi, L, normal

genislemesinin, k=1,2 ve i=1,2 olmak {izere her u(t) = (ul(t),uz (t)) =

(u11(t) + ug(t), ux () + uzo(t)) € D(Ly), ux; € Hy; icin

Lyu(t) =) +f¢), fE)eH,A1eC
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probleminin ¢6ziimiine bakilsin. Buradan,

Aqugq (6) + Biug  (8) = Augq(0) + f11(0), up1(t), f11(t) € L? (H11' (—oo, a)),

Apuz (8) + Baup  (£) = Auyq (8) + f21(2), Up1 (1), fo1(t) € L*(Hyq, (b, 0)),

Y, _ a2 1 1
A “uy (b)) = WA #uy4(a), uy1(a) € Ker(—By) /2 ,up,(b) € Ker(B,) /2

Biougo(t) = Augo(t) + fio(t), Uy (t), f10(t) € L? (H10; (—oo, a))

Baouzo(t) = Auye(t) + f10(t), Uz (1), f20(t) € L? (Hzo; (b, 00))

olur. Bu durumda, A, # 0 veya A, € g.(B1g) U 0.(B5o) oldugunda bu problemin bir

¢Oziimii yoktur. Ayrica, Teorem 2.3.1.1. ve sinir deger kosullarindan dolay1 genel ¢6ziim

a
uy1(t) = euiAIll(t_a)ﬁ - j e‘Afll(Bl—ili)(t_s)AIff11(S)ds. t<a, f1 € Hyq,
t

t
Uy (t) = emiAgll(t_b)fz - f e_Afll(Bz—ili)(t_s)AEff21(S)dS, t>b, f2 € Hyy
b

seklindedir. Diger taraftan, $ uzayindaki Ayif, € Ker(Byy),k = 1,2 igin

f(t) = (e(1+i/1i)AI%(t—a) fr, e (—1+iA)Az] (t-b) fz*)

fonksiyonu vardir oyle ki

a
w1 (6) = euiAhl(t—a)fl _ feiliAIll(t—a)eAI%(S—a)Ahlfl*ds
t

eiliAhl(t—a)fl + eidiAri (t-a) (eAI%(t—a) _ ])fl* ) t<a,fi, €Hy,
L

t
Uy, () = eiAiA71 (t=b) £ + J eihiAz1 (t=b) g —Az1 (s-b) AsLfrds
b

oAz (=D f Ilifz i (D) (o= ATI(t=D) _ [)fx £ > b, f, € Hy

esitlikleri saglanir. Ayrica, u(t) = (ull(t) ,u21(t)) € D(Ly ) olmasi igin gerek ve yeter
kosul
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fi=h, 7 =—f
ve
1 1
Az/zfz* — WA]_/Zf]_*

esitliklerinin saglanmasidir. @ € C\ {1} i¢in bu sonuctan dolay1, k = 1,2 i¢in, Axifs €
Ker(By,) oldugunda

£, = (e(lmi)AI%(t—a) £, qe(~1ti)Az1 (t-b) )

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, L,,u(t) = id;u(t) + f,(t) denkleminin ¢6ziimii yoktur. Bu

da ispat1 tamamlar.



3. SONUCLAR

1. Sonlu araliktaki vektor fonksiyonlarinin olusturdugu Hilbert uzayindaki birinci
mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi tarafindan tanimlanan
minimal operatdr smiflarinin formal normal olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
arastirilmistir. Ayrica, minimal operatorlerin formal normal olmasi durumunda tiim
normal genislemeleri siir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu normal
genislemelerin evoliisyon operatorii araciligiyla spektrum kiimesi belirlenmistir.

2. Sonlu araliktaki vektor fonksiyonlarinin olusturdugu Hilbert uzayindaki birinci
mertebeden lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi tarafindan tanimlanan
minimal operatdr siniflarinin hiponormal olmasi icin gerek ve yeter sartlar
arastirilmistir.  Ayrica hiponormal olan minimal operatorlerin tim maksimal
hiponormal genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu maksimal
hiponormal genislemelerin evoliisyon operatorii araciligiyla spektrum kiimesi
belirlenmistir.

3. Birinci mertebeden singiiler lineer dejenere diferensiyel operator ifadesi tarafindan
tanimlanan minimal operatdr siniflarinin formal normal olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar arastirilmistir. Ayrica formal normal olan minimal operatorlerin tiim normal
genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu normal genislemelerin
evoliisyon operatorii araciligiyla spektrum kiimesi belirlenmistir.

Bu bulgular ti¢ farkli uluslararasi sempozyumda (Yilmaz ve Sertbas, 2019; Sertbas
ve Yilmaz, 2018 ve 2019) sozlii olarak sunulmus ve biri tam metin olarak
basilmistir. Ayrica edinilen sonuglar iki farkli makale olarak (Yilmaz ve Sertbas,
2022; Sertbas ve Yilmaz, 2019) basilmustir.



4,ONERILER

Diferensiyel denklemler ve diferensiyel denklem sistemleri i¢in smir deger
problemleri teorisindeki bazi problemlerin ¢6ziimlerinin arastirilmasinda tezde
alinan sonugclar kolaylik saglayabilir.

Sonsuz veya sonlu aralik lizerinde tanimli vektor fonksiyonlarin Hilbert uzayida
siirli veya sinirli olmayan sabit veya degisken dejenere operator katsayili ikinci
mertebeden diferensiyel ifadelerin dogurdugu minimal operatoriin  tim
genislemelerin genel gosterimi arastirilabilir. Ayrica bu genislemelerin spektral
analizi de incelenebilir.

Singiiler durumlarda ¢6ziimii daha zor olan problemler serisinden olan bu
problemler kendi basina serbest bir inceleme alan1 olarak goriilebilir.

Bu tezde alinan sonuglarin yeni uygulama alanlari fiziksel ve tekniksel modellerde

aranabilir.
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