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ÖZET 

BİRİNCİ MERTEBEDEN BİR SINIF DEJENERE DİFERANSİYEL OPERATÖRLER VE 

BAZI SPEKTRAL PROBLEMLERİ 

 

Fatih YILMAZ 

 

Karadeniz Teknik Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Meltem SERTBAŞ 

2023, 81 Sayfa 

 

Bu çalışmada, reel sayılar kümesinin sınırlı bir alt aralığı üzerinde tanımlı, ayrılabilir 

Hilbert uzay değerli vektör fonksiyonların Hilbert uzayı üzerinde verilen birinci mertebeden 

lineer özeşlenik operatör katsayılı iki terimli dejenere lineer diferensiyel ifadenin ürettiği 

formal normal olan minimal operatörün bütün normal genişlemelerinin sınır değerleri 

dilinde ifadesinin genel gösterimi verilmiştir. Benzer şekilde, Hilbert uzayının sonlu boyutlu 

olması durumunda verilen dejenere lineer diferensiyel ifadenin ürettiği hiponormal olan 

minimal operatörün bütün maksimal hiponormal genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade 

edilmiştir. Ayrıca yukarıdakilerden farklı olarak birinci mertebeden singüler lineer dejenere 

diferensiyel ifadenin ürettiği formal normal olan minimal operatörün bütün normal 

genişlemelerinin sınır değerleri dilinde ifadesinin gösterimi araştırılmıştır. 

Ek olarak, yukarıda bahsedilen bu üç durum için sınır değer koşulları ile verilen bu 

genişlemelerin bazı spektrum problemleri ele alınmıştır.  

 

 

Anahtar Kelimeler: Formal Normal Operatör, Normal Operatör, Hiponormal Operatör,  

Normal Genişleme, Spektrum 
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A CLASS OF FİRST ORDER DEGENERATE DİFFERENTİAL OPERATORS AND 

SOME THEİR SPECTRAL PROBLEMS 
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Mathematics Graduate Program 

Supervisor: Doç. Dr. Meltem SERTBAŞ 
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In this study, the general representation of all normal extensions of a formally normal 

minimal operator generated by a degenerate linear differential operator expression for first 

order, with linear selfadjoint operator coefficients, in the Hilbert space of vector functions 

on a finite interval is investigated in terms of boundary values. Similarly, if the Hilbert space 

is finite, all maximal hyponormal extensions of the hyponormal minimal operator produced 

by the given degenerate linear differential expression are expressed in the terms of boundary 

values. In addition, unlike the above, the representation of all normal extensions of the 

formal normal minimal operator produced by the singular degenerate linear differential 

expression for first order has been investigated in terms of boundary values. 

In addition, some spectrum problems of these extensions given with boundary value 

conditions for these three cases mentioned above are analyzed. 

 

 

Key Words:  Formally Normal Operator, Normal Operator, Hiponormal Operator, Normal 

Extension, Spectrum 
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SEMBOLLER DİZİNİ 

 

                       :  Doğal sayılar kümesi 

                       :  Tam sayılar kümesi  

                       :  Reel sayılar kümesi 

                       :  Kompleks sayılar kümesi 

 ( )                :    operatörünün tanım kümesi 

 ( )                :    operatörünün görüntü  kümesi 

                        :  Birim Operatör 

 ( )               :     lineer normlu uzayında tanımlı lineer sınırlı operatörler uzayı 

  (   )          :    aralığından   Hilbert uzayına tanımlı Lebesgue ölçülebilir vektör 

                          fonksiyonlarının Hilbert uzayı 

  ( )               :    operatörünün rezolvent operatörü 

 ( )                 :    operatörünün rezolvent kümesi 

 ( )                 :    operatörünün spektrum kümesi 

  ( )               :    operatörünün ayrık spektrum kümesi 

  ( )               :    operatörünün kalan spektrum kümesi 

   ( )              :    operatörünün sürekli spektrum kümesi 

                    :    operatörünün çekirdeği 

                   :    uzayının boyutu 

⊕    : Direkt toplam 

                        : İspat Sonu



 

 

 

1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Hilbert uzayında tanımlı, sınırsız formal normal operatörlerin normal genişlemeleri 

ile ilgili ilk sonuçlar Kilpi  (1953; 1957; 1963) ve Davis (1955) tarafından yapılan 

çalışmalara atfedilebilir. Bundan başka, Coddington (1973), Biriuk ve Coddington (1964), 

Stochel ve Szafraniec‟de (1985; 1989; 1989) çalışmalarında genel teoriyi genişletip 

ilerletmişlerdir.  

Daha sonra vektör fonksiyonlarının Hilbert uzayında tanımlı birinci mertebeden 

 ( )    ( )   ( ) ( )                                                                                               (     )  

lineer diferensiyel ifadesi tarafından tanımlanan minimal operatörün normal 

genişlemelerinin varlığı hakkında bazı ek koşullar karşılaması gerektiği belirtilip bu 

normal genişlemelerin spektrum özellikleri İsmailov (1992), İsmailov (2003), İsmailov 

(2006) çalışmalarında incelenmiştir.  Bu çalışmalardan İsmailov (1992) çalışmasında  ( ) 

sınırlı sabit normal operatör olarak kabul edilirken, İsmailov (2003) çalışmasında  ( ) 

sınırlı normal operatör, İsmailov (2006) çalışmasında ise  ( )    lineer sınırsız sabit 

operatör ve           ve      olarak kabul edilmiştir. Ayrıca, Maksudov ve 

İsmailov (1996) çalışmalarında (     ) yerine,   operatörü   Hilbert uzayı üzerinde lineer 

sınırsız normal operatör ve           olmak üzere, 

 ( )     ( )    ( )                                                                                                 (     )  

birinci mertebeden lineer diferensiyel ifadesi ile çalışmışlar ve benzer sonuçlar elde 

etmişlerdir. Bunlardan başka, Karatash ve İsmailov (2000) ise çalışmalarında   ayrılabilir 

Hilbert uzay, her   ,   - için  ( )  ( ) operatörleri   uzayı üzerinde birer lineer sınırlı 

özeşlenik operatör,  ( ) güçlü diferensiyellenebilir,  ( )    ve  ( ) güçlü sürekli olmak 

üzere,       için,   (  (   )) Hilbert uzayında tanımlı birinci mertebeden 

 ( )   ( )  ( )   ( ) ( )
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lineer diferensiyel operatör ifadesi tarafından doğrulan minimal operatörün normal 

genişlemeleri için gerekli koşulları sınır değerleri dilinden ifade etmişler ve bu 

genişlemelerin spektrum kümesini vermişlerdir.  

Son olarak, İsmailov ve Erol‟un (2012) çalışmasında   ayrılabilir Hilbert uzay ve 

 ( ) operatörü   uzayı üzerinde bir lineer sınırlı ve güçlü sürekli özeşlenik fonksiyon 

operatörü olmak üzere,   (  (   ))           Hilbert uzayında tanımlı birinci 

mertebeden 

 ( )    ( )   ( ) ( )  

lineer diferensiyel operatör ifadesi tarafından doğrulan minimal operatörün formal normal 

operatör olması için gerek ve yeter koşul verilmiş, formal normal olan bu minimal 

operatörün normal genişlemeleri için gerekli koşulları sınır değerleri dilinden ifade 

etmişler ve bu genişlemelerin spektrum kümesini araştırmışlardır. 

  Hilbert uzayı üzerinde tanımlı   operatörü lineer sınırlı ve   operatörü ise yoğun 

tanımlı kapalı birer lineer operatörler olmak üzere 

 ( )    
      

                                                                                                                         (     )  

başlangıç değerli birinci mertebeden lineer operatör katsayılı diferensiyel denklemi göz 

önüne alınsın. Bu diferensiyel denklem, eğer     var ise kolaylıkla 

 ( )    
        

                                                                                                                     (     )  

indirgenebilir. İşte bu (     ) probleminin teorik kısmı yukarıda bahsedilenlerden dışında 

(Daleckii ve Krein, 1974; Gokhberg ve Krein, 1965; Krein, 1963; Krein ve Khazan, 1990) 

tarafından çalışılmış ve çeşitli uygulamaları da gösterilmiştir (Balakrishman, 1976; Henry, 

1981; Lions, 1960; Temam, 1979).  

(     ) lineer diferensiyel denklemindeki   operatörünün terslenebilir olmadığı 

durumlar (yani      * +) için birinci mertebeden operatör katsayılı lineer dejenere 

diferensiyel denklem ifadesi kullanılmıştır. Showalter (1963) klasik olmayan matematiksel 

fizik denklemleri için, (     ) başlangıç değer problemlerinin çözümünün ilk sonuçlarını 
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elde etmiştir. Bu çalışmada,   lineer operatörünü özeşlenik operatör olarak kabul edilmiş 

ve 

 ( ( )    )                                                                                                            (     )  

başlangıç değeri ile çalışmıştır. Daha sonra bu konuda Carroll ve Showalter (1976) ve 

Showalter (1977) tarafından da çalışmalar yapılmış ve bazı sonuçlar elde edilmiştir. Daha 

sonra, Banach uzayındaki dejenere Cauchy problem teorisi üzerine bir çok yazarın 

çalışmaları vardır (Favini ve Yagi, 1999; Sviridyuk ve Federov, 2003; Sauer, 1982;  Sauer 

ve Singleton, 1987; Barbu ve Favini, 1997). Ayrıca, bu problem matematiksel fizik ve 

uygulamalı bilimlerde uygulamalara sahiptir. Örneğin, DNA moleküllerinin uzunlamasına 

salınımlarının analizinde problemin uygulaması mevcuttur (Chen ve Zhang, 2004).  

Bu tez iki ana başlıktan oluşmaktadır. Genel Bilgiler kısmında tezin asıl içeriği olan 

Yapılan Çalışmalar kısmı için gerekli olacak tüm tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

Yapılan Çalışmalar kısmı ise de üç alt başlıkta toplanmıştır.  

Birinci kısımda,   ile ayrılabilir Hilbert uzay,  ( ) ile   Hilbert uzayındaki lineer 

sınırlı operatörlerin uzayı ve   (  (   )) ile de sonlu (   ) aralığından   ayrılabilir 

Hilbert uzayına tanımlı vektör fonksiyonlarının Hilbert uzayı olarak gösterildi ve 

  (  (   )) uzayında birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi,  

 ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                                      (     )  

olarak ele alındı. Bu ifadede,       operatörü      * + olan ve görüntü kümesi 

kapalı bir pozitif özeşlenik operatör ve  ( ) ,   -   ( ) ise bir güçlü sürekli ve 

özeşlenik operatör fonksiyonudur. İlk olarak bu birinci mertebeden lineer dejenere 

diferensiyel operatör ifadesi tarafından tanımlanan minimal operatörün formal normal 

olması için gerek ve yeter şartlar verildi ve daha sonra formal normal olan minimal 

operatörlerin tüm normal genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade edildi. Ayrıca bu 

normal genişlemelerin spektrum kümesi belirlendi.  

 İkinci kısımda ise ilk kısımdan farklı olarak   Hilbert uzayı sonlu boyutlu ve 

       olarak alındı.          özeşlenik pozitif operatör için           

     ve  ( )  ,   -   ( ) bir güçlü sürekli öz-eşlenik operatör fonksiyonu olarak 
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seçilip,   (  (   )) uzayında bir birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör 

ifadesi 

 ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                                        (     )  

ile tanımlanan minimal operatörün hiponormal olması için gerek ve yeter şartlar verildi ve 

hiponormal olan minimal operatörlerin tüm maksimal hiponormal genişlemeleri sınır 

değerleri dilinde ifade edildi. Ayrıca bu maksimal hiponormal genişlemelerin spektrum 

problemi incelendi. 

Üçüncü ve son kısımda ise    ve     birer ayrılabilir kompleks Hilbert uzaylar 

olmak üzere   

  (   (    )) ⊕   (   (    ))             

Hilbert uzayı üzerinde,                   operatörleri kapalı görüntü kümesine sahip 

olup       * +      (  )      (  )    olan lineer sınırlı pozitif özeşlenik 

operatörler ve                  ise lineer sınırlı özeşlenik operatörler olup 

(  )       olmak üzere,  

 ( ( ))  {
(    ( ))

 
     ( )    

(    ( ))
 
     ( )    

                                                                    (     ) 

lineer dejenere diferensiyel ifadesi ele alındı. Bu birinci mertebeden singüler lineer 

dejenere diferensiyel operatör ifadesi tarafından tanımlanan minimal operatörün formal 

normal olması için gerek ve yeter şartlar araştırıldı. Ayrıca formal normal olan minimal 

operatörlerin tüm normal genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifadesi verildi ve bu normal 

genişlemelerin spektrum kümesi belirlendi. 
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1.2. Lineer Uzaylar ve Metrik Uzaylar 

 

Tanım 1.2.1 (Lineer (vektör) Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)):     bir küme ve 

  (         ) bir cisim olmak üzere, toplama ve çarpma işlemleri denilen işlemler 

               (   )                    

                           (   )                            

dönüşümleri ile tanımlansın. O halde, her          ve her        için, 

(a)         

(b)   (   )  (   )    

(c)       eşitliğini sağlayan yalnız bir     elemanı vardır. 

(d)   (  )    eşitliğini sağlayan yalnız bir      elemanı vardır. 

(e)       

(f)   (   )  (   )    

(g)   (   )          

(h) (   )            

koşulları sağlanıyor ise   kümesine   cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı) denir.  

Tanım 1.2.2 (Lineer (Vektör) Alt Uzay (Rynne ve Youngson, 2008):   bir vektör uzay 

ve    ,     olsun.   vektör uzayı üzerinde tanımlı olan cebirsel işlemlere göre eğer 

  kümesi kendi başına bir vektör uzay oluşturuyorsa   kümesine   vektör uzayının bir alt 

uzayıdır denir.  

  alt kümesinin vektör altuzay olduğunu anlamak için        ve        için 

         olması yeterlidir (altuzay testi). 

 

Tanım 1.2.3 (Rynne ve Youngson, 2008):   bir vektör uzayı,   *             +  

          sonlu bir küme ve     boştan farklı keyfi bir küme olsun. Keyfi 

               skalerleri için, 

                          

yazımına   nin elemanlarının bir lineer kombinasyonu denir. Eğer,  
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eşitliği ancak ve ancak 

             

olması halinde gerçekleniyorsa   *             + kümesine lineer bağımsız, aksi 

halde lineer bağımlı denir. 

   kümesinin her sonlu alt kümesi lineer bağımsız ise   kümesine lineer bağımsız, 

aksi halde   kümesine lineer bağımlı denir. M kümesinin tüm sonlu alt kümelerinin tüm 

lineer kombinasyonlarının oluşturduğu kümeye   kümesinin üreticisi adı verilir ve 

      simgesi ile gösterilir. 

Eğer   lineer bağımsız ve         ise   ya   vektör uzayının bir bazı denir. 

Eğer   vektör uzayının sonlu bir bazı var ise bu bazın eleman sayısına   vektör uzayının 

boyutu denir ve      ile gösterilir.   vektör uzayının sonlu bir bazı yok ise   vektör 

uzayına sonsuz boyutludur denir.   

Tanım 1.2.4 (Metrik Uzay (Bachman ve Narici, 1966)):    boştan farklı bir küme ve her 

        için, 

(1)  (   )    ve  (   )    ancak ve ancak    , 

(2)  (   )   (   )  

(3)  (     )   (   )   (   ) , 

koşullarını sağlayan 

         

(   )   (   ) 

fonksiyonu var ise bu   fonksiyonuna bir metrik ve (   ) ikilisine de bir metrik uzay 

denir. 

Örnek 1.2.5:     ifadesi ile terimleri kompleks sayılardan oluşan tüm sınırlı dizilerin 

kümesi gösterilsin. Burada,       ise             ve     olmak üzere 

  (        ) 
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veya kısaca 

  (  ) 

ile gösterilir öyle ki her      için 

|  |     

olacak şekilde   bağlı fakat   indisine bağlı olmayan bir     reel sayısı vardır. O halde, her 

  (  )   (  )       için 

  (   )     
   
|     | 

olarak tanımlanan fonksiyon bir metriktir. 

Tanım 1.2.6 (Ayrılabilir Metrik Uzay ((Rynne ve Youngson, 2008)): Sayılabilir yoğun 

alt kümesi var olan (   ) metrik uzayına bir ayrılabilir metrik uzaydır denir. 

 

 

1.3. Normlu Vektör Uzayları 

 

Tanım 1.3.1 (Normlu Vektör Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)):  ,   üzerinde tanımlı 

bir vektör uzay olmak üzere, her        ve keyfi     için, 

(1) ‖ ‖    , 

(2) ‖ ‖    için gerek ve yeter şart     , 

(3) ‖  ‖  | |‖ ‖ , 

(4) ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ (Üçgen Eşitsizliği) 

koşullarını sağlayan ‖ ‖       fonksiyonuna bir norm ve üzerinde norm tanımlanan   

vektör uzayına bir normlu vektör uzayı denir. Ayrıca ‖ ‖    eşitliğini sağlayan     

vektörüne birim vektör denir. 

Örnek 1.3.2:    ifadesi ile terimleri kompleks sayılardan oluşan tüm sınırlı dizilerin 

kümesi gösterilsin. Burada,      ise            ve     olmak üzere 



8 

 

 

 

  (        ) 

veya kısaca 

  (  ) 

ile gösterilir öyle ki her      için 

|  |     

olacak şekilde   bağlı fakat   indisine bağlı olmayan bir     reel sayısı vardır. O halde, her 

  (  )     için 

‖ ‖     
   
|  | 

olarak tanımlanan fonksiyon bir norm olur.  

Gerçekten de, her   (  )   (  )    ve keyfi     için, 

1) ‖ ‖        |  |    

2) ‖ ‖        |  |    eşitliğinin sağlanabilmesi gerek ve yeter şart her 

    için |  |                   olmalıdır       olur.  

3) ‖ ‖        |   |  | |       |  |  | |‖ ‖  

4) ‖   ‖        |     |        |  |        |  |  ‖ ‖  ‖ ‖ . 

Önerme 1.3.3 (Rynne ve Youngson, 2008):   bir lineer (vektör) uzayı ve bu uzay 

üzerinde tanımlı bir norm ‖ ‖ olsun. O halde,  

        

 (   )  ‖   ‖ 

olarak verilen fonksiyon bir metriktir ve (   ) bir metrik uzaydır, ayrıca özel olarak bu 

metriği, ‖ ‖ normu tarafından doğurulmuş metrik uzay olarak adlandırılır.  

Tanım 1.3.4 (Yakınsak Dizi (Rynne ve Youngson, 2008)): (  ‖ ‖ ) normlu uzay, 

(  )    bir dizi olsun. O halde, eğer     için,  

   
   

‖    ‖    
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ise, (  )    dizisi ‖ ‖  normuna göre     elemanına yakınsıyor denir ve  

    
‖ ‖ 
   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

    

ya da  

   
   

     

notasyonlarından biri ile gösterilir. 

Tanım 1.3.5 (Cauchy Dizisi (Rynne ve Youngson, 2008)): (  ‖ ‖ ) normlu uzay, 

(  )    bir dizi olsun. Her     ve         doğal sayıları için ‖     ‖    

olacak şekilde bir       sayısı bulunabilir ise (  )    dizisine (  ‖ ‖ ) normlu 

uzayında bir Cauchy Dizisi denir. 

Tanım 1.3.6 (Tam Uzay (Rynne ve Youngson, 2008)): Eğer bir normlu uzayda her 

Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakınsak ise bu uzaya tam uzay denir. 

Tanım 1.3.7 (Banach uzayı, (Rynne ve Youngson, 2008)): Eğer normlu uzay bir tam 

uzay ise bu normlu uzaya bir Banach uzayı denir. 

Örnek 1.3.8 (Rynne ve Youngson, 2008):  

   *  (  )           |  |                            + 

uzayı üzerinde 

‖ ‖     
   
|  | 

Normu tanımlansın. O halde,    uzayı ‖ ‖  normuna göre bir Banach uzayıdır. 

 Gerçekten, ( ( ))
   

 
 dizisi    uzayında bir Cauchy dizisi olsun. Buradan, her 

    ve                       için, 

‖ ( )   ( )‖
 
   

olup 

|  
( )    

( )|     
   
|  
( )    

( )|  ‖ ( )   ( )‖
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olur. Böylece her         için 2  
( )
3 skalerlerin dizisi   de bir Cauchy dizisidir ve her 

  
( )    ve   tam normlu uzay olduğundan, 

      
   

  
( )

 

olacak şekilde      sayısı vardır.   (          ) elemanı için  

‖ ( )   ‖
  
    

   
|  
( )    |

   
→     

olduğu açıktır. Ayrıca,   (  ) için    
( )  ( ( )   )     olduğu rahatlıkla 

görülür. Sonuç olarak    Banach uzayıdır.  

 

1.4. İç Çarpım ve Hilbert Uzayları 

 

Tanım 1.4.1 (İç Çarpım Uzayı (Rynne ve Youngson, 2008)):   ,   (    ya da    ) 

cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer (    )          fonksiyonu her          ve 

       için, 

(a) (   )    ve (   )   ; 

(b) (   )    olması için gerek ve yeter şart     olmasıdır;  

(c) (       )  (    )  (    )   (   )   (   ) ; 

(d) (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

şartlarını sağlıyor ise bu fonksiyona   üzerinde bir iç çarpım ve (  (    )) ikilisine de bir iç 

çarpım uzayı denir. 

Örnek 1.4.2 (Gohberg vb., 2003):        (   ) ve   (   ) için  

(   )  (   )  ∫ ( ) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

   

şeklinde bir dönüşüm tanımlansın.   (   ) lineer uzayı üzerinde tanımlanan bu dönüşüm 

bir iç çarpım belirtir.  

Gerçekten, her         (   ) ve her   (   ) için 
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a)   

(   )  (   )  ∫ ( ) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

    ∫ | ( )| 
 

 

       

Eğer,  

(   )  (   )  ∫ ( ) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

    ∫ | ( )| 
 

 

     

ise   h.h.y. için | ( )|    olduğu görülür.  

 Tersine, eğer  ( )    ise 

(   )  (   )   ∫ | ( )|
 

 

 

   ∫ 

 

 

     

olup (   )  (   )    eşitliğine ulaşılır. 

b)    

(   )  (   )  ∫ ( ) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

   ∫ ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  ( )

 

 

  

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 ∫ ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

  

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  (   )    

c)   

(    )  (   )  ∫  ( ) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

    ∫ ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

    (   )  (   )    

d)   

(     )  (   )  ∫( ( )   ( )) ( )
̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

   ∫( ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ )

 

 

  

 ∫ ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

   ∫ ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

   (   )  (   )  (   )  (   ) 

 

Tanım 1.4.3 (Kreyszig, 1978):   bir iç çarpım uzayı olmak üzere, 
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(   )    

eşitliğini sağlayan       için   ve   diktir denir ve     ile gösterilir. Benzer şekilde, 

    ve     olmak üzere her     için     oluyorsa     , her         

için     ise,       şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.4.4 (Rynne ve Youngson, 2008): (   (    )) bir iç çarpım uzayı üzerinde, 

‖ ‖  (   )
 
                 

olacak şekilde tanımlanan ‖ ‖ normuna iç çarpımın ürettiği norm denir. 

Tanım 1.4.5 (Rynne ve Youngson, 2008): (   (    )) iç çarpım uzayı, bu uzay üzerinde 

‖ ‖  (   )
 
           

olarak tanımlanan iç çarpımın ürettiği norma göre tam uzay ise bu iç çarpım uzayına bir 

Hilbert uzayıdır denir. 

Örnek 1.4.6 (Rynne ve Youngson, 2008):  

   {(  )            ∑|  |
 

 

   

  } 

üzerinde tanımlı,  

(   )             

 (   )    ∑    ̅̅ ̅

 

   

    (  )    (  )       

fonksiyonu bir iç çarpım fonksiyonudur.     uzayı bu iç çarpımın ürettiği 

‖ ‖   (   )
 
 ⁄  (∑|  |

 

 

   

)

 
 ⁄

     (  )     

normuna göre bir Hilbert uzayıdır. 
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1.5. Operatörler Teorisinin Temel Kavramları 

 

Tanım 1.5.1 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   boş olmayan birer küme olmak üzere 

    olsun.   kümesinin her elemanını   kümesinin bir elemanına karşılık götüren bir 

kurala   den   ye bir operatör veya dönüşüm denir.   operatörünün     elemanına 

karşılık getirdiği     elemanı  ( )    veya      şeklinde ifade edilir.  Sonuç olarak 

her      elemanını   nin bir elemanına getiren operatör  

              

ile gösterilir. Buradaki   kümesine   operatörünün tanım kümesi denir ve  ( ) ile 

gösterilir. Ayrıca, 

 ( )  *              ( )+ 

olarak   operatörünün görüntü kümesi tanımlanır. Burada dikkat edilirse,  ( )    veya 

 ( )    olmak zorunda değildir. 

Tanım 1.5.2 (Rynne ve Youngson, 2008):   cismi üzerinde   ve    iki vektör uzay, 

 ( )    ve    ( )        bir operatör olmak üzere, eğer her       ( ) ve 

       için, 

 (     )    ( )    ( ) 

eşitliği sağlanıyor ise    operatörüne bir lineer operatördür denir.  

Tanım 1.5.3 (Rynne ve Youngson, 2008):   lineer uzayı üzerinde her     için,  

                      

olarak tanımlanan operatöre birim operatör denir. 

 

Tanım 1.5.4 (Rynne ve Youngson, 2008):   bir lineer uzay üzerinde her     için, 

                    

olarak tanımlanan operatöre sıfır operatörü denir.  
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Örnek 1.5.5 (Rynne ve Youngson, 2008):  

   {  (  )          
   
|  |   } 

Ve 

   {  (  )       ∑|  |

 

   

  } 

 olmak üzere (  )     ve   (  )     için, 

            

   ∑    

 

   

 

şeklinde iyi tanımlanan operatör lineerdir. Gerçekten,   (  )    (  )      ve 

       olmak üzere, 

 (     )     
    

∑  (       )

 

   

    
    

∑(           )

 

   

    
    

(∑     

 

   

 ∑     

 

   

)      
   

∑    

 

   

     
   

∑    

 

   

         

olur. 

Tanım 1.5.6 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve V iki normlu lineer uzay ve  ( ),   

uzayının bir lineer alt uzayı olsun.  

   ( )        

olacak şekilde bir   lineer operatörü tanımlansın ve     ( ) seçilsin. Her     ve her 

   ( ) için ‖    ‖    olduğunda ‖      ‖    eşitsizliğini sağlayan öyle bir 

    sayısı var ise   lineer operatörüne      noktasında süreklidir denir. Ayrıca,  ( ) 

alt uzayının her noktasında sürekli olan   operatörüne de sürekli operatör denir. 
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Tanım 1.5.7 (Sınırlı Operatör (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   iki normlu lineer 

uzay olmak üzere       bir lineer operatör tanımlansın. Her     için,  

‖  ‖   ‖ ‖ 

koşulunu sağlayan      var ise   lineer operatörüne sınırlıdır denir ve   den   ye 

tanımlanan tüm sınırlı lineer operatörler kümesi  (   ) ile gösterilir. Özel olarak     

ise  (   ) yerine  ( ) yazılır. 

Önerme 1.5.8 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   iki normlu lineer uzay ve       

bir lineer operatör olsun. O halde aşağıdakiler birbirine denktirler. 

(a)   lineer operatörü düzgün süreklidir. 

(b)   lineer operatörü süreklidir. 

(c)   lineer operatörü,     noktasında süreklidir. 

(d)       eşitsizliğini sağlayan her     için ‖  ‖    olacak şekilde      

vardır. 

(e) Her     için,  ‖  ‖   ‖ ‖ koşulunu sağlayan      vardır. 

Örnek 1.5.9 (Rynne ve Youngson, 2008):        için,  

  ,   -  ,   -    

sürekli ve  

     *| (   )| (   )  ,   -  ,   -+     

olsun.  

a)    ,   - için,  

 ( )  ∫ (   ) ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlanan   ,   -    operatörü  ,   - nın elemanıdır. 

b)    ,   -   ,   - operatörü, 
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( ( ))( )   ( )  ∫ (   ) ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlansın. O halde,    ( ,   -) ve 

‖ ( )‖   (   )‖ ‖  

olur. Gerçekten, Varsayılsın ki     ve   ,   - olsun. Ayrıca     (   )    ,   - 

olacak şekilde     ,   - fonksiyonu tanımlansın. ,   -  ,   - karesi    nin kompakt 

bir alt kümesi olduğundan   fonksiyonu düzgün süreklidir. Dolayısıyla her   ,   - için 

|    |    olduğunda |  ( )     ( )|    olan     sayısı vardır. Buradan devam 

edilirse,  

| ( )   (  )|  ∫| (   )   (    )|| ( )|  

 

 

  (   )‖ ‖  

olacağından   süreklidir. Şimdi, her   ,   - için,  

|( ( ))( )|  ∫| (   ) ( )|  

 

 

 ∫ ‖ ‖   

 

 

  (   )‖ ‖  

olacağından,  

‖ ( )‖   (   )‖ ‖  

 olur ki    ( ,   -) olduğu görülür. 

Örnek 1.5.10 (Rynne ve Youngson, 2008): Tüm polinom tipli fonksiyonları içeren 

  ,   - ın lineer alt uzayını   ile gösterelim. Her     için    ile   nin türevi gösterilmek 

üzere,       lineer operatörü, 

 ( )     

olarak tanımlanırsa bu   lineer operatörü sürekli değildir. Gerçekten de,           

polinomları   ( )   
  olarak tanımlansın. O halde, 

‖  ‖     *|  ( )|   ,   -+    

olmasına rağmen her     için,  
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‖ (  )‖  ‖  
 ‖     *|  

 ( )|   ,   -+     *|      |    ,   -+    

olduğundan, her     için ‖  ‖   ‖ ‖ olacak şekilde     sayısı bulunamaz. 

Dolayısıyla   operatörü sınırsız bir operatördür.  

Tanım 1.5.11 (Rynne ve Youngson, 2008):   herhangi bir vektör uzayı olmak üzere, 

     koşulunu sağlayan         lineer operatörüne bir izdüşüm operatörü denir. 

Örnek 1.5.12:      üzerinde,  

                      .
  
  

/ 

olarak tanımlanan   operatörünün bir iz düşüm operatörü olduğu her   .
  
  
/      için, 

     (  )  .
  
  

/ .
  
  

/ .
  
  
/  .

  
  

/ (
 
  
)  (

 
  
)  .

  
  

/ .
  
  
/     

eşitliğinden rahatlıkla görülür. 

Tanım 1.5.13 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   normlu uzay olsun. O halde,   

     sınırlı operatörü için, 

‖ ‖      *‖  ‖       ‖ ‖   +     *   ‖  ‖   ‖ ‖         + 

olarak tanımlanan, ‖ ‖  (   )     normuna   sınırlı operatörünün normu denir.  

Örnek 1.5.14:  

   ,   -  * |  ,   -   ve   sürekli+ 

üzerinde  

‖ ‖     
  ,   -

| ( )| 

normu tanımlanmak üzere, her     ,   - için, 

  ( )  ∫ ( )

 

 

   

olacak şekilde bir dönüşüm verilsin. O halde, her     ,   - için, 
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|  ( )|  |∫ ( )

 

 

  |  ∫| ( )|

 

 

   ∫‖ ‖ 

 

 

   ‖ ‖  

eşitsizliğinden   lineer operatörünün sınırlı olduğu görülüp ‖ ‖    sonucuna ulaşılır. 

Üstelik   fonksiyonu, 

 ( )           ,   - 

olacak şeklindeki sabit fonksiyon seçilirse,  

‖ ‖    

olup,  

|  ( )|  |∫ ( )

 

 

  |    

sonucuna ulaşılır. Bu ise    ‖ ‖ eşitsizliğini verir ki  ‖ ‖    olduğu açıkça görülür.  

Teorem 1.5.15 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   iki normlu uzay olsun.   normlu 

uzaydan   normlu uzay üzerine tanımlı tüm lineer sınırlı operatörlerin oluşturduğu 

 (   ) lineer uzayı ‖ ‖ operatör normu altında bir normlu uzaydır.  

Tanım 1.5.16 (Kreyszig, 1978):    ve   iki normlu uzay ve  ( ) ise   uzayının bir lineer 

alt uzayı olmak üzere, 

   ( )       

bir lineer operatörünün grafiği 

  ( )  *(    )    ( )+       

olarak tanımlanır. İşte bu   operatörünün grafiğinin      normlu uzayında kapalı olması 

durumunda   operatörüne bir kapalı lineer operatör denir.  

Teorem 1.5.17 (Rynne ve Youngson, 2008):   ve   iki normlu uzay ve  ( ),   uzayının 

bir lineer alt uzayı olmak üzere,  

   ( )       
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bir lineer operatör olsun.   lineer operatörünün kapalı operatör olması için gerek ve yeter 

şart her (  )   ( ) için  

   
   

     

ve  

   
   

      

olduğunda    ( ) ve      olmasıdır.  

Tanım 1.5.18 (Kreyszig, 1978):   ve   iki lineer uzay ve  ( ),   uzayının bir lineer alt 

uzayı olmak üzere, 

   ( )       

bir lineer operatör olsun. Eğer her          ( ) için, 

        

eşitliği sağlandığında  

       

eşitliği sağlanıyor ise   operatörüne birebir operatör denir.  

Tanım 1.5.19 (Eşlenik Operatör, (Schmüdgen, 2012)): (    ( ) ) ve (    ( ) ) birer 

Hilbert uzayı ve  ( ),    uzayının bir lineer altuzayı olsun. Yoğun tanımlı bir 

   ( )         

lineer operatör için 

 (  )  *          ( ) için bir      vardır öyle ki (    )  (   ) + 

kümesi için Riesz Teoremi‟nin sonucu olarak      elemanının  (  ) kümesinde olması 

için gerek ve yeter şart   (    )  dönüşümünün ( ( ) ‖ ‖ ) üzerinde bir lineer 

sürekli fonksiyonel olması veya 

|(    ) |    ‖ ‖        ( )  
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 eşitsizliğini sağlayan bir      sayısının var olmasıdır. 

  ( ) kümesi    uzayında yoğun olsun. O halde,  

(    )  (   )         ( ) 

eşitliğini sağlayan      elemanı      tarafından tek türlü tanımlanır. Bundan dolayı, 

      olan    uzayından    uzayının içine iyi tanımlı  
  operatörü mevcuttur.    

operatörünün lineerdir ve bu operatöre   operatörünün eşlenik (adjoint) operatörü denir.  

Örnek 1.5.20:   (  ,   - ‖ ‖ )  Hilbert uzayının bir alt uzayı  

 ( )  *    ,   -   
    ,   -  ( )   ( )+ 

olsun. O halde,  

   ( )    ,   -    ,   - 

       

olarak tanımlanan lineer operatörü için eşlenik operatörü her     ,   - için, 

   ( )     ( ) 

olur. Gerçekten de      operatörünün eşlenik operatörü ve       ,   - için, 

(  ( )  ( ))  ∫  ( ) ( )  

 

 

  ( ) ( )   ( ) ( )  ∫ ( )  ( )  

 

 

  ∫ ( )  ( )  

 

 

 ( ( )   u(t))  

 olduğundan    ( )     ( ) ve  ( )   (  ) olduğu görülür. 

Tanım 1.5.21 (Simetrik Operatör (Schmüdgen, 2012)) :  ( ),   bir Hilbert uzayının 

bir lineer alt uzayı olmak üzere  

   ( )       

bir lineer operatör olsun. Bu durumda, her       ( ) için,  
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(    )  (    )  

eşitliği sağlayan   lineer operatörüne bir simetrik operatör denir.  

Tanım 1.5.22 (Özeşlenik Operatör (Schmüdgen, 2012)):   Hilbert uzayı üzerinde   

simetrik operatörü yoğun tanımlı olsun. O halde,  

     

eşitliği sağlanıyor ise   lineer operatörüne bir özeşlenik operatör denir.  

Örnek 1.5.23 (Rynne ve Youngson, 2008): Keyfi  ( )   ,   - için     (  ,   -) 

operatörü,  

(   )( )   ( ) ( ) 

olarak tanımlansın. O halde eğer    ,   - ise (  )
    ̅ olduğu rahatlıkla görülür. Eğer 

   ,   -  reel değerli ise (  )
     olur. Bu durumda reel değerli     ,   - için    

özeşlenik operatördür.  

Örnek 1.5.24 (Rynne ve Youngson, 2008):      ve                         ̅̅ ̅̅  

    olmak üzere,  

           

  .
      
      

/ 

şeklinde   operatörü tanımlansın.   operatörünün eşleniği  

   (
      ̅̅ ̅̅̅
   ̅̅ ̅̅    

)  .
      
      

/ 

olduğundan      eşitliği elde edilir ki buradan   lineer operatörünün özeşlenik olduğu 

görülür. 

Tanım 1.5.25 (Formal Normal Operatör ve Normal Operatör (Schmüdgen, 2012)):   

kompleks Hilbert uzayı,    operatörü ise   lineer operatörünün eşlenik operatörü olmak 

üzere, 

 ( )   (  ) 
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olan ve  

‖   ‖  ‖  ‖            ( ) 

eşitliğini sağlayan   lineer operatörüne bir formal normal operatör denir. Ayrıca,   lineer 

operatörü formal normal operatör ve  ( )   (  )  ise   lineer operatörü bir normal 

operatördür denir.  

Önerme 1.5.26 (Schmüdgen, 2012):    lineer operatörünün kapalı olması ve  

        

eşitliğinin sağlanması durumunda   lineer operatörü bir normal operatördür. Bunun tersi 

de doğrudur. Yani,   lineer operatörü bir normal operatör ise   lineer operatörü kapalı ve  

        

eşitliği sağlanır. 

Örnek 1.5.27:   (  ,   - ‖ ‖ ) Hilbert uzayının bir altuzayı  

 ( )  *    ,   -    
    ,   -  ( )   ( )+ 

olmak üzere,  

   ( )    ,   -    ,   - 

       

olarak tanımlanana   lineer operatörü bir normal operatördür. Gerçekten,  

   ( )     ( ) 

ve  

 (  )  *    ,   -   
    ,   -  ( )   ( )+ 

olduğu rahatlıkla görülüp,  

 ( )    (  ) 

ve her  ( )    ,   - için, 
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‖  ‖  ,   -  ‖ 
 ‖  ,   -  ‖  

 ‖  ,   -  ‖ 
  ‖  ,   - 

eşitliği sağlanır. Sonuç olarak   lineer operatörü bir normal operatördür. 

Örnek 1.5.28 (Rynne ve Youngson, 2008): Keyfi    ,   - için     (  ,   -) 

operatörü Örnek 1.5.23 deki gibi tanımlansın. Eğer    ,   - ise    normaldir. Gerçekten 

de Örnek 1.5.23 de (  )
    ̅ olduğu görülür. Bundan dolayı, her     ,   - için,  

(  (  )
 )( )    (  ̅ ( ))     ( ̅ )    ̅  

ve 

((  )
   )( )    ̅(  ( ))    ̅ (  )   ̅     ̅  

olup, 

  (  )
  (  )

    

eşitliği bulunur ki buradan    operatörünün normal bir operatör olduğu görülür. 

Tanım 1.5.29 (Hiponormal Operator (Halmos, 1974)):   kompleks Hilbert uzayı,   

operatörü   üzerinde yoğun tanımlı bir operatör olsun. O halde, eğer  ( )   (  ) ve her 

   ( ) için 

‖   ‖  ‖  ‖  

veya denk olarak 

          

oluyorsa   lineer operatörüne hiponormal operatör denir. 

Tanım 1.5.30 (Üniter Operatör (Rynne ve Youngson, 2008)):   bir Hilbert uzayı 

üzerinde tanımlı bir   lineer operatör için,    ile    lineer operatörünün eşlenik operatörü 

gösterilmek üzere, eğer 

          

eşitliği sağlanıyorsa bu   lineer operatörüne bir üniter operatördür denir. 
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Örnek 1.5.31:      ve       | |  | |    olmak üzere,  

         

  .
  

     ̅     ̅
/  

operatörü tanımlansın. O halde,   operatörü üniter operatördür. Gerçekten de   

operatörünün eşlenik operatörü    ( ̅       
 ̅      

) olmak üzere  

    .
  

     ̅     ̅
/ ( ̅       
 ̅      

)  (
| |  | |  

 | |  | | 
)  .

  
  

/ 

    ( ̅       
 ̅      

) .
  

     ̅     ̅
/  (

| |  | |  

 | |  | | 
)  .

  
  

/ 

eşitliklerinden           olduğu görülür ki   operatörü üniterdir. 

Tanım 1.5.32 (İzometri (Bachman ve Narici, 1966)):    ve    birer Hilbert uzayı ve 

         operatörü birebir olsun. Eğer keyfi         için,  

‖   ‖   ‖ (   )‖   

eşitliğini sağlayan bu   lineer operatörüne bir izometri ve bu iki uzaya da izometrik denir.  

Teorem 1.5.33 (Bachman ve Narici, 1966):    ve    birer Hilbert uzayı ve          

bir lineer operatör olsun.    simgesi ile   lineer operatörünün eşlenik operatörü 

gösterilmek üzere,   lineer operatörünün bir izometri olabilmesi için gerek ve yeter koşul, 

      

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Tanım 1.5.34 (Rezolvent Küme (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu lineer 

uzay ve  ,   üzerinde tanımlı lineer operatör olsun.     olmak üzere, eğer  (    ) 

kümesi   de yoğun ve (    )  operatörünün tersi  (    ) kümesinde var ve sınırlı ise 

     sayısı   operatörünün rezolvent kümesine aittir denir ve    ( ) ile gösterilir. 

Tanım 1.5.35 (Sürekli Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu 

lineer uzay ve   operatörü   uzayı üzerinde tanımlı bir lineer operatör olsun.     olmak 



25 

 

 

 

üzere, eğer  (    ) kümesi   de yoğun ve (    )  operatörünün tersi  (    ) 

kümesinde var fakat sınırlı değil ise   sayısı   operatörünün sürekli spektrumuna aittir 

denir ve     ( ) ile gösterilir. 

Tanım 1.5.36 (Kalan Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu lineer 

uzay ve  ,   üzerinde tanımlı lineer operatör,     olmak üzere, eğer  (    ) kümesi 

  de yoğun değil fakat (    )  operatörünün tersi  (    )  kümesinde var (sınırlı ya 

da sınırsız) ise   sayısı   operatörünün kalan spektrumuna aittir denir ve     ( ) ile 

gösterilir. 

Tanım 1.5.37 (Noktasal Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu 

lineer uzay ve  ,   üzerinde tanımlı lineer operatör,     olmak üzere, (    ) 

operatörünün tersi yok ise   sayısı   operatörünün noktasal (ayrık) spektrumuna aittir 

denir ve     ( ) ile gösterilir. 

Tanım 1.5.38 (Özdeğer, Özvektör (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu 

lineer uzay ve  ,   üzerinde tanımlı lineer operatör olsun.     ( ) sayısına   nın 

özdeğeri,  

      

denklemin çözümünü sağlayan         vektörüne ise   lineer operatörünün   

özdeğerine karşılık gelen özvektörü denir. 

Örnek 1.5.39 (Rynne ve Youngson, 2008): Sağa öteleme operatörü  

         

 (          )  (            ) 

olarak tanımlansın. O halde,   ( )   .  

Gerçekten, sıfırdan farklı   *          + için özvektörü için   bir özdeğer 

olsun. O halde,  

 (          )  (            )   (          ) 

olmalıdır. Eğer     ise     olur ki bu   özvektörünün sıfırdan farklı olması ile çelişir. 

Şimdi de     olsun. O halde, 
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olduğundan              olur ki bu yine   özvektörünün sıfırdan farklı olması 

ile çelişir. Sonuç olarak   ( )   . 

Tanım 1.5.40 (Spektrum (Bachman ve Narici, 1966)):   kompleks normlu lineer uzay 

ve  ,   üzerinde tanımlı lineer operatör olmak üzere   ( )    ( )    ( ) kümesine   

nın spektrumu denir ve  ( ) ile gösterilir. 

Örnek 1.5.41 (Schmüdgen, 2012):   kümesi   kompleks sayılar kümesinin boştan farklı 

kapalı bir alt kümesi olsun.   ayrılabilir olduğundan   kümesi de ayrılabilirdir. O halde, 

*      +    sayılabilir ve   de yoğun bir alt küme vardır. Şimdi,  

 ( )  *(  )    ( )| (    )    ( )+ 

tanım kümesi olmak üzere, her (  )    ( ) için 

 (  )  (    ) 

olacak şekilde   ( ) uzayı üzerinde bir   operatörü tanımlansın. Kolay bir şekilde 

 ( )   (  ) ve   (  )  (  ̅  )  olduğu bulunabilir. Buradan,    
   olduğu açıkça 

görülür ki bu   operatörünün kapalı olduğu anlamına gelir. Son olarak da  her    sayısı   

operatörü için bir özdeğer ve  ( )  *      +̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    olduğu rahatlıkla görülür. 

Örnek 1.5.42 (Halmos, 1974): Lineer sınırlı Volterra operatörü,  

     (   )    (   )   

  ( )  ∫ ( )  

 

 

 

olarak tanımlanır. O halde, Volterra operatörünün spektrum kümesi  

 ( )  * + 
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şeklindedir.  

Gerçekten,     için, 

(    )           (   ) 

 spektrum probleminin çözümüne bakılsın. Bunun için de aşağıdaki durumlar sırasıyla 

incelensin. 

(a)            durumu için problem  

(    )    

şeklinde olup buradan, 

∫ ( )  

 

 

   ( )        (   ) 

eşitliği elde edilir. Bu integral denklemi ise  

{
 ( )     ( )      h.h.y.

 ( )                                    
 

diferensiyel denklem olan sınır-değer problemine dönüştürülüp 

  ( )  
 

 
 ( )   h.h.y. 

eşitliğine ulaşılır. Bu diferensiyel denklemin çözümü de  

 ( )    
 
 
 
 

şeklinde olur. Buradan  ( )    sınır-değer şartını kullanılırsa  ( )      h.h.y. 

bulunur ki bu durumda         sayısının özdeğer olamayacağı anlamına ulaşılır.  

(b)         durumu ele alındığında      olup 

∫ ( )  

 

 

         (   ) 
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eşitliğine ulaşılır. Buradan ise  ( )       h.h.y. olduğu açıkça görülür ki     ( ) 

sonucuna ulaşılır.  

Böylece, (a) ve (b) durumlarından   ( )    olduğu elde edilir.  

(c)         durumundan, 

(    )             (   ) 

yani  

∫ ( )  

 

 

   ( )   ( )        (   ) 

olur. Bu halde 

 ( )   ∫ ( )  

 

 

 

olarak alınırsa integral denklemi 

{
  ( )  

 

 
 ( )   

 

 
 ( )

 ( )                                    
 

diferensiyel denklemine dönüşür. Bu denklemin genel çözümü 

 ( )    
 
 
  

 

 
∫ 

 
 
(   ) ( )  

 

 

 

olarak bulunur. Burada  ( )    eşitliği kullanıldığında     olur ki 

 ( )   
 

 
∫ 

 
 
(   ) ( )  

 

 

 

eşitliği elde edilir.  ( )  ∫  ( )  
 

 
 olduğundan, 
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(    )   ( )   ( )    ( )  ( 
 

 
∫ 

 
 
(   ) ( )  

 

 

)

 

  
 

 
 ( )  

 

  
∫ 

 
 
(   ) ( )  

 

 

 

çözümüne varılır. Son eşitlikten (    )    operatörünün varlığı ve 

(    )    (  (   )) 

olduğu elde edilir. Sonuç olarak, 

  * +   ( ) 

olup  

 ( )  * + 

şeklindedir. Şimdi ise  

(d)          durumunda ise     ( ) olduğu açıktır.  

 

Böylece, 

 ( )    ( )  * + 

bulunur. 

Tanım 1.5.43 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991):    reel eksen üzerinde bir 

aralık  olmak üzere   Banach uzayında değer alan   ( )      fonksiyonlarına vektör 

değerli fonksiyonlar denir.  

Tanım 1.5.44 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991):  Bir  ( )      vektör 

fonksiyonu için      iken  

‖ ( )   (  )‖    

oluyorsa  ( ) vektör fonksiyonu      noktasında süreklidir denir. Eğer  ( ) vektör 

fonksiyonu   aralığının her noktasında sürekli ise   ( ) süreklidir denir. Açıktır ki eğer 
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 ( ) vektör fonksiyonu   üzerinde sürekli ise ‖ ( ) ‖ aynı aralıkta sürekli bir skaler 

fonksiyondur.  

Tanım 1.5.45 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991):  Bir  ( )      vektör 

fonksiyonu için    noktasında      iken  

‖
 (    )   ( )

  
  ‖    

olacak şekilde bir     var ise  ( ) vektör fonksiyonuna    noktasında 

diferensiyellenebilir denir. Buradaki     elemanına  ( ) fonksiyonunun      

noktasındaki türevi denir ve   (  ) ile gösterilir. Eğer  ( ) vektör fonksiyonu her     için 

diferensiyellenebilir ise  ( ) vektör fonksiyonu   aralığı üzerinde diferensiyellenebilir 

denir. Ayrıca   ( ) vektör fonksiyonu sürekli ise  ( ) vektör fonksiyonuna sürekli 

diferensiyellenebilir denir.  

Tanım 1.5.46 ( Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991):   değerli           olmak 

üzere ,   - aralığı üzerinde tanımlı tüm                     vektör fonksiyonların 

uzayı   (  ,   -   ) ile gösterilir ve bu uzay 

‖ ( )‖  (  ,   -   )  ∫‖ ( )‖   ( )

 

 

 

olarak tanımlı norm ile bir Banach uzayıdır. Benzer şekilde  

‖ ( )‖  (  ,   -   )  (∫(‖ ( )‖ )
   ( )

 

 

)

 
 

 

olarak tanımlanan sonlu norm ile  ( ) vektör fonksiyonlarının   (  ,   -   ) uzayı da 

bir Banach uzayıdır.  

 Özel olarak,   bir Hilbert uzayı olmak üzere     ve     seçilirse   (  

,   -   ) uzayı  

(   )  (  ,   -   )  ∫( ( )  ( ))   
( )

 

 

           (  ,   -   ) 

olarak tanımlanmış iç çarpım ile bir Hilbert uzayıdır.  
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Tanım 1.5.47 (Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L, 1991):   operatörü   Hilbert uzayı 

üzerinde tanımlı kapalı simetrik bir operatör olsun. Eğer    ve    ,  (  ) uzayından   

uzayı içine tanımlı birer lineer dönüşümler olmak üzere; 

i) Her       (  ) için,  

(     )  (     )  (       )  (       )  

ii) Her         için,        ve        eşitliklerini sağlayacak bir    (  ) 

vardır, 

koşulları sağlanıyorsa (       ) üçlüsüne   operatörünün bir sınır değer uzayı denir.  

 Sınır değer uzay tanımından    ( ) olması niçin gerek ve yeter şart     

      olmasıdır.  

Tanım 1.5.48 (Schmüdgen, 2012):    operatörü,   Hilbert uzayı üzerinde bir lineer 

operatör olmak üzere, eğer 

  (    )           ( ) 

oluyorsa   operatörüne akkretif operatördür denir. Eğer   lineer operatörü akkretif 

operatör, kapalı ve bazı     ,        için      (     ) uzayı   Hilbert uzayında 

yoğun ise   operatörüne m- akkretif operatör denir.  

 Eğer    lineer operatörü akkretif operatör ise   operatörü disipatif operatör ve –A 

lineer operatörü m- akkretif operastör ise   operatörüne m-disipatif operatördür denir.  

Önerme 1.5.49 (Schmüdegen, 2012) :   Hilbert uzayın üzerinde   ve   operatörleri birer 

simetrik operatör olsunlar.        olarak tanımlanan   operatörünün bir akkretif 

operatör olması için gerek ve yeter koşul     olmasıdır.  

Teorem   1.5.50 (Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991):   Hilbert uzayı üzerinde 

tanımlı   lineer kapalı simetrik operatörünün keyfi sınır değer uzayı (       ) olsun.   

operatörü   üzerinde bir daraltma ise    operatörünün kısıtlanışı, her    (  ) için 

(   )     (   )                        (     ) 

veya 

(   )     (   )                        (     ) 
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koşulunu sağlıyorsa   lineer operatörünün bir maximal disipatif, aynı şekilde, bir 

maksimal akkümülatif genişlemesidir. Tersine,   bu genişleme tarafından tek türlü tanımlı 

bir daraltma operatör olmak üzere,   lineer operatörünün her maksimal disipatif (maksimal 

akkümülatif) genişlemesi, her    (  ) için (1.5.1) ((1.5.2)) eşitliklerini sağlayan    

operatörünün bir kısıtlanışıdır.   üzerinde   operatörünün maksimal simetrik 

genişlemeleri,   bir izometrik operatör olmak üzere,  (1.5.1) ((1.5.2)) eşitlikleri ile 

tanımlanır. Benzer şekilde, özeşlenik genişlemeler için   operatörü bir üniter operatördür.  

Tanım 1.5.51 (Krein, 1971): Her   ,   - için,  

 ( ) ,   -    ( )   

 ( )   ( ) 

olarak tanımlanan fonksiyonu bir parametreye bağlı operatör veya operatör değerli 

fonksiyon (kısaca operatör fonksiyon) olarak adlandırılır. Her     için, eğer  ( )  

fonksiyonu sürekli (noktada veya aralıkta) ise  ( ) operatör fonksiyonuna güçlü süreklidir 

(noktada veya aralıkta) denir.  

Tanım 1.5.52 (Kreyszig, 1978):   kompleks Hilbert uzayı üzerinde       lineer 

sınırlı özeşlenik operatör tanımlansın. O halde, her     için eğer   lineer operatörü  

(    )    

eşitsizliği sağlıyor ise bir pozitif operatördür denir ve     ile gösterilir.  

Tanım 1.5.53 (Kreyszig, 1978):   kompleks Hilbert uzayı üzerinde        bir pozitif 

sınırlı öz-eşlenik lineer operatör olarak tanımlansın. O halde, bir sınırlı öz-eşlenik lineer   

operatörü 

     

eşitliğini sağlıyorsa   lineer operatörünün karakökü olarak adlandırılır. Ek olarak, eğer 

    ise   ye   operatörünün bir pozitif karakökü denir ve    
 
 ⁄  olarak gösterilir.  

Örnek 1.5.54 (Rynne ve Youngson, 2008):       birer pozitif reel sayı ve        , 

  [
   
   

] olsun. Her   0
  
  
1          için,  

(    )    |  |
    |  |
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olduğundan    lineer operatörü bir pozitif operatördür.  

 Ayrıca,   6
√   

 √  
7 operatörü de  

   6
√   

 √  
7 6
√   

 √  
7  [

   
   

]    

olduğundan   operatörü   operatörünün bir pozitif kareköküdür. 

Teorem 1.5.55 (Kreyszig, 1978):   kompleks Hilbert uzayı üzerinde       keyfi bir 

pozitif sınırlı öz-eşlenik operatörü olsun. O halde   lineer operatörü tek türlü tanımlı   

pozitif karekök operatörüne sahiptir. Ayrıca,   pozitif karekök operatörü   operatörü ile 

değişmeli olan   üzerinde tanımlı tüm sınırlı lineer operatörlerle değişmelidir.   

Tanım 1.5.56 (Daleckii ve Krein, 1974):   sonlu veya sonsuz bir aralık,  ( ) bir operatör 

fonksiyon olmak üzere,  

 ( ( ))

  
  ( ) ( )   

 ( )                 

diferensiyel operatör denklemi için bakılan başlangıç değer probleminin  ( )   (   ) 

      operatör çözümüne  

 

  
  ( )     

diferensiyel denklemine karşılık gelen evolüsyon operatörler ailesi denir. Ayrıca,  ( )  

 (   )         operatörüne Cauchy operatörü denir.  

Teorem 1.5.57 (Schmüdgen, 2012):   operatörü   üzerinde yoğun tanımlı simetrik 

operatör olmak üzere,        (    ),        (    ) uzaylarının   Hilbert 

uzayının             koşulunu sağlayan kapalı lineer alt uzayları ve   ise    

uzayından    uzayı üzerine tanımlı bir izometrik lineer dönüşüm olduğu varsayılsın. 

Şimdi, ⊕ sembolü ile vektör uzaylarının direkt toplam gösterilmek üzere, her    ( ̅) ve 

     için, 

 (  )   ( ̅) ⊕ (   )                  
 | (  ) 
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    (  (   ) )   ̅         

tanımlansın. O halde,    bir kapalı simetrik operatördür öyle ki        ve ayrıca   

üzerindeki   operatörünün her kapalı simetrik genişlemesi bu formdadır. 



 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1.Birinci Mertebeden Dejenere Diferensiyel Operatörlerin Normal 

Genişlemeleri 

 

2.1.1. Normal Genişlemelerin Tanımlanması 

 

Bu kısımda   ile ayrılabilir Hilbert uzay,  ( ) ile   Hilbert uzayındaki lineer 

sınırlı operatörlerin uzayı ve      (  (   )) ile de sonlu (   ) aralığından   ayrılabilir 

Hilbert uzayına tanımlı vektör fonksiyonlarının Hilbert uzayı olsun. O halde,    uzayında 

birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi,  

 ( ( ))  (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                               (       )  

olarak ele alınsın. Bu ifadede,      triviyal olmayan bir alt uzay ve       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅          

olmak üzere       pozitif özeşlenik operatör ve  ( ) ,   -   ( ) ise bir güçlü 

sürekli ve güçlü türevlenebilir özeşlenik operatör fonksiyonu olarak alınmaktadır. 

 Bu durumda,  

( ( )  ( ))
  
 .(  ( ))

 
  ( ) ( )  ( )/

  
  

 .(  ( ))
 
  ( )/

  
 ( ( ) ( )  ( ))

  

 ∫ .(  ( ))
 
  ( )/

 
  

 

 

  ( ( )  ( ) ( ))
  

 . ( )  (  ( ))
 
/
  
 ( ( )  ( ) ( ))

  
 (  ( )  ( ))

 
| 
 

  . ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( )/

  
 ( ( )   ( ))

 
| 
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olduğundan    uzayında (       )  ifadesinin formal eşleniği  

  ( )   (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                             (       )  

şeklindedir. Şimdi, vektör fonksiyonlarının bir yoğun lineer monifoldu olan 

  
  { ( )      ( )  ∑  ( )  

 

   

   ( )    
 (   )         } 

üzerinde   
  ( )   ( ( )) olacak şekilde   

  operatörü tanımlansın. Burada   
 ̅̅ ̅     

olduğu da açıkça görülür. Şimdi,   
   eşlenik operatörünün tanım kümesi   

  yoğun lineer 

manifoldunu içerdiğinden   
  operatörü bir kapanışa sahiptir (Schmüdgen, 2012).    

uzayındaki   
  operatörünün kapanışına (       ) deki diferensiyel operatör ifadesi 

tarafından doğrulan minimal operatör denir. Bu minimal operatör de    ile gösterilir.  

 Aynı şekilde,    uzayındaki (       ) diferensiyel operatör ifadesi tarafından   
  

minimal operatörü tanımlanabilir.    uzayındaki   
  ve    operatörlerinin eşlenik 

operatörlerine (       ) ve  (       ) ifadeleri tarafından doğrulan maksimal operatörler 

denir ve sırasıyla   ve    ile gösterilir (Hörmander, 1955; Gorbachuk V.I. ve Gorbachuk 

M.L., 1991; Brezansky, 1968 ). Tanımlardan,  

       
     

bağıntıları doğrudur. Üstelik,  

 (  )  2 ( )   
   (  ( ))

 
        ( )  ( )       3 

ve 

 ( )  *      (  ( ))    + 

olduğu açıktır.  

 Bu kısım boyunca;    ve    ile sırasıyla      ve        uzayları ve 

          ( ) ve   ( ) notasyonları ile sırasıyla  |    |    ( )|   ve  ( )|  kısıtlanış 

operatörleri gösterilsin. 
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Teorem 2.1.1.    ‖  ( )‖    (   ) olsun.    uzayında    minimal operatörünün formal 

normal operatör olması için gerek ve yeter şart 

i)   ( )   ( )  ,  her    ,   - için 

ii)    ( )           ,  h.h.y.   ,   -, 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

İspat:  Varsayılsın ki    minimal operatörü    uzayında bir formal normal operatör olsun. 

O halde, her  ( )    (  )    (  
 ) için  

(   ( )    ( ))   (  
  ( )   

  ( ))
  
   

eşitliğinin sağlanması gerekir. Şimdi,  ( )    ( )    ( )  ( )    ( )  

  ( )      ( )   ( )     ve   ( )   ( )     için keyfi  ( )  ( )    (  ) 

fonksiyonları ele alınsın. Bu durumda, 

(   ( )    ( ))   (  
  ( )   

  ( ))
  

 .(  ( ))
 
  ( ) ( ) (  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 . (  ( ))
 
  ( ) ( )  (  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 (   
 ( )    

 ( ))
   
 (   

 ( )  ( ) ( ))
   
 ( ( ) ( )    

 ( ))
   

 ( ( ) ( )  ( ) ( ))
   
 (   

 ( )    
 ( ))

   
 (   

 ( )  ( ) ( ))
   

 ( ( ) ( )    
 ( ))

   
 ( ( ) ( )  ( ) ( ))

   

  0.(  ( ))
 
  ( ) ( )/

   
 . ( ) ( ) (  ( ))

 
/
  
1

                                                                                                                   (       ) 

denklemi sağlanır. Burada,    uzayı üzerindeki    kısıtlanış operatörünün sınırlı tersi 

olduğundan   
 ( ) tanımlıdır. Dolayısıyla (  ( ))

 
    

 ( ) eşitliği kullanılabilir. Ayrıca, 

(       ) eşitliğinde     ( )     ( )   (  ) olarak alınırsa, 
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4 ( ) .     ( )/
 

     ( )5
   

 . ( )    ( ) .     ( )/  /
   

  . ( )      ( )  
   ( )/

   
 . ( )      

 ( )     ( )/
   

  .  ( )    ( )      ( )/
   
 .  ( )    ( )      

 ( )/
   
                       

   

eşitliği elde edilir ki buradan 

 0( ( )   ( )  ( ))    (  
( ) ( )  ( ))

   
1  ( ( )   

 ( )  ( ))
  
 (  ( ) ( )   

 ( ))
   

  0( ( )  ( )  ( ))
   
 (  ( ) ( )  ( ))

   
1  ((  ( ))

 
  ( ) ( ))

   

 . ( ) ( ) (  ( ))
 
/
   
       

eşitliği doğrudur. Burada (       ) eşitliği kullanılırsa 

.( ( )    ( )) ( )  ( )/
  
   

olduğu görülür. Bu son eşitlik,  (  ) kümesi  
  uzayında yoğun ve  ( ) sürekli operatör 

fonksiyonu olduğundan,  

  ( )   ( )             ,   - 

eşitliğine ulaşılır. Son olarak (       ) eşitliğinde elde edilen bu son eşitlik kullanılırsa, 

(   ( )    ( ))    (  
  ( )   

  ( ))
  
  (   ( ) ( )  ( ))

  
   

                                                                                                                ( )  ( )    (  )  

olur ki bunun sonucu olarak 

   ( )                          ,   - 

olduğu sonucuna ulaşılır. Teoremin tersi ise (       ) eşitliğinden rahatlıkla elde edilir.    

Teorem 2.1.1.2.    Hilbert uzayında, (       ) diferensiyel ifadenin ürettiği    minimal 

operatörü formal normal operatör olsun. O halde, her    normal genişlemesi,        ,                

  
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )                                                                                                        (       )  
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sınır değer koşulu tarafından verilir. Burada          bir üniter operatördür ve 

  ( )   ( )         kısıtlama operatörleri 

  ( )     ( )  

eşitliğini sağlar. Aynı zamanda her    normal genişlemesi tarafından   operatörü tek 

türlüdür. Bu durumda,       .  

 Tersine,   maksimal operatörünün 

  ( )     ( )  

eşitliğini sağlayan keyfi bir             üniter operatörü için (       ) sınır değer 

koşulunu sağlayan vektör fonksiyonların lineer manifoldu üzerine kısıtlanışı     uzayında 

   minimal operatörünün bir normal genişlemedir.  

İspat: Formal normal olan    minimal operatörünün bir normal genişlemesi    operatörü 

olarak belirlensin. Şimdi,   ( )   (  ) için 

  (  ) ( )    (  ( ))
 
  

  (  ) ( )   ( ) ( ) 

olarak tanımlanan operatörler    uzayında birer özeşlenik operatörlerdir. Gerçekten de her 

 ( )  ( )   (  )   ( 
 
 ) öyle ki   ( )    ( )    ( )  ( )    ( )  

  ( )      ( )   ( )          ( )   ( )     için, 

(  (  ) ( )  ( ))   ( 
( ) ( )  ( ))

  
 ( ( )  ( ) ( ))

  
 

ve 

(  (  ) ( )  ( ))    .  (  
( ))

 
  ( )/

  
    (  

 ( )    ( ))   

                                                   0(  ( )    ( )) | 
  .  ( ) (   ( ))

 
/
  
1 

 . ( )   (  ( ))
 
/
  

 

eşitliklerinden   (  ) ve   (  ) operatörlerinin özeşlenik operatör olduğu rahatlıkla 

görülür.  



40 

 

 

 

Şimdi, 

       

  ( )   
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

√ 
 

  ( )    
  

 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

 √ 
 

olmak üzere, (       ) üçlüsünün   (  ) minimal operatörü için    uzayında bir sınır 

değer uzayıdır. Gerçekten,   ( )   ( )          ( )   ( )     ve  ( )    ( )  

  ( )  ( )    ( )    ( )   olmak üzere, her  ( )  ( )    (  (  )
 ) için, 

(  (  )
  ( )  ( ))

  
 ( ( )   (  )

  ( ))
  

 

 .  (  ( ))
 
  ( )/

  
 . ( )   (  ( ))

 
/
  

 

            ∫(     
 ( )   ( ))   

 

 

 ∫(  ( )      
 ( ))

 
  

 

 

 

                                            ∫(    ( )    
 ( ))

 
  

 

 

 ∫(  ( )      
 ( ))

 
  

 

 

 (    ( )    ( )) | 
  

     (      ( )   ( ))  (      
( )   ( ))  

          ∫(  ( )    
 ( ))

 
  

 

 

  ∫(  ( )    
 ( ))

 
  

 

 

 

  0(  ( )  ( ))
 
 (  ( )  ( ))

 
1 

ve  



41 

 

 

 

(  ( )   ( ))  (  
( )   ( )) 

 (
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

√ 
 
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

 √ 
 
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

√ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

√ 
 
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

√ 
 
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

√ 
 
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

√ 
 
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
 
 
 
 ⁄  ( )

√ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
 
 
 
 ⁄  ( )

√ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
 
 
 
 ⁄  ( )

√ 
)

 

 (
 
 
 ⁄  ( )

 √ 
 
 
 
 ⁄  ( )

√ 
)

 

  
 

  
(  ( )  ( ))

 
 
 

  
(  ( )  ( ))

 
 
 

  
(  ( )   ( )) 

 
 

  
(  ( )  ( ))

 
 
 

  
(  ( )  ( ))

 
 
 

  
(  ( )  ( ))

 

 
 

  
(  ( )  ( ))

 
 
 

  
(  ( )  ( ))

 

 
 

 
0(  ( )  ( ))

 
 (  ( )  ( ))

 
1

  0(  ( )  ( ))
 
 (  ( )  ) 1 

olduğundan,  

(  (  )
  ( )  ( ))

  
 ( ( )   (  )

  ( ))
  
 (  ( )   ( ))  (  

( )   ( ))  

eşitliği sağlanır. Şimdi, her           için 

      ( )  .  
 
 ⁄ /
  

6
   √ (   )

   
 
      

√ 
7 

tanımlansın. Açıktır ki       ( )   (  (  )
 ) olup   
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      ( )  .  
 
 ⁄ /
  

(
      

√ 
) 

ve  

      ( )  .  
 
 ⁄ /
  

(
      

√ 
)  

eşitlikleri sağlanır. Buradan da  

        (      )   
  
 
 ⁄   ( )    

 
 ⁄

  ( )

√ 

 

  
 
 ⁄ .  

 
 ⁄ /
  

(
      
√ 

)    
 
 ⁄ .  

 
 ⁄ /
  

(
      
√ 

)

√ 
    

ve  

  (      )   

  
 
 ⁄ .  

 
 ⁄ /
  

(
      
√ 

)    
 
 ⁄ .  

 
 ⁄ /
  

(
      
√ 

)

 √ 
    

eşitlikleri elde edilir. O halde, (       ) üçlüsü   (  ) minimal operatörü için 

  (  (   )) uzayında bir sınır değer uzayı olur. Ayrıca,  ( )  ( )   (  (  ) ) için,  

(  (  ) ( )  ( ))   (     
 ( )   ( ))     (  

 ( )    ( ))  

   ∫(  
 ( )    ( ))   

 

 

   *(  ( )    ( )) | 
  ∫.  ( ) (   ( ))

 
/
 
  

 

 

+

   0(  ( )    ( )) | 
  .  ( ) (   ( ))

 
/
  
1  . ( )   (  ( ))

 
/
  

 ( ( )   (  ) ( ))   

olduğundan   (  ) bir simetrik operatördür. Yani  (  (  ) )   (  (  )
 ) olur. Bu 

durumda   (  ),    üzerindeki   (  ) minimal operatörünün özeşlenik 

genişlemelerinden biridir. Ayrıca,   (  ) genişlemesi tarafından tek türlü tanımlanan bir 

          üniter operatörü vardır öyle ki   (  ) özeşlenik genişlemesi  
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(   )  ( )   (   )  ( )    

sınır değer koşulu ile tanımlanır (Gorbachuk V.I ve Gorbachuk M.L., 1991). Buradan,  

(   )(
 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

√ 
)   (   )( 

 
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )

 √ 
)

 
(  

 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( ))

√ 

 √ (  
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( ))    

eşitliği elde edilir ki   (  ) özeşlenik genişlemesinin     (  ) için 

 
 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( ) 

sınır değer koşulu ile belirlendiği görülür.    operatörü,    minimal operatörün bir normal 

genişleme operatörü olduğundan her  ( )   (  )   (  
 ) için, 

(   ( )    ( ))   (  
  ( )   

  ( ))
  

 .(  ( ))
 
  ( ) ( ) (  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 (    ( )   ( ) ( )     ( )   ( ) ( ))
  

 .(  ( ))
 
 (  ( ))

 
/
   
 .(  ( ))

 
  ( ) ( )/

   
 . ( ) ( ) (  ( ))

 
/
   

 ( ( ) ( )  ( ) ( ))
   
 (   ( )    ( ))

   
 (   ( )  ( ) ( ))

   

 ( ( ) ( )    ( ))
   
 ( ( ) ( )  ( ) ( ))

   

 (   ( )  ( ) ( ))
   
 ( ( ) ( )    ( ))

  
 (   ( )  ( ) ( ))

   

 ( ( ) ( )    ( ))
   
  0(   ( )  ( ) ( ))

   
 ( ( ) ( )    ( ))

   
1

                                                                                                                                          (       ) 

eşitliği sağlanır. Bu son eşitlik ve Teorem 2.1.1.1. den dolayı 

 ( ( )  ( )  ( ))
  

 
   

eşitliği elde edilir. Ayrıca, sınırlı pozitif operatör ile değişmeli olan tüm sınırlı operatörler 

sınırlı pozitif operatörünün kök operatörü ile de değişmeli olup (Kreyszig, 1978), bir 

önceki eşitlikten 
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( ( )  ( )  ( ))
 
 ( ( )  ( )  ( ))

 

 (  ( )    
   ⁄    

 
 ⁄  ( )   

   ⁄    
 
 ⁄  ( ))

 

 (  ( )   ( )  ( )) 

 (  
 
 ⁄     

   ⁄   ( )    
   ⁄    

 
 ⁄  ( )  ( ))

 

 (  ( )   ( )  ( )) 

 (  
 
 ⁄     

   ⁄  ( )    
   ⁄    

 
 ⁄  ( )   ( )   ( )  ( ))

 

 (  
 
 ⁄ ,    ( )    ( )-  

 
 ⁄  ( )  ( ))

 
   

elde edilir. Bu son denklemden  

  ( )     ( ) 

eşitliği sağlanmalıdır. Varsayılsın ki öyle olmasın. Şimdi, 

   * ( )     ( )   (  )+ 

   * ( )     ( )   (  )+ 

alt uzayları tanımlansın öyle ki   
  ve   

  uzaylarından en az biri    içinde sıfır vektör 

uzayından farklı olmak zorundadır. Ayrıca, her       için    ( )     ,   ,   - 

tanımlanabilir ve    ( )   (  )   (  ) olup buradan          bağıntısı elde 

edilir. Şimdi, her      
  * + ise 

  ( )  (   )  
    

fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda,   ( )   (  ) olmalıdır. Aksi takdirde, 

  ̃ ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( ) 

ve 

 (  ̃ )      * (  )    + 

olan    operatörünün bir   ̃ genişlemesi vardır. 
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Şimdi,        ve    ( )   (  ) için, her   ( )      ( )      ( )   (  ̃ )  

ve   ( )   (  ̃ ) olmak üzere  

.  ̃  ( )   ( )/
  

 .  ̃(    ( )     ( ))   ( )/
  

 .   (   ( ))     ̃(   ( ))   ( )/
  

 .   (   ( ))   ( )/
  
 .   ̃(   ( ))   ( )/

  

 .    ( )   
 (  ( ))/

  
 .    ( )   ̃

 
 (  ( ))/

  

 .    ( )      ( )   
 (  ( ))    ̃

 
 (  ( ))/

  
 (  ( )  ( ))   

eşitliğini sağlayan  ( )    vardır. Burada,    yoğun tanımlı olduğundan   ̃  yoğun 

tanımlı olur ki bu sayede   ̃
 
  varlığından bahsedilebildi. Dolayısıyla,  (  ̃ )    (  ̃ 

 ) 

olduğu görülebilir. Ayrıca,  (  )   (  ̃ ) olduğundan   (  ̃ 
 )    (  

 )  olacağından 

(Schmüdgen, 2012), 

 (  )   (  ̃)   (  ̃ 
 )   (  

 )   (  ) 

olur ki buradan  (  )   (  ̃ 
 ) çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla   

  * + ve   
  * +. 

Sonuç olarak her    (  ) için  

  ( )     ( ) 

eşitliği sağlanır.  

Tersine,   operatörü    içinde bir üniter operatör olmak üzere 

  ( )     ( ) 

eşitliği sağlansın. O halde,    operatörü    içinde  ( ) ifadesi tarafından  (       ) deki 

sınır değer koşulu ile tanımlanır öyle ki  

   ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( ) 

 (  )   ( )  {   
   (  ( ))

 
         

 
 ⁄  ( )     

 
 ⁄  ( )}  
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Dahası,   
  eşlenik operatörü her  ( )   (  

 ) için  

  ( )   (  ( ))
 
  ( ) ( ) 

 diferensiyel ifadesi olarak tanımlanır ve  

 
 
 ⁄  ( )     

 
 ⁄  ( ) 

sınır değer koşulunu sağlar. Ayrıca,   operatörünün üniterliğinden  (  )   (  
 ) 

olduğu açıktır ve    uzayındaki normal olduğu (       ) denkleminden elde edilir.   

Örnek 2.1.1.3: Eğer       olması durumunda bir       *(   )+       *(   )+ 

üniter operatörü       ve  | |    | | olmak üzere,  

  [
  
  

] 

 matrisi ile ifade edilir.   

   0
  
  

1 

ve  

 ( )  0   
   
  

1    0 
 

 
 
 

 
1 

şeklinde olup,  

i)   ( )   ( )    ,    her   0
  

 
 
 

 
1 için 

ii)    ( )     h.h.y    0
  

 
 
 

 
1 için 

koşulları sağlanıp  

  
 
 ⁄  . 

 

 
/   

 
 ⁄  .

 

 
/ 

ve ayrıca 

  . 
 

 
/     .

 

 
/ 
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koşulları altında formal normal olan    minimal operatörün normal genişlemeleri 

mevcuttur ve  

   ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( )     ( )  (

  ( )

  ( )
)    .  0 

 

 
 
 

 
1/     . 

 

 
/    .

 

 
/ 

sınır değerleriyle ifade edilir.  

 

 

2.1.2. Normal Genişlemelerin Spektrum Yapısı 

 

Bu kısımda,   bir üniter operatör olmak üzere,     uzayının içinde   ( )  

   ( ) eşitliğini sağlayan,    uzayındaki (       ) dejenere diferensiyel operatör ifadesi 

ve (       ) deki sınır değer koşulları tarafından doğrulan    minimal operatörün    

normal genişlemesinin spektrum kümesi araştırıldı.  

Şimdi,     ,   - ve      için,  

  (   )    
   ( ) (   )                                                                             (       )  

eşitliğini sağlayan  (   ) evolüsyon operatör mevcuttur (Daleckii, ve Krein 1974; 

Goldstein 1985; Krein 1971). Ayrıca,  (   ) evolüsyon operatörü 

i)  (   )    

ii)  (   )  ( (   ))
  

 

iii)  (   ) (   )   (   ) 

özelliklerini sağlar. Dahası,    operatörü ile  (   ) evolüsyon operatörü her     ,   - 

için değişmelidir.  

Teorem 2.1.2.1.     minimal operatörün    normal genişlemesinin spektrum kümesi  

 (  )  2       . 
  (   )    

  (   )/3  {         (  ( ))            ,   -} 

formundadır. 
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İspat:    minimal operatörün    normal genişlemesinin spektrumunu bulabilmek için, 

 ( )   (  )  ( )   
      için, 

(     ) ( )   ( ) 

eşitliğinden 

    (  ( ))
 
  ( ) ( )    ( )   ( )                                                    (       )  

problemi göz önüne alınır.  

 Her   ,   - için  ( )    ( )    ( )     ( )    ( )    ( )          ( )     

      olsun. Ayrıca,    uzayı üzerindeki    kısıtlanış operatörünün sınırlı tersi 

olduğundan   
 ( ) tanımlıdır. O halde, (       ) denklemi için 

{
  
 ( )    

  ( ( )   )  ( )    
    ( )                                                                        (       ) 

( ( )   )  ( )    ( )                                                                                                     (       )
  

denklem sisteminin çözümüne bakılır. O halde, (       ) diferensiyel denkleminin genel 

çözümü, 

     ( )   
   
  (   ) (   )  ∫    

  (   ) (   )  
    ( )   

 

 

        

olarak bulunur. Bundan dolayı, bu diferensiyel denklemin     uzayındaki genel çözümü,  

 

     ( )   
   

  (   ) (   )  ∫    
  (   ) (   )  

    ( )   

 

 

        

(  ( )    )    ( )    ( ) 

formundadır. Buradan,  

     ( )    

ve  
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     ( )   
   

  (   ) (   )  ∫    
  (   ) (   )  

    ( )   

 

 

        

eşitlikleri elde edilir. Şimdi,   operatörü    uzayı içinde üniter operatör olduğundan ve 

  
 
 ⁄      ( )     

 
 ⁄      ( ) sınır değer koşulu üstteki eşitlikte kullanılırsa,      için,  

    
 
 ⁄      ( )   

   
 
 ⁄     

  (   ) (   )      
 
 ⁄ ∫    

  (   ) (   )  
    ( )  

 

 

 

eşitliğinden, 

  
 
 ⁄       

 
 ⁄     

  (   ) (   )    ∫    
  (   ) (   )  

   ⁄   ( )  

 

 

 

elde edilir ki buradan 

(   (   )    
  (   )   )  

 
 ⁄       ∫    

  (   )

 

 

 (   )  
   ⁄   ( )   

eşitliğine ulaşılır. Buradan açıkça görülür ki     sayısı    normal genişlemesinin 

spektrumunda olabilmesi için gerek ve yeter şart   ,   - için 

   (   (   )    
  (   )) 

veya  

    (  ( )) 

olmasıdır.   

Sonuç 2.1.2.2. Triviyal olmayan bir alt uzayda A operatörü projeksiyon operatör ise    

minimal operatörün    normal genişlemesinin spektrum kümesi 

 (  )  {       
 

   
(  | |   (        ))    (   (   ))    }

 {         (  ( ))           ,   -} 

olur. 
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Sonuç 2.1.2.3. Eğer    minimal operatörü formal normal ise   (  )    olur.  

 

 

2.2.Birinci Mertebeden Dejenere Diferensiyel Operatörlerin Maksimal 

Hiponormal Genişlemeleri 

 

2.2.1. Maksimal Hiponormal Genişlemelerin Tanımlanması 

 

Bu kısımda, bir önceki kısmından farklı olarak   Hilbert uzayı sonlu boyutlu ve 

       olarak alınmıştır.  Önceki bölüm ile benzer şekilde,          özeşlenik 

pozitif operatör öyle ki                ve  ( )  ,   -   ( ) bir güçlü sürekli 

ve güçlü türevlenebilir özeşlenik operatör fonksiyonu olarak alınsın. O halde,    

  (  (   )) uzayında birinci mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi, 

 ( ( ))  (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                               (       )  

ile ifade edilir ve bu ifadenin formal eşleniği    uzayında 

  ( ( ))   (  ( ))
 
  ( ) ( )                                                                       (       )  

olduğu görülür. Yine benzer şekilde, 

  
   { ( )      ( )  ∑  ( )  

 

   

   ( )    
 (   )                } 

vektör fonksiyonlarının yoğun manifoldu üzerinde   
  operatörü,   

    ( ( )) olacak 

şekilde tanımlanmak üzere   
   operatörünün tanım kümesi   

  kümesini içerdiğinden   
  

operatörü bir kapanışa sahiptir. (       ) deki lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi 

tarafından üretilen minimal operatör,    uzayındaki bu   
  operatörünün kapanışına denir 

ve bu minimal operatör    ile gösterilir.  

O halde, (       ) ifadesindeki diferensiyel operatör tarafından üretilen   
  minimal 

operatörü    Hilbert uzayı üzerinde tanımlanabilir.    uzayındaki   
  (  ) operatörünün 

eşlenik operatörü (       )  ((       )) diferensiyel ifadesi tarafından üretilen maksimal 
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operatör olarak adlandırılır ve   (  ) ile gösterilir (Hörmander, 1955; Gorbachuk V.I. ve 

Gorbachuk M.L., 1991; Brezansky, 1968). Dikkat edilirse,  

          
       

ifadeleri doğrudur ve 

  (  )  2 ( )   
  (  ( ))

 
      ( )  ( )       3 

ve  

 ( )  2 ( )      (  ( ))
 
    3 

olur.   

 Ayrıca, bu bölümde de bir önceki bölümde olduğu gibi             

      ,     |           notasyonları kullanılmıştır. 

Teorem 2.2.1.1. ‖  ( )‖    (   ) olsun.    minimal operatörünün   
  uzayı üzerinde 

hiponormal operatör olması için gerek ve yeter şart 

i.   ( )   ( ) ,    her   ,   -, 

ii.     ( )   ,          h.h.y.    ,   - 

koşullarının sağlanmasıdır. 

İspat.    minimal operatörü    uzayı üzerinde bir hiponormal operatör olsun. O halde, her 

 ( )   (  )   (  
 ) öyle ki  ( )    ( )    ( )      ( )          ( )     için,  
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‖   ‖  
  ‖  

  ‖  
 

 .(  ( ))
 
  ( ) ( ) (  ( ))

 
  ( ) ( )/

  

 . (  ( ))
 
  ( ) ( )  (  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 (   
 ( )    

 ( ))
   
 (   

 ( )  ( ) ( ))
   
 ( ( ) ( )    

 ( ))
   

 ( ( ) ( )  ( ) ( ))
   
 (   

 ( )    
 ( ))

  
 (   

 ( )  ( ) ( ))
   

 ( ( ) ( )    
 ( ))

   
 ( ( ) ( )  ( ) ( ))

  

 (   
 ( )  ( ) ( ))

   
 ( ( ) ( )    

 ( ))
   
 (   

 ( )  ( ) ( ))
   

 ( ( ) ( )    
 ( ))

   

  0.(  ( ))
 
  ( ) ( )/

   
 . ( ) ( ) (  ( ))

 
/
   
1

                                                                                                                    (       ) 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik her     için      ( )   (  ) için de 

sağlanacağından,  

4.      ( )/
 

  ( )     ( )5  . ( )     ( ) .      ( )/
 

/

   . ( )      ( )      ( )/
   
 . ( )       ( )      ( )/

  

   .  ( )     ( )      ( )/
  
 .  ( )     ( )       ( )/

   
      

eşitsizliğine ulaşılır ki burada da (       ) eşitsizliği kullanılarak 

  .( ( )    ( ))  ( )   ( )/
   
 ( ( )   

 ( )   ( ))    (  
( )  ( )   

 ( ))
   

   .( ( )    ( ))  ( )   ( )/
   
 .(  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 . ( ) ( ) (  ( ))
 
/
   

   .( ( ) 

   ( )) ( )  ( )/
  
                                                                                                         (       ) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada .( ( )    ( )) ( )  ( )/
  
   olmak zorundadır. Aksi 

halde (       ) eşitsizliğinden dolayı öyle bir   ( )   (  ) elemanı vardır ki       
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.( ( )    ( )) ( )  ( )/ sayısı, reel kısmı sıfır olan kompleks sayı olmalıdır. 

Buradan da     sayısı keyfi oluğundan ‖   ‖  
  ‖  

  ‖  
  farkı sonsuz olur. Bu ise 

bir çelişkidir. Ayrıca,  (  ) kümesi  
  uzayında yoğun ve  ( ) sürekli operatör 

fonksiyonu olduğundan 

  ( )   ( )        ,   - 

eşitliği sağlanmalıdır.  Son olarak (       ) eşitsizliğinden, her  ( )   (  ) için,  

‖   ‖  
  ‖   ‖  

    (   ( ) ( )  ( ))    

eşitsizliği gelir ki  

   ( )                      ,   -  

  olduğu görülür.  

Teoremin diğer yönden ispatı (       ) eşsizliğinden gelir. 

Teorem 2.2.1.2.    uzayında, (       ) diferensiyel ifadenin ürettiği    minimal operatörü 

bir hiponormal operatör olsun. O halde,    minimal operatörünün her    maksimal 

hiponormal genişlemesi,   operatörü    üzerinde bir üniter operatör olmak üzere 

 
 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( )                                                                                           (       )  

sınır değer şartını sağlar ve  
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  operatörü bir pozitif 

operatördür. Ayrıca,   üniter operatörü tek türlü tanımlı olduğundan        .  

 Tersine,  (       ) sınır değer şartını, verilen özelliklerle birlikte sağlayan her   

maksimal operatörün kısıtlanışı    minimal operatörünün maksimal hiponormal 

genişlemesidir.  

İspat:    operatörü,    hiponormal operatörünün maksimal hiponormal genişlemesi olsun. 

 ( ) düzgün sınırlı ve    kapalı operatör olduğundan 

  (  ) ( )    (  ( ))
 
       ( )   (  )  
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operatörü kapalıdır. Ayrıca,   (  ) operatörü    uzayında    minimal operatörünün sanal 

kısmının bir simetrik genişlemesi olduğu görülür. Buradan, her  ( )   (  )   (  
 ) 

için 

(   ( )  ( ))   ( 
( )   

  ( ))
  

   .(  (  ) ( )  ( ))   ( 
( )   (  ) ( ))  /  

 (  ( )  ( ))
 
| 
  . ( ) (  ( ))

 
/
  
 . ( ) (  ( ))

 
/
  

 (  
 
 ⁄  ( )  

 
 ⁄  ( ))

 
 ( 

 
 ⁄  ( )  

 
 ⁄  ( ))

 

 ‖ 
 
 ⁄  ( )‖

 

 ‖ 
 
 ⁄  ( )‖

 

   

eşitliği sağlanır.  O halde, bir   izometrik operatörü mevcuttur öyle ki 

 
 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( ) 

eşitliği sağlanır.  

Şimdi,  

   (  (  )
    )  {   

  (   )      } 

ve 

   (  (  )
    )  {   

  (   )      } 

olsun.    ve    ,    uzayının keyfi alt uzayları olmak üzere     { 
  
  (   )      

   } ve     { 
  
  (   )        } ve bu uzaylar üzerinde            bir lineer 

izometrik dönüşüm tanımlansın.    ve    uzaylarının   Hilbert uzayının       

      koşulunu sağlayan kapalı lineer alt uzayları olduğu açıktır. Buradan, Teorem 

1.5.55'den dolayı    genişlemesinin tanım kümesi,   

 (  )   (  (  ))   (  ) ⊕ (   )                                                      (       )  

olur.  

 Diğer taraftan, 
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   * ( )     ( )   (  )+ 

   * ( )     ( )   (  )+ 

uzayları   uzayının alt uzayları olarak tanımlansın. (       ) eşitliğinden dolayı       

      olur. Üstelik,    uzayı veya    uzayı   Hilbert uzayına eşit olmak zorundadır. 

Varsayılsın ki olmasın. O halde,   

   4( 
 
 ⁄ (  )     (   ))⊕ (   ) 

 
 ⁄ (  ) 5      

 
 ⁄ (  ) 

ve  

       

olduğundan    de sıfırdan farklı öyle bir   elemanı vardır ki her    
 
 ⁄ (  ) için  

((   )   )
  
   

ve  

   
 
 ⁄ (  )     (   ) 

olur. Bundan dolayı,    operatörünün bir   ̃ genişlemesi  (  ̃)       { (  )   
   ⁄  } 

olacak şekilde inşa edilebilir. Açıktır ki  (  ̃)   (  ̃
 
) ve   ̃ bir hiponormal 

operatördür. Bu ise    operatörünün maksimal hiponormal operatör olması ile çelişir. 

Dolayısıyla,         olduğu görülür. Buradan   (  ) operatörü  
  uzayı üzerinde 

bir özeşlenik operatördür ve   üniter operatördür. Dolayısıyla    genişlemesi tarafından 

tek türlü belirlenir.  

              operatörü,    minimal operatörünün maksimal hiponormal genişlemesi 

olduğundan, her  ( )   (  ) için 
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(   ( )    ( ))   (  
  ( )   

  ( ))
  

 .(  ( ))
 
  ( ) ( ) (  ( ))

 
  ( ) ( )/

  

 . (  ( ))
 
  ( ) ( )  (  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 .(  ( ))
 
 (  ( ))

 
/
   
 .(  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 . ( ) ( ) (  ( ))
 
/
   
 ( ( ) ( )  ( ) ( ))

   

 .(  ( ))
 
    ( )/

   
 .(  ( ))

 
  ( ) ( )/

   

 . ( ) ( ) (  ( ))
 
/
   
 ( ( ) ( )  ( ) ( ))

   

 (   ( )  ( ) ( ))
   
 ( ( ) ( )    ( ))

   
 (   ( )  ( ) ( ))

   

 ( ( ) ( )    ( ))
  

  0(   ( )  ( ) ( ))
   
 ( ( ) ( )    ( ))

  
1      

eşitsizliğine ulaşılır. Burada Teorem 2.1.1.1 ve (       ) eşitliği kullanılırsa, 

 0.( ( )  ( )  ( ))
  
/
 

 (  ( )  ( )  ( ))
  
1

  [( 
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  ( )  ( ))

  
 (    ( )  ( ))

  
]    

   

eşitsizliğinin sağlandığı görülür.  (  )   (  ) ve son eşitsizlikten her  ( )   (  ) ve 

her  ( )   (  )için 

( 
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  ( )  ( ))

  
 (   ( )(   )( ) (   )( ))

  
   

eşitsizliği elde edilir.  (  ) yoğun olduğundan          olacak şekilde     

 (  ) vardır. Bu sonuçtan ve ‖ 
 ( )‖    (    ) olduğundan  

( 
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  ( )  ( ))

  
     

olur ki  
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  operatörünün   Hilbert uzayında pozitif olduğu 

sonucuna ulaşılır.  
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 Böylece,   
  operatörü  

  ( )   (  ( ))
 
  ( ) ( ) 

diferensiyel operatör ifadesi tarafından üretilir ve  

    
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( )        ( )   (  

 ) 

sınır değer koşulunu sağlar.    uzayındaki hiponormal genişlemelerin diğer durumunu ve 

 (  )   (  
 )  olduğunu görmek kolaydır.    

Örnek 2.2.1.3: Eğer       olması durumunda bir       *(   )+       *(   )+ 

üniter operatörü       ve |     |    , 
 

     
  ̅ , 

 

     
  ̅ ve | |   | | olmak 

üzere,  

  [
  
  

] 

 matrisi ile ifade edilir.   

   0
  
  

1 

ve  

 ( )  0  
    
  

1    ,   - 

şeklinde olup,  

i)   ( )   ( )    ,    her   ,   - için 

ii)    ( )             ,    h.h.y    ,   - için 

koşulları sağlanıp  
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄  bir pozitif operatör olup  

  
 
 ⁄  ( )   

 
 ⁄  ( ) 

koşulu altında hiponormal olan    minimal operatörün maksimal hiponormal genişlemesi 

mevcuttur ve  

   ( )  (  ( ))
 
  ( ) ( )     ( )  (

  ( )

  ( )
)    (  ,   -)    ( )      ( )    
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sınır değerleriyle ifade edilir.  

 

 

2.2.2. Maksimal Hiponormal Genişlemelerin Spektrum Yapısı 

             

Bu kısımda,   bir üniter operatör olmak üzere,   uzayının içinde 

 
 
 ⁄ (   ( )   ( )) 

 
 ⁄    eşitsizliğini sağlayan,    uzayındaki (        ) 

dejenere diferensiyel operatör ifadesi ve (       ) deki sınır değer koşulları tarafından 

doğrulan    minimal operatörün    maksimal hiponormal genişlemesinin spektrum 

kümesi araştırıldı. 

Bir önceki kısma benzer olarak     ,   - ve      için,  

  (   )    
   ( ) (   )                                                                             (       )  

eşitliğini sağlayan  (   ) evolüsyon operatörü mevcuttur (Ayrıntılı bilgi için Daleckii, ve 

Krein 1974, Goldstein 1985, Krein 1971 bakınız.). Ayrıca,  (   ) evolüsyon operatörü 

i)  (   )    

ii)  (   )  ( (   ))
  

 

iii)  (   ) (   )   (   ) 

özelliklerini sağlar ve her     ,   - için    ve  (   ) değişmeli olurlar. 

 

Teorem 2.2.2.1.    maksimal hiponormal genişlemesinin spektrum kümesi  

 (  )  {       (  (   ) 
   
  (   ))}  {         (  ( ))               ,   -}    

formundadır. 

İspat:    maksimal hiponormal genişlemesinin spektrumunu bulabilmek için,  ( )  

 (  )  ( )   
  ve     için 

(     ) ( )   ( ) 
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eşitliği, yani 

    (  ( ))
 
  ( ) ( )    ( )   ( ) 

problemini göz önüne alınmıştır.  

 Her   ,   - için  ( )    ( )    ( )  ( )    ( )    ( )        ( )     

      olarak seçilsin. Ayrıca, (  ( ))
 
    

 ( ) yazılabilir. Burada,    uzayı 

üzerindeki    kısıtlanış operatörünün sınırlı tersi olduğundan   
 ( ) vardır. Bundan dolayı, 

bu diferensiyel denklemin    uzayında genel çözümü,   ( )       ( )      ( ) ve 

           ( )            için,  

     ( )   
   
  (   ) (   )  ∫    

  (   ) (   )  
    ( )   

 

 

         

( ( )    )    ( )    ( ) 

formundadır.  

   operatörü,    uzayı üzerinde üniter operatör ve  
 
 ⁄  ( )    

 
 ⁄  ( ) sınır 

değer koşulundan 

(  (   )    
  (   )   ) 

 
 ⁄    ∫    

  (   )

 

 

 (   )  
   ⁄   ( )   

eşitliği elde edilir. Buradan açıkça görülür ki     sayısı    maksimal hiponormal 

genişlemesinin spektrumunda olabilmesi için gerek ve yeter şart  

   (  (   )    
  (   )) 

veya  

    (  ( ))                  ,   -  

olmasıdır.  

Sonuç 2.2.2.2: Triviyal olmayan bir altuzayda   operatörü projeksiyon operatör olsun. O 

halde,    maksimal hiponormal genişlemesinin spektrumu 
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 (  )  {       
 

   
(  | |   (        ))    (   (   )    )}

 {         (  ( ))               ,   -} 

formundadır.  

Sonuç 2.2.2.3: Eğer    minimal operatörü hiponormal ise  (  )    dir.   

 

 

2.3.Birinci Mertebeden Singüler Dejenere Diferensiyel Operatörlerin Normal 

Genişlemeleri 

 

2.3.1.Singüler Dejenere Diferensiyel Operatörlerin Normal Genişlemelerin 

Tanımlanması 

 

   ve     birer ayrılabilir kompleks Hilbert uzay olsun. O halde,     için 

      (   (    )) ⊕   (   (    )) 

uzayı,   ( )   ( )   
 (   (    )) ve   ( )   ( )   

 (   (    )) olmak üzere, her 

 ( )  (  ( )   ( )) ,  ( )  (  ( )   ( ))     için,  

( ( )  ( ))
 
  ∫(  ( )   ( ))  

  

 

  

  ∫ (  ( )   ( ))  
  

  

 

 

iç çarpımı ile bir Hilbert uzayıdır.       için,       * + olan            

operatörleri kapalı görüntü kümesine sahip lineer sınırlı pozitif özeşlenik operatörler ve 

          ise lineer sınırlı özeşlenik operatörler olmak üzere  

        (  )          (  )    

 ve  

(  )      
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olsun. O halde,   uzayında,  ( )  (  ( )   ( ))    için, lineer dejenere diferensiyel 

ifadesi,  

 ( ( ))  {
(    ( ))

 
     ( )         

(    ( ))
 
     ( )         

                                                       (       )  

şeklindedir. Bu diferensiyel ifadesinin   uzayındaki formal eşleniği, 

. ( ( ))  ( )/
 
   

 ∫ .(    ( ))
 
     ( )   ( )/

  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
     ( )   ( )/

  
  

  

 

 ∫.(    ( ))
 
   ( )/

  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
   ( )/

  
  

  

 

 ∫(    ( )   ( ))  
  

 

  

  ∫ (    ( )   ( ))  
  

  

 

 (    ( )   ( ))  
|  
  (    ( )   ( ))  

| 
  

 ∫(  ( )     
 ( ))

  
  

 

  

  ∫ (  ( )     
 ( ))

  
  

  

 

 ∫(  ( )     ( ))  
  

 

  

  ∫ (  ( )     ( ))  
  

  

 

 

            (    ( )   ( ))  
 (    ( )   ( ))  

 ∫.  ( )  (    ( ))
 
     ( )/

  
  

 

  

  ∫ .  ( )  (    ( ))
 
     ( )/

  
  

  

 

 

olduğundan,   ( )  (  ( )   ( ))    için 
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  ( ( ))  {
 (    ( ))

 
     ( )         

 (    ( ))
 
     ( )         

                                                  (       )  

olur. Şimdi,   uzayının 

  
   { ( )      ( )  ∑  ( )  

 

   

   ( )   (   ( )        ( )   ) 

   ( )    
 (    )    ( )( )    

 (    )        

          } 

yoğun lineer manifoldu üzerinde tanımlı   
  ( )    ( ( )) olan   

  operatörü göz önüne 

alınsın.   
   eşlenik operatörünün tanım kümesi   

  lineer manifoldunu içerdiğinden   
  

operatörü kapanışa sahiptir (Schmüdgen, 2012).    uzayında tanımlı   
  operatörünün 

kapanışına (       ) deki lineer diferensiyel ifadesi tarafından doğrulan minimal oparatör 

denir ve    ile gösterilir.  

 Benzer şekilde,   uzayında (       ) lineer diferensiyel ifadesi tarafından doğrulan  

  
  minimal operatör tanımı verilebilir.   uzayındaki   

  (  ) minimal operatörünün 

özeşlenik operatörü (       )((       )) tarafından doğrulan maksimal operatör olarak 

adlandırılır ve   (  ) ile gösterilir (Berezansky, 1968; Dunford, 1963).  

  operatörü   Hilbert uzayında bir kapanabilir operatör ve       bir sınırlı 

operatör olsun.  ̅ operatörü   operatörünün en küçük kapalı genişlemesi olmak üzere 

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ ve  (   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)   ( ̅) eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlik ile birlikte Öztürk ve 

İsmailov‟un (2012) çalışmasından dolayı,  

                 
     

 (  )  2 ( )  (  ( )   ( ))     .(    ( ))
 
  (    ( ))

 
/       ( )

             ( )       3 

ve 

 ( )  2 ( )  (  ( )   ( ))     .(    ( ))
 
  (    ( ))

 
/    3 

olur.   

Bu kısım boyunca, her       ve       için                        

       |              ve       |               notasyonları kullanılmıştır.  
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Teorem 2.3.1.1.    minimal operatörü   üzerinde formal normal operatör olması için 

gerek ve yeter şart her       için             olmasıdır. 

İspat:    minimal operatörü   üzerinde formal normal operatör olsun. O halde, her  

 ( )  (  ( )   ( ))   ( )  (  (  )   ( ))    (  )   (  
 ) için  

(   ( )    ( ))  (  
  ( )   

  ( ))
 

 ∫.(    ( ))
 
     ( ) (    ( ))

 
     ( )/

  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
     ( ) (    ( ))

 
     ( )/

  
  

  

 

 ( ∫. (    ( ))
       ( )  (    ( ))

 
     ( )/

  
  

 

  

  ∫ . (    ( ))
 
     ( )  (    ( ))

 
     ( )/

  
  

  

 

)  

 ∫ .(    ( ))
 
 (    ( ))

 
/
  
  

 

  

 ∫.(    ( ))
 
      ( )/

  
  

 

  

 ∫.    ( ) (    ( ))
 
/
  
  

 

  

 ∫(    ( )     ( ))  
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                             ∫ .(    ( ))
 
 (    ( ))

 
/
  
  

  

 

 ∫ .(    ( ))
 
     ( )/

  
  

  

 

 ∫ .    ( ) (    ( ))
 
/
  
  

  

 

 ∫ (    ( )     ( ))  
  

  

 

 ∫.(  ( )  )
   (    ( ))

 
/
  
  

 

  

 ∫((  ( )  )
       ( ))  

  

 

  

 ∫(    ( ) (  ( )  )
  )    

 

  

 ∫(    ( )     ( ))  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
 (    ( ))

 
/
  
  

  

 

 ∫ .(    ( ))
 
     ( )/

  
  

  

 

 ∫ .    ( ) (    ( ))
 
/
  
  

  

 

 ∫ (    ( )     ( ))  
  

  

 

   6.(    ( ))
 
     ( )/

  (   (    ))

 .    ( )  (    ( ))
 
 /
  (   (    ))

 .(    ( ))
 
     ( )/

  (   (   ))

 .    ( )  (    ( ))
 
/
  (   (   ))

7    

eşitliği sağlanır. Bu son eşitlikte     ( )      ( )    (  ) kullanılırsa,  

((         )  ( )   ( ))  (   (    ))
 ((         )  ( )   ( ))  (   (   ))

   

eşitliğine ulaşılır.  (  ) uzayının     uzayında yoğun olduğundan, her       için  

          

olduğu görülür.   

Tersine, her       için    sınırlı lineer operatör olduğundan  

  (    ( ))
 
 (      ( ))

 
 

eşitliği doğrudur. İlk denklem ve bu sonuçtan    minimal operatörünün formal normal 

olduğu elde edilir.  
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Teorem 2.3.1.2.   Hilbert uzayında, (       ) diferensiyel ifadenin ürettiği formal normal 

olan    minimal operatörünün keyfi    genişlemesinin normal olması için gerek ve yeter 

koşul her  ( )  (  ( )   ( ))   (  ) için,  

,
  
 
 ⁄   ( )     

 
 ⁄   ( )                                                         

  
 
 ⁄   ( )     (   )

 
 ⁄     

 
 ⁄   ( )     (  )

 
 ⁄
 

sınır değer koşullarının sağlandığı    operatörünün tanım kümesinin  ( ) uzayının bir 

kısıtlanışı olmasıdır. Burada,             bir üniter operatördür. Ayrıca, bu   üniter 

operatörü    genişlemesi tarafından tek türlü tanımlıdır, dolayısıyla       olarak 

gösterilir.  

İspat:     minimal operatörünün bir normal genişlemesi    operatörü olsun. O halde, her 

   (  )   (  
 )  için 

(   ( )  ( ))  ( 
( )   

  ( ))
 

 ∫.(    ( ))
 
     ( )   ( )/

  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
     ( )   ( )/

  
  

  

 

 ( ∫.  ( )  (    ( ))
 
     ( )/

  
  

 

  

  ∫ .  ( )  (    ( ))
 
     ( )/

  
  

  

 

)

  ∫ .(    ( ))
 
   ( )/

  
  

 

  

 ∫(    ( )   ( ))  
  

 

  

 ∫ .(    ( ))
 
   ( )/

  
  

  

 

 ∫ (    ( )   ( ))  
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                            ∫ .  ( ) (    ( ))
 
/
  
  

 

  

 ∫(  ( )     ( ))  
  

 

  

  ∫ .  ( ) (    ( ))
 
/
  
  

  

 

  ∫ (  ( )     ( ))  
  

  

 

 (    ( )   ( ))  
|  
  ∫(    ( )   

 ( ))
  
  

 

  

 (    ( )   ( ))  
| 
   ∫ (    ( )   

 ( ))
  
  

  

 

 ∫(  ( )     
 ( ))

  
  

 

  

  ∫ (  ( )     
 ( ))

  
  

  

 

 ‖  
 
 ⁄   ( )‖

  

 

  ‖  
 
 ⁄   ( )‖

  

 

   

eşitliği ulaşılır. Bundan dolayı,    (  ) için 

   
 
 ⁄   ( )    

 
 ⁄   ( ) 

eşitliğini sağlayan bir izometrik operatör vardır. Ayrıca, sırasıyla 

   {  ( )      ( )  (  ( )   ( ))   (  )}

   {  ( )      ( )  (  ( )   ( ))   (  )}
 

uzayları    ve    uzaylarının altuzayıdır.       ̅̅̅̅  ve      ̅̅̅̅  olmalıdır. Varsayılsın ki 

olmasın. Şimdi, sıfırdan farklı      
  veya      

  için   uzayında,   ( )  

(     
      ) ve   ( )  (   

     
    ) tanımlanır. O halde, her  ( )  (  ( )   ( ))  

 (  ) için 
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(   ( )   ( ))   ( 
( )   

   ( )) 

 ∫.(     ( ))
 
    ( )  

    
    ( )/

  
  

 

  

  ∫ .(    ( ))
 
     ( )  /

  
  

  

 

 ( ∫.  ( )  (   
    
    ( ))

 
    

    
    ( )/

  
  

 

  

  ∫ (  ( )  )    

  

 

)  (    ( )  
    
    ( ))  

   

ve 

(   ( )   ( ))   ( 
( )   

   ( )) 

 ∫.(     ( ))
 
     ( )  /

  
  

 

  

  ∫ .(     ( ))
 
     ( )  

     
    ( )/

  
  

  

 

 ( ∫(  ( )  )    

 

  

  ∫ .  ( )  (   
     

    ( ))
 
    

     
    ( )/

  
  

  

 

)

 (     ( )  
    
    )     

eşitlikleri sağlanır. Bu durum ise       için     (  
 ), fakat     (  ) olduğunu 

gösterir.    bir normal operatör olduğundan bu bir çelişkidir. Bundan dolayı,         

    bir üniter operatördür ve    genişlemesi tarafından       ̅̅̅̅  ve      ̅̅̅̅  olduğundan 

tek türlü tanımlıdır.  

 Diğer taraftan,    operatörü    minimal operatörünün bir normal genişlemesi 

olduğundan, her  ( )  (  ( )   ( ))   (  ) için  
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(   ( )    ( ))  (  
  ( )   

  ( ))
 

   6.(    ( ))
 
     ( )/

  (   (    ))

 .    ( )  (    ( ))
 
 /
  (   (    ))

 .(    ( ))
 
     ( )/

  (   (   ))

 .    ( )  (    ( ))
 
/
  (   (   ))

7

  [4    
 
 ⁄   ( )   

 
 ⁄   ( )5

  

  4    
 
 ⁄   ( )   

 
 ⁄   ( )5

  

]

   ‖(     )
 
 ⁄   ( )‖

  

 

   ‖(    )
 
 ⁄   ( )‖

  

 

   

eşitliği sağlanır. Bundan dolayı,  

  
 
 ⁄   ( )     (   )

 
 ⁄  

ve  

  
 
 ⁄   ( )      (  )

 
 ⁄  

 olur.  

 Tersine,   

  
 
 ⁄   ( )     

 
 ⁄   ( ) 

ve 

    
 
 ⁄   ( )     (   )

 
 ⁄        

 
 ⁄   ( )     (  )

 
 ⁄  

sınır değer koşulları sağlansın. Burada,             bir üniter operatör olarak 

alınmıştır. Bu durumda,   
  özeşlenik operatörü (       ) diferensiyel operatör ifadesi 

tarafından doğrulur ve  (  )   (  
 ) dir. Ayrıca,    uzayındaki normal genişlemelerin 

diğer koşulu sağladığı yukarıdaki eşitliklerden elde edilir. 

Sonuç 2.3.1.3. Eğer    veya    den biri birebir operatör ise    minimal operatörünün   da 

normal genişlemesi yoktur.   
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Sonuç 2.3.1.4. Eğer    minimal operatörünün   uzayında bir normal genişlemesi var ise  

      (    )
 
 ⁄        (   )

 
 ⁄    

bağıntısı sağlanır. 

Örnek 2.3.1.5:  Eğer      
         olması durumunda bir        *(   )+   

    *(   )+ üniter operatörü           ve |     |    , 
 

     
  ̅ , 

 

     
  ̅ 

olmak üzere,  

  [
  
  

] 

matrisi ile ifade edilir.   

    0
  
  

1      0
  
  

1 

ve  

    0
  
   

1      0
  
  

1    

şeklinde olup, her        için            eşitliği sağlanıp  

,
  
 
 ⁄   ( )     

 
 ⁄   ( )                                                         

  
 
 ⁄   ( )     (   )

 
 ⁄     

 
 ⁄   ( )     (  )

 
 ⁄
 

koşulları altında formal normal olan    minimal operatörün normal genişlemeleri 

mevcuttur ve  

  ( ( ))  {
(    ( ))

 
     ( )         

(    ( ))
 
     ( )         

      

     ( )  (
   ( )

   ( )
)    (   (    )) ⊕   (   (    ))  

    ( )        ( )     ( ) 
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sınır değerleriyle ifade edilir.  

 

 

2.3.2.Singüler Dejenere Diferensiyel Operatörlerin Normal Genişlemelerinin  

Spektrum Yapısı 

 

Bu bölümde,   uzayında (       ) tarafından doğrulan    minimal operatörün, 

            üniter operatör olmak üzere,    normal genişlemesinin  

,
  
 
 ⁄   ( )     

 
 ⁄   ( )                                                          

  
 
 ⁄   ( )     (   )

 
 ⁄     

 
 ⁄   ( )     (  )

 
 ⁄
 

sınır değer koşulları altında spektrum kümesi araştırılmıştır. Ayrıca,    minimal operatörü 

için 

     .(    )
 
 ⁄ /    .(   )

 
 ⁄ / 

olarak alınmıştır. 

Teorem 2.3.2.1.    operatörü,    minimal operatörünün bir normal genişlemesi olsun. O 

halde,    normal operatörün noktasal spektrum kümesi  

  (  )    (   )       (   ) 

olur. 

İspat:    normal genişlemesi,  ( )    (  ) ve     için, 

   ( )     ( )                                                                                                        (       )  

özdeğer problemini göz önüne alınsın. Her        ve       için    ( )      olmak 

üzere  

 ( )  (  ( )    ( ))  (   ( )     ( )    ( )     ( )) 

yazılabilir ve ayrıca     üzerinde     kısıtlanış operatörünün sınırlı tersi olduğundan 

   
 ( ) vardır. (       ) problemin   uzayındaki çözümü,  
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   ( )    
    

  (    )(   )                      

   ( )    
    

  (    )(   )                      
 

  
 
 ⁄       

 
 ⁄    

     ( )       ( )       ( )      ( )
 

şeklindedir. Ayrıca,   
 
 ⁄       (  ) ve   

 
 ⁄        (  ), ve Teorem 2.3.1.1. den 

   ( )    
    
  (   )                         

   ( )    
    
  (   )                           

 

  
 
 ⁄       

 
 ⁄      

     ( )       ( )       ( )      ( )   
 

olmalıdır. Fakat, (   ( )    ( ))    olması için gerek ve yeter şart       için    

  olmasıdır. Bunun sonucu olarak 

  (  )    (   )       (   ) 

olur.  

Teorem 2.3.2.2:    operatörü,    minimal operatörün keyfi normal genişlemesi ise 

   normal operatörün sürekli spektrum kümesi  

  (  )         (   )       (   ) 

olur. 

İspat:      ve      sırasıyla    normal operatörünün reel ve sanal kısmı olmak üzere,  

 (  )   (    )    (    ) 

olduğu normal operatörlerin spektrumundan bilinir (Dunford ve Schwartz, 1963). Eğer 

           (  ) ise      (    ) ve      (    ) olur. Şimdi,    normal 

genişlemesinin,       ve       olmak üzere her   ( )  (  ( )   ( ))  

(   ( )     ( )     ( )     ( ))   (  )          için 

   ( )    ( )   ( )   ( )          



72 

 

 

 

probleminin çözümüne bakılsın. Buradan,  

        
 ( )       ( )      ( )     ( )                    ( )    ( )   

 (    (    ))  

     
 ( )       ( )      ( )     ( )                   ( )    ( )   

 (    (   ))  

  
 
 ⁄    ( )     

 
 ⁄    ( )                  ( )     (   )

 
 ⁄      ( )     (  )

 
 ⁄  

        ( )       ( )     ( )                                     ( )    ( )   
 (    (    )) 

      ( )       ( )     ( )                                       ( )    ( )   
 (    (   )) 

olur. Bu durumda,       veya       (   )       (   ) olduğunda bu problemin bir 

çözümü yoktur. Ayrıca, Teorem 2.3.1.1. ve sınır değer koşullarından dolayı genel çözüm  

   ( )    
      

  (   )    ∫  
    

  (      )(   )   
     ( )  

 

 

               

   ( )    
      

  (   )    ∫  
    

  (      )(   )   
     ( )  

 

 

             

şeklindedir. Diğer taraftan,    uzayındaki     
    

      (   )        için  

 ( )  ( (     )   
  (   )  

    (      )   
  (   )  

 ) 

fonksiyonu vardır öyle ki  

                ( )    
      

  (   )    ∫  
      

  (   )    
  (   )   

    
   

 

 

         
  (   )    

      
  (   )(    

  (   )   )  
                             

                ( )    
      

  (   )    ∫  
      

  (   )     
  (   )   

    
   

 

 

         
  (   )      

      
  (   )(     

  (   )   )  
                         

eşitlikleri sağlanır. Ayrıca,  ( )  (   ( )     ( ))   (  ) olması için gerek ve yeter 

koşul  
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 ve  

  
 
 ⁄   
     

 
 ⁄   
  

eşitliklerinin sağlanmasıdır.     * + için bu sonuçtan dolayı,       için,    
    

  

   (   ) olduğunda  

  ( )  ( 
(     )   

  (   )  
     (      )   

  (   )  
 ) 

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla,    ( )      ( )    ( ) denkleminin çözümü yoktur. Bu 

da ispatı tamamlar. 

 



 

 

 

3. SONUÇLAR 

  

1. Sonlu aralıktaki vektör fonksiyonlarının oluşturduğu Hilbert uzayındaki birinci 

mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi tarafından tanımlanan 

minimal operatör sınıflarının formal normal olması için gerek ve yeter şartlar 

araştırılmıştır. Ayrıca, minimal operatörlerin formal normal olması durumunda tüm 

normal genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade edilmiş ve bu normal 

genişlemelerin evolüsyon operatörü aracılığıyla spektrum kümesi belirlenmiştir. 

2. Sonlu aralıktaki vektör fonksiyonlarının oluşturduğu Hilbert uzayındaki birinci 

mertebeden lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi tarafından tanımlanan 

minimal operatör sınıflarının hiponormal olması için gerek ve yeter şartlar 

araştırılmıştır. Ayrıca hiponormal olan minimal operatörlerin tüm maksimal 

hiponormal genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade edilmiş ve bu maksimal 

hiponormal genişlemelerin evolüsyon operatörü aracılığıyla spektrum kümesi 

belirlenmiştir. 

3. Birinci mertebeden singüler lineer dejenere diferensiyel operatör ifadesi tarafından 

tanımlanan minimal operatör sınıflarının formal normal olması için gerek ve yeter 

şartlar araştırılmıştır. Ayrıca formal normal olan minimal operatörlerin tüm normal 

genişlemeleri sınır değerleri dilinde ifade edilmiş ve bu normal genişlemelerin 

evolüsyon operatörü aracılığıyla spektrum kümesi belirlenmiştir. 

Bu bulgular üç farklı uluslararası sempozyumda (Yılmaz ve Sertbaş, 2019; Sertbaş 

ve Yılmaz, 2018 ve 2019) sözlü olarak sunulmuş ve biri tam metin olarak 

basılmıştır. Ayrıca edinilen sonuçlar iki farklı makale olarak (Yılmaz ve Sertbaş, 

2022; Sertbaş ve Yılmaz, 2019) basılmıştır. 



 

 

 

 

4.ÖNERİLER 

 

1. Diferensiyel denklemler ve diferensiyel denklem sistemleri için sınır değer 

problemleri teorisindeki bazı problemlerin çözümlerinin araştırılmasında tezde 

alınan sonuçlar kolaylık sağlayabilir. 

2. Sonsuz veya sonlu aralık üzerinde tanımlı vektör fonksiyonların Hilbert uzayında 

sınırlı veya sınırlı olmayan sabit veya değişken dejenere operatör katsayılı ikinci 

mertebeden diferensiyel ifadelerin doğurduğu minimal operatörün tüm 

genişlemelerin genel gösterimi araştırılabilir. Ayrıca bu genişlemelerin spektral 

analizi de incelenebilir.  

3. Singüler durumlarda çözümü daha zor olan problemler serisinden olan bu 

problemler kendi başına serbest bir inceleme alanı olarak görülebilir. 

4. Bu tezde alınan sonuçların yeni uygulama alanları fiziksel ve tekniksel modellerde 

aranabilir.
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