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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BIRINCI MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERININ SALINIMLILIGI
Elif ULUSOY
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Bu tez caligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan ve
simdiye dek yapilan bazi ¢alismalardan séz edilmistir. Ugiincii béliimde orijinal
sonuglar verilmistir. Ugiincii bélimde, {p(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {r(n)}
monoton olmasi gerekmeyen,
n=1li¢cint(n) =n

kosullarini saglayan tamsay: dizileri ve geri fark operatorii

Vx(n) =x(n) —x(n—1)
esitligi ile tanimlanmak iizere birinci mertebeden

Vx(n) — p(n)x(r(n)) =0
ileri fark denkleminin ¢6ziimlerinin salinimlilig1 igin yeni kriter elde edilmistir.

Son olarak tartisma ve sonug¢ kismina yer verilmistir.

2023, v + 28 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Ileri fark denklemi, Monoton argiimanlar,
Monoton olmayan argiimanlar, Salinimli ¢6ziim, Saliniml

olmayan ¢6ziim.
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OSCILLATION OF SOLUTIONS OF FIRST ORDER
DIFFERENCE EQUATIONS
Elif ULUSOY
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we
mention some basic notions and studies so far. Our original results are given in the third
chapter. In the third chapter, new oscillatory criteria is obtained for first order linear
advanced difference equation given by

Vx(n) =x(n) —x(n—1)
where {p(n)} is sequence of positive real numbers and {t(n)} is sequence of integers
and is not necessarily monotone such that

t(n)=nforn>1

and backward difference operator is given by

Vx(n) =x(n) —x(n—1).

Finally, the discussion and conclusion part is given.
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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler

R Reel sayilar

R* Pozitif Reel sayilar

R~ Negatif Reel sayilar

N Dogal sayilar

Z Tam sayilar

Ry R — {0}

R, [0, )

T Monoton olmayan argliman

h Monoton argiiman

I Carpim sembolil

X Toplam sembolii

A Ileri fark operatérii

\Y Geri fark operatorii

E Oteleme (kaydirma) operatdrii
C Stirekli fonksiyonlarin kiimesi




1 GIRIS

Matematik, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, biyolojideki genetik, radyasyondaki
kuantum, ekonomi gibi bilim dallarinda, teknolojinin siirekli degismesi ve gelismesiyle
birlikte matematiksel problemler ortaya ¢ikmistir. Fark denklemleri genellikle bu bilim
dallarindaki problemlerin ¢oziimiinde kargimiza cikmaktadir. Ciinkii bu tarz prob-
lemlerde bagimisz degiskenin siirekliolmadigi durumlar kargimiza cikabilir. Bagimsiz
degiskenin siirekli olmadigi durumlar fark denklemleri ile kaldirilmak istenmistir. Fark
denklemleri ; bir veya birden ¢ok degiskenli bir fonksiyonunsonlu farklarile bagimsiz
degigkenleri arasindaki cebirsel bagintilardir. Diferensiyel denklemlerin teorisine ¢ok
biiyiik benzerlikler géstermekle birlikte inceleme yoniinden daha yeni bir kavramdir.
Fark denklemleri, fonksiyonel denklemler olarak da adlandirihir. (Elaydi 2000)

Zamana bagh cegitli doga olaylarinin incelenmesinde fark denklemleri ile kargilasil-
maktadir. Fark denklemleri bu incelemenin dogal bir ifadesidir. Zaman kesikli yani ¢
degiskeni sadece tam say1 degerleri oluyor ise bu degiskendeki degisme tiirevle degil,
farklarla gosterilir ve bu denklemlere fark denklemleri denir. Zamana baglh degisken-
lerin yer verildigi birgok olay ayrik (kesikli) olaylardir. Bundan dolayr bu tiir den-
klemler 6nemli matematiksel modelleri olugtururlar. Fark denklemleri i¢in daha énemli
olan nokta ise diferensiyel denklemler icin ayriklagtirma (discrezitation) metotlarmin
incelenmesinde kullanilmasidir. Fark denklemleri teorisinde elde edilen bircok sonug,
bunlara karsilik gelen diferensiyel denklemlerdeki sonuglar ile asagi yukar: benzerdir.
Bundan dolay1 birinci mertebeden diferensiyel denklemlerin ayrik bir benzeri olarak ele
alimir. Yine de fark denklemleri teorisi, diferensiyel denklemler teorisinden daha genis
kapsamhdir. Ornegin, fark denkleminin birinci mertebeden bir diferensiyel denklemin
ayrik bir benzeri oldugundan bahsetmistik. Bu fark denklemi ”ghost” ¢6ziim veya
kaotik yoriingelere sahiptir. Fakat diferensiyel denklemlerde boyle bir durum ancak
yiiksek mertebeden diferensiyel denklemlerde gegerlidir.

Ikinci bir 6rnek verecek olursak, bir secimden 6 ay once, belirlenen bir gruba her
ay ayni sorular sorulur. 1. oylamadan 6. oylamaya kadar sonuclar not edilir. Grubun
verdigi cevaplar oylama sayisinin bir fonksiyonu olarak incelenir. 1’den 6’ya kadar tam

sayilar1 alan bu kesikli degisken, fark denklemleri kullanilmasina neden olur.sosyolojik



aragtirmalar bu ardigik degerlerin 6zellikleriyle ilgilenir.

Psikolojik aragtirmalar icin de sozlii kelime 6grenme modeli 6rnek gosterilebilir.
Sozlii kelime 6grenme modelinde kisiye kelime listesi yiikse bir sesle okunur. Kisi ak-
linda kalan kelimeleri yazar. Kelimelerin siras1 degistirilip tekrar tekrar okunur ve her
defasinda kiginin aklinda kalip yazdigi kelimelerin orani hesaplanir. Bu oran kararh
bir degere ulagana kadar devam edilir. Psikoloji, bu ardigik degerlerin 6zelliklerini
inceler. Bu modelde kesikli degisken deneme sayisidir ve fark denklemleri kullanilir.
Fark denklemleri teorisinin uygulamalarini iceren bu tiir érnekler cogaltilabilir. Biy-
olojide canli populasyon sayisinin aragtirilmasinda , tipta hiicre hareketlerinin gozlem-
lenmesinde, ekonomide borsa hareketlerinin takibinde, kontrol teorisinde kararlilik du-
rumunun tespit edilmesinde, doga olaylarinin arastirilmasinda ve daha bir¢cok bilim
dalinda kullanildigini soyleyebiliriz.

Bagimsiz degigkenin siirekli oldugu durumda y(z) bagimh degiskenin degisimi 3/(x)
,y"(x) , y"(x) ... tiirevleri ile agiklanabilir. Fakat z’in ayrik (discrete) degerler alirsa
degisimi tiirevleri ile aciklayamayiz. Boyle bir durumda iginde sonlu farklarin bulun-
dugu fark denklemlerine ihtiyag vardir. 20. yiizyilda radyasyondaki kuantum, biyolo-
jideki genetik gibi bilimlerde goriilen gelismeler,tiim doga olaylarinin siireklilikle ifade
edilemeyecegini gostermis olup basgka ifadelere ihtiyag duyulmustur. Bu ihtiyag fark
denklemleri kullanilarak kargilanmistir. Boylece diferensiyel denklemlerdeki siireksizlik

halleri kaldirilmigtitr.

Bugiin bir¢ok alanda fark denklenmlerinin uygulamalarindan yararlanilmaktadir.
Uygulama alani olarak en ¢ok ekonomide arz-talep denklemlerinde,ekonomik dalgalan-
malara agiklik getirmekte, hareket analizinde devrelerin matematiksel ifadesinde kul-
lanilmaktadir. Daha da genigletecek olursak bir canlinin neslinin tiikenip tiikenmeye-
cegi, 1. yil sonunda, 2. yil sonunda ... niifusunun kag olacag: gibi tahminlerde dahi fark

denklemlerinden yararlanilir.

Fark denklemlerinin M.O 2000’li yillara Babillere dayandig: diisiiniilmektedir. Fark

denklemlerine M.O 450’de Pisagor’un iizerinde calistig iicgensel sayilar;



tn=t""14n ve S, = S,_1 +n?

denklemleri katki saglamigtir. M.S 400 ve M.S 1200 yillar1 arasi matematik igin
verimsiz bir dénem olup Avrupa’da 6nemli bir calisma yapilmamistir. Fakat Omer
Hayyam, Chia Hsien ile birlikte 1000-1100 yillarinda oldugu tahmin edilen en eski fark

denklemlerinden biri olan,
bn+1,r - bn,r + bn,r—l

denklemi iizerinde galigmiglardir (Laksmikhantham ve Trigiante 2002).

1,1,2,3,5,8,13,21,34,... seklinde devam eden ; ilk ikisi 1’e sonraki sayilarin da kendin-
den onceki iki saymin toplamina esit olan Fibonacci sayilar1 bir¢ok yerde kargimiza gik-
maktadir. Ornegin papatyalarin yaprak sayisi, meyveleri ya da sebzeleri ortadan ikiye
boldiigiimiizde i¢indeki bosluklarin sayisi, aygigegin tistiindeki spiral seklinde dizilmis
tohumlari, cam kozalaklarinin tanelerinin sayis1 gibi. 1202’de iinlii Italyan matematiki
Leonardo Fibonacci'nin ”Liber Abaci” adl kitabindaki ”tavsan problemi” Fibonacci
dizisinin temelini olusturmustur. Kendinden o6nceki iki saymin toplamina egit olan
Fibonacci sayilar1 fark denklemi yardimiyla bulunabilir. Bazi kaynaklarda fark den-

klemlerinin baglangici olarak kabul edilir.

1600-1700 yillar1 arasinda fark denklemleri ve yinelemeli sayma tizerine ¢aligmalar ya-
pan matematikciler; Francesco Maurolica, Fermat, Pascal, Sir Thomas Harriet, Henry
Briggs, Leibniz, Newton ve Euler’dir. Bu kisiler arasinda en ¢nemli ¢alismay1 Newton,
giiniimiizde “Newton Metodu” olarak bilinen kok bulma formiiliinii (niimerik analizde

yer alan)

_ f(@n)
f/(xn)
seklindeki fark denklemi ile ifade etmistir (Kulenovic vd. 2000).

Tp+1 = Tp

18. yy’da temel lineer fark denklemleri teorisini gelistiren matematikgiler Moivre, Euler,

Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmustur. Yine bu dénemde Riccati'nin de galig-



malar1 olmustur. “Riccati fark denklemi” olarak bilinen denklem agagida belirtilmigtir.

a+ bz,
c+dz,

Tnt1 =

1850 1i yillardan sonra herhangi bir canh tiirtiniin gelecekteki durumuyla ilgili tahminler
yapilirken, bu tiiriin ¢gogalmasini etkileyebilecek tiim ic, dis ve cevresel faktorler goz

oniine alinmas: gerektiginden fark denklemlerinden yararlanilmaya baglanmigtir.

19. yy’da ise lineer fark denklemleri Bessel fonksiyonunun hesaplanmasinda Miller’in
algoritmasi araciligiyla kullanilmigtir. 1950’den bu zamana kadar yapilan aragtirmalar-
daki bilgiler 1950’li yillardan sonraki matematikcilerin lineer olmayan sabit katsayili
fark denklemleri ile ilgili calismalari i¢in bir zemin olusturmustur. Bu calismalardan

bazilar1 1995-2000 yillar1 arasinda Ladas tarafindan yapilmigtir.

Fark denklemlerinin ¢oziimii, pek cok matematikcinin yakin ilgisini ¢ekmis ve ozellikle
son 40 yil igerisinde yapilan caligmalar sonucunda da bu konuda zengin bir literatiir
ortaya cikmistir. Son yillarda fark denklemlerinin coziimlerinin davranisi ve ozellikle

salinimhi olmas ile ilgili cok sayida caligma yapilmigtir.

1990 yilinda Ladas,

Tpil — T+ P, =0, n=0,1,2, ... (1.1)

p € (0,00), k € Z* lineer otonom gecikmeli fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin salinim-

lilig1 igin gerek ve yeter sart vermistir. 1989 yilinda Erbe ve Zhang
Tpil — T+ Puur =0, n=0,1,2, .. (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z™ lineer otonom gecikmeli fark denklem-
lerinin ¢oziimlerinin salinimliligr icin yeter sart vermisglerdir. 1989 yilinda, Ladas, Phi-
los ve Sficas yukaridaki otonom olmayan fark denkleminin ¢oziimlerinin salimimlilig:
icin yeter sart elde etmiglerdir. Ayrica diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin
¢oziimlerinin salimmliligr arasinda ilging benzerlikler s6z konusudur. Ancak bu durum

her zaman gecerli olmayabilir. Ornegin,

() + p(t)x(t —k) =0 (1.3)



diferensiyel denklemini goz oniine alahm. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel den-

kleminin ayrik benzeridir. £ = 0 i¢in (1.3) diferensiyel denklemi

(1) = 2(to) exp (- / p(s)ds)

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢dziim hi¢ bir zaman salimiml degildir. Ancak (1.2)
fark denklemi ise k£ = 0 i¢in
n—1
Ty = LH (1 —Pj)] g
=no
seklinde bir ¢oztime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢oztim her j > ng i¢in 1—p; < 0 oldugunda

salinimh bir ¢oziime sahiptir.

Fark denklemleri ile diferensiyel denklemler arasinda biiyiik benzerlikler bulunmaktadir.
Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki siireksizlik durumlar1 ortadan
kaldirilabilmektedir. Hatta birgok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullanilarak
kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu nedenle yukarida verilen bilgiler 1giginda bu yiiksek
lisans tez calismasinda birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri ¢alisilmis ve bu
denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi i¢in yeni sartlar elde edilmis ve ¢rneklere yer

verilmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak diferensiyel denklemler ve fark denklemleri ile ilgili genel
bir literatiir bilgisine yer verilmistir.

Ayrica 1 < i < m, {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmas: gerek-
meyen,

n > 1igin 7;(n) > n

kosullarini saglayan tamsay1 dizileri ve geri fark operatorii
Vz(n) =xz(n) —x(n —1)

esitligi ile tamimlanmak iizere birinci mertebeden lineer ileri fark denklemi
Vi(n) —p(n)x(r(n)) =0

ileri fark denkleminin c¢oziimlerinin salnimli olmasi i¢in yeni yeter sartlar elde edilmistir.

Son olarak ise tartigma ve sonug kismina yer verilmistir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezimizde ihtiyag duyulacak literatiirde yer alan bilgilere yer verilecektir.
[k olarak fark analizi tanitilacak ardindan diferensiyel denklemler ve fark denklem-

lerinin salimimhiligy ile ilgili baz1 tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

2.1 Fark Analizi

Tanim 2.1.1 F 6teleme (kaydirma) operatorii x siirekli bir degisken ve ayrik noktalar

kiimesi iizerinde sirasiyla
Ey(x) =y(x+h), Ex, = Tpiq (2.1.1)
seklinde tanimlanir. Ikinci mertebeden E operatorii
E%y(x) = E[Ey(@)] = Ely(x + )] = y( +2h)
seklinde bulunur. Benzer islem adimlar1 devam ettirildiginde
E*y(z) = y(x + kh), E*z, = Tpip

esitligi elde edilir. Boylece, E* k. dereceden bir steleme operatoriinii tanimlar.

Tanmim 2.1.2 y reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere ileri fark operatorii
A,

seklinde tanimhidir. Burada h herhangi bir sabit = ise bagimsiz degiskendir.

Ozel olarak y(z) = x olarak almirsa Az = (z + h) — z = h ya da h = Az bulunur. Bu

nedenle h fonksiyon araligi olarakta adlandirilir.

Tanim 2.1.3 Geri fark operatorii V
Vy(z) =y(z) —y(r — h), Vo, =2, — 2,1 (2.1.3)
seklinde tanimlanir. Ayrica

Vy(z) = AE [y(2)] = (1 — B )y(2)



seklinde de ifade edilebilir.

V ve E nin temel ozellikleri, Vy ve Ey degerlerini hesaplamak icin énemlidir. ¢; ve co

keyfi sabitler, y; ve yo farkli iki fonksiyon olmak {izere;

FE

V iy (k) + yZ(k)] = Vyi(k) + Vya(k),

V ey (k)] = cVyi(k),

V [ayi (k) + eaya(k)] = c1 Vi (k) + caVya(k),

)
h) y1,ys, ..., Yn; n-tane fonksiyon ve cy, o, ..., ¢, keyfi sabitler olsunlar. O halde
V [eryr (k) + coya(k) + ... + coyn (k)] = a1t Vyr (k) + coVya (k) + ... + ¢, Vyn (k)

yazilir.
(1) k bir tamsay1 olmak iizere y(k),y fonksiyonunun & daki degerini gostermek iizere,

a,b (b > a) seklinde herhangi iki tamsay ise

y(a) +yla+ 1)+ .. +yb) = y(k)

seklinde ifade edilir.

Toplam operatortii ile ilgili baz kurallar ise agsagidaki sekildedir.

(@) 3 =me.

(0)eu(k) = 3 y(k),

(€) = lulk) & 2(k)] = Su(k) = 3 =(k)

(d) (A+ By = 320D l0obth) gipnk youn (A4 By = 5 [ | AbBrt,
k=0 k=0 k

Tanim 2.1.4 n € N olmak iizere, z,, N iizerinde tamimli reel (veya kompleks) degerli

bir fonksiyon olsun.

Tny Tptls ooy Tntk (214)

ifadelerini igeren bir bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).

7



Tanmim 2.1.5 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiiciik
indis arasindaki fark olarak tamimlanir. Ornegin; Tpig—Tpi1+4x, = 0 denklemi tigiinii

dereceden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tamim 2.1.6 Eger (2.1.4) fark denklemi,

k
> tintnsi = by (2.1.5)
i=0
formunda verilirse k. mertebeden olan (2.1.4) fark denklemine lineerdir denir. Eger en

az bir n € N i¢in b, sifirdan farkh ise bu durumda (2.1.5) fark denklemine homojen

olmayan lineer fark denklemi denir.
Eger (2.1.5) fark denklemi

k
> intngi =0 (2.1.6)
1=0

seklinde verilirse (2.1.6) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

2.2 Ileri Fark ve Diferensiyel Denklemler icin Literatiir Aragtir-

masi

Bu boliimde ileri diferensiyel denklemler ve ileri diferensiyel denklemlerin ayrik benzeri

olan ileri fark denklemleri ile ilgili bilinen baz tanim ve teoremlere yer verilecektir.

[k olarak 7(t) >t ve p € C'[[to, 00) , R] olmak iizere, birinci mertebeden bir lineer ileri

diferensiyel denklemi gz 6niine alalim.

z'(t) — p(t)z(7(t)) = 0. (2.2.1)

T pozitif bir reel say1 ve p, [ty,00) iizerinde tanimh negatif olmayan reel degerli bir

fonksiyon olmak tizere 7(t) =t + 7 alirsa (2.2.1) denklemi

&) — p(t)z(t +T) =0, t >t (2.2.2)

sabit gecikmeli bir diferensiyel denkleme doniisiir.



Tanim 2.2.1 7 € R, 7(t) = ¢t — 7 olmak fiizere ¢t > t; igin z, [t;,00) arahginda
stirekli diferensiyellenebilir ve x, (2.2.1) denklemini saghyorsa x € C[[t; — T,00),R]
fonksiyonu (2.2.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve bu ¢6ziim [¢1, 00) iizerinde bir ¢oziim

olarak adlandirilir.

t1 bir baglangi¢ noktasi olmak iizere, ¢ € C'[[t; — 7,t1) , R] baglangi¢ fonksiyonu verilmig

olsun. Boylece (2.2.1) denklemi t; — 7 < ¢ < ¢; igin

z(t) = o(t) (2.2.3)
olacak sekilde [t;, 00) araliginda birtek x ¢oztimiine sahiptir (Gyori ve Ladas 1991)

Tanim 2.2.2 Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii x olsun. Eger
xr ¢oziimii keyfi sayida sifira sahipse, yani; nhjgo t, = oo olacak sekilde bir {t,} dizisi
vardir oyle ki z(t,) = 0 ise x ¢oziimiine salimmhdir denir. Aksi taktirde salinimh
degildir denir. Salinimh olmayan bir ¢oziim, ergec pozitif yada erge¢ negatiftir. Yani,
Yt > t; igin z(t) # 0 olacak bigimde bir ¢; vardir. Eger denklemin her ¢oziimii salinimh
ise denklemin tiim ¢oziimleri salinimhdir, salinimli olmayan en az bir ¢oziimii varsa

denklemin ¢oziimleri salmiml degildir denir (Ladde vd. 1987).
Asgagida verilen teorem Ladas ve Stavroulakis (1982) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.2.1
t+T

1

li%ninf p(s)ds > — (2.2.4)

—00 e
t

ise (2.2.2) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmmmhdir (Ladas ve Stavroulakis 1982).
p(t) = p € (0,00) oldugunda ise asagidaki kosul elde edilmigtir.

Teorem 2.2.2

(i) ' (t) —px(t+T) > 0, t > t, esitsizliginin ergeg hi¢ bir pozitif ¢tziime sahip olmamasi,
(13) '(t) — px(t + T) < 0, t > to esitsizliginin erge¢ hig bir negatif ¢oziime sahip
olmamasi,

(1i) 2'(t) — px(t +T) = 0, t > to denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimimli olmasi igin
gerek ve yeter kosgul

1
pT > = (2.2.5)
e



olmasidir (Ladas ve Stavroulakis 1982).

Ayrica Kulenovic ve Grammatikopoulos (1988), Koplatadze ve Chanturija (1982), Ku-
sano (1982) da (2.2.2) denkleminin ¢oziimlerinin salimimlihig ile ilgili galigmalar yap-

miglardir.

Simdi Fukagai ve Kusano tarafindan (1984) yilinda, (2.2.1) denkleminin ¢oziim-
lerinin salinimliligy icin elde ettikleri agagidaki sonucu verelim.

Teorem 2.2.3 p(t) > 0, t > t(, azalmayan 7(t) fonksiyonu i¢in 7(t) > t ve lim 7(¢t) = oo

t—o00

olmak tizere
7(t) )

li%ninf p(s)ds > — (2.2.6)
e
¢

ise (2.2.1) denkleminin tiim ¢dziimleri sahmimhdir. Ancak

(t)

/p(S)ds <

t

Q| -

ise (2.2.1) denklemi salimmsiz bir ¢tziime sahiptir (Fukagai ve Kusano 1984).

Ornek 2.2.1 a > 0 ve « bir sabit olmak iizere
2'(t) — at®x(e') =0 (2.2.7)

ileri diferensiyel denklemini g6z ¢niine alalim.
Eger p(t) = at® ve 7(t) = €' alinirsa, ileri diferensiyel denklem i¢in

(1)
lim [ p(s)ds = {

t—o00

00, a > —1

0, a<—1
t

sonucu elde edilir. Boylece verilen (2.2.7) denkleminin tiim ¢oziimlerinin saliniml ol-

mast igin gerek ve yeter kogul av > —1 olmasidir (Fukagai ve Kusano 1984).

Ornek 2.2.2 a > 0 bir sabit olmak {izere

7() — ata (t + %) ~0 (2.2.8)

ileri diferensiyel denklemini g6z ¢niine alalim.
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Eger, p(t) = at ve 7(t) =t + } almrsa, ileri diferensiyel denklem i¢in
()
lim inf/p(s)ds =a

t—o0
t

sonucu elde edilir. Boylece a > % ise verilen denklemin tiim ¢oziimleri salimml, a < %

ise verilen denklemin salimml olmayan ¢oziimii vardir (Fukagai ve Kusano 1984).

Chatzarakis ve Ocalan (2015) yihinda 7(t) fonksiyonlariim monoton olmasi gerek-
meyen fonksiyonlar olmasi durumunda agagidaki sonucu elde etmislerdir.
Teorem 2.2.4 Kabul edelim ki ¢ > t; igin p(t) > 0, 7(¢) monoton olmasi gerekmeyen

ve 7(t) > t olmak {izere, eger

h(t) 7(s)
lim sup /p(s) exp /p(f)df ds > 1 (2.2.9)

t—o0
t h(t)

ise (2.2.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir. Burada ¢ > 0 igin A(t) = infi< {7(s)}
dir. (Chatzarakis ve Ocalan 2015).
Simdi birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri ile ilgili literatiirde yer alan calis-

malar1 inceleyelim.

{p(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7(n)} monoton olmasi gerekmeyen,
n>1icgin 7(n) >n (2.2.10)
kogullarini saglayan tamsay: dizileri ve geri fark operatorii
Vz(n) =z(n) —x(n—1) (2.2.11)
esitligi ile tamimlanmak tizere
Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (2.2.12)

seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemini goz ¢niine alalim.
Tanim 2.2.3 Eger porzitif bir N tamsayis1 ve n > N igin z(n)z(n + 1) < 0 ise z(n)
agikar olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salimmhidir denir. Aksi halde x(n) ¢oziimiine

salinimh olmayan ¢oziim denir.

11



Bagka bir gekilde ifade edecek olursak, eger bir x(n) ¢oziimii belli bir yerden (n degerinden
itibaren) sonra ergeg pozitif ya da ergeg negatif degilse sifir etrafinda salinimhdir denir

(Agarwal vd. 2000, Gyori ve Ladas 1991, Elaydi 2000).

Teorem 2.2.5 7(n) = n + k oldugunda

n—1
Q1<n) = j{: l%i% n > k,
i=n—k
—1
ga(n) = D pli)g(n), j=1, n>(j+1)k
i=n—=k
olmak {izere z
> k+1
> () (%) " (n) - 1] = 00 (2.2.13)
n=n1-+lk

olacak gekilde n; > 0 tamsayisi ve [ pozitif tamsayis1 mevcut ise (2.2.12) denkleminin

tiim ¢oziimleri salimmmhdir (Li ve Zhu 2002).

Diger taraftan Gyori ve Ladas (1991), 7(n) = n + o olmak iizere agagida verilen ileri

terimli birinci mertebeden lineer fark denklemini ¢alismislardir.
Az(n) —p(n)z(n+o0) =0, n >0, (2.2.14)

burada A ileri fark operatorii olmak tizere Az(n) = x(n+1)—x(n) esitligi ile tanimhdir.

Teorem 2.2.6 ¢ > 2 porzitif bir tamsay1 olmak iizere

n+o—1
limsup Y p(i) > 1 (2.2.15)
ya da
TL+0'71 o— 1 o
lim inf > p(i)>( - ) , (2.2.16)
t=n-+1

ise (2.2.14) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmmhdir (Gyori ve Ladas 1991).

Ocalan ve Akin (2007) ise asagida verilen birinci mertebeden lineer fark denklemini

calismiglardir.

i=1,2,...,migin p;(n) <0 ve k; < —1 olmak iizere

m

Az(n) + Y pi(n)z(n—k) =0, n>0 (2.2.17)

=1
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ileri fark denklemi i¢in baz1 sonuclar elde etmiglerdir.

Ayrica i = 1,2, ...,m igin p;(n) = p; oldugunda

m

Ax(n) + Zpix (n—k)=0,n=0,1,2,.. (2.2.18)

i=1

ve bu denklemin bir 6zel hali olan
Az(n)+pr(n—k)=0, n=0,1,2,... (2.2.19)

ileri fark denklemi elde edilir.

Gyori ve Ladas (1991) yilinda, (2.2.18) ve (2.2.19) denklemlerinin ¢oziimlerinin salinim-

liligr icin agagidaki sonuglar: elde etmistir.

Teorem 2.2.7 p € R ve k € Z olmak iizere (2.2.19) denkleminin tiim ¢oziimlerinin
saliniml olmas igin gerek ve yeter kosul agsagidaki kogullardan birinin saglanmasidir.
(1) k=—1vep<—I;
(i) k=0 vep>1;
(iii) k€ {.., =3, =2} U{1,2,...} ve p&EZ 5 g
(Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.2.8 1 =1,2,...,m igin
€ (0,00) ve k; {0,1,2, ...}
veya
pi € (—00,0) ve k; {...,—3,—2,—1}

sartlarindan biri saglanmak tizere

m

k, 1 ki+1
sz i >1 (2.2.20)

ise (2.2.18) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhidir (Gyori ve Ladas 1991).
Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) yilinda asagidaki sonucu vermiglerdir.

Teorem 2.2.9 {7(n)} azalmayan olmak iizere

lim sup Zp (2.2.21)

n—oo
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ise (2.2.12) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimhdir (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).

Nor olarak belirtelim ki Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) yilinda yapmis olduklar1 bu
galigmada 7(n) > n+ 1, n > 1 oldugunu kabul etmiglerdir. Ancak 7(n) > mn, n > 1

alindiginda da bu sonuglar gerceklenmektedir.
Ornek 2.2.3

Vz(n) —pn)z(n?+1)=0, n>1 (2.2.22)
ileri fark denklemini gtz 6niine alahm. Burada

c e
>1, c=—
(n+2)ln(n—|—2)’n_ T e T

(n) =n*+1

p(n) =

olarak tanimlanmigtir. {p(n)} pozitif reel sayilarin bir dizisi ve {7(n)} pozitif tam-
sayilarin bir dizisi olmak iizere n > 1 icin 7(n) > n sart1 saglanir. Ayrica {7(n)}

azalmayandir. Diger yandan ( artmayan oldugundan, f(x) artmayan pozitif

c
n+2) In(n+2)

bir fonksiyon olmak iizere

]f(l’)drr > f(b) = 7]”(37)dffj

olma durumunu goz oniinde bulundurursak

n2+1 n?+1 i+1 n?+2

c ds ds
; (i +2)In(i +2) 202 (s+2)In(s + 2) :C/ (s+2)In(s + 2)

ya da
2
s c In(n? + 4)
D ML U
—~ (i+2)In(i +2) In(n + 2)
ve

n2+1

n2+1 ’I’L2+1 I3
c ds ds
D GromiTy S¢ =c
—~ (i+2)In(i +2) —~ ) (s+2)In(s +2) (s+2)In(s +2)

i—1 n—1

ya da
n2+1 2
Z | c_ < Clnln(n +3)
—~ (i+2)In(i +2) In(n+1)
elde edilir. Buradan
In(n? +4 In(n?
limclnM = limclnM =cln2 = i11r12 ¢
n—oo  In(n+2) n—ooc  In(n+1) In4 2
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bulunur.

Boylece
n2+1 n2+1 c e
I N _€
n£2>2;;p“J n523225<i4-2)hm¢4-2) >
olup

n—oo

7(n)
e
li )=—->1
im sup ; p(7) 5
oldugundan verilen denklemin tiim ¢oziimleri salimimli olur (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).

Ocalan ve Ozkan (2016) yihmda ise (2.2.12) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlilig:

icin tist limit integral sart1 olarak agagidaki sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.10 Kabul edelim ki 7(n) > n saglansin. Eger {7(n)} monotonon olmasi

gerekmeyen bir dizi ve

h(n)
limsup »  p(j) > 1 (2.2.23)
n—oo j=n
ise (2.2.12) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir. Burada h(n) = min,<s{7(s)}

seklinde tammlannmgtir (Ocalan ve Ozkan 2016).

Ocalan v.d (2020) yilinda (2.2.12) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmlihg igin alt
limit integral sart1 olarak agsagidaki sonucu elde etmislerdir.
Teorem 2.2.11 Kabul edelim ki 7(n) > n saglansin. Eger {7(n)} monotonon olmasi

gerekmeyen bir dizi ve

1
limi ' - 2.
lﬂgf Z p(j) > . (2.2.24)
Jj=n+1
ise (2.2.12) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhidir. Burada h(n) = min,<s {7(s)}

seklinde tanimlanmustir (Ocalan v.d 2020).
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3 BIiRINCi MERTEBEDEN LINEER ILERI FARK

DENKLEMI ICIN SALINIM KRITERLERI

Salimlhilik teorisi ile ilgili galigmalarda genellikle saliniml olmayan ¢oziimiin varlig: i¢in
yeter sartlar ve her ¢oziimiin salinimli olmasi icin yeter sartlar elde etmek durumlar:
iizerinde galisgilmaktadir. Bu durumlar icin yapilan caligmalar birbirinden farkhdir.
[Ik durum icin sabit isaretli olan bir ¢oziimiin var oldugunu gostermek yeterlidir. Bu
durumda cesitli sabit nokta teoremleri uygulanabilir ya da salinimli olmayan bir ¢oziime
yakinsak, monoton bir dizi tanimlanabilir. Ikinci durumda ise denklemin bazi ¢oziimleri
i¢cin bu yontemlerin kullanmilmasi uygun degildir. Bu yiizden ¢eligki yontemi kullanilarak
ispat yapilir. Yani, verilen denkleme ait salinimh olmayan bir ¢oziimiin varhigi kabul
edilir ve bu denklemin parametreleri icin kabul edilen sartlarin saglandig1 gosterilerek

celigki elde edilir.

Birinci mertebeden lineer gecikmeli fark denklemlerinin salinimlilik davranisi ile ilgili
bir¢ok ¢aligma mevcuttur. Ancak birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin sal-
nimi iizerine cok sayida calisma bulunmamaktadir. Ozellikle daha genel bir durum olan
monoton olmasi gerekmeyen argumanlari iceren denklemlerle ilgili yapilan ¢aligmalar

neredeyse yok denecek kadar azdir.

Bu nedenle bu tez ¢aligmasinda
Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (3.1)

seklinde verilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinim-
lilik davranigi ele alinacaktir. Bu tezde (3.1) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhligi igin
yeni salimmlilik kriterleri elde edilecektir. Burada {p(n)} pozitif reel say1 dizileri ve
{7(n)} monoton olmasi gerekmeyen ve

VneN, n>1icin7(n) >n (3.2)

k—1
kosullarin saglayan tamsay: dizileridir. Ayrica ¢alismamiz boyunca H A(7) = 1 oldugunu

i=k
kabul edecegiz. Elde edilen sonuglar tamamen orjinal olup asagidaki sekildedir.
[k olarak (3.1) denkleminin ¢oziimlerinin salimmlilig ile ilgili elde edilen sonuglar ele

alalim.
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{7(n)} monoton olmas1 gerekmeyen bir dizi olmak tizere

h(n) :=min{r(s)}, s€N (3.3)

n<s

fonksiyonunu tanimlayalim. Acik olarak, her n > 1 i¢in 7(n) > h(n) ve {h(n)} dizisi

azalmayan olur.

Asagidaki Lemma 2016 yilmda Ocalan ve Ozkan tarafindan verilmistir.

Lemma 3.1 (3.3) esitligi saglansin ve m > 0 olsun. Bu durumda

h(n) 7(n)
m = lim inf Z p(j) = liminf Z p(j) (3.4)
n— o0 - n—oo i

esitligi vardir (Ocalan ve Ozkan 2016).

Lemma 3.2 (Discrete Gronwall Esitsizligi) p(n) > 0 ve {z(n)} (3.5) esitsizliginin

pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu durumda
n) > ;x s), n>s 3.5
i | iz

dir.
Ispat Kabuliimiizden dolay1 x(n), z(7(n)) > 0 dir. Boylece, (3.1) denkleminden

asagidakini elde ederiz
Vz(n) = p(n)z (r(n)) > 0, biitiin n > n; i¢in.

O halde {z(n)} dizisi n > n; i¢in azalmayandir. Elde edilen bu sonugtan ve 7(n) >

h(n) > n oldugundan, (3.1) denklemi agagidakini verir
Vz(n) —p(n)x(n) >0, n>n. (3.6)

Dolay19isyla (3.6) esitsizligini x(n) ile boliip ve daha sonra s+ 1 den n e kadar ¢arpim

uygularsak

I1 Vel 11 »0)

Jj=s+1 :C(j)

veya




veya

- 145050

ve buradan

elde ederiz ve ispat tamamlanir.

Asgagidaki teorem 2015 yilinda Braverman v.d tarafindan (3.1) denkleminin tiim
¢oziimlerinin salimmhligr i¢in bir tist limit integral yeter sarti olarak ispati yapil-
madan verilmigtir. Biz burada teoremin ispatini agik bir sekilde verecegiz.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki (3.2) ve (3.3) saglansin. Eger {7(n)} monotonon olmasi

gerekmeyen bir dizi ve

h(n) 7(5) 1
lim sup Zp(j) H =) > 1 (3.7)
j=n

n— 00 r=h(n)+1 1- p(T))

saglaniyor ise, bu durumda (3.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimlidir.

Ispat Aksini kabul edelim, yani (3.1) denklemi bir salimimh olmayan ¢oziime sahip
olsun. —z(n) de (3.1) in bir ¢dziimii oldugundan ispat1 sadece x(n) ¢oziimiinii belli bir
yerden sonra pozitif kabul ederek yapabiliriz. Dolayisiyla, bir n; > ng > 1 tamsayisi
vardir ki her n > nqigin z(n), x (7(n)) > 0 dir. Boylece, (3.1) denkleminden agagidakini
elde ederiz

Vz(n) = p(n)z (7(n)) > 0, biitiin n > n; igin.

O halde {z(n)} dizisi n > n; i¢in azalmayandir. Elde edilen bu sonugtan ve 7(n) >

h(n) > n oldugundan, (3.1) denklemi agagidakini verir
Vz(n) —p(n)x(n) >0, n>n. (3.8)

Simdi ise (3.8) esitsizligine Lemma 3.2 deki discrete gronwall esitsizligini uygularsak,
elde ederiz ki

()
2(7(7)) (1 =p@@)) = z(h(n)), 7(j) = h(n) =m (3.9)
i=h(n)+1
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seklindedir. Dolayisiyla, (3.1) denkleminden n den h(n) e kadar toplam alir ve (3.9)

esitsizligini kullanirsak, elde ederiz ki

h(n)
z(h(n)) —x(n—1) - Zp(j)l" (7(45)) =0

veya
h(n) h(n) () 1
z(h(n)) =Y p()x (r(j) = = (h(n) Y p() I +—F
j=n j=n i=h(n)+1 1 p(l)
ve boylece, elde edilir ki
h(n) 7(5) 1
z(h(n) (1= "p() ] _| >0 (3.10)
j=n i=h(n)+1 1 =p(2)

dir. Sonug olarak, (3.10) dan elde edilir ki

7(j)

h(n)
. , 1
S ST |
j=n

G i=h(n)+1

bu ise (3.7) kabuliimiizle ¢eligmektedir. Boylece, teoremin ispat1 tamamlanir.

Simdi (3.1) denkleminin tiim ¢dziimlerinin salimmlilig1 igin bir alt limit integral
yeter sart1 i¢in agagidaki sonucu verecegiz. Elde edecegimiz bu sonug orjinaldir ve (3.1)
denklemi i¢in Teorem 2.2.11 elde edilen (2.2.24) sartim1 daha da ilerletmektedir.
Teorem 3.2 Kabul edelim ki (3.2) ve (3.3) saglansm. Eger {7(n)} monotonon olmasi

gerekmeyen bir dizi ve

1 1
liminf > p() [ 5 >, (3.11)

ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir.

Ispat Celigki olusturmak adima (3.1) denkleminin pozitif salinimsiz bir 2(n) ¢éziimiiniin
varligini kabul edelim. Ayrica —z(n) de (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olarak diigiiniilebilir
ancak biz ispatimizi yalmizca x(n) in pozitif oldugu durum i¢in yapacagiz. Boylece her
n > ny i¢gin z(n), = (7(n)) > 0 olacak sekilde n; > ng > 1 mevcuttur. Yani, (3.1)
denkleminden

Vz(n) =pn)z(r(n)) >0, Vn>mn
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elde edilir ki buradan {z(n)} azalmayan bir dizi olur. Buradan ve 7(n) > h(n) > n

oldugundan (3.1) denkleminden
Vz(n) —p(n)z(h(n)) >0, n>mn (3.12)

ve

Vz(n) —p(n)z(n) >0, n>mn (3.13)

bulunur. Boylece, (3.13) i dikkate alirsak, Lemma 3.2 ye sahibiz. Diger taraftan,

Lemma 3.1 den biliyoruz ki

j=n+1 r=h(j)+1
h(n) 7(j) 1
= liminf ()
n—oo JZ’J ri]L;I (1 —p(T))
n J)+1

O halde, (3.11) den elde ederiz ki bir ¢ > 0 sabiti vardir syle ki

h(n) 7(j)

1 1
Zp(j) H T 2 C> -, nZ2nNy > (3.14)

j=n+l r=h(j)+1 (1—p(r) ~ €

elde edilir. Simdi ise, (3.1) denklemini z(n) ile bolersek, bu durumda asagidaki denklemi

elde ederiz.

— 0. (3.15)

Boylece, (3.15) de n+1 den h(n) e kadar toplam alip, Lemma 3.2 deki discrete gronwall
esitsizligini kullamirsak ve {z(n)}, {h(n)} dizilerinin azalmayan olduklar1 gerceginden

elde ederiz ki

W oval) N2 aml) T 1
2on 205y U gz 60

dir. Diger taraftan, Ocalan v.d (2020) deki Lemma 2.2 nin ispatindan biliyoruz ki

W V() x (h(n))
]Zn;l z(J) =l z(n) (3.17)

dir. Ayrica % > 1 oldugundan, (3.16) ve (3.17) den asagidakine sahibiz.



ve

h(n) 7(j)
z (h(n)) _ 1
>expq Y p()) FE R (3.18)
x(n) j=n+1 r=h(j)+1 (1 N p(T‘))
Boylece, (3.14) ve (3.18) ifadelerinden elde ederiz ki

seklindedir. Ayrica x € R i¢in e” > ex oldugundan, (3.19) dan kolayca goriiliir ki

x (h(n)) > e‘x(n) > (ec) z (n) (3.20)

olur, burada ec > 1 dir. Elde edilen (3.20) ifadesini (3.12) esitsizliginde yerine yazarsak,
elde ederiz ki

Vz(n) —p(n)(ec)x(n) >0, n>ny

dir. Dolayisiyla, bu iglemi tiimevarim kullanarak tekrarlarsak, herhangi bir pozitif [

tamsayisi igin
z (h(n))
z(n)

oldugunu elde ederiz. Diger taraftan, (3.14) den, biitiin n > ng ler i¢in bir n* € [n, h(n)]

> (ec) yeterince biiyiik n ler icin (3.21)

tamsayis1 vardir dyle ki

n* 7(4)
1 c
o) ] —= > (3.22)
j=n+l  r=h(j)+1 (L=p(r) ~ 2
ve
Yoo T 2
p(j) — > (3.23)
S e L p(n) T2

yazabiliriz. Simdiise (3.1) de, n+1 den n* e kadar toplam alip Lemma 3.2 yi kullanirsak,
elde edriz ki

n*

z(n*) —x(n) = Y p()e(r(j) =0

j=n+1
2 (") — 3(n) — Z p()z (h(5)) ﬁ L5y
j=n+1 r=h(j)+1 (1= p(r)
veya ) .
%k & T] 1
o () > x (h(n + 1>>j§nj+1p<j>”%+l =



veya

% 1
ey za) Y00 I1 =0y (3.24)
j=n+1 r=h(j)+1 p
seklindedir. Boylece, (3.23) ve (3.24) ifadelerinden elde edilir ki
z(n*) > gx (h(n)). (3.25)

Simdi ise (3.1) de, n* dan h(n) e kadar toplam alir ve yukaridaki islemleri kullanirsak,
kolayca elde ederiz ki

h(n) 7(4)
. Vo (b4 1
2(h(n)) — a(n* — 1) ];pm (W))mgﬂ T 2"
veya .
o) 2 5 ) S p0) [ e (3.26)
- S e L p()

dir. Boylece, (3.25) ve (3.26) ifadelerinden elde edelir ki

2(h(n)) = 5z (h(n")) (3.27)

olur. Sonug olarak, (3.25) ve (3.27) egitsizliklerini kullanirsak, elde ederiz ki

veya
z (h(n”)) (2)2
——= < (-] <+Hoo,
x(n*) c
yani, liminf, . % vardir. Bu ise (3.21) ile gelismektedir. Dolayisiyla, teoremin

ispat1 tamamlanir.

Ornek 3.1.1

Vz(n) —pn)z(r(n)) =0, neN, n>1 (3.28)
ileri fark denklemini ele alalm. p(n) = 0.3 ve 7(n) = n + 2 olsun. Boylece
n+2
limsupr(j) =09 41

olup Teorem 2.2.10 deki (2.2.23) sart1 saglanmaz. Ancak
nt2 j+2

lifln_)sotijp(j) H m ~1.3409 > 1

olup Teorem 3.1 deki (3.7) sartindan dolay: (3.28) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimh

j=n r=n+3

olur.

22



4 TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda
Vi(n) —p(n)x(r(n)) =0, neN, n>1

birinci mertebeden lineer ileri fark denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi1 du-
rumu cahigilmigtir. Bu denklemin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in yeni bir alt
limit integral yeter sart1 elde edilmistir. Boylece, elde edilen yeni salimimlilik kriteri ile
birlikte monoton olmasi gerekmeyen argumanlari iceren birinci mertebeden lineer ileri

fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlihig: gosterildi.

Ayrica tezimizde yer alan sonuglarin ilerleyen zamanlarda bu konular iizerinde ¢alisacak

olan aragtirmacilara yol gosterici nitelikte olacag diisiiniilmektedir.
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